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PROLOGO

La Estadistica es hoy un instrumento profusamente utilizado por investiga-
dores de areas cientificas muy diversas. En particular, su necesidad e importancia han
ido creciendo durante estos ultimos afios dentro de las Ciencias de la Conducta
y, mas concretamente, dentro de la Psicologia. Para convencerse de ello basta con
leer las publicaciones contempordneas sobre Psicologia experimental, Psicolo-
gia del aprendizaje, Psicologia educacional, Psicologia social, Psicofisica, etc. Aun
la misma Psicologia clinica exige ya un dominio no pequefio de las técnicas esta-
disticas. El psicélogo, por tanto, debe conocer dichas técnicas con cierta seriedad.
No basta con que sepa aplicar unas cuantas formulas de modo mas o menos me-
canico. Es necesario que conozca el fundamento y la deduccion de las mismas,
asi como las condiciones exigidas por cada técnica estadistica para que su utili-
zacion resulte valida. Sélo asi podra aplicar la mas apropiada en cada caso con-
creto y, a la vez, sera capaz de llevar a cabo su tarea especifica de psicélogo que es
ofrecer una interpretacion psicoldgica adecuada de los resultados numéricos ob-
tenidos en sus investigaciones. Los meros calculos no son de su incumbencia, sino
propios de las maquinas que, por cierto, operan con mayor rapidez y seguridad
que ¢l hombre en la realizacion de los calculos numéricos.

De acuerdo con estos criterios, hemos procurado definir claramente los con-
ceptos y formulas, exponiendo, ademas, los fundamentos en que se basan y las
propiedades que de ellos se derivan. También hemos intentado hacer ver las re-
laciones de unos con otros, cOmo conceptos aparentemente nuevos no son mas
que una mera deduccion de otros previamente expuestos o, dicho de modo dis-
tinto, cédmo conceptos dispares a primera vista no son mas que traducciones di-
versas de un mismo concepto ya conocido. Creemos que este planteamiento no
solo economiza energia mental sino que, ademds, ayuda al lector a estructurar
racionalmente los conocimientos que va adquiriendo.

Segun lo que diremos en el capitulo 3, la Estadistica quedara dividida en dos
partes fundamentales: Estadistica Descriptiva y Estadistica Inferencial. Alli ex-
plicaremos qué significa cada una de ellas y cémo estan relacionadas entre si. Por
ahora nos contentaremos con indicar que en este volumen trataremos Unicamente
de la Estadistica Descriptiva. En un segundo volumen expondremos la Estadis-
tica Inferencial tras unos capitulos previos dedicados a la Probabilidad. Creemos
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gue el contenido de este primer volumen puede ser expuesto en un semestre con
tres clases semanales tedricas y tres clases pricticas.

Nos mantendremos a un nivel matemético moderadamente elemental, aunque
suficiente para poder legitimar de modo razonable las formulas que vayamos
proponiendo. En cualquier caso, el nivel exigido en este volumen dedicado a la
Estadistica Descriptiva sera inferior al requerido en el segundo dedicado a la Es-
tadistica Inferencial. Esperamos que los actuales y los antiguos alumnos de Psico-
logia podran superar este nivel, aunque dicha superacién exija, quizd, de alguno
de ellos, un pequefio esfuerzo. Asimismo, dada la importancia de las Matemati-
cas en los nuevos planes de estudios pre-universitarios, esperamos que, dentro
de dos afios, los alumnos que lleguen a la Universidad espafiola, vengan con una
preparacion matematica bastante superior a la que poseen la mayoria de los actuales
universitarios de Psicologia. Con ello, es previsible que los futuros psicologos espa-
fioles serdn capaces de manejar los instrumentos estadisticos con la cautela de quien
conoce de cerca sus limitaciones y, a la vez, con la eficacia de quien sabe sacar de
ellos el maximo partido posible en la solucion de los problemas psicoldgicos.

Hemos introducido numerosos ejemplos que ayuden a comprender mejor las
formulas tedricas. Algunos de ellos estdn tomados de investigaciones llevadas a
cabo realmente en campos psicolégicos. Otros han sido creados artificialmente.
Los primeros tienen la ventaja de motivar al lector en el estudio de la Estadistica,
viendo cémo las formulas que estudia tienen aplicacién en la vida real, pero tienen
el inconveniente de exigir calculos laboriosos y de no estar preparados expresa-
mente para aclarar la naturaleza y propiedades de las férmulas matematicas. Los
segundos tienen la ventaja de exigir cdlculos mas sencillos y de estar elaborados
directamente para que el lector conozca mejor las proposiciones tedricas que se
le presentan, aunque carecen del aliciente motivacional ofrecido por los primeros.

Al fin de cada capitulo el lector encontrara resumidas las definiciones y férmulas
en €&l propuestas y una serie de ejercicios cuya solucion se halla en un apéndice, al
final del libro.

Tras unos capitulos introductorios, la obra queda dividida en tres partes:
a) Estudio de una sola variable, b) Estudio conjunto de dos variables, y ¢) Estudio
conjunto de tres variables. En los capitulos introductorios presentamos ciertas
relaciones entre Matematicas y Psicologia, exponemos el concepto de medida y
de escala de medida (con mayor detalle, tal vez, que el usual en libros de nuestro
nivel) y concluimos ofreciendo la definicién y division de la Estadistica. En la
primera parte, tras unas definiciones previas, proponemos el modo de organizar
unos datos numéricos y de calcular unos indices que nos indiquen el valor medio
o central de todos ellos, su dispersién o variabilidad y su asimetria y apuntamiento.
En la segunda parte estudiamos la relacién entre dos variables (proponiendo diver-
sos indices de correlaciéon) y el modo de pronosticar las puntuaciones en una de
ellas, conocidas las puntuaciones en la otra. En la tercera parte estudiamos la
correlacién entre dos de las tres variables (eliminando el influjo de la tercera),
la correlacién de una de ellas con las otras dos tomadas conjuntamente, y el modo
de pronosticar las puntuaciones en una de ellas, conocidas las puntuaciones en
las otras dos.
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El doctor Luis Jafiez ha entresacado ejemplos apropiados de la literatura
psicoldgica, ha colaborado en la correccién de pruebas y, sobre todo, ha ayudado
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Martin que en su docencia universitaria ha venido usando las primeras redaccio-
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Matematicas en Psicologia

1.1. Lenguaje matematico en las ciencias

Por regla general, las ciencias se han mantenido a un nivel meramente cuali-
tativo en su infancia y han ido ascendiendo a niveles superiores cuantitativos al
ir alcanzando su edad adulta. Los investigadores se han esforzado en ir traducien-
do a lenguaje matematico la formulacion verbal primitiva de las ideas cientificas
y este esfuerzo ha resultado fecundo para la ciencia por un doble motivo. En primer
lugar, el intento de expresar matematicamente las hipdtesis cientificas ha obli-
gado a los investigadores a clarificar més sus conceptos y a perfilar mejor esas
hipdtesis antes de plasmarlas definitivamente. En segundo lugar, toda hipdtesis
cientifica es susceptible de una comprobacién experimental mdés satisfactoria
cuando viene formulada matematicamente que cuando viene propuesta en forma
meramente verbal.

Son multiples las citas aducibles segun las cuales van unidos estrechamente el
progreso de una ciencia y ¢l grado de su desarrollo matematico. Sélo voy a presen-
tar el testimonio de dos psicélogos. Para Stevens (1951, pag. 1), «la importancia
de una ciencia es medida cominmente por el grado segun el cual hace uso de las
matematicas». A juicio de Atkinson et al., (1965, pag. 2), «es un hecho histérico
familiar que a medida que la ciencia progresa, sus teorias se van haciendo mds
y mas matemadticas en la forman.

Parece, pues, clara la tendencia general de las ciencias modernas a expresar sus
conceptos matemdaticamente.

1.2. Lenguaje matematico en Psicologia

La Psicologia moderna, casi desde sus comienzos, ha intentado proponer sus
leyes (o, al menos, algunas) bajo féormulas matematicas. A este respecto puede
ser consultado Miller (1964). Thurstone (1959, pag. 9) cree que la Psicologia se-
guird el camino recorrido por otras ciencias, haciéndose cada vez mas y mas ma-
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temdtica a medida que vaya formulando mas rigurosamente sus ideas fundamentales.
Horst (1966, pag. 2) piensa que la Psicologia ha tardado tanto tiempo en ocupar
su lugar apropiado entre las ciencias aplicadas, quizd por no haber reconocido la
importancia de la medida en la investigacién psicolégica. Segiin Nunnally (1967,
pag. 6) todas las teorfas psicoldgicas, con el tiempo, iran siendo propuestas en for-
ma matematica. Bailey (1967, IX) admite que la Biomatemética ayudara a la Bio-
logia y a la Medicina, como la Fisica matemética ha ayudado a la Fisica. Existe,
pues, un convencimiento casi general de que el lenguaje cuantitativo ir4 asumiendo
cada vez mayor relieve en las ciencias de la conducta y, en particular, en la Psico-
logia. De hecho, los modelos matematicos juegan hoy un papel importante en mu-
chas dreas psicologicas: Psicologia experimental, diferencial, social, industrial,
pedagdgica, ...y aun clinica. La lectura de bastantes articulos y libros relaciona-
dos con estas disciplinas exige una preparacién matematica no ligera y, en oca-
siones, profunda. Desde luego, sin esta ultima es imposible leer revistas de espe-
cializacion psico o bio-matemdtica («Psychometrikay, «Biometrica», «Biome-
trics», «Journal of Mathematical Psychology», etc.) o entender libros, cada vez
mas numerosos, que abordan los problemas psicolégicos de modo rigurosamente
métrico. Igualmente, es necesaria una sélida preparacién matematica para com-
prender diversas leyes o teorias psicolégicas, tal como hoy son propuestas. Asi,
por ejemplo, leyes psicofisicas y psicométricas, teorias sobre el aprendizaje, teoria
de la decisién y teoria de la informacidn aplicadas a la Psicologia, teoria de tests,
etcétera. En conclusién, las matemdticas se van haciendo cada vez mas indispen-
sables dentro de las ciencias humanas y, en particular, dentro de.la Psicologia.
Los multiples libros de Matemdticas para psicélogos, socidlogos, bidlogos, etc.,
que vienen apareciendo durante estos ultimos afios, son un indice claro de que
estos investigadores necesitan y piden una fundamentacién matematica cada vez
mis seria para poder abordar adecuadamente muchos problemas de sus corres-
pondientes especialidades.

Sin negar, ni mucho menos, la importancia del lenguaje matematico en Psico-
logia, conviene, no obstante, advertir que la tarea fundamental de un psicélogo
es llegar a consecuencias psicoldgicas a partir de premisas, también, psicoldgicas.
Los instrumentos matematicos seran dtiles en Psicologia en cuanto nos ayuden
a alcanzar conclusiones psicoldgicas. Sin duda alguna, es mucho més estimable
una afirmacion con contenido psicoldgico, expuesta en términos verbales, que una
afirmacion carente de significado psicoldgico, por mds elegante que sea su formu-
lacién matemadtica y por mds riguroso que sea el proceso matematico que nos ha
llevado a ella. Por tanto, como psicélogos, deberemos abordar matematicamente
un problema psicoldgico siempre y sélo cuando esta tictica nos ayude a encon-
trar una solucién psicolégica apropiada. Si un problema psicologico no admite
un enfoque matemdatico, no nos empefiaremos en introducir modelos mateméti-
cos que, en el caso més favorable, seran perfectamente inutiles. Con todo, si un
problema psicoldgico admite un enfoque matematico y otro no matematico, serd
muy interesante acometer el problema bajo los dos puntos de vista. Ambos enfo-
ques, lejos de ser antitéticos, se complementaran mutuamente. El resultado con-
Junto de ambos puede ofrecernos una solucién mas rica que la que nos hubiera
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ofrecido cada uno de ellos por separado. En algunas ocasiones, la discordancia
entre los resultados de uno y otro enfoque puede sugerirnos un planteamiento

nuevo mucho mds acertado que el concebido previamente.

1.3. Matematicas y complejidad de las manifestaciones
psicolégicas

De lo dicho se infiere que hoy las técnicas matematicas son utilizadas en Psico-
logia con gran profusién y no poco éxito. Por ello consideramos superfluo poner-
nos a refutar ciertas dificultades clasicas contra la aplicabilidad de los métodos
matematicos en Psicologia. Sin embargo, queremos responder a una pregunta
que, obviamente, pueden hacer muchos lectores. ;Es posible acercarse a los pro-
blemas psicoldgicos, de innegable complejidad, con instrumentos de naturaleza
simple y elemental?

Comencemos admitiendo que tanto en Psicologia humana, como, sobre todo,
en Psicologia animal, existen procesos bastante rudimentarios encajables facil-
mente dentro de esquemas matemadticos. En estos casos no s6lo es posible, sino,
también, muy util la introduccién de instrumentos matemdticos. No obstante,
debemos aceptar que son escasos los fendmenos psicoldgicos de gran simplicidad
y que, sobre todo, los fendmenos psiquicos de maximo interés son precisamente
los de contextura mas compleja. {Qué hacer? En primer lugar, podemos conside-
rar aspectos parciales del fendmeno complejo, limitando nuestra investigacién
a ellos y, por supuesto, restringiendo, después, nuestras conclusiones a €sos Uni-
cos aspectos. De esta manera podremos utilizar técnicas matematicas relativamente
simples. En segundo lugar, conviene advertir que existen modelos matematicos
muy complejos y a los que podemos acudir en muchos casos. Desde luego, su ma-
nejo exige conocimientos matematicos no asequibles a todos los psic6logos. Es una
dificultad innegable, pero no invencible. Es extrinseca y superable con una prepa-
racién matematica adecuada. En conclusion, parece posible acercarse a muchos
problemas psicolégicos con instrumentos matemadticos con tal que éstos sean sufi-
cientemente apropiados. Aclaremos lo dicho con un ejemplo.

Dos personas, Pablo y Santiago, consideran una frase sobre cierto problema
social. Tienen que decir si estan de acuerdo o en desacuerdo con la misma. Pues
bien, la situacién siguiente es muy posible. Pablo responde que estd de acuerdo
y Santiago que estd en desacuerdo. Cuando Santiago escucha a Pablo razonar
su respuesta afirmativa, nos dice: Yo también habria estado de acuerdo si hu-
biera considerado la frase desde el punto de vista bajo el cual él la ha considerado.
A su vez, cuando Pablo escucha a Santiago razonar su respuesta negativa, nos
dice: Yo también habria estado en desacuerdo si hubiera considerado la frase
desde el punto de vista bajo el cual él la ha considerado. Sin embargo, es muy pre-
visible que no preguntemos a ninguno de los dos la razén de sus respuestas y nos
contentemos con atribuir a Pablo un 1 (por estar de acuerdo) y a Santiago un 0
(por estar en desacuerdo). Si se trata de un cuestionario compuesto de diversas
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frases, nos limitaremos a atribuir a cada persona una puntuacion igual al numero
de fra_ses con las que ha estado de acuerdo. Este tratamiento matematico es muy
asequible. De modo muy elemental dispondremos enseguida de una puntuacién
para cada‘ persona. Pero, ;es esto legitimo? Probablemente, no. En efecto, la tic-
tica anterior supone implicitamente que a alta puntuacién en el cuestionario co-
r.re.s,ponde estar de acuerdo con el tema social del mismo. Ahora bien, tal supo-
smon-sélo seria defendible si dicho tema social fuera unidimensional, admitiese
un tnico enfoque, y éste hubiera sido asumido por todas las personas que respon-
den al cuestionario. Mas aun, deberiamos estar seguros de que la vnica dimension
cpnsidprada por ellas ha sido entendida tal como lo pretendia el que aplica el cues-
tionario. De no cumplirse estas condiciones, el ntimero atribuido a cada persona
es .susceptible de multiples y aun equivocas interpretaciones psicosociales. Esto
quiere decir que el modelo matematico simple aplicado en esta ocasién no es el
mas apropiado, pero ello no significa que sea rechazable todo tratamiento mate-
mético. Podemos valernos de un modelo que nos descubra las dimensiones fun-
dam_entales simples del tema social complejo y que nos permita determinar la si-
tuacion de cada persona respecto a cada una de esas dimensiones o facetas. Este
modelo matematico trataria de considerar los diversos aspectos considerados por
las personas que responden al cuestionario, evaluando a las personas segun cada
uno de estos aspectos, sin contentarse con clasificarlas en las dos unicas categorias
« fayor» 0 «en contra». Es posible que muchos temas sociales, simples y unidi-
mengonales en apariencia, sean complejos y multidimensionales *. Pero ello no
implica que sea inviable todo enfoque matemético. Sélo quiere decir que los pro-
blemas psicosociales multidimensionales deben ser afrontados con modelos mul-
tl.(?Imensionales. Admitimos ciertas dificultades de orden prictico en su aplica-
cion, pero negamos la imposibilidad de acometer dichos problemas complejos con
mstrumentos matematicos.

14 Comeptario sobre los modelos matematicos complejos
en Psicologia

g) Ante todo, queremos reafirmar que estos modelos complejos no sélo son
posibles, cino que atn son los Unicos realistas en muchos casos. Es erréneo creer
que las técnicas matematicas algo complicadas son construcciones puramente
ideales, muy propias para discusiones teéricas, pero sin relacién alguna con los
prqblemas de la vida real. Con gran frecuencia los instrumentos sencillos y de fAcil
aplicacién suelen ser menos realistas y menos utiles que los modelos matemadticos

CO{np.]e_IOS a la hora de tomar decisiones psicoldgicas de importancia en situaciones
practicas complejas.

* . H L ‘ %
Por poner un ejemplo, Amén (1969) comprobd cémo una faceta social tan aparentemente uni-

dlmensmnal como la 1el'g'()sulad utilita a, medida con un cuestionario sumame te pu iﬁcado, §€ ma-
nifestd como plurldlmensmnal, SlelldO, ademas, bastante llldeC]ldlCll es entre si las di nensiones en las
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b) Es verdad que los modelos matematicos complejos suelen ser los tnica-
mente validos en situaciones psicoldgicas complejas y que el dominio de tales mo-
delos exige un nivel matematico algo mds que mediano. Sin embargo, conviene

‘hacer algunas puntualizaciones. En primer lugar, segin ya hemos indicado, no

todos los problemas psicoldgicos son extremadamente complejos. Mas adelante
nos encontraremos, de hecho, con situaciones bastante simples. Comprobaremos
cédmo en ellas son aplicables legitimamente técnicas matematicas sencillas y como
sus resultados numéricos son susceptibles de una interpretacion psicolégica muy
satisfactoria. En segundo lugar, la aplicacion de modelos matematicos complejos
no implica necesariamente una preparacién matemdtica extremadamente especia-
lizada. Son deseables unos conocimientos matemadticos serios, pero no es nece-
sario que el investigador psicomatemdtico sea especialista en areas matematicas
concretas. Lo verdaderamente importante es que sepa acercarse con mentalidad
matematica a los problemas que se le presenten. Es decir, que se esfuerce en asimilar
el proceso 16gico subyacente al razonamiento matematico, que logre captar la es-
tructura formal del modelo matematico de que se trate, que conozca las condiciones
que lo hacen posible y, consiguientemente, las condiciones que éste exige de la
realidad concreta para que sea legitima su aplicacion a la misma. Sélo asi, sabra
elegir el modelo matematico mas apropiado en cada situacién practica de la vida
real. Por otra parte, asimilada esta mentalidad matematica, no sélo podrd manejar
con suficiente pericia instrumentos matematicos bastante sofisticados, sino que
podrd entablar didlogo con los especialistas en Estadistica matemadtica para que
le asesoren en el planteamiento métrico de algiin problema psicoldgico y con los
especialistas de un Centro de Célculo para que le ayuden en la eleccién o creacién
del programa mas adecuado con el que pueda resolver su problema psicolégico
mediante un ordenador electrénico.

¢) Los modelos matematicos, aun los mds complejos, son todavia bastante
elementales respecto a la realidad psicoldgica concreta. Las relaciones previstas
por el modelo se verifican exactamente en una realidad simplificada, ideal, y sélo
aproximadamente en la realidad compleja, existente. El grado de aproximacidn
sera tanto mayor, cuanto menor haya sido el proceso simplificador que ha permi-
tido crear el modelo. Cuanto mas mutilemos la realidad concreta, mas sencillo
y mds manejable serd el modelo creado a partir de esa realidad cercenada, pero
mds problemdtica serd su aplicacion a la realidad concreta, no mutilada. Cuanto
menos mutilemos la realidad concreta, mas complicado serd el modelo, pero més
fiable serd su aplicacion a dicha realidad. Tendremos que llegar a un compromiso:
simplificar la realidad concreta lo menos posible, pero, a la vez lo suficiente de
modo que el modelo creado a partir de ella sea facilmente manejable desde el punto
de vista instrumental matemdtico. En Psicologia los casos practicos que se nos
presentan en la vida real suelen ser mas complejos que los que aparecen en otras
ciencias de la Naturaleza. Por ello, si deseamos modelos sencillos, deberemos
simplificar la realidad concreta de manera notable. Aun queddndonos con mo-
delos algo complejos, deberemos imponer a la realidad mutilaciones de cierta
importancia. Ello quiere decir que en Psicologia debemos ser prudentemente
cautos en la aplicacién de los modelos a la realidad concreta y en la traduc-
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cidén a lenguaje psicoldgico de los resultados numéricos obtenidos mediante el
modelo.

Conviene advertir que los investigadores psicomatematicos con sdlida pre-
paracién matematica suelen ser muy cautos en la interpretacidon psicoldgica de
los resultados numéricos. La razén es que ellos conocen muy bien las limitaciones
de los modelos matematicos aun de aquellos que pueden aparecer bastante com-
plejos. Son mucho mas audaces en dichas interpretaciones psicoldgicas los que
carecen de adecuada preparacion matemadtica, precisamente por carecer de ella,
por desconocer la limitacion de los modelos que usan. Es necesaria una buena
preparacion matematica para conocer la potencia y la debilidad de las técnicas
estadisticas y, consiguientemente, para saber usarlas con eficacia y, a la vez, con
prudencia.

Medida en Psicologia

2.1. Introduccion

Hemos visto que es posible enfocar matematicamente los problemas psicol-
gicos. Este enfoque implica atribuir ntimeros a las manifestaciones psicoldgicas,
someter estos niimeros a ciertas técnicas matematicas de modo que lleguemos a
un resultado numérico final e interpretar psicologicamente este resultado. En
realidad, el estadio estrictamente matematico es el segundo que comienza con
datos numéricos y concluye con resultados, también, numéricos. Pero éste es in-
concebible sin una previa atribucién de nimeros a las manifestaciones psicold-
gicas. Por ello, vamos ahora a referirnos brevemente a dicha atribucion numérica o,
lo que es equivalente, a la definicién de medida.

2.2. Caracteristicas y modalidades

Los objetos manifiestan caracteristicas segun diversas modalidades. Asi, por
ejemplo, las personas manifiestan la caracteristica «sexo» segin dos modalida-
des: varén y mujer; la caracteristica «religion» segliin muchas modalidades: catd-
lico, protestante, mahometano, budista, ateo, etc.; la caracteristica «peso» segin
infinitas modalidades, pues entre dos modalidades, por préximas que se encuentren,
son siempre posibles otras modalidades intermedias.

2.3. Definicion de medida

Atribucion de numeros a los objetos segin ciertas reglas®.

* La definicién anterior estd tomada de Stevens. En su primera publicacién sobre la medida

(1946, pdg. 2), decia: «Parafraseando a N.R. Campbell, ... , podemos decir que medida, en su sentido
mds amplio, es definida como la atribuci6n de numerales a objetos o sucesos de acuerdo con reglas».
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Tenemos por una parte niimeros y, por otra, 0bj§tos con sus cor'r§spon<.iientes
modalidades. Entre los numeros existen ciertas relaciones que son vghdas siempre
dentro del mundo aritmético, ideal. Entre las modalidades existen ciertas relacxo_-
nes (en unos casos, pocas y simples; en otros, bastant.es y ?omplej?s) que son veri-
ficables en el mundo empirico, real. Pues bien, la atribucion de numeros a los qb—
jetos no va a ser arbitraria, sino de acuerdo con esta regla generall:.aceptar 5019
como relaciones vdlidas entre los nimeros aquellas que sean verificables empi-
ricamente entre las correspondientes modalidades. Esta regla general se concre-
tard en unas u otras reglas particulares, seglin sea mayor o menor el namero de

i ificables empiricamente. .
rela}(ijl)(()igiersnc\)/sir por tanto, ugl cierto paralelismo o isomqrfismo entre las relamo?es
aceptadas como vélidas entre los ntmeros y las 1:e1ac,10.nes verlﬁca}blqs entre ?s
correspondientes modalidades (en nuestro caso, psicoldgicas). Conmgmentemen e,
con los ntmeros atribuidos a las modalidades, solo podremos reahz?r. aquellas
operaciones que estén de acuerdo con las relaciones gceptadas como \_/ahdas entr.e
los mismos. Por otra parte, estas relaciones son precisamente las verificables entre
las modalidades empiricas, psicologicas. En consecuencia, parece que e! rgsul-
tado numérico final, obtenido operando de este modo con los numeros atribuidos
a las modalidades psicoldgicas, admitird una interpretacion psicologica razpnable.

Ordinariamente, la expresion «atribucion de nﬁmero§ a las ,modahdades.»
serd una simplificacién de «atribucion de nimeros a los objetos segun las modali-
dades bajo las cuales manifiestan cierta cal_'acteristlca». ‘Pasamos por alto las ven-
tajas e inconvenientes que esta equivalencia l!eva consigo. Tampoco nos ~deten,e—
mos a discutir si los niimeros deben ser atribuidos a los ol?]eFos 0 a sus caracteris-
ticas, por creer dicha discusion ajena al fin de este texto. Unicamente, nos cqntF:,rn-
tamos con proponer la anterior equivalencia, usando preferentemente la expresion

primera por meras razones de sencillez.

2.4. Definicion de escala de medida

La palabra «escala» es usada profusamente en lq literatura psi(,:omatemétlca,
pero raramente definida. Ya Suppes y Zinnes se quejabe}n' (1968, pag. 10) de que
«es raro encontrar en la literatura sobre la medida una definicion exacta de escalas».
Ni el mismo Stevens ha sido lo suficientemente explicito. Suppes y Zinnes han pre-
sentado una definicion clara de «escala». Algo parecido ocurre con Coombs, Dawes

y Tverski (1970) y con Pfanzagl (1971). . -
Veamos qué entendemos aqui por escala de medida. Comenzaremos definién-

i riores (1951, 1959, 1966, 1968a, 1975, por ejemplo) volverd a proponer idénticgg o
E;reacrit(li;l;ktzcs)r?r())lflt:ciones (sobre la medida. Ordinariamente usa la palabr,a «numeral», pero, también,
usa la palabra «néimero» (véase, por ejemplo, 1968b, pdg. 1850). Seguq algunos autores, hay que
diferenciar cuidadosamente los dos vocablos «numeral y «nimero». Asi, e:ntre otros, Lorg,e (1967,
pdg. 44), Sender (1958, pdg. 50). Segin ellos, «numeral» es un concepto mas amp!lo que «nlmero».
Con todo, Stevens (1959, pdg. 19) no parece dar mayor importancia a esta distincion.
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dola en algunos casos particulares, para concluir ofreciendo una definicién general.
Consideremos la caracteristica peso. Aceptemos como unidad empirica de

.medida la modalidad presentada por un cuerpo eclegido arbitrariamente. Me-

diante una balanza podemos elegir otro cuerpo que manifieste la caracteristica
peso bajo la misma modalidad que el primero (es decir, que pese lo mismo). Me-
diante estos dos cuerpos podemos elegir otro nuevo cuya modalidad sea igual a
la suma de las modalidades de los dos cuerpos anteriores (es decir, que pese lo
mismb que los dos primeros juntos). Para ello, basta con colocar estos dos cuerpos
en un platillo de la balanza y en el otro un tercer cuerpo tal que la balanza quede
equilibrada. Esta operacion la podemos ir repitiendo, poniendo tres cuerpos de
peso unidad en un platillo y en el otro un cuerpo tal que la balanza permanezca
en equilibrio. Asi, llegaremos a obtener un conjunto de cuerpos materiales, uno
con la modalidad unitaria, otro con una modalidad dos veces mayor que la uni-
taria, etc. Podemos ahora atribuir nimeros a estas modalidades (o a estos cuerpos
manifestando la caracteristica, segiin estas modalidades). Una atribuciéon obvia
(no la unica, como luego veremos) es asignar el 1 a la primera modalidad, el 2 a
la modalidad empirica doble, el 3 a la triple, etc. Esta atribucidn es obvia, en cuanto
que la primera modalidad ha sido elegida arbitrariamente como modalidad em-
pirica unitaria.

Pues bien, llamaremos escala de medida a este conjunto de modalidades em-
piricas distintas y de nuimeros distintos, puestos en correspondencia biunivoca
(a cada modalidad le corresponde un solo ntimero y a cada numero una sola mo-
dalidad). O, lo que es igual, a este conjunto de cuerpos materiales, con pesos dis-
tintos, y de los nimeros distintos atribuidos a dichos cuerpos. Mediante esta es-
cala podemos atribuir nimeros de modo coherente a otro cuerpo cualquiera,
comparando su modalidad peso con las modalidades de la escala tipo acabada
de construir y atribuyéndole el numero de la escala asociado a la modalidad que °
coincide empiricamente con la modalidad del cuerpo en cuestion.

Veamos otro ejemplo algo mas complejo. Se trata de la caracteristica tempera-
tura. Consideremos una vasija llena de agua y situada sobre una fuente calorffica.
Introduzcamos dentro del agua un tubo estrecho de vidrio en uno de cuyos extre-
mos lleva un pequefio depdsito conteniendo mercurio. Al aumentar la tempera-
tura el mercurio se dilata y va avanzando por el tubo de vidrio que supondremos
en posicion vertical y con el depédsito de mercurio en su extremo inferior. En un
momento arbitrario la vasija manifestard la caracteristica temperatura segun cierta
modalidad determinada y la columna de mercurio habra alcanzado una altura de-
terminada. Sefialemos una raya en el tubo de vidrio junto al nivel alcanzado por
el mercurio en ese momento. Vayamos aumentando la temperatura del agua y
en otro momento, también arbitrario, veamos hasta donde ha ascendido la columna
de mercurio marcando otra raya en el tubo de vidrio junto al nivel alcanzado por
el mercurio en este segundo momento. Sigamos calentando el agua hasta el pre-
ciso momento en que la diferencia entre esta altura y la obtenida en el momento
segundo sea igual que la diferencia entre las alturas alcanzadas en los momentos
segundo y primero respectivamente y hagamos otra raya en el tubo de vidrio junto
al nivel alcanzado por el mercurio en este tercer momento. Si verificamos una ope-



28 / Estadistica para Psicélogos

racién semejante en repetidas ocasiones, el tubo de vidrio habrd quedado mar-
cado con una sucesion de rayas equidistantes, correspondientes a las modalida-
des de la caracteristica temperatura manifestadas por el agua de la vasija en el
primer momento, en el segundo, en el tercero, etc. Podemos, ahora, atribuir nt-
meros a esas rayas. A una cualquiera de ellas le atribuimos el valor 0. A cada una
de las rayas superiores (correspondientes a modalidades mds cdlidas) les vamos
atribuyendo los nameros 1, 2, 3, ... A su vez, a cada una de las rayas inferiores
(correspondientes a modalidades mds frias) les vamos atribuyendo los nuimeros
—1, =2, =3, ...

Pues bien, llamaremos escala de medida a este conjunto de rayas y de nimeros
relacionados biunivocamente. Mediante esta escala podemos atribuir numeros
de modo coherente a un cuerpo cualquiera. Para ello, le ponemos en contacto:con
el tubo de vidrio tipo (o termdémetro), acabado de construir, y observamos hasta
qué raya de éste, ry, ha ascendido la columna de mercurio. Hecho esto, atribui-
remos al cuerpo en cuestion el nimero correspondiente a r,.

Por supuesto, la sucesién de nimeros (. .., —3, —2, —1,0, 1,2, 3, .. .), aunque
obvia, no es la Unica, segin veremos mas adelante. Ademas, es claro que ahora la
medida es indirecta, en cuanto que lo que medimos directamente es la altura alcan-
zada por el mercurio e indirectamente la temperatura causante de esa altura. Antes,
en cambio, mediamos directamente la caracteristica peso.

Consideremos, finalmente, la caracteristica provincia de origen. Empirica-
mente podemos distinguir las modalidades Soria y Segovia, por ejemplo. Tendre-
mos tantas modalidades distintas como provincias espafiolas. Podemos atribuir
a cada provincia un nimero distinto. Tendremos tantos ntimeros distintos como
provincias distintas.

Pues bien, llamaremos escala de medida a este conjunto de modalidades (tantas
como provincias espafiolas) y de nimeros relacionados biunivocamente. Mediante
esta escala, podemos atribuir numeros de modo coherente a una persona cualquiera.
Le atribuiremos, sencillamente, el nimero de la escala correspondiente a la mo-
dalidad bajo la cual manifiesta esa persona su provincia de origen. Por supuesto
existen infinitas sucesiones de numeros distintos que puedan ser atribuidos a las
modalidades anteriores, segun veremos luego.

En conclusidn, podemos ofrecer la siguiente definicion general de escala: con-
junto de modalidades (distintas) y conjunto de ndmeros (distintos) relacionados
biunivocamente. Es decir, a cada modalidad le corresponde un solo nimero y a
cada ntmero una sola modalidad.

La escala, asi definida, es un instrumento natural de medida. Con ella podemos
atribuir nimeros a cualquier objeto. Para ello, basta con observar qué modalidad,
m,, de la escala coincide empiricamente con la modalidad del objeto en cuestion,
atribuyendo a éste el niimero correspondiente a m, en la escala.

La definicidn anterior de escala estd de acuerdo con la idea que tenemos de
uno de los instrumentos de medida mas usuales, la regla. Una regla no es mas que
un conjunto de rayas equidistantes marcadas sobre un liston de madera (o de otro
material) y un conjunto de numeros, en correspondencia biunivoca: a cada raya
le corresponde un solo nimero y a cada ntimero una sola raya.
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Notese que hablamos de modalidades y numeros relacionados biunivocamente.
Ordinariamente, tendremos conjuntos de objetos tales que, dentro de cada con-

_junto, todos sus objetos no manifiesten la caracteristica de que se trate bajo moda-

lidades distintas. Es decir, tendremos mas objetos que modalidades. En este caso,
a cada objeto le corresponde un solo niimero; pero un mismo nimero puede corres-
ponder a varios objetos (todos los que manifiesten la caracteristica segin la misma
modalidad). En el caso general, tendremos »n objetos y m modalidades. Si defini-
mos la escala como conjunto de objetos y de numeros, deberemos distinguir dos
casos. En el primero, m = n; habrd correspondencia biunivoca entre objetos y
nimeros (isomorfismo). En el segundo, m < n; no habrd correspondencia biu-
nivoca, serd sélo univoca: a cada objeto un solo numero (homomorfismo). Para
evitar estas distinciones, hemos definido la escala como un conjunto de modali-
dades (distintas) y de numeros (distintos) relacionados, siempre, biunivocamente.

2.5. Tipos de escalas de medida

Al medir, o sea, al atribuir nimeros a los objetos, deciamos que sélo acepta-
bamos como validas entre los niimeros aquellas relaciones que fueran verificables
empiricamente entre las correspondientes modalidades. Ahora bien, estas rela-
ciones son muy simples en algunos casos y complejas en otros. Por consiguien-
te, en unos casos solo aceptaremos como vdlidas entre los nimeros, relaciones
muy sencillas; en cambio, en los otros daremos validez a relaciones aritméticas
mas complejas.

Pues bien, diremos que nos encontramos a bajo o alto nivel de medida, segiin
sea menor o mayor la complejidad de las relaciones que podamos verificar empi-
ricamente entre las modalidades. Esta terminologia parece la mds oportuna. Sin
embargo, en vez de niveles se suele hablar preferentemente de escalas de medida.
Nosotros hablaremos a veces de niveles de medida; pero, por ahora, aceptaremos
la expresién «escalas de medida», dada su aceptacion casi universal. Esta ultima
expresién tiene, también, un sentido razonable. La escala es el conjunto de moda-
lidades empiricas y de niimeros relacionados biunivocamente. Pues bien, segun
que entre las modalidades de la escala sea verificable uno u otro tipo de relaciones,
tendremos uno u otro tipo de escala. Naturalmente, dentro de cada uno de estos
tipos sélo serdn validas entre los numeros aquellas relaciones que sean verifica-
bles entre las correspondientes modalidades.

Distinguiremos cuatro tipos de escalas, siguiendo el esquema tradicional pro-
puesto ya por Stevens en su primera publicacidn sobre teoria de la medida (1946).

2.5.1. Escala nominal

Supongamos que, dadas dos o mds modalidades, s6lo podemos comprobar
empiricamente si ellas son iguales o distintas. Consiguientemente, entre los niimeros
atribuidos a las mismas solo aceptaremos como vdlida la relacién igualdad-des-
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igualdad. Si, por ejemplo, se trata de la caracteristica «provincia de origen» y
atribuimos el 1 a la modalidad Soria, el 2 a la modalidad Segovia y el 3 a la moda-
lidad Avila, entre los numeros 1, 2 y 3 s6lo aceptaremos como valida la relacién
igualdad-desigualdad. Es decir, el simbolo 1 serd considerado como algo distinto
de los simbolos 2 y 3, y éstos, también, como distintos entre si, del mismo modo que
son distintas entre si las tres modalidades correspondientes; pero, el 2 no serd
considerado como mayor que el 1, ni el 3 como mayor que el 2 y el 1, del mismo
modo que la modalidad Segovia no es una manifestacién mayor de la caracteris-
tica «provincia de origen» que la modalidad Soria, sino, simplemente, una mani-
festacion distinta. A este nivel, los nimeros atribuidos son puros «nombres» (de
aqui el apelativo nominal) que podian ser sustituidos por cualesquiera simbolos
no numéricos: letras, colores, figuras geométricas, etc. Por consiguiente, los nu-
meros no gozan aqui de ninguna de las propiedades aritméticas. No tiene ningln
sentido aceptar a este nivel que 3 = 2 + 1, pues ello implicaria que la modalidad
Avila era el resultado de unir las modalidades Soria y Segovia. En otras palabras,
que el resultado de unir una persona con la modalidad Soria y otra persona con
la modalidad Segovia daria como resultado una nueva persona con la modalidad
Avila.

Evidentemente, la escala nominal permanece invariante frente a cualquier trans-
formacién que a numeros distintos haga corresponder ntimeros distintos. Es decir,
seguiremos teniendo una misma escala nominal, cuando, permaneciendo las mismas
modalidades tipo, los niimeros atribuidos a las mismas sean transformados en otros
con la tnica limitacién de que a ntimeros distintos primitivos, correspondan, tam-
bién, ntimeros distintos nuevos. Si, por ejemplo, a tres modalidades distintas les
hemos atribuido los nimeros 5, 7, 10, podemos atribuirles con igual derecho cuales-
quiera otra terna compuesta de nimeros distintos como 6,9,2;7,3,1; etc.

2.5.2. Escala ordinal

Supongamos que, dadas dos o mds modalidades, no sélo podemos comprobar si
son iguales o distintas, sino, siendo distintas, cudl de cada dos es la mayor. Es decir,
dados dos objetos, podemos comprobar empiricamente si ambos manifiestan una
caracteristica segin la misma o distinta modalidad y, supuesto que la manifiesten
segun distinta, podemos comprobar cual de los dos la manifiesta segun una moda-
lidad mayor. Consiguientemente, entre los niimeros atribuidos a las modalidades
admitiremos como vélidas las relaciones igualdad-desigualdad y orden.

Si, por ejemplo, se trata de la caracteristica dureza, diremos que 4 es mas duro
que B si A raya a By no es rayado por éste, al frotarlos entre si. Es una definicién
operativa de dureza, es decir, verificable empiricamente. Vamos a construir una
escala de dureza, o sea, una escala para medir la caracteristica dureza. Elijamos
diez cuerpos de naturaleza fisica distinta y ordenémoslos empiricamente de acuerdo
con la definicién anterior. Pongamos en primer lugar aquel cuerpo que es rayado
por todos y no raya a ninguno. Pongamos en segundo lugar aquel que raya al pri-
mero (sin ser rayado por éste) y no raya a ninguno de los restantes (siendo rayado
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por ellos). Sigamos asi hasta poner en tltimo lugar aquel que raya a los nueve res-
tantes y no es rayado por ninguno de ellos.
Tenemos, por tanto, diez modalidades de la caracteristica dureza ordenadas

" empiricamente desde la més blanda hasta la més dura. Atribuyamos a la primera

modalidad el nimero 1, a la segunda el ndmero 2, . . ., a la dltima el namero 10.
Ahora aceptaremos no solo que los nimeros 1, 2, ..., 10 son simbolos distintos,
sino que, ademads, el 2 es mayor que el 1, el 3 es mayor queel 2y el 1,...,el 10

es mayor que los nueve primeros numeros enteros positivos. Pero, a este nivel no
tiene sentido admitir como valida entre los nimeros una igualdad del tipo 7 — 6 =
= 3 — 2, pues no podemos comprobar empiricamente si la diferencia de dureza
entre la modalidad a la que he atribuido el 7 y la modalidad a la que he atribuido
el 6 es igual que la diferencia de dureza entre la modalidad a la que he atribuido
el 3 y la modalidad a la que he atribuido el 2.

Evidentemente, la escala ordinal permanece invariante frente a cualquier trans-
formacién mondtona creciente. En otras palabras, seguiremos teniendo una misma
escala ordinal, cuando, permaneciendo las mismas modalidades tipo, los numeros
atribuidos a las mismas sean sometidos a una transformacion mondtona creciente,
es decir, que haga corresponder a una sucesion ordenada de nimeros otra sucesidon
de nimeros ordenados del mismo modo que los primeros. Si, por ejemplo, a tres
modalidades ordenadas de menor a mayor les hemos atribuido los nameros 3, 5y 8,
podemos atribuirles, con igual derecho, otras ternas del tipo: 6, 70, 95; 82, 195,
981; etc.

2.5.3. Escala de intervalos

Supongamos que, dadas dos o mas modalidades, no sdlo podemos comprobar
empiricamente la igualdad-desigualdad y el orden, sino que, también, podemos
establecer una unidad empirica de medida y observar cuantas veces se encuentra
contenida dentro de la diferencia entre dos modalidades cualesquiera. Consiguien-
temente, dadas tres modalidades @, b y ¢, podemos comprobar empiricamente
cudntas veces la diferencia entre g y b es mayor (o menor) que la diferencia entre
by ¢, suponiendo que las dos diferencias son distintas. Consiguientemente, entre
los numeros atribuidos a las modalidades admitiremos como vélidas las relaciones
igualdad-desigualdad y orden, y las operaciones suma y resta entre ellos. Adem4s,
podemos admitir como vdalidas la multiplicacién y division entre las diferencias
obtenidas a partir de dichos ntmeros (no entre los mismos ntimeros).

Supongamos que se trata de la caracteristica temperatura. Elegimos tres cuer-
pos y los ponemos en contacto con un tubo de vidrio en uno de cuyos extremos
lleva un pequefio depdsito con mercurio. Observamos ahora el nivel alcanzado
por el mercurio en cada uno de los tres casos. Tendremos tres niveles termométri-
€OS 1y, 1y, n3. Elegimos arbitrariamente una unidad empirica de medida, es decir,
una distancia arbitraria sobre el tubo de vidrio. Por sencillez, supongamos que las
diferencias entre n,, n, y n; contienen esa unidad un numero entero de veces. Para
ser mas concretos, supongamos que la unidad empirica queda comprendida dos
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veces entre n, y n,, y ocho veces entre n, y n3, es decir, que la diferencia entre n,
y n, es cuatro veces mayor que la diferencia entre n, y n,. (No se olvide que todas
estas relaciones las estamos constatando empiricamente.)

Pues bien, una atribucion obvia de numeros a las tres modalidades anteriores
puede ser: 4, 6, 14. Entre estos tres niimeros aceptaremos como véalidas las rela-
ciones: 4 + 6 # 14, 4 < 6 < 14, 14 — 6 = 4(6 — 4).

Evidentemente, la escala de intervalos permanece invariante frente a cualquier
transformacion de la forma y = ax + b, donde a y b son dos constantes arbitra-
rias. En otras palabras, seguiremos teniendo una misma escala de intervalos,
cuando, permaneciendo las mismas modalidades tipo, los numeros atribuidos a
ellas son sometidos a una transformacién de la forma y = ax + b. Esto es debido
a que son arbitrarios tanto el origen, como la unidad de medida. Por consiguiente,
tan legitima es la terna primitiva 4, 6, 14, como la terna (4a + b), (6a + b), (14a + b),
donde a y b son dos constantes arbitrarias. Asi, por ejemplo, paraa = 2yb = —5,
tendremos la terna 3, 7, 23. Para esta nueva terna siguen siendo validas las tres
relaciones que fueron validas para la terna primitiva, a saber, 3 # 7 # 23,3 <7 <
< 23,23 =7 =47 - 3).

Nétese que la introduccion de la unidad empirica de medida legitima la suma y
resta entre los nimeros atribuidos a las modalidades y la multiplicacién y la division
entre las diferencias obtenidas a partir de dichos nimeros. Pero no legitima la mul-
tiplicacién y divisién entre los niimeros mismos. La legitimidad de estas ultimas
operaciones sélo es posible cuando contemos con un origen empirico absoluto y
N0 con un origen meramente arbitrario. Ahora bien, esta arbitrariedad en el origen
es propia de las escalas de intervalos. Asi, por ejemplo, el origen empirico de tem-
peraturas en la graduacion centigrada no corresponde a la temperatura nula, a la
carencia total de calor, es decir, no es absoluto. Ese origen corresponde a la moda-
lidad o grado de temperatura a la cual se funde el hielo, es decir, es arbitrario. Con
el mismo derecho podriamos haber elegido como modalidad origen cualquier otra
temperatura inferior o superior a la que se funde el hielo. Asi se hace, por ejemplo,
en las escalas Fahrenheit y Reaumur.

2.5.4. Escala de razén

Supongamos que, dadas dos o mas modalidades, no sélo podemos comprobar
empiricamente la igualdad-desigualdad, el orden y cudntas veces la diferencia
entre dos modalidades es mayor que la diferencia entre otras dos, sino, ademas,
cudntas veces una modalidad es mayor que la otra. Por tanto, entre dos nimeros
atribuidos a las-modalidades admitiremos como validas las relaciones igualdad-
desigualdad y orden, y las operaciones suma, resta, multiplicacion y division.

Supongamos que se trata de la caracteristica longitud. Elegimos tres varillas
metélicas que manifiesten la caracteristica longitud segtin tres modalidades distin-
tas. (Basta con escoger tres varillas tales que, al compararlas simultdneamente,
coincidan las tres en uno de sus extremos y difieran en el otro.) Determinamos
arbitrariamente una unidad empirica de medida, es decir, un trocito de varilla
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arbitrario que llamaremos v,. Aplicamos v, a las tres varillas 4, By C y contamos
el numero de veces que v, cabe en 4, en By en C. Supongamos que v, cabe tres veces
en A, seis veces en By 24 veces en C. Tenemos, pues, tres objetos manifestando la

" caracteristica longitud segun tres modalidades distintas y equivalentes respecti-

vamente a tres, seis y veinticuatro veces la modalidad unitaria.

Una atribucidn obvia de nimeros a las tres modalidades anteriores puede ser:
3, 6, 24. Entre estos tres niimeros son validas las relaciones siguientes: 3 # 6 # 24,
3<6<24,24—6=06(6—23),y, ademds, 6/3 = 2, 24/3 = 8, 24/6 = 4, dado
que empiricamente podemos comprobar que la modalidad «longitud» de B es
doble de la de A, la de C es ocho veces la de 4 y la de C es cuatro veces la de B.

Evidentemente, la escala de razén es invariante frente a cualquier transforma-
cion de la forma y = ax, donde a es una constante arbitraria. En otras palabras,
seguiremos teniendo la misma escala de razén, cuando, permaneciendo, las mismas
modalidades tipo, los ntimeros atribuidos a ellas son sometidos a una transformacién
de la forma y = ax. Esto es debido a ser arbitraria la unidad de medida, pero no
el origen. Ahora el origen empirico corresponde siempre a la carencia total de la
caracteristica, a la modalidad nula. No lo podemos ¢legir arbitrariamente donde
nos parezca.

Por consiguiente, tan legitima es la terna primitiva: 3, 6, 24, como la terna:
3a, 6a, 24a, donde a es una constante arbitraria. Asi, por ejemplo, para « = 5,
tendremos la terna: 15, 30, 120. Para esta nueva terna siguen siendo validas las
mismas relaciones que fueron vilidas para la terna primitiva: 15 # 30 # 120,
15 < 30 < 120, 120 — 30 = 6(30 — 15), 30/15 = 2, 120/15 = 8, 120/30 = 4.

2.6. Comentario sobre las escalas de medida

En primer lugar, la aceptacion de cuatro tipos de escalas es tan arbitraria como
lo hubiera sido aceptar dos, veinticinco u otro niimero cualquiera. El mismo Stevens,
propugnador de las cuatro escalas, acepta la posibilidad de esquemas no cuatri-
partitos. «Las anteriores escalas representan los cuatro tipos de uso comun. Otros
tipos son posibles» (1968b, pag. 850). De hecho, otros autores han aceptado otros
tipos de escalas o han aceptado el cuatripartito de Stevens, pero modificado.

En segundo lugar, conviene distinguir entre medida y estadistica. Esta es una
ciencia matemadtica que comienza y concluye con nuimeros, sin atender al origen
extramatematico de los mismos y sin pretender interpretaciones ultramatematicas
(psicoldgicas, por ejemplo). La medida, en cambio, como atribucién de numeros a
modalidades empiricas (psicoldgicas, en particular), es el eslabdn que une las modali-
dades empiricas con los niimeros y, gracias a él, podemos interpretar empiricamente
(psicoldgicamente, en particular) los resultados numeéricos finales que nos ofrece la
estadistica. Los puros estadisticos prescinden de las escalas de medida. Asi, por ejem-
plo, Savage (1957, pag. 331). Los psicologos, en cambio, no pueden adoptar una pos-
tura asépticamente matematica. Necesitan recoger datos psicoldgicos, atribuirles
numeros, operar con estos numeros € interpretar psicoldgicamente los resultados
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finales. Si los numeros con los que empezamos una investigacion estadistica estdn
desligados de las realidades psicoldgicas, no sera facil dar una interpretacién psico-
légica al resultado obtenido a partir de aquellos niimeros iniciales.

Esta claro, pues, que como psicélogos no podemos prescindir de la interconexién
entre modalidades psicoldgicas y numeros, ni del paralelismo entre la contextura
relacional de las modalidades psicoldgicas y la contextura relacional de los numeros.
Sin embargo, tampoco debemos exagerar la necesidad de este paralelismo. En
efecto, si llevaramos a sus ultimas consecuencias este isomorfismo entre modali-
dades pgicoldgicas y ntimeros, nos seria imposible aplicar muchas de las técnicas
estadisticas que muy frecuente y razonablemente usamos en Psicologia. Suponga-
mos, por ejemplo, que tres personas 4, By C hacen un examen de Geografia. Aunque
con las naturales reservas, podemos aceptar que la lectura imparcial de los tres exa-
menes nos permitira ordenar empiricamente a las tres personas segtin las modalidades
bajo las cuales manifiesta cada una de ellas su ciencia geografica. Pero, ;nos atre-
veriamos a determinar empiricamente cuantas veces la diferencia de ciencia geo-
grafica entre A y B es mayor o menor que la diferencia de ciencia geografica entre
By C? Esta determinacion no parece muy viable. Ahora bien, sélo bajo esta con-
dicién los nimeros atribuidos a las tres modalidades pueden ser considerados
como auténticos niimeros, es decir, susceptibles de ser sometidos a operaciones
aritméticas como la suma y la resta. En otras palabras, la atribucion de un 10, un
9y un 7 (con propiedades de niimeros estrictamente dichos) a las tres modalidades,
sdlo seria legitima si pudiéramos comprobar empiricamente que la diferencia entre
la ciencia de 4 y la de B era la mitad que la diferencia entre la ciencia de By lade C.
Pero, como ya hemos dicho, esta comprobacion es muy dificil en una gran mayoria
de los casos que se presentan en Psicologia.

¢ Qué decision tomar? Llegar a un compromiso razonable guiados por el sentido
comun. Usar aquellas técnicas estadisticas que creamos mds apropiadas en cada
caso, en cuanto usdndolas esperamos llegar, como psicélogos, a conclusiones
psicolégicas razonables. La experiencia parece confirmar que podemos llegar a
resultados numéricos interpretables psicoldgicamente, aunque las técnicas esta-
disticas utilizadas no hayan sido las mds oportunas, teniendo en cuenta el nivel
o escala de medida requeridos por los datos. El mismo Stevens (1968) reconoce
este hecho. Por su parte, Amén (1968) pudo comprobar como eran susceptibles
de una misma interpretacién psicoldgica los resultados obtenidos a partir de unos
datos, valiéndose de unas técnicas que implicaban mero nivel nominal, de otras
que implicaban nivel ordinal y, finalmente, de otras que requerian nivel de inter-
valos.

De todo lo dicho se desprende que no aceptamos la postura de textos como
Sender (1958), Freeman (1968), el mismo Siegel (1958), etc., que encuadran algo
rigidamente las técnicas estadisticas dentro del esquema cuatripartito de Stevens.
Si con alguna frecuencia acudimos nosotros, también, a dicho esquema, serd
con gran flexibilidad y valiéndonos de él con fines preferentemente diddcti-
cos. En ninglin caso condenaremos a los que, por ejemplo, calculen la media
aritmética de las puntuaciones dadas por un profesor a sus alumnos en un examen
0 use otras técnicas estadisticas sin encontrarse a su estricto nivel de medida. Con-
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viene advertir, ademas, que muchos de los que anatematizan a quienes usan ins-
trumentos estadisticos sin encontrarse al nivel estricto de medida requerido por
estos tltimos, luego los utilizan ellos mismos sin graves escrupulos en circunstan-

“cias idénticas o muy parecidas.

2.7. Resumen: Definiciones

Supuesto que los objetos manifestaban ciertas caracteristicas segin diversas
modalidades, proponiamos las siguientes definiciones:

Medida: atribucién de ntimeros a los objetos seglin ciertas reglas. Estas reglas
se resumen en la siguiente: aceptar sélo como vdlidas entre los niimeros aquellas
relaciones que sean verificables empiricamente entre las correspondientes modali-
dades.

Escala de medida : conjunto de modalidades (distintas) y de ntimeros (distintos)
relacionados biunivocamente. Es decir, a cada modalidad le corresponde un solo
ntmero y a cada namero una sola modalidad. Tendremos uno u otro tipo de escala,
seglin que sean verificables empiricamente mas o menos relaciones entre las moda-
lidades que forman parte de la escala. De acuerdo con este criterio, hemos distin-
guido cuatro tipos de escalas.

a) Nominal: s6lo es verificable empiricamente la igualdad-desigualdad.

b) Ordinal: son verificables empiricamente igualdad-desigualdad y orden.

¢) Deintervalos: son verificables empiricamente igualdad-desigualdad y orden.
Podemos, ademds, comprobar cuantas veces queda contenida una unidad empi-
rica, elegida arbitrariamente, dentro de la diferencia entre dos modalidades.

d) De razoén: son verificables empiricamente igualdad-desigualdad y orden.
Ademds de poder comprobar empiricamente cudntas veces queda contenida una
unidad empirica, elegida arbitrariamente, dentro de la diferencia entre dos mo-
dalidades, podemos, también, comprobar cuéntas veces una modalidad cualquiera
contiene dicha unidad empirica.
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3.1. Conceptos previos

3.1.1. Poblaciéon

Conjunto de objetos (realmente existentes o posibles) que verifican una de-
finicién bien determinada. Por objeto entendemos cualquier persona, animal, cosa,
operacién, familia, institucion, etc. Asi, por ejemplo, constituirdn una poblacién
los universitarios espafioles, las familias europeas, los coches fabricados al afio
por cierta empresa automovilistica, los posibles lanzamientos de un dado.

3.1.2. Muestra

Cualquier subconjunto de una poblacién. La muestra hace siempre referencia
a una poblacion de la cual es parte. Asi, por ejemplo, constituirdn una muestra
de las anteriores poblaciones: 300 universitarios espafioles, 1.200 familias europeas,
213 coches, 80 lanzamientos de un dado.

Supongamos que observamos una caracteristica de los objetos de una pobla-
cion. Por ejemplo, consideremos la altura de los universitarios espafioles (pobla-
cién). Tendremos una poblacién de observaciones y una poblacién de ntmeros.
Paralelamente, observando la altura de una muestra de universitarios espafioles,
tendremos una muestra de observaciones y una muestra de ndmeros.

Es claro que, dada una misma poblacién de objetos, podemos tener diversas
poblaciones de observaciones y, consiguientemente, diversas poblaciones de nu-
meros, segliin que estudiemos una u otra caracteristica. Asi, con los mismos uni-
versitarios espafioles, podiamos haber considerado su peso, su capacidad inte-
lectual, su actitud frente a la guerra, etc.

3.1.3. Parametro

Toda funcién definida sobre los valores numéricos de una poblacién. Asi,
por ejemplo, sera parametro la media aritmética de las alturas de todos los uni-
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versitarios espafioles, pues dicha media aritmética no es mds que la suma de las
alturas de la poblacidn de universitarios espafioles dividida por el nimero de éstos,

_es decir, es una funcion definida sobre los valores numéricos de la poblacion.

Conviene distinguir entre la funcidén, como tal, y el resultado numérico obte-
nido mediante la misma en cada caso concreto. La funcion es idéntica en todos los
casos particulares. Por el contrario, el resultado numérico varia, en general, de
c4so a caso.

3.1.4. Estadistico

Toda funcion definida sobre los valores numéricos de una muestra. Asi, por
ejemplo, sera estadistico la media aritmética de las alturas de una muestra de 300 uni-
versitarios espafloles.

Supongamos una poblacion constituida por diez personas a quienes hemos
aplicado una prueba objetiva. Tenemos diez observaciones y diez valores numé-
ricos. Supongamos que éstos son: 3, 12, 14, 8, 7, 7, 3, 10, 6, 8. Las puntuaciones
8 y 10, por ejemplo, constituirdn una muestra de esa poblacion. Serd un pardmetro
la media aritmética de las diez puntuaciones (poblacion), es decir, (3 + 12 + 14 +
+84+7+7+3+ 10+ 6+ 8)/10 = 7,8. Serd un estadistico la media aritmé-
tica de las dos puntuaciones 8 y 10 (muestra), es decir (8 + 10)/2 = 9.

Consideremos ahora el sexo de las diez personas. Atribuyamos un 1 a los va-
rones y un 0 a las mujeres. Tenemos, también, diez observaciones y diez valores
numéricos. Supongamos que éstos son: 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1. Ellos constituyen
la poblacion. Los tres primeros, por ejemplo, constituiran una muestra de esa po-
blacién. Serd un parametro la proporcidn de «unos» (varones) en la poblacion
de las diez personas, es decir, 7/10 = 0,70. Sera un estadistico la proporcion de
«unos» (varones) en la muestra de las tres primeras personas, es decir, 2/3 = 0,67.

3.2. Definicién de Estadistica

Ciencia que recoge, ordena y analiza los datos de una muestra, extraida de cier-
ta poblacién, y que, a partir de esa muestra, valiéndose del Célculo de Probabili-
dades, se encarga de hacer inferencias acerca de la poblacion.

Ordinariamente, las inferencias versaran sobre los parametros de la poblacién
a partir de los estadisticos de la muestra. Pero, también, haremos inferencias acerca
de la forma de la distribucién* de la poblacion, a partir de la forma de la distribu-
cién de la muestra. En cualquier caso las inferencias estaran basadas unicamente
en la informacién objetiva contenida en la muestra. La informacidn serd exclusi-
vamente objetiva, no subjetiva; contenida en la muestra y no en otras fuentes ex-
traflas a la misma. Esta postura es la llamada «cldsica» cuyo exponente maximo
ha sido Ronald Aymer Fisher (1890-1962). Nos limitamos a este punto de vista

* En el capitulo 4 trataremos sobre distribuciéon de frecuencias.
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«clasico» por una doble razon. En primer lugar, sélo con una base sélida en esta-
distica clasica es posible acceder a otros puntos de vista como el bayesiano o el
de la teorfa de la decision. En segundo lugar, ni la estadistica enfocada bayesiana-
mente, ni la teoria de la decisiéon pueden presentar hoy un cuerpo de doctrina tan
estructurado como el que presenta la estadistica clasica. Ademas, el enfoque clésico
hoy por hoy es mucho mas util en la aplicacion a los casos practicos psicoldgicos
que los otros dos enfoques.

Conviene distinguir entre Estadistica, estadisticas y estadistico (o estadisticos).

a) Estadistica es la ciencia acabada de definir.

b) Estadisticas son los resultados numeéricos obtenidos mediante la Estadis-
tica: nimero de accidentes de trafico durante un mes, proporcién de alcohélicos
en diversas naciones, consumo medio semanal de leche por familia, etc.

¢) Estadistico es todo valor numérico obtenido a partir de los valores pre-
sentados por una muestra, segun lo dicho anteriormente.

Por supuesto, estadistico como sustantivo es, también, usado para denominar
a la persona dedicada a la Estadistica. Como adjetivo es utilizado para calificar
personas y cosas relacionadas con la Estadistica.

3.3. Division de la Estadistica

Segtin la definicién acabada de dar en el parrafo anterior, la Estadistica cons-
ta de dos partes fundamentales:

a) Recogida, ordenacién y andlisis de los datos de una muestra.

b) Verificacién de inferencias acerca de la poblacién (de sus parametros, de
la forma de su distribucidén), a partir de la muestra (de sus estadisticos, de la forma
de su distribucion).

La Probabilidad es el puente que nos permite pasar vilidamente de la muestra
a la poblacion, que legitima el salto desde las caracteristicas (conocidas) de la mues-
tra hasta las caracteristicas (desconocidas) de la poblacidn.

La primera parte constituye la Estadistica Descriptiva, cuyo cometido es des-
cribir una muestra. La segunda parte constituye la Estadistica Inferencial, cuyo
cometido es hacer inferencias sobre la poblacion, a partir de la muestra. En este
primer tomo nos limitaremos a la Estadistica Descriptiva. En el segundo tomo,
tras unos capitulos sobre Probabilidad, estudiaremos la Estadistica Inferencial.
Alli discutiremos la diferencia entre Probabilidad y Estadistica y veremos el papel
que juega la Probabilidad en la fundamentacién de las inferencias estadisticas.

3.4. Tareas de la Estadistica Descriptiva

3.4.1. Recogida de datos

Posponemos la consideracién de este apartado, dejandola para el tomo II
Es muy dificil hablar de recogida de datos sin haber tratado sobre el muestreo.
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A su vez, es practicamente imposible presentar el muestreo sin haber expuesto
algunas nociones previas de Probabilidad.

3.4.2. Organizacion de los datos

Supongamos una muestra de 300 nifios a quienes aplicamos una prueba de
inteligencia. Estos nifios manifestaran dicha caracteristica segtin diversas modali-
dades. Si la prueba consta de 20 preguntas, un conjunto posible de modalidades
seria: «ninguna pregunta bien respondida», «una pregunta bien respondida», . . .,
«veinte preguntas bien respondidas». Atribuyamos nuimeros a esas modalidades.
Una atribucién razonable (no la Gnica) puede ser la siguiente: un 0 a la primera
modalidad, un 1 a la segunda, .. ., un 20 a la vigésimo primera. (Recuérdese que
esta atribucién de numeros, en rigor, no es propia de la Estadistica que comienza
a actuar sobre unos nimeros ya atribuidos previamente.)

Tenemos, por tanto, 300 nimeros (varios de ellos necesariamente iguales entre
si) correspondientes a los 300 nifios. Este conjunto desordenado de nimeros nos
ofrece una informacién muy pobre sobre la inteligencia de la muestra. Una orde-
nacién razonable consiste en colocar los 21 numeros posibles (0, 1, 2, ..., 20)
de menor a mayor. Pues bien, al numero de ceros le llamaremos frecuencia corres-
pondiente a la primera modalidad (mejor aun, correspondiente al 0, atribuido
a la primera modalidad), al numero de unos le llamaremos frecuencia correspon-
diente a la segunda modalidad (mejor aun, correspondiente al 1, atribuido a la
segunda modalidad), . . ., al nuamero de veintes le llamaremos frecuencia corres-
pondiente a la vigésimo primera modalidad (mejor aun, correspondiente al 20,
atribuido a la vigésimo primera modalidad). Por fin, llamaremos distribucion
de frecuencias al conjunto de todas las modalidades (mejor atn, de todos los nu-
meros atribuidos a dichas modalidades) y de sus correspondientes frecuencias.
De esta manera obtendremos una informacién mds clara sobre la inteligencia de
la muestra.

Es posible que sean muchas veintiuna modalidades. Por esta razén, podiamos
reducirlas, por ejemplo, a siete clases, cada una de ellas con tres modalidades.
La primera compuesta de las modalidades: «ninguna pregunta bien respondida»,
«una pregunta bien respondida», «dos preguntas bien respondidas». Y asi, suce-
sivamente. En este caso la distribucion de frecuencias quedaria constituida por el
conjunto de las sicte clases (mejor atn, por el conjunto de los siete nimeros atri-
buidos a las siete clases) y de sus correspondientes frecuencias. Por regla general,
este agrupamiento en pocas clases nos ofrece una informaciéon maés asequible que
la ofrecida por las 21 modalidades.

En el caso de caracteristicas no cuantificables, por ejemplo, «provincia de ori-
gen», podemos seguir haciendo algo andlogo a lo acabado de realizar. Suponga-
mos una muestra de 1.000 espafioles que manifiestan la caracteristica «provincia
de origen» segin diversas modalidades. En principio el nimero de modalidades
posibles es 50. Podemos atribuir los ntimeros 1, 2, ..., 50 a estas modalidades.
Tendremos 1.000 numeros (varios de ellos necesariamente iguales entre si), corres-
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pondientes a los 1.000 espafioles. Podemos seguir un esquema analogo al anterior
hasta llegar a una distribucion de frecuencias. De igual modo podemos reducir
las 50 modalidades (provincias) a un nimero menor de clases (por e¢jemplo, ha-
ciendo de cada regién una clase). Es claro que, bajo estas condiciones, las diversas
clases no estaran constituidas por ¢l mismo ntimero de modalidades.

3.4.3. Analisis de los datos
a) Supuesta una sola caracteristica

En el caso de caracteristicas cuantificables nos sera muy util obtener un solo
nimero, promedio de todos los nimeros de la muestra, y que, como tal, los repre-
sente a todos ellos y nos indique su posicion. También, nos serd util obtener un
valor numeérico que nos diga si los nimeros de la muestra se encuentran muy pré-
ximos entre si (y respecto del promedio de todos ellos) o muy distantes o dispersos
unos de otros. En resumen, calcularemos estadisticos de tendencia central o de
posicion y estadisticos de variabilidad o de dispersidn.

b) Supuestas dos o mds caracteristicas

Comenzaremos estudiando conjuntamente dos caracteristicas. Asi, por ejem-
plo, podemos considerar la inteligencia espacial y la habilidad mecanica de 368 adul-
tos. Tendremos 368 pares de niimeros (cada persona tiene dos puntuaciones, una
en inteligencia espacial y otra en habilidad mecdnica). A partir de ellos construi-
remos diversos indices que nos manifiesten el grado de relacion existente entre
esas dos caracteristicas y que nos permitan pronosticar, del mejor modo posible,
la puntuacién de una persona en una de las dos caracteristicas, conociendo la que
ha obtenido en la otra. Veremos mds adelante cdmo nos serd posible elaborar
indices de correlacion e instrumentos de prondstico, tanto en el caso de variables
cuantificables como en el caso de no cuantificables, aunque sean distintos los modos
de alcanzarlos en uno y otro caso.

Estudiado el caso mas simple de solas dos variables, trataremos el caso de tres
variables.

3.5. Resumen: Definiciones

Poblacion: conjunto de objetos (actuales o posibles) que verifican una defi-
nicién bien determinada.

Muestra: cualquier subconjunto de una poblacion.

Pardmetro: toda funcion definida sobre los valores numéricos de una poblacion.

Estadistico : toda funcion definida sobre los valores numéricos de una muestra.
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Estadistica: ciencia que recoge, ordena y analiza los datos de una muestra,
extraida de cierta poblacion, y que, a partir de esa muestra, valiéndose del Célculo
de Probabilidades, se encarga de hacer inferencias acerca de la poblacion.

Estadistica Descriptiva: parte de la Estadistica que se limita a recoger, ordenar
y analizar los datos de una muestra. Es decir, se limita a describir la muestra.

Estadistica Inferencial: parte de la Estadistica que se encarga de hacer infe-
rencias acerca de la poblacion a partir de una muestra extraida de la misma.
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4.1. Definiciones previas

4.1.1. Constante

Caracteristica que sélo puede manifestarse bajo una unica modalidad. Por
ejemplo, la longitud de todas las circunferencias con el mismo radio.

4.1.2. Variable

Caracteristica que puede manifestarse segin dos o mas modalidades. Por
ejemplo, el peso, la inteligencia, la edad, la agudeza visual, etc. Cuando una carac-
teristica, en si misma variable, sélo puede manifestarse bajo una modalidad, sera
considerada como constante. Por ejemplo, si estudiamos la extroversién en un
grupo de varones, diremos que la caracteristica sexo se mantiene constante en dicho

grupo.
Variable cualitativa

Caracteristica que solo puede ser considerada a nivel meramente nominal:
sexo, profesién, lugar de origen, etc. Los nuimeros atribuidos a sus modalidades
solamente gozan de la relacién igualdad-desigualdad.

Variable cuasi cuantitativa

Caracteristica que puede ser considerada, como maximo, a nivel ordinal: du-
reza de los cuerpos, responsabilidad de un grupo de operarios estimada por su ca-
pataz, etc. Los nimeros atribuidos a sus modalidades s6lo gozan de las relaciones
igualdad-desigualdad y orden.
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Variable cuantitativa

Caracteristica que puede ser considerada, al menos, a nivel de intervalos: peso,
inteligencia, fuerza fisica, nimero de hijos, etc. Con los numeros atribuidos a las
mismas podemos realizar operaciones aritméticas.

Variable cuantitativa discreta

Caracteristica que no admite siempre una modalidad intermedia entre dos
cualesquiera de sus modalidades: niimero de hijos, nimero de coches vendidos al
afio, numero de caras al lanzar diez monedas al aire, etc. Una familia puede tener,
por ejemplo, cuatro o cinco hijos, pero no cuatro y medio. Esta modalidad es im-
posible.

Variable cuantitativa continua

Caracteristica que admite siempre una modalidad intermedia entre dos cuales-
quiera de sus modalidades: fuerza fisica, longitud, inteligencia, etc.

4.1.3. Modalidades y clases

Como ya hemos indicado, frecuentemente es muy grande el numero de moda-
lidades bajo las cuales puede manifestarse una caracteristica. Conviene reducir
estas multiples modalidades a un numero menor de clases. Estas clases deben
estar bien definidas (es decir, debemos saber claramente qué modalidades incluye
cada una de ellas dentro de si), deben ser mutuamente exclusivas (es decir, nin-
guna modalidad puede pertenecer simultdneamente a dos o mas clases distintas),
deben ser exhaustivas (es decir, toda modalidad debe pertenecer necesariamente
a alguna de las clases).

4.1.4. Frecuencia, proporcién, porcentaje

Frecuencia (o, frecuencia absoluta) de una clase es el numero de observaciones
contenidas dentro de ella.

Proporcién (o, frecuencia relativa) de una clase es el cociente entre la frecuencia
absoluta de dicha clase y el nimero total de observaciones (en todas las clases).

Porcentaje de una clase es igual a la proporcién multiplicada por 100.

Distribucion de frecuencias: conjunto de las clases y de las frecuencias (pro-
porciones o porcentajes) correspondientes a cada una de aquellas. O, mejor aun,
conjunto de los numeros atribuidos a las clases y de las frecuencias (proporciones
o porcentajes) correspondientes a cada una de aquellas.
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4.2. Organizacion de datos

4.2.1. Variables cualitativas

Warren (1974) investigd la caracteristica «tipo de color asociado a la palabra
paz» (entre otras). Para ello, la presentd a un grupo de cien personas, pidiendo
que cada una escogiese entre 4 colores (rojo, azul, amarillo y verde) el que mejor
se ajustase a dicha palabra.

La distribucién de frecuencias fue la siguiente:

Distribucion de frecuencias

Color Frecuencia  Proporcion Porcentaje
rojo 6 0,06 6
azul 58 0,58 58
amarillo 19 0,19 19
verde 17 0,17 17

100 1,00 100

Representacion grdfica

[ ]

verde amarillo azul rojo

Los cuatro rectdngulos anteriores tienen la misma base y sus alturas (y dreas)
son proporcionales a las frecuencias (proporciones y porcentajes) correspondientes.
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Otras representaciones graficas son posibles: ciclogramas, pictogramas, etc. El
fin de todas ellas es representar de modo intuitivo las frecuencias de cada una de
las modalidades (o clases de modalidades).

En el diagrama de barras las modalidades (o clases de modalidades) pueden
ser colocadas en cualquier orden, pues representan distintos aspectos, no orde-
nados, de una caracteristica.

En el ejemplo anterior las modalidades eran sélo cuatro y no parecia razona-
ble agruparlas en clases. Pero pueden darse otros casos en los que el agrupamiento
en clases sea muy conveniente. Asi, por ejemplo, supongamos un colegio mayor
con 80 universitarios. Estudiemos la caracteristica «carrera universitaria» y su-
pongamos que tenemos 15 modalidades distintas: Filologia Clasica, Arte, Fisica,
Ingenieria Naval, Quimica, etc. Hagamos con estas 15 modalidades cuatro clases
que las engloben a todas ellas, de acuerdo con el siguiente esquema:

Distribucion de frecuencias

Carrera univ. Frecuencia  Proporcién  Porcentaje
Letras 24 0,30 30
Ciencias 28 0,35 35
Ingenieria 8 0,10 10
Derecho 20 0,25 25

80 1,00 100

Con esta distribucién de frecuencias tendriamos una representacion grafica
semejante a la anterior, con la tnica diferencia que ahora cada barra representa a
una clase de modalidades y no a una sola modalidad.

4.2.2. Variables cuasi-cuantitativas

Con objeto de investigar la eficacia diagndstica y terapéutica de algunas téc-
nicas clinicas, Harrower (1965) recopild los datos que exponemos a continuacién
sobre la mejoria de 622 pacientes.

Mejoria Frec. Prop. Porec. Fr. ac. Prop. ac. Porc. ac.
Maxima  (4) 134 0,21543 21,543 622 1,0000 100,00
Moderada (3) 212 0,34084 34,084 488 0,7846 78,46
Leve 2) 129 0,20740 20,740 276 0,4437 44,37
Nula ) 147 0,23633 23,633 147 0,2363 23,63

622 1,00000 100,000
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A nivel ordinal tiene sentido hablar de frecuencias, proporciones y porcentajes
acumulados (Fr. ac., Prop. ac., Porc. ac.). Ordinariamente, se suele comenzar la
acumulacion a partir de la clase inferior. Asi lo hemos hecho en el cuadro adjunto.

- La primera frecuencia acumulada es la frecuencia de la clase inferior. La segunda

frecuencia acumulada es la suma de las frecuencias de las dos clases inferiores.
La tercera frecuencia acumulada es la suma de las frecuencias de las tres clases
inferiores o, lo que es equivalente, la suma de la segunda frecuencia acumulada
mas la de la tercera no acumulada. Y asi sucesivamente. Por supuesto la tiltima
frecuencia acumulada serd igual, siempre, a la frecuencia total. En nuestro ejemplo,

Primera frecuencia acumulada: 147

Segunda frecuencia acumulada: 147 + 129 = 276

Tercera frecuencia acumulada: 147 + 129 + 212 = 276 + 212 = 488
Cuarta frecuencia acumulada: 147 + 129 + 212 + 134 = 488 + 134 = 622

De modo andlogo se obtienen las proporciones y los porcentajes acumulados
a partir de las proporciones y porcentajes sin acumular. Naturalmente, las pro-
porciones acumuladas pueden, también, ser obtenidas dividiendo cada frecuencia
acumulada por el total de las observaciones. Asi, en nuestro caso, 147/622 = 0,2363,
276/622 = 0,4437, 488/622 = 0,7846, 622/622 = 1,0000. Multiplicando por 100
estas proporciones acumuladas, obtendremos los correspondientes porcentajes
acumulados.

Representacion grdfica

Usaremos el diagrama de barras, como antes. Sin embargo, ahora las clases
deben ser colocadas segin un orden bien determinado, pues representan aspectos
ordenados de una caracteristica.

La figura 4.1 y la figura 4.2 han sido construidas con distinta unidad de medida.
La primera barra de la izquierda de la figura 4.1 y la primera barra de la izquierda
de la figura 4.2 representan lo mismo, a saber, la frecuencia (proporcién o por-
centaje) correspondiente a la modalidad «mejoria nula». La razén de elegir una
distinta unidad de medida ha sido meramente practica. Si hubiéramos elegido la
misma unidad, o la figura 4.1 habria quedado excesivamente reducida, o la figu-
ra 4.2 habria quedado exageradamente grande.

4.2.3. Variables cuantitativas discretas

Consideremos cierta situacidén experimental en que una persona debe aprender
una lista de pares de palabras, de manera que al presentarle una palabra de cada
par sepa decir cudl es la otra que forma parte del mismo. Tomaremos como indice
de dificultad de la tarea, el nlimero de ensayos necesarios para asociar cada palabra
con la correspondiente de su par. A continuacién proponemos la distribucién



50 / Estadistica para Psicélogos

(n 2 3) 4)

Fig. 4.1 (Sin acumular) Fig. 4.2 (Acumulando)

de frecuencias y la representacion gréfica acerca del ntimero de ensayos necesitados
por un grupo de 59 estudiantes de Psicologia para aprender una lista de dificultad
media formada por seis pares de palabras (Jafiez, 1976).

Distribucion de frecuencias

Numero de ensayos Frec. Prop. Porc. Frec. ac.  Prop. ac. Porc. ac.
13 2 0,0339 3,39 59 1,0000 100,00
12 2 0,0339 3,39 57 0,9661 96,61
11 3 0,0508 5,08 55 0,9322 93,22
10 6 0,1017 10,17 52 0,8814 88,14
9 10 0,1695 16,95 46 0,7797 77,97

8 8 0,1356 13,56 36 0,6102 61,02

7 7 0,1186 11,86 28 0,4746 47,46

6 6 0,1017 10,17 21 0,3559 35,59

5 10 0,1695 16,95 15 0,2542 25,42

4 5 0,0847 8,47 5 0,0847 8,47
59 0,9999 99.99
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Representacion grdfica

4 5 6 7 & 9 10 11 12 13
Fig. 4.3 (Sin acumular) Fig. 4.4 (Acumulando)
Respecto a la unidad de medida usada en la figura 4.3 y la usada en la figura 4.4

vale lo dicho para las figuras 4.1 y 4.2.
Otra manera de representar graficamente las frecuencias acumuladas, en el

caso de variables discretas, es la siguiente:

e

@
[

@
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Este grafico es el que usaremos en Probabilidad para representar la funcion
de distribucidn (concepto muy parecido al de distribucién de frecuencias acumu-
ladas) en el caso de variables aleatorias discretas.

Noétese que los «saltos» vienen dados en los puntos 4, 5, 6, ... Por ejemplo, al
punto 6 (necesitar 6 o menos ensayos) le corresponde exactamente la proporcién
acumulada 0,3559. Al punto 7 le corresponde 0,4746. A todos los puntos entre 6
y 7 (excluido el 7) les hacemos corresponder la proporcién 0,3559, pues necesitar
6,45; 6,78; ... (cualquier valor entre 6 y 7, excluidos ambos) equivale a necesitar
seis ensayos, ya que es imposible necesitar seis ensayos y una fraccidén de ensayo.
Por eso, a todos los valores entre 6 y 7 (excluidos ambos) les hacemos corresponder
la misma proporcién que corresponde al punto 6 (necesitar seis ensayos).

4.2.4. Variables cuantitativas continuas

4.2.4.1. Interpretacién continua de los valores discretos

Consideremos, por ejemplo, la longitud. Entre dos modalidades cualesquiera
existe un numero infinito de modalidades posibles. Sin embargo, de hecho, sélo
somos capaces de detectar un nimero finito de ellas, debido a la imperfeccién del
instrumento de medida, en este caso, la regla. Cuanto mads fina sea dicha regla, es
decir, cuanto mayor nimero de subdivisiones contenga, tanto mayor serd el nu-
mero de modalidades que podremos detectar. Pero, en todo caso, ese numero sera
finito, por culpa del instrumento de medida. En conclusidn, la variable que en si
misma es continua se manifiesta, de hecho. como discreta. El numero de modali-
dades discernibles es finito y, por tanto, serd finito el nimero de valores atribuibles
a dichas modalidades. Contemplemos algo mds despacio este numero finito de
valores discretos.

Supongamos que nuestra regla no discierne mas all4 de los centimetros. Ello
nos permitird atribuir valores tales como 1,87, 1,88, 1,89, por ejemplo, pero no
valores intermedios. Ahora bien, esta limitacién, segin lo visto, es debida a la im-
perfeccion del instrumento material de medida, no a que sean imposibles esos va-
lores intermedios. Por ello, para salvar la continuidad, vamos a admitir que cada
valor discreto representa a todos los infinitos valores situados media unidad de
medida (medio centimetro) a su izquierda y media unidad a su derecha. En nuestro
caso, 1,68 representa a los infinitos valores que van desde 1,675 hasta 1,685 (in-
cluido el mismo 1,68), el valor 1,69 representa a todos los valores que van desde
1,685 hasta 1,695, etc. Es decir, 1,68 representa a una clase con infinitas modali-
dades. Llamaremos «intervalo elemental» a cada una de estas clases. Diremos
que 1,675 es el limite exacto inferior del intervalo representado por 1,68, y 1,685
su limite exacto superior. Diremos que 1,685 es el limite exacto inferior del inter-
valo representado por 1,69, y 1,695 es su limite exacto superior. Admitiremos,
por tanto, que 1,685 ¢s, a la vez, limite exacto superior de un intervalo y limite
¢xacto inferior del intervalo siguiente.
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Habria que distinguir entre intervalos abiertos y cerrados, abiertos por la de- '
recha (izquierda) y cerrados por la izquierda (derecha). En rigor, la amplitud de
cada intervalo elemental valdra la unidad de medida utilizada si nos valemos de

‘intervalos semiabiertos. Sin embargo, estas distinciones, aunque importantes a

nivel matemadtico, tienen poca importancia a nivel psicoldgico-estadistico. Por
ello, las pasaremos por alto y aceptaremos un mismo valor como limite exacto
comun de dos intervalos consecutivos, admitiendo que la amplitud de cada in-
tervalo elemental vale la unidad de medida.

4.2.4.2, Intervalos elementales y compuestos

Recordemos que cada valor discreto representa a todos los valores situados
media unidad a su izquierda y media unidad a su derecha. Es decir, con cada valor
discreto va asociado un intervalo de amplitud unidad que hemos llamado elemental.
Llamaremos intervalo compuesto (o, simplemente, intervalo) al conjunto de varios
intervalos elementales consecutivos. Por regla general, todos los intervalos com-
puestos (para un conjunto de datos) contendran cada uno de ellos el mismo nu-
mero de intervalos elementales.

4.2.4.3. Limites exactos y limites aparentes

Supongamos que en una investigacién el valor discreto minimo obtenido es 8
y el maximo es 19. Los valores discretos posibles (incluyendo el 8 y el 19) serdn:
8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19. Cada uno de ellos representa un intervalo
elemental unitario. Formemos un intervalo compuesto con los intervalos elemen-
tales representados por 8, 9 y 10. Dado que es 7,5 el limite exacto inferior del in-
tervalo elemental representado por el 8 y es 10,5 el limite exacto superior del inter-
valo elemental representado por el 10, aceptaremos 7,5 como limite exacto
inferior del intervalo compuesto y 10,5 como limite exacto superior del mismo.
Por consiguiente, tendremos 4 intervalos compuestos cuyos limites exactos serdn:
7,5-10,5; 10,5-13,5; 13,5-16,5; 16,5-19,5. Llamaremos limites aparentes de estos
cuatro intervalos a: 8 — 10, 11 — 13, 14 — 16, 17 — 19. Notese que estos valores
aparentes son los unicos que, de hecho, pueden aparecer.

4.2.4.4. Amplitud y punto medio de los intervalos. Amplitud total

La amplitud de un intervalo es la diferencia entre su limite exacto superior y
su limite exacto inferior. En el ejemplo anterior la amplitud de los cuatro intervalos
sera: 10,5 — 7,5 = 13,5 — 10,5 = 16,5 — 13,5 = 19,5 — 16,5 = 3. Aceptamos
como punto medio de cada intervalo la media aritmética de sus dos limites exac-
tos. Asi, los puntos medios de los intervalos anteriores seran: (7,5 + 10,5)/2 = 9,
(10,5 + 13,5)/2 = 12, (13,5 + 16,5)/2 = 15, (16,5 + 19,5)/2 = 18. A los mismos
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resultados habriamos llegado calculando la media aritmética de los dos limites
aparentes de cada intervalo. En el ejemplo anterior: (8 + 10)/2 = 9, (11 + 13)/2 =
12, (14 + 16)/2 = 15, (17 + 19)/2 = 18.

Llamaremos amplitud total de una serie de valores numéricos a la diferencia
entre el limite exacto superior del intervalo maximo y el limite exacto inferior del
intervalo minimo. En nuestro caso, 19,5 — 7,5 = 12.

4.2.4.5. Numero y amplitud de los intervalos

Para una misma amplitud total, si aumenta el numero de intervalos, tanto menor
sera la amplitud de cada uno de ellos. Se recomienda que, con 100 o mds observa-
ciones, el niimero de intervalos no sea menor que 12, ni mayor que 18. Segun otros,
ni menor que 10 ni mayor que 20. Sin embargo, ninguna de estas reglas es inflexible.
Elegiremos en cada caso la regla que juzguemos mds oportuna.

Ordinariamente, comenzamos fijando el nimero de intervalos en funcién del
nimero total de observaciones. La amplitud de cada uno de los intervalos, depen-
derd de la amplitud total, una vez fijado su numero. Por ejemplo, supongamos
que 8, 8, 10, 11, 11, 12, 14, 15, 15, 15, 17, 19, 20, 21 son las puntuaciones obtenidas
en una prueba por 14 personas. La amplitud total es 21,5 — 7,5 = 14. Suponga-
mos que decidimos hacer tres intervalos. La amplitud de cada uno de ellos tiene que
ser 5 por lo menos. Si fuera sélo 4, alguna puntuacién quedaria no contenida den-
tro de esos tres intervalos. Asi, aceptando como intervalo infimo el 8-11, el segundo
seria el 12-15 y el tercero el 16-19. No quedarian incluidas dentro de ellos las pun-
tuaciones 20 y 21. La amplitud 5 seria suficiente, pues dentro de tres intervalos
de amplitud 5 pueden caber todas las puntuaciones. (Adviértase que, también,
podrian caber dentro de tres intervalos de amplitud 6, 7, 8, 9, 10, 11 y aun 12.) Lo
ordinario es elegir la minima entre todas las posibles. En el caso anterior elegiria-
mos la amplitud 5. Con esta amplitud serian posibles dos ternas de intervalos:
(8-12, 13-17, 18-22) y (7-11, 12-16, 17-21).

Segun algunos autores, es preferible elegir amplitudes iguales a uno de los va-
lores siguientes: 1, 2, 3, 5, 10 6 20. Estos numeros y sus multiplos son facilmente
manejables. Sin embargo, este criterio es arbitrario y puede ser rechazado siempre
que sea conveniente.

4.2.4.6. Distribucién de frecuencias

Cincuenta estudiantes han obtenido en una prueba de inteligencia las siguientes
puntuaciones:

8 11 11 8 9 10 16 6 12 19 13 14 9 13 15 9
12 16 8 7 14 11 15 6 14 14 17 11 6 9 10 19
12 11 12 6 15 16 16 12 13 12 12 8 17 13 7 12
14 12
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Ordenemos estas puntuaciones:

6 6 6 6 7 7 8 8 8 &8 9 9 9 9 10 10
o1 11 11 11 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 13
13 13 14 14 14 14 14 15 15 15 16 16 16 16 17 17
19 19

Decidimos elegir cinco intervalos. La amplitud total vale 19,5 — 5,5 = 14.
Calculamos 14/5 = 2,8. La amplitud minima posible de cada intervalo serd 3.
Y, por ello, la elegimos como amplitud comun a los cinco intervalos.

Ordinariamente, se suele comenzar por fijar el limite inferior del intervalo mi-
nimo. Hay varias reglas convencionales en la eleccion de dicho limite. Segtn unos,
debe ser la puntuacion minima (en nuestro caso 6). Segun otros, debe ser multiplo
de la amplitud elegida (en nuestro caso, ¢ 3, 6 6). De acuerdo con algunos autores,
es mejor comenzar fijando el limite superior del intervalo méaximo. Desde luego,
estas reglas son convencionales y no tenemos por qué acomodarnos a ellas.

La distribucion de frecuencias en nuestro caso puede ser la siguiente:

Frec.  Prop. Porc.  Fr. ac. Prop.ac. Porc. ac.
17-19 /jj) 4 0,08 8 50 1,00 100
14-16 /N N 1/ 12 0,24 24 46 0,92 92
11-13 /I I Y 18 0,36 36 34 0,68 68
8-10 N/ N 10 0,20 20 16 0,32 32
57 N/ 6 0,12 12 6 0,12 12

50 1,00 100

Desde luego, podiamos haber elegido 14 intervalos de amplitud unidad y cuyos
puntos medios fueran 6, 7, ..., 19. Es claro que, bajo esta condicidn, las puntua-
ciones originales coincidirdn con los puntos medios de los intervalos unitarios.

4.2.4.7. Representaciéon grafica
a) Histograma y poligono de frecuencias no acumuladas

Comenzamos aceptando que todos los intervalos tienen la misma amplitud.
Esto supuesto, sobre cada uno de ellos, como base, levantamos un rectdngulo cuya
altura (y drea) sea proporcional a la frecuencia (proporcién o porcentaje) no acumu-
lados de dicho intervalo. Llamamos histograma de frecuencias no acumuladas a
este conjunto de rectangulos consecutivos.
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7 histograma
// \\ _______ poligono
/ de frecuencias
/ N
/ \
/ X
/ \
L \
// \
// \
\
/// \
/ \
/ \\
/ \\
// \\\
L rd @ @ @ © @ e L
3 45 6 7,5 9 10,5 12 13,5 15 16,5 18 19,5 21

Fig. 4.5

Si los rectangulos no tuvieran todos la misma amplitud, el drea de cada rectan-
gulo seguira siendo proporcional a la correspondiente frecuencia, pero no lo seran
las alturas. Es claro en la figura 4.6 que la frecuencia (y area) del intervalo (I) es
mayor que la del intervalo (II), pero la altura del primero es menor que la del se-
gundo. No nos detenemos en discutir este caso, pues usaremos siempre intervalos
con la misma amplitud.

Sobre el punto medio del lado superior (el opuesto a la base) de cada rectan-
gulo del histograma dibujamos un punto. Unimos, después, cada dos puntos con-
secutivos mediante un segmento rectilineo. Pues bien, llamaremos poligono de
frecuencias no acumuladas a la linea originada por este conjunto de segmentos
rectilineos. Suelen ser afladidos dos intervalos, uno a la izquierda del inferior y

@ an
Fig. 4.6
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otro a la derecha del superior, ambos con frecuencia nula. Asi, el poligono de fre-
cuencias comienza a partir del eje de abscisas y termina en el mismo. Asi, ademads,

_el drea contenida dentro del histograma es igual a la que queda debajo del poli-

gono de frecuencias (véase Fig. 4.5).

b) Histograma y poligono de frecuencias acumuladas

Supuestos intervalos de igual amplitud, sobre cada uno de ellos, como base,
levantamos un rectangulo cuya altura (y area) sea proporcional a la frecuencia
(proporcién o porcentaje) acumulados de dicho intervalo. Llamaremos histogra-
ma de frecuencias acumuladas a este conjunto de rectdngulos consecutivos.

50 o e e e e e e e e e —=
—~
46 f———— T T T T T
/
/
/
/
/
4 b e
/
/
/
/
/
/
/
/
16 f—————————————— Y
/
/
s
/
6 b
e
e
7
4,5 7,5 10,5 13,5 16,5 19,5
histograma === - ———- poligono de frecuencias

Unamos, mediante un segmento rectilineo, el vértice inferior izquierdo del
primer rectangulo (el situado a la izquierda de todos) con su vértice superior de-
recho. Este punto con el vértice superior derecho del siguiente rectdngulo. Este
punto con el vértice superior derecho del tercer rectangulo. Y asi, sucesivamente.
Pues bien llamaremos poligono de frecuencias acumuladas a la linea originada
por este conjunto de segmentos rectilineos. En otras palabras, esta linea une los
puntos situados en las verticales levantadas sobre los limites exactos superiores
de cada uno de los intervalos y a una altura proporcional a la frecuencia, propor-
cién o porcentaje acumulados de dicho intervalo.
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TABLA 4.1

4.2.4.8. Normas practicas para las representaciones graficas )
P P P 9 Distribucion de edades correspondientes a los varones

a) El ¢je de abscisas (horizontal) 1:epres§nta1'é las puntuaciones de la yariable . Edad Frec. Prop. Porc.  Frec. ac.  Prop. ac.  Porc. ac.
de que se trate, y el eje de ordenadas (eje vertical) representara las frecuencias, pro- ;
porciones o porcentajes. 20-21 17 0,1954 19,54 87 1,0000 100,00
b) En el ¢je de abscisas pondremos las puntuaciones menores a la izquierda 18-19 21 0,2414 24,14 70 0,8046 80,46
y las mayores a la derecha. En el ¢je de ordenadas pondremos las frecuencias me- . 16-17 33 0,3793 37,93 49 0,5632 56,32
nores abajo y las mayores arriba. 14-15 15 0,1724 17,24 16 0,1839 18,39
¢) La unidad de medida elegida en cada uno de los ejes serd tal que el gréfico i 12-13 1 0,0115 L15 1 0,0115 L15

construido tenga una altura y una anchura cuya relacién aproximada sea igual
a 3/5. Es decir, si tiene una altura de 9 cm, por ejemplo, deberd tener una anchura
aproximada de 15 cm.

d) La interseccién de los dos ejes serd tomada como origen de puntuaciones
en el eje de abscisas y como origen de frecuencias, proporciones o porcentajes en

87 1,0000 100,00

TABLA 4.2

Distribucion de edades correspondientes a las mujeres

el eje de. ordenadas.. ) : Edad Frec. Prop. Porc.  Frec. ac.  Prop. ac.  Porc. ac.
e) Sila puntuacién minima de que se trate es alta y la frecuencia minima en
cuestion es, también, alta, tanto en el eje de abscisas como en el de ordenadas se 20-21 13 0,1857 18,57 70 1,0000 100,00
suelen hacer dos cortes, segin la figura adjunta. 18-19 25 0,3571 35,71 57 0,8143 81,43
16-17 16 0,2286 22,86 32 0,4571 45,71
14-15 16 0,2286 22,86 16 0,2286 22,86
12-13 0 0,0000 00,00 0 0,0000 00,00
90 70 1,0000 100,00
g
Q
=
% 0,40
Lgf 85 varones
—————— mujeres
l/\/llllllllllull 8030
70 80 9 100 110 120 £
Cocientes intelectuales E
&
2
/) Conviene indicar explicitamente qué representa el grafico en general y g [0:20
qué representa cada uno de los ejes, siempre que sea necesario. 8
Por supuesto, las anteriores normas son convencionales y sélo las seguiremos 5
en tanto que nos sean utiles. &
[« %
- 0,10
4.2.4.9. Poligonos de frecuencias de varios grupos
considerados conjuntamente
{ A 1 1 1 1
Veamos la distribucion de edades de 157 adolescentes (87 varones y 70 muje- \ 10,5 12.5 14,5 16.5 18,5 20.5 2.5

res) con defectos auditivos y en los cuales Balow, Fulton y Peploe (1971) estudiaron

. . . . Edad
algunas implicaciones educativas de la sordera. ades
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[— 1,00 ———— varones

______ mujeres

0,50

Proporciones acumuladas
T

/}/ 11,5 13,5 15,5 17,5

Edades

19,5 21,5

Valiéndonos de proporciones no acumuladas y de proporciones acumuladas,
tendremos las dos representaciones graficas anteriores.

4.2.4.10. Datos sin agrupar y agrupados

Agrupar ciertas puntuaciones en intervalos implica hacerlas equivalentes a los
puntos medios de los intervalos dentro de los cuales se encuentra cada una de ellas.
Asi, por ejemplo, al agrupar en cinco intervalos las cincuenta puntuaciones pro-
puestas en el apartado 4.2.4.6, nos quedaremos con sélo cinco valores distintos,
los puntos medios de los cinco intervalos. Es decir,

6,
8

s

0 N

, 6,6, 7,7 (dentro del intervalo 5-7) equivaldrén a 6.

»8,8,9,9,9,9, 10, 10 (dentro del intervalo 8-10) equivaldran a 9.

11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 13, 13, 13, 13 (dentro del inter-
valo 11-13) equivaldran a 12.

14i514, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16 (dentro del intervalo 14-16) equivaldran
a 15,

17, 17, 19, 19 (dentro del intervalo 17-19) equivaldran a 18.

Si el ntimero de datos fuera mayor (por ejemplo, 350), haciendo diez intervalos
nos quedariamos sélo con diez puntuaciones distintas. Evidentemente, es m4s
manejabk: f:] nuevo conjunto de diez datos distintos que el conjunto de las puntua-
ciones .o§1g1nales y tanto mds manejable, cuanto mayor sea el niimero de puntuacio-
nes originales distintas. El agrupamiento tiene la ventaja de hacer mds maneja-
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ble la masa informe de datos primitivos. Sin embargo, tiene el inconveniente de
falsear mas o menos, de cercenar en parte, la informacién contenida en los datos
originales. En resumen, la informacién ofrecida por los datos no agrupados es la

‘verdadera e integra, pero es menos manejable. La informacion ofrecida por los

datos agrupados es mds manejable, pero es menos integra y verdadera.

4.3. Resumen: Definiciones

Constante : caracteristica que sélo puede manifestarse bajo una Unica moda-
lidad.

Variable: caracteristica que puede manifestarse bajo dos o mds modalidades.

Variable cualitativa: caracteristica que sélo puede ser considerada a nivel me-
ramente nominal.

Variable cuasi cuantitativa: caracteristica que solo puede ser considerada a
nivel maximo ordinal.

Variable cuantitativa: caracteristica que puede ser considerada, al menos, a
nivel de intervalos.

Variable cuantitativa discreta: caracteristica que no admite siempre una mo-
dalidad intermedia entre dos cualesquiera de sus modalidades.

Variable cuantitativa continua: caracteristica que admite siempre una moda-
lidad intermedia entre dos cualesquiera de sus modalidades.

Frecuencia de una clase: nimero de observaciones contenidas dentro de ella.

Proporcion de una clase: cociente entre la frecuencia de una clase y el ntimero
total de observaciones.

Porcentaje de una clase: proporcion de la misma multiplicada por 100.

Distribucion de frecuencias: conjunto de numeros, atribuidos a las modali-
dades o clases, y de las frecuencias (proporciones o porcentajes) correspondientes
a cada una de aquellas. ‘

Intervalo: tratdndose de variables continuas, clase compuesta de infinitas mo-
dalidades o, mejor, compuesta de los infinitos numeros atribuibles a dichas mo-
dalidades y situados entre dos valores numéricos que llamaremos sus limites exac-
tfos. Llamaremos amplitud del intervalo a la diferencia entre esos dos limites exac-
tos y punto medio a la semisuma de dichos limites. Diremos que un intervalo es
elemental si su amplitud es la unidad de medida utilizada y diremos que es com-
puesto si su amplitud es mayor que dicha unidad.

Histograma . supuesto que todos los intervalos tienen la misma amplitud, le-
vantamos sobre cada intervalo, como base, un rectdngulo cuya altura (y area)
sea proporcional a la frecuencia (proporcién o porcentaje) de dicho intervalo, lla-
mando histograma al conjunto de estos rectangulos consecutivos.

Poligono de frecuencias: dibujado un punto sobre la mitad del lado superior
(el opuesto a la base) de cada rectdngulo, unimos cada dos puntos consecutivos
mediante un segmento rectilineo, llamando poligono de frecuencias a la linea origi-
nada por este conjunto de segmentos rectilineos.



62 / Estadistica para Psicologos

EJERCICIOS

4.1. ;Cuales son los limites exactos de los siguientes intervalos?
a) 15—-24 , b) 62,5—-685 , «¢) 20,0 —-20,8 , d) 44,35 — 54,35

4.2, ;Cudl es la amplitud de los intervalos anteriores?
4.3. ;Cual es su punto medio?

4.4. En un examen de Estadistica los alumnos han obtenido las siguientes pun-
tuaciones: 16, 18, 26, 15, 17, 21, 27, 21, 21, 26, 14, 20, 23, 16, 19, 24, 22, 23, 20, 26,
18, 20, 14, 17, 21, 17, 24, 27, 18, 17, 25, 19, 22, 21, 21, 15, 24, 22, 15, 18.
Preparar una distribucion de frecuencias, sin acumular y acumuladas, introdu-
ciendo intervalos de amplitud 3. Calcular las proporciones y porcentajes sin acumu-
lar y acumulados.

4.5. Dibujar el correspondiente histograma y el poligono de frecuencias sin acumu-
lar y acumuladas a partir de los datos del ejercicio anterior.

4.6. A partir de la siguiente distribucion de frecuencias, calcular las frecuencias
acumuladas y las proporciones y porcentajes sin acumular y acumulados. Dibujar,
ademas, el histograma y el poligono de frecuencias, considerando éstas sin acumu-
lar y acumuladas.

X n

17-19 8
14-16 9
11-13 12
8-10 10
5-7 7
2-4 4

4.7. Durante el curso 1971-1972 en las Facultades universitarias estatales espa-
fiolas estaban matriculados los siguientes alumnos:

Facultad de Ciencias ......................... 42.572
Fac. de Cienc. Polit. Econom. y Comerc....... 25.683
Fac. de Derecho................ ... ... ..., 22.665
Fac. de Farmacia............................ 8.083
Fac. de Filosofia y Letras.................... 49.049
Fac. de Medicina ............................ 37.578
Fac. de Veterinaria........................... 2.166

187.796

FUENTE: Comentario socioldgico, Estructura social de Esparia, 1973-74. Confederacién Espafola
de Cajas de Ahorro, afio II, nams. 4-5.

Organizacién de datos | 63

Calcular las proporciones y porcentajes correspondientes a cada una de las cate-
gorias y dibujar el correspondiente diagrama de barras.

-4.8. A partir de la siguiente distribucién de frecuencias, calcular las frecuencias

acumuladas y las proporciones y porcentajes sin acumular y acumulados. Dibujar,
ademads, el histograma y el poligono de frecuencias, considerando éstas sin acumu-
lar y acumuladas.

X n;
20-24 12
15-19 18
10-14 24

5-9 16
0-4 10

4.9. Las puntuaciones en una prueba de inteligencia abstracta han sido las si-
guientes:

91, 92, 83, 81, 88, 94, 91, 87, 90, 94, 85, 85, 93, 90, 89, 86, 87, 89, 85, 89

Preparar una distribucion de frecuencias, sin acumular y acumuladas, introducien-
do intervalos de amplitud 4. Calcular las proporciones y porcentajes sin acumular
y acumulados.

4.10. Dibujar el correspondiente histograma y el poligono de frecuencias sin
acumular y acumuladas a partir de los datos del ejercicio anterior.
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5.1. Introduccion

Supongamos que deseamos comparar ¢l aprovechamiento en Estadistica de una
muestra de 200 varones con el de otra muestra de 250 mujeres. Esta comparacién
serd muy dificil si hemos de tener en cuenta todas las puntuaciones de ambos gru-
pos. Lo que solemos hacer es comparar el promedio de la primera muestra con el
promedio de la segunda. En otras palabras, lo que hacemos es determinar un esta-
distico (funcion de las puntuaciones de la muestra) que nos ofrezca la posicién
de una y otra muestra en la variable aprovechamiento. En general, este tipo de
estadisticos se utiliza para darnos la posicion de cada una de las muestras a las que
va representando y, por esta razon, deberd ir tomando siempre un valor situado
hacia el centro de las puntuaciones de cada una de dichas muestras. Debido a esta
circunstancia, suelen ser llamados de posicién o tendencia central.

Antes de comenzar a estudiar estos estadisticos, el lector debe consultar el
Apéndice A que trata sobre el signo de sumar X. Este signo serd utilizado muy
profusamente de ahora en adelante y, por ello, conviene que el lector se familia-
rice con su uso.

5.2. Media aritmética*
5.2.1. Definicién
Dados n valores, X, X,, ..., X,, su media aritmética, X, viene definida por

> Xy 4+ X, + -4+ X, XX,
X =1 211 :71 (5.1

Siempre que usemos la expresién «media», nos referimos a la «media aritmética».
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Es decir, la media aritmética de » valores no es mas que su suma dividida por
el nimero de ellos.

5.2.2. Calculo
a) Datos no agrupados

Aplicacion directa de la formula (5.1) a los datos originales, es decir, sumando
una a una las n puntuaciones y dividiendo el resultado por .

EjempLo 5.1. Para obtener un indice de la carga de significacion que posee la
palabra GOLA, Jafez (1976) la present6 a 23 personas con objeto de observar
el numero de palabras que GOLA suscitaba en cada persona durante cuarenta y
cinco segundos y obtuvo los siguientes resultados:

10,5,2,7,9,5,7,6,5,9,12,2,6,6,9,12,6,6,6,4,9,7, 12

La media aritmética fue tomada como indice de la carga de significacion de
GOLA vy valio:

X:10+5+24;3-~-+7+12:7,04

b) Datos agrupados

Supongamos n observaciones agrupadas en r intervalos, todos ellos de igual
amplitud. Sea X; el punto medio del intervalo primero y 7, el nimero de observa-
ciones dentro del mismo. Sea X, el punto medio del intervalo segundo y 7, el nu-
mero de observaciones dentro del mismo. Sea X, el punto medio del intervalo »
y n, el nimero de observaciones dentro del mismo. Seglin sabemos, al agrupar las
puntuaciones en intervalos, atribuimos a cada una de ellas (como puntuacion)
¢l punto medio dentro del intervalo dentro del cual se encuentra. Por consiguiente,
dentro del intervalo primero tendremos n; puntuaciones iguales a X, y su suma
valdrd n,X,. Dentro del intervalo segundo tendremos n, puntuaciones iguales
a X, y su suma valdra n,X,. Dentro del intervalo r-simo tendremos #, puntuacio-
nes iguales a X, y su suma valdrd »,X,. En conclusién, la suma total delasn; + n, +
+ -+ 4+ n, = n puntuaciones valdra n X, + n,X, + -+ + nX, y su media arit-
mética valdra

oomXit Xyt kX Ink;  InX (5.2)
ny +ny + 0 ton, Zn; n ,

EjeMPLO 5.2. Valiéndonos de los datos del ejemplo 5.1, agrupémoslos en
cuatro intervalos de acuerdo con el cuadro siguiente y calculemos su media arit-
mética.
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X no X ok
10-12 4 11 44
Bt E e
1-3 2 2 4
23 154

Notese que la definicidon de media es la misma: sumar » puntuaciones y dividir
€sa suma por n. Las que no suelen ser exactamente iguales son las puntuaciones

antes y Qespués del agrupamiento en intervalos. Asi, comparando el ejemplo 5.1
con el ejemplo 5.2, tenemos: .

Esempro 5.1: 2,2,4,5,5,5,6,6,6,6,6,6,7,7,7
2,2,5,5,55,5/55,5,5,5,8,8,8

,9,9,9,9,10,12, 12, 12
EsrmpLo 5.2: 2,2,5,5,5,5, ,8,8,8,8,8, 8,1

1,11, 11, 11

3 Py Yy Yy sy Iy 2 Oy Oy O, O

Consiguientemente, el valor de la media aritmética obtenida a partir de ciertos
da’tqs no agrupados en intervalos diferird, en general, del valor de la media arit-
mética obtenida a partir de estos mismos datos, pero agrupados en intervalos
Ademds, este ultimo valor sera en general, uno u otro segun que los mismos datos.
sean agrupados de una u otra manera.

Por supuesto, podiamos haber elegido intervalos de amplitud unidad, cuyos
puntos medios coincidan con nimeros enteros consecutivos y tales que,dentro
de.la sucesion de éstos se encuentren las puntuaciones originales. Naturalmente
bajo estas condiciones coincidirdn la media aritmética obtenida mediante datos’
no agrupados y la obtenida mediante datos agrupados en intervalos (unitarios)

. EJ’EIYIPLO 5.3. Valiéndonos de los datos del ejemplo 5.1 calculemos la media{
aritmetica agrupando los datos en intervalos unitarios, segin lo acabado de exponer.

X;

J

=
[

n;X;

12
1
10

36
0

10

36

0

21 X = i _ 1be
36 P
15

4

0

4

DO~ WAWOD -~ W

NW AL oo

N
W

162
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5.2.3. Propiedades

a) Sik =X, la suma de las diferencias de n puntuaciones X;, X5, ..., X, res-
pecto a k vale cero. Es decir, la suma de las diferencias de n puntuaciones Xy, X5, ...,

X, respecto a su media vale cero.
En efecto, si k = X tendremos

S(X, — k) = B(X, — §) = £X, — n¥ = X, — n N = 5X, — £X, = 0
n

a') Sila suma de las diferencias de » puntuaciones X,, X5, ..., X, respecto

a k vale cero, k = X.
En efecto, si se verifica que Z(X; — k) = 0, entonces £X; — nk = 0. Es decir,

XX, = nk. Por tanto,

EjempLO 5.4. Lamediadel,2,5, 8vale£4§ = 4. Puesbien, (1 — 4) + 2 — 4) +
+5-4+B-4)=(-3)+(2)+1)+@ =0

b) Si k = X, la suma de las diferencias cuadraticas de n puntuaciones X,
X,, ..., X, respecto a k es minima. Es decir, la suma de las diferencias cuadraticas
de n puntuaciones X, X, . .., X, respecto a su media es menor que la suma de las
diferencias cuadraticas respecto a cualquier otro valor distinto de la media.

Intentamos probar que I(X; — k)® > (X, — X)* si k + X.

En efecto, si k + X, k = X + ¢ (con ¢ # 0, bien positiva, bien negativa). Por
tanto,
X, — k)P =3[X - (X + o) =Z[(X; - X) — ] = Z(X; — X)* — 2e (X, — X))+
+ net = (X, — X)* + nc?, pues (X, — X) = 0, (segin a).

Ahora bien, nc? es un valor esencialmente positivo, pues tanto n como ¢? son esen-
cialmente positivos. Por otra parte, Z(X; — X)? es esencialmente no negativa
(sera siempre positiva, salvo el caso extremo en que X; = X, = -+ = X, y en
el cual valdra cero). Por tanto, dado que Z(X; — k)* = Z(X; — X)* + nc?, nece-
sariamente T(X; — k) > Z(X; — X)*

EJEMPLO 5.5. Restemos 1, 2, 5, 8 de su media 4, elevemos al cuadrado estas
diferencias y sumémoslas. Hagamos lo mismo con las diferencias cuadraticas res-
pecto a dos valores distintos de 4, el 5 (mayor que 4) y el 3 (menor que 4).

1—42+Q2—-42+65-4P+@B—-42=9+4+1+16=230
=52 +Q2 -5 +G—5P+@8—52=16+9+0+9=234
1=32+Q2=3P+(G5-32+@8—-32=4+1+4+25=234
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Vemos cémo la suma de las diferencias cuadriticas respecto a 4 (media) es
menor que la suma de las diferencias cuadraticas respecto a 5 y a 3 (distintos de
la media).

b’) Sila suma de las diferencias cuadréticas de » puntuaciones X X, X,
respecto a k es minima, k = X.

En efecto, si k fuera distinta de la media, la suma de las diferencias cuadri-
ticas no podria ser minima (segtin 4), contra lo supuesto.

¢) La media de ¥, = 4X; + B, Y, =AX, + B, ..., Y, = AX, + B, sien-
do 4 y B dos constantes arbitrarias, es ¥ = AX + B.
En efecto,

Y=ZYH:ZM&+B):AZ&+%B=AZ&+£§=AX+B
n n n n n

EsempLO 5.6. A partir de las puntuaciones 1, 2, 6 (con media 3) formemos
las nuevas puntuaciones ¥; = 2X; + 4, es decir, las puntuaciones Y, =2X, +4 =
=@M +4=6 Y,=2X,+4=02)2)+4=8, Y,=2X,+4 = (2)6) +
+ 4 = 16 y veamos cémo la media de las nuevas puntuaciones debe valer ¥ —
=2X +4 = (2)(3) + 4 = 10. En efecto,

p_zY_6+8+16 30 .
n 3 3

Sid=1yB#0, Y=(1)X)+ B=2X+ B. Es decir, si sumamos a todas
las puntuaciones una constante no nula, la media de las nuevas puntuaciones es
igual a la media de las antiguas mds esa constante B.

SiA#0y B=0, ¥ =4X + 0 = AX. Es decir, si multiplicamos todas las
puntuaciones por una constante 4, la media de las nuevas puntuaciones es igual
a la media de las antiguas multiplicada por esa constante A.

d) La media es sensible a la variacién de cada una de las puntuaciones. Basta
con que varie una sola puntuacién, para que varie la media. La media es funcién
de todas y cada una de las puntuaciones y variard con que varie una sola de ellas.

e) Es funcion de los intervalos elegidos (de su amplitud, de su nimero y de
los limites de los mismos).

f) Es fundamento de muchas otras técnicas estadisticas.

g) No podra ser calculada si el intervalo maximo no tiene limite superior
y/o el intervalo minimo no lo tiene inferior. Pues si no conocemos los limites ex-
tremos, no podremos calcular los puntos medios de los intervalos maximo y mi-
nimo y, consiguientemente, no podremos calcular la media que exige conocer los
puntos medios de todos los intervalos. Asi, por ejemplo, no podremos calcular
la media a partir de la siguiente distribucién de frecuencias:
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X ;

17 o mas 9
14-16 15
11-13 22
8-10 13

7 o menos 8

h) La media es el «centro de gravedad» de la distribucién de frecuencias. Con-
sideremos un tablero ideal, sin peso, largo y estrecho. Re_presentemos cgda obser-
vacién por un cubo de peso unidad. Todas las observaciones con la misma pun-
tuacién son colocadas una encima de otra sobre el punto del tablero que coincide
con esa puntuacion. Apoyemos ¢l tablero, asi cargado con ‘las.observamones, sobre
un fulcro F. Pues bien, solamente se mantendra en equilibrio el'tablero, guando
la media sea el punto de apoyo del mismo sobre el fulcro. Es decir, la rpedla es el
«centro de gravedad» del sistema. Por ejemplo, supuestas las puntuaciones 13 1,
2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,4,5,5, 6, 6, 6, 7, sumedia valdra 70/20 = 3,5_. Pufa‘s b%en,
el tablero cargado con las veinte puntuaciones se rr}an.tendré en 6(I!u1]1.b1'10 si se
apoya sobre el fulcro F en la puntuacién 3,5 y perdera dicho equilibrio si se apoya
sobre un punto a la derecha o a la izquierda de 3,5.

i) No es recomendable calcular la media cuando la distribucién d? frecuencias
es muy asimétrica. Es decir, cuando existen una o muy pocas puntuaciones en uno
de los dos extremos (o muy altas o muy bajas, respecto a las restantes que cons-
tituyen la mayoria).
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d {Y_) Dados r grupos con n;, My, ..., N, puntuaciones, respectivamente, y sien-
o0X, X,, ..., X, sus correspondientes medias, la media de las n, + n, + - - - +

+ n, = n puntuaciones vale X = (0, X, + n, X, + -+ + n,X,)/n
En efecto, sean S

Xy, Xp1, ..., X, las n, puntuaciones del grupo primero
X2 X33, .., X,,» las n, puntuaciones del grupo segundo
X1y, Xy, .., X, las n, puntuaciones del grupo r .

Esto supuesto, tendremos

X=X + X5, 4+ +X,,1)/n;; por tanto, mX =X + Xy + 0+ X, |
ny

Xy=(X12+Xpy + -+ X,,)/ny; por tanto, X, =X, +X,, 4+ + X, .,

.~ ........................................................... (5.3)
Xr = (Xlr + XZr 4+ +anr)/nr; por tanto, }’Lr)?,. = Xlr +X2r ++ X,
Ahora bien, por definicion,
X = (Xn + X, +"'+X1111)+(X12 + Xy + - +anz)+
ny +n, +:- +n, +
-+ +.H+(X1r+X2r+”.+Xn,r)
(5.4)

ny +ny, + - +n,

Por consiguiente, sustituyendo los » térmi
; \ nos del numerador
equivalentes en (5.3), nos queda de 4) por sus

pomX o+t n X, n X+ X, + o X,
Hy 4+ 0y + o0 4on, n
EempLo 5.7.
Grupo primero Grupo segundo Grupo tercero
g 7 14
14 17
4 7 8
7 8 12
7 9
5
30 36 60 |
ny =6 n, =4 ny =5
X1 = 5 z‘? = —2 = 12
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- O6) + @O + ()12) _ 126 _ ¢ 4

EjeMPLO 5.8. Las puntuaciones de la tabla adjunta representan el aumento
en el cociente intelectual de un grupo de dos nifios y de un grupo de cuatro nifias,
todos de dos afios, tras haber sido estimulada la interaccién verbal con sus madres
durante cuatro meses (Levenstein, 1968). Calculemos ¢l aumento medio del grupo
total, a partir del aumento medio de los nifios y del de las nifias.

Niflos Nifias
13 16
29 16

6 6 6

Y 40

ny =2 ",

X, =21 | X, =10

En el caso particular en el que n; =n, = -+ =n, =k,

kX, +k1\72+"'+k1\7r_)21+)22+”'+"7r
kr B r

X =

k) Sean r grupos con ny, n, . . ., A, personas. Sean py, py, . - -, Py las propor-
ciones con cierta caracteristica dentro de cada grupo. Por ejemplo, sea p, la pro-
porcién de varones en el grupo primero, p, la proporcion de varones en el grupo
segundo, ..., p, la proporcién de varones en el grupo r. Esto supuesto, la pro-
porcién de varones en ¢l grupo total vale

=n1p1+n2p2+"'+”rpr
n1+n2+"'+”r

En efecto, lamando n}, nj, . . ., n, al nimero de varones en el grupo primero,
en el segundo, ..., en el r, tendremos
’ ’ ’
ny . ny n
p, = -+, de donde, n; = nyp,; p, =—, de donde, ny = nypy5 ... P = £
ny ) n,

de donde n, = n,p,.
Por definicién, la proporcidn de varones dentro del grupo total valdra,

ng +n,+-0 4+
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Sustituyendo 1y por np,, ny por nyp,, ..., n. por n.p,, nos queda

p__’711)1 +mp, + 0+ np,
ng+n, + - +n,

EsempLo 5.9.  En tres grupos distintos, con 270, 180 y 300 personas, la propor-
cién de democratas es 0,70, 0,65 y 0,62, respectivamente. Esto supuesto, ;cudl
es la proporcion de demécratas en el grupo total?

_ (270)(0.70) + (180)(0.65) + (300)(0.62) _ 492 _ ..
p= 270 + 180 + 300 750

La proporcién de demdcratas en el grupo total es 0,656 0, dicho de otro modo,
el 65,6 por 100 del grupo total son demdcratas.

5.2.4. Método abreviado para el calculo de la media

Supongamos n puntuaciones agrupadas en intervalos, todos ellos con am-
plitud 7. Sea X, el punto medio de uno de ellos, elegido arbitrariamente, al que
llamaremos intervalo origen. Hagamos

A:l, B:ﬁ‘./ﬂ
1 1

Segtin 5.2.3. ¢), las puntuaciones
tendran como media

De donde, X = I%¥' + X,. Esta tltima férmula nos permite obtener X mediante
X', cuyo calculo suele ser mucho mds sencillo y breve que el de X.

Si X, es el punto medio del intervalo origen, los puntos medios de los inter-
valos superiores al origen serdn X, + 7, Xo + 21, X, + 31, ... y los puntos medios
de los intervalos sucesivos inferiores al origen seran X, — I, X, — 21, Xo —31,...,
ya que la diferencia entre dos puntos medios consecutivos es igual a la amplitud,

. . L, X —X
I, del intervalo. Consiguientemente la transformacion X; = LTO— establece la

siguiente correspondencia:

Estadisticos de posicion o tendencia central | 73

X, — X,
X; j =t
_‘X'
X, + 31 (,)_(Qi'.%)___o =3
X, 4+ 2I) — X
X, + 21 %9:2
X, + 1) — X,
Xy + 1 Ko+ -X
)
0) — X
X, +0 J&%;Q
(Xo ~ 1) — Xy _
X, — 1 S =
(Xo — 21) — Xy _
X, — 21 e
—31) - X,
X, — 31 Xo )X _ 4

EsempLo 5.10. Apliquemos el método abreviado a la siguiente distribucidn
de frecuencias, donde todos los intervalos tienen amplitud I = 3 y donde hemos
elegido como origen el intervalo 6 — 8.

n; Xj n}xj
13 -7
12-14 8 3 = 2 16
10 -7
9-11 12 =1 12
3 _ 10
x, =—__ = 072
7-7 50
6-8 16 ——=0 0 _
3 X¥=03)02)+7=176
4 -7
i - 1 10
3-5 10 3
1-7
R =2 -8
0-2 4 3
50 10
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, . . X, — X .
Veamos en qué ha consistido la transformacion x; = — IJ en el ejemplo

que acabamos de exponer.

Escala original: X;
1 4 7 10 13

a1l @A . 0t O 1 @ 1.0 1 6 4 p 9 A 31 8 1 8 3.0 1 0 )1 o 1 o6 . 6 1 0 1 8 1 0 1 0 | a

-6 -3 0 3 6 Escala intermedia: X; -7
Bod B 1 @ o 8 1.8 ) L 2 T S § &1 8 1§ 1 & | & 18" 3 K T | 8.1 - T S I } ® 1 8 1. @
(cambio de origen)
Nt ¥ 1/ 2 Escala nueva: x'; = (X, - 7)/3
8 2| o1 2.1 8.1 © 1 O .. © 1 6 1 .8 1 o |1 @ 1 8 ) & 1.0 1. .. t. .2 1.8 i w | Bl

(cambio de unidad de medida, supuesto el cambio de origen)

De lo dicho se infiere que es muy sencilla la manera préactica de transformar
las X; en las xj. En efecto, basta con elegir como origen un intervalo cualquiera,
atribuyéndole como punto medio el valor 0. A continuacidn, atribuir un 1 al inme-
diatamente superior, un 2 al superior siguiente, etc.; atribuir un —1 al intervalo
inmediatamente inferior, un —2 al inferior siguiente, etc. Es claro que en el ejemplo
acabado de exponer no compensa utilizar el método abreviado puesto que el no
abreviado es tan sencillo como el abreviado. Pero en otros casos no sucede esto.
La diferencia suele ser de cierta importancia cuando las puntuaciones contienen
cifras decimales, cuando son muchas las observaciones y grande el nimero de in-
tervalos.

Desde luego, la introduccién creciente de maquinas calculadoras y miniorde-
nadores va haciendo cada vez menos necesario el uso de métodos abreviados.
Igualmente, poseyendo dichos instrumentos de cilculo, deberemos obtener la
media a partir de las puntuaciones originales, sin agruparlas en intervalos, siempre
que las tengamos a nuestra disposicion.

5.2.5. Media ponderada

La media de 2, 4 y 12 es 6. Pero, si por ejemplo, atribuimos a la primera pun-
tuacién un «peso» igual a 4,5, a la segunda un «peso» igual a 3,5y a la tercera un
«peso» igual a 2, tendremos la siguiente media «ponderada»

(4.5@2) + 3,54 + @d2) _ 47 _
45+ 35 12 0
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Es decir, la media ponderada de n puntuaciones es la media de esas puntuacio-
nes multiplicadas o ponderadas por coeficientes o pesos apropiados. Notese que
atribuir los pesos 4,5; 3,5 y 2 no es mas que hacer aparecer la primera puntuacién
4,5 veces, la segunda 3,5 veces y la tercera 2 veces. Es, por tanto, como si tuviéramos
4,5 + 3,5 + 2 = 10 puntuaciones. De aqui que el denominador de la media pon-
derada sea igual a la suma de los pesos.

En realidad, la media obtenida con datos agrupados en intervalos es una me-
dia ponderada. El peso asignado a cada puntuacion (o punto medio del intervalo
de que se trate) es igual al nimero de observaciones dentro de dicho intervalo.

X:n1X1+n2X2+"'+an,
l’l1+l’12+"'+nr

5.2.6. Medias aritméticas generalizadas
a) Media geométrica

Llamamos media geométrica, Xg, de n valores X,, X,, ..., X, a la raiz enésima
del producto de esos n valores. Es decir, X, = /(X )(X;) ... (X,).

Mientras que la media aritmética se obtenia sumando »n puntuaciones y divi-
diendo ~sa suma por n, la media geométrica se obtiene multiplicando las n pun-
tuaciones y calculando la raiz enésima de ese producto. Es decir, lo que alli era
suma, agui es producto; lo que alli era divisién, aqui es radicacion.

Usando logaritmos, tendremos

log X, +logX, + - +logkX, Zlogk,
n n

log X, =

En otras palabras, la media geométrica, X,, es un valor tal que su logaritmo
es igual a la media aritmética de los logaritmos de los datos. De aqui que digamos
que la media geométrica es una media aritmética generalizada.

EyempLo 5.11. En investigaciones sobre promedios de tiempos (latencias,
tiempos de reaccion, tiempo empleado en solucién de problemas, ...) es frecuente
la utilizacién de medias geométricas. Por tanto, si 22, 11, 7, 7, 28 son los tiempos
(en segundos) empleados por una persona para la solucion de cinco problemas
(Sokolov, 1972), aceptaremos, como indice del tiempo medio consumido por esa
persona en cada problema, la media geométrica de esos datos. Es decir,

X, = J22)(11)(7)(7)(28) = 12,71 segundos

EsempLo 5.12. En Psicofisica suele preferirse la media geométrica a la media
aritmética cuando se trata de promediar razones. Un caso tipico es el siguiente.
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A un sujeto se le impone la tarea de valorar las veces que cada uno de los estimulos
supera a los restantes, seglin cierta caracteristica, es decir, la tarea de ofrecer la
la razén entre cada par de estimulos que €l juzga mas exacta. Con frecuencia, el
método experimental utilizado permite establecer varias estimaciones de cada
razén. Pues bien, para poder alcanzar una mejor estimacion de ella, se suele calcu-
lar la media geométrica entre las distintas estimaciones de la misma. (Véase, por
ejemplo, Torgerson, 1963.)

Sean 3;2,5; 4;3,5y 3,8 cinco estimaciones de la razén entre los estimulos 4 y B.
Es decir, 4 es juzgado como 3;2,5; 4; 3,5 y 3,8 veces mayor que B, en cinco ocasio-
nes distintas. Aceptaremos como estimacién media de la razén entre A y B
7 (3)(2,5)(4)(3,5)(3,8) = 3,31. En otras palabras, aceptaremos que el estimulo A
es juzgado como 3,31 veces mayor que el estimulo B.

Si los datos estuvieran agrupados en intervalos,

X, = JX X L (e

donde ny, n,, ..., n, son las observaciones correspondientes a cada uno de los
r intervalos (con n, + n, + - -+ + n, =n)y donde X, X,, ..., X, son los pun-
tos medios de dichos intervalos.

Usando logaritmos, tendremos

log ¥, _nilog X, +n,logX, 4+ - + n, log X, _ Znlog X;

n n
b) Media arménica
Llamamos media armonica, X,, de n valores X 1> X3, ..., X, al reciproco de la
media aritmética de los reciprocos de esos # valores. Es decir,
_ 1
X, = = n
LolL LR S + 2
Xl XZ /Yn Xl XZ n
n

En otras palabras, la media armonica, X,, es un valor tal que su reciproco es
igual a la media aritmética de los reciprocos de los datos. De aqui que digamos
que la media arménica es una media aritmética generalizada.

EjeMPLO 5.13. Sea un impulso nervioso eferente que recorre 0,40 m para al-
canzar el musculo y provocar una contraccién. Debido a las caracteristicas de la
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via nerviosa por la que ha de transmitirse, la mitad de la distanf:ia la recorre a una
velocidad de 2 m/seg y el resto a una velocidad de 10 m/seg. (Vease ’O.sgood, 1953.)
La velocidad media con que se traslada el impulso es la media armonica de las dos

-velocidades. En efecto, de acuerdo con la ecuacion fundamental de la cinemitica,

e, 0,20 e
e = vl ((’), t = E), en los primeros 0,20 m se verificard ¢; = ——2——y en los ultimos
v

0,20 m se verificard t, = %Q Consiguientemente, la velocidad media buscada serd

igual al espacio total (0,20 + 0,20) recorrido, dividido por el tiempo (#; + t,) em-
pleado en recorrerlo. Es decir,
(2)0,20) 2

Uy = = = 3,33 m/seg
0,20 + 020 1 + 1
2 10 2 10
que es la media armonica de las dos velqcidades.
Si los datos estuvieran agrupados en intervalos,
- 1 n
Xa = =
n Mo Beomp MmN
S 2442 A2
Xl XZ Xr XI X2 Xr
n
donde n,, n,, .. ., n, son las observaciones correspondientes a cada uno de los r
intervalos (con n; + n, + - + n, = n) y donde X}, X,, ..., X, son los puntos
medios de dichos intervalos.
¢) Media cuadrdtica
Llamamos media cuadrética, X,, de n valores X;, X,, . . ., X, a la raiz cuadrada

de la media aritmética de los cuadrados de esos n valores. Es decir,

¥ =
n

o

i /ﬁ+ﬁ+m+ﬁ

De la expresion anterior se deduce que

2

<

X

n

En otras palabras, la media cuadratica, X., es un valor tal que s,u cuad1:ado es
igual a la media aritmética de los cuadrados de los datos. De aqui que digamos
que la media cuadritica es una media aritmética generalizada.
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EyempLo 5.14. Calculemos la media cuadraitica de 1, 0, 3, —1, 3.

_ 14+049+1+9 20
Xc = \/ = — == 2
5 5
Si los datos estuvieran agrupados en intervalos,
7 = n X+ nmXi+ -+ nX?
¢ n
_donde Ry, Ny, ..., 1, son las observaciones correspondientes a cada uno de los r
intervalos (con ny + n, + -+ + n, = n) y donde X, X,, ..., X, son los puntos

medios de dichos intervalos.

5.2.7. NoTA

La segpnda propiedad de la media, «la suma de las diferencias cuadriticas de
n puntuaciones respecto a su media es minima», queda legitimada mas sencilla-
mente derivando F(k) = £ (X; — k)* respecto a k. Enefecto, F (k) =
= =22 (X, — k), F'tk) = 2n.

Con estos supuestos,

a) Si k=X, F'(X)=-2X(X,-—X)=0, F'(X)=2n> 0. Por tanto,
para k = X, F pasa por un minimo.

b) SiF pasaporunminimo, F'(k) = —2 X (X, — k) = 0. Por tanto, = X; = nk,

XX, .
=i ¥

n

| 5.3. Mediana

5.3.1. Introduccién previa

‘ Suponemos que, antes de calcular la mediana, hemos ordenado las puntua-
ciones de menor a mayor o de mayor a menor. Ordinariamente, lo haremos de
menor a mayor. Nos limitamos a variables cuantitativas continuas, porque aunque
es pomble calcularia en el caso de variables cuantitativas discretas y aun ,en el de
variables cuasi-cuantitativas (ordinales), sin embargo, de hecho, casi siempre suele
ser calculada para variables cuantitativas continuas.
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5.3.2. Definicion

Punto o valor numérico que deja por encima y por debajo de si el 50 por 100

"de las observaciones.

5.3.3. Calculo
a) Datos agrupados en intervalos

Comenzamos con datos agrupados en intervalos porque la aplicacion del con-
cepto propuesto de mediana es mas obvia en este caso que en el de datos no agru-
pados.

EsempLO 5.15. Engelman (1970) investigé la influencia de la educacién escolar
sobre el cociente intelectual (CI) en un grupo de nifios con bajo nivel social y cul-
tural. Para ello les sometié a un programa educativo intensivo durante dos afios
y midié sus cocientes intelectuales al principio y al fin del programa. Comenzaron
el programa 15 nifios de cuatro afios. Lo concluyeron 12. Los datos (agrupados
por nosotros en intervalos) de los 15 nifios al empezar son los siguientes:

TABLA 5.1

CI n;

129,5
115-129 1

114,5
100-114 4

99,5
85-99 8

84,5
70-84 2

69,5

15

A partir de ellos, calculemos la mediana.

Comenzamos aceptando que dentro de cada intervalo, las observaciones en ¢l
contenidas se distribuyen homogéneamente. Es decir, que si en un intervalo tene-
mos cinco observaciones, suponemos que cada una de cllas ocupa la quinta parte
del mismo.

La mediana tiene que ser un punto o valor numérico mayor que 69,5 y menor
que 129,5, tal que deje por encima y por debajo de si el 50 por 100 de las 15 obser-
vaciones, es decir, 7,5 observaciones. Evidentemente, 84,5 no puede ser la mediana,
pues deja por debajo de si 2 observaciones (y por encima 13). Tampoco 99,5 serd
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mediana, pues deja por debajo de si 10 observaciones (y por encima 5). La mediana
tiene que ser un valor entre 84,5 y 99,5. Llamemos «critico» al intervalo (84,5 —
— 99,5) y dibujémoslo ampliado (Fig. 5.1).

99,5 1 1
2,5 x'
observ. unid.
948l — - — - —— e e L
4 4
8 15 5.5 x
observ. unid. observ. unid.
84,5 1
Fig. 5.1

Si las ocho observaciones del intervalo (84,5 — 99,5) ocupan homogéneamente
una distancia igual a 15 unidades, las 5,5 observaciones (que con las 2 inferiores
forman el 50 por 100) ocuparan una distancia igual a x unidades. Es decir,

g‘S—Z;, X=T—10,31

8 15 (5,5)15)
Por tanto, Md = 84,5 + 10,31 = 94,81

La vertical levantada sobre la mediana divide el 4rea total en dos dreas de igual
superficie (Fig. 5.2).

2,5

5.5

]
69,5 845 Y995 1145 1295
94,81

Fig. 5.2
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Notese que

Md = 84,5 + 10,31 = 84,5 + (5—5;(—15—) = 84,5 + 7’58‘ 215

B,

84,5 + 15 = 94,81

Ahora bien,

84,5 = I;: limite exacto inferior del intervalo «critico».
15

5 : mitad o 50 por 100 de las observaciones.

NS

2 = n,: numero de observaciones bgjo el intervalo «critico».
= n,: nimero de observaciones dentro del intervalo «critico».

15 = I: amplitud del intervalo «critico» *.

Como el razonamiento expuesto en este caso particular es valido para cualquier
otro caso, podemos aceptar como férmula de la mediana:

Md =1 + I (5.5)

]

Podiamos, también, haber pensado asi: Si las ocho observaciones del intervalo
(84,5 — 99,5) ocupan homogéneamente una distancia igual a 15 unidades, las
2,5 observaciones (que con las cinco superiores forman el 50 por 100) ocuparan
una distancia igual a x’ unidades. Es-decir,

1
8 _ 15, _ 509

25 x’ 8

Notese que

= 4,69. Por tanto, Md = 99,5 — 4,69 = 94,81.

Md =995 — 469 = 99,5 — Q%;ﬂﬁ = 99,5 —2’58;515 =

15 5
2

= 99,5 — 15 = 94,81

* Es puramente casual que coincida el valor del numero de observaciones (n = 15) con el valor

correspondiente a la amplitud del intervalo «critico» (I = 15). Veremos cémo en el ejemplo 5.16 no
se da tal coincidencia.
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Ahora bien,

99,5 = [ : limite exacto superior del intervalo «critico».

5 = n;: nimero de observaciones sobre el intervalo «critico».
15 — . .
= 8 y 15 significan lo mismo que en el caso anterior.

Por consiguiente, podemos proponer la siguiente como férmula alternativa
para la mediana

n
2 "
Md =1, —

1 (5.6)
g

EsgmpLO 5.16. Calculemos la mediana a partir de los datos (agrupados en
intervalos por nosotros) correspondientes a los 12 nifios que concluyeron los dos
afios del programa intensivo. La tabla adjunta nos muestra los CI de dichos nifios
al final del segundo afio.

TABLA 5.2

CI n;

142,5
133-142 2

132,5
123-132 3

122,5
113-122 3

112,5
103-112 4

102,5 -

12

La mediana tiene que ser un punto o valor numérico mayor que 102,5 y
menor que 142,5, tal que deje por encima y por debajo de si el 50 por 100 de
las 12 observaciones, es decir, seis observaciones. Evidentemente, 112,5 no puede
ser la mediana, pues deja por debajo de si cuatro observaciones (y por enci-
ma ocho). Tampoco 122,5 serd mediana, pues deja por debajo de si siete ob-
servaciones (y por encima cinco). La mediana tiene que ser un valor entre
112,5 y 122,5. Llamemos «critico» al intervalo (112,5 — 122,5) y dibujémoslo
ampliado (Fig. 5.3).

e
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122,5 y
M
observ. unid.
119,17 mmmmsms e e e e — — — T T
3 10
observ, unid
2 x
observ. unid.
112,5

Fig. 5.3

Si las tres observaciones del intervalo (112,5 — 122,5) ocupan homogénea-
mente una distancia igual a diez unidades, las dos observaciones (que con las cuatro
inferiores forman el 50 por 100) ocupardn una distancia igual a x unidades. Es
decir,

30 @) _ o
2 X 3

Por tanto, Md = 112,5 + 6,67 = 119,17.
Por supuesto, a este mismo resultado habriamos llegado aplicando (5.5). En
efecto, '

24
Md = 112,5 + 2

10 = 112,5 + 6,67 = 119,17

Podiamos, también, haber pensado asi: Si las tres observaciones del intervalo
(112,5 — 122,5) ocupan homogéneamente una distancia igual a 10 unidades, Ia
Unica observacion (que con las cinco superiores forma el 50 por 100) ocupard una
distancia gual a x’ unidades. Es decir,

3100 L (a0 _
1 x’ 3

Por tanto, Md = 122,5 — 3,33 = 119,17
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Por supuesto, a este mismo resultado habriamos llegado aplicando (5.6). En
efecto,

L

Md = 122,5 — 2

10 = 122,5 — 3,33 = 119,17

La vertical levantada sobre la mediana divide el drea total en dos 4reas de igual
superficie. (Fig. 5.4.)

102,5 112,5 Y122,5 132,5 142,5
119,17

Fig. 5.4

La diferencia entre la mediana al principio del experimento y la mediana al
fin del mismo (119,17 — 94,81 = 24,36 puntos del CI) manifiesta la influencia de
la educacion escolar sobre el CI.

b) Datos no agrupados en intervalos

No es mds que una aplicacién de lo dicho en el apartado anterior para el caso
particular en que [ = 1y n, = 1 0 n, = k, seglin que exista una sola o existan k
observaciones dentro del intervalo unitario «criticon. Consideremos por separado
las dos alternativas: numero impar de observaciones y ntimero par de las mismas.

Numero impar de observaciones. Tendremos un solo lugar «central».

1) La puntuacién que ocupa el lugar «central» es distinta de todas las demas.

Ejemrro 5.17.  Calculemos la mediana de 6, 7, 9, 10, 13. La puntuacién que
ocupa el lugar tercero (el «central») es 9, que es distinta de todas las restantes. El
intervalo «critico» es el intervalo unitario (8,5 — 9,5). Por tanto,

SRy
2

Md = 8,5 + 1=85+05=9
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ro| =~
0] —

/1 1 1
%R

6 9 10 13

Es decir, la mediana es la puntuacion que ocupa el lugar «central». La vertical le-
vantada sobre la mediana (9) divide el 4rea total en dos 4dreas de igual superficie
2+05=25;2+05=25).

2) La puntuacién que ocupa ¢l lugar «central» es igual a una o varias de las

restantes.

EjemrLo 5.18.  Calculemos la mediana de 14, 15, 16, 18, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 22.
La puntuacién que ocupa ¢l lugar sexto (el «central») es 18 que es igual a las que
ocupan los lugares cuarto, quinto y séptimo. El intervalo «critico» es el intervalo
unitario (17,5 — 18,5). Por tanto,

Md =175+ 3 1 =175+ 2:15 = 18,125

593
BAB
5 3 _
3442 =55 573 4+4.2=55
88
53 .
848
/]
5A3
1 1 2220 1 1 1
% ) s
14 15 16 18 19 20 22
18,125

La vertical levantada sobre la mediana (18,125) divide el drea total en dos areas
de igual superficie (3 + 2,5 = 5,5; 4 + 1,5 = 5,5).

Numero par de observaciones. Tendremos dos lugares «centrales».

1) Las puntuaciones que ocupan los lugares «centrales» son distintas entre
si y ambas son consecutivas o no lo son.
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Bajo una y otra condicion es posible seguir aplicando la férmula general eli-
giendo como intervalo «critico» unitario, bien el que contiene la puntuacién central
inferior, bien el que contiene la superior. Sin embargo, sélo si las puntuaciones
centrales son consecutivas, ¢l valor encontrado para la mediana es tinico y, ademas,
coincide con la media aritmética de las dos puntuaciones centrales. Por el contrario,
si no son consecutivas, el valor obtenido para la mediana es uno si elegimos como
intervalo «critico» unitario el que contiene la puntuacién central inferior y es otro
si elegimos el que contiene la puntuacién central superior. Son, ademas, posibles
otros infinitos valores distintos para la mediana, situados entre los dos anteriores.
Todos ellos verifican la definicién de mediana. Pero con el fin de fijar un valor unico
para la mediana, se suele tomar, arbitrariamente, como tal la media aritmética
de las dos puntuaciones centrales.

En conclusion, en uno y otro caso la mediana serd la media aritmética de las
dos puntuaciones centrales.

EiempLo 5.19. Calculemos la mediana de 24, 25, 26, 26, 27, 27, 27, 29. Las
puntuaciones que ocupan los lugares cuarto y quinto (los dos «centrales») son 26
y 27. Por tanto, la mediana valdrd 26,5, media aritmética de 26 y 27.

7 Wl
24 25 26 ;7 ;9
26,5

Si el lector aplica la formula general eligiendo como «critico» tanto el intervalo
(25,5 — 26,5) como el intervalo (26,5 — 27,5) llegar4 al mismo resultado, a saber,
Md = 26,5.

La vertical levantada sobre la mediana (26,5) divide el 4rea total en dos areas
de igual superficie (4, 4).

EsempLo 5.20. Calculemos la mediana de 31, 32, 32, 33, 33, 37, 37, 37, 39, 40.
Las puntuaciones que ocupan los lugares quinto y sexto (los dos «centrales») son
33 y 37. Por tanto, la mediana valdrd 35, media aritmética de 33 y 37.

Si el lector aplica la formula general eligiendo como «critico» el intervalo
(32,5 — 33,5) llegard a Md = 33,5. 8i, en cambio, elige como «critico» el interva-
lo (36,5 — 37,5) llegara a Md = 36,5. Ciertamente, tanto 33,5 como 36,5 (y los
infinitos situados entre ambos) verifican la definicion de mediana. Sin embargo,
solemos elegir como mediana el situado en el punto medio de todos ellos, es decir, 35.

La vertical levantada sobre la mediana (35) divide el 4rea total en dos areas de
igual superficie (5, 5).
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vy

37 39 40
35

2) Las puntuaciones que ocupan los lugares «centrales» son iguales entre si,
pero distintas de todas las demaés.

EiempLo 5.21. Calculemos la mediana de 3, 3, 4, 6, 6, 7, 7, 9. Las puntua-
ciones que ocupan los lugares cuarto y quinto (los «centrales») son las dqs
iguales a 6 y distintas de las restantes. El intervalo «critico» es el intervalo uni-
tario (5,5 — 6,5).

Por tanto,

8 _3

Md =155 + 2—2— 1=55+05=6

Es decir, la mediana es el valor comtn a las dos puntuaciones «centrales». La
vertical levantada sobre la mediana (6) divide el area total en dos dreas de igual
superficic (3 + 1 =4; 3 + 1 = 4).

3+2%=4 : 3420 4

| —
N

W =

1
— 1
A bl

4 6 7 9

N3

3) Las puntuaciones que ocupan los lugares «centrales» son iguales entre si
e iguales a una o varias de las restantes.

EyeMpLo 5.22. Calculemos la mediana de 2, 5, 5, 5, 6, 8. Las puntuaciones
que ocupan los lugares tercero y cuarto (los «centrales») son iguales las dos a 5 e
iguales a la que ocupa el lugar segundo. El intervalo «critico» es el intervalo uni-
tario (4,5 — 5,5). Por tanto,
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6
5—1
Md = 4,5 + = 1 =45+ 0,67 =517

La vertical levantada sobre la mediana (5,17) divide el 4rea total en dos areas
de igual superficie (1 +2=3; 24+ 1= 3).

1+3~—§—=3 2+3~Tl=3
21
3743
2741
373
211
Y E !
& ! <4 &
2 5 8
5,17

Nora. Quiza, sean un poco superfluas las distinciones acabadas de exponer
para el caso de datos no agrupados en intervalos y baste con el siguiente criterio:

@) Siel numero de observaciones es impar, la mediana es la puntuacion de la
observacion que ocupa el lugar «centraly.

b) Si el numero de observaciones es par, la mediana es la media aritmética
de las puntuaciones correspondientes a las dos observaciones que ocupan los dos
valores «centrales».

5.3.4. Propiedades

a) La suma de las diferencias (en valor absoluto) de n puntuaciones respecto a
su mediana es igual o menor que la suma de las diferencias (en valor absoluto) de
esas puntuaciones respecto a cualquier otro valor. Para la legitimacion de esta
propiedad pueden ser consultados Freeman (1963), Horst (1966), Calot (1969).
Aqui nos limitaremos a comprobarla con un ejemplo muy sencillo.

EsempLO 5.23. Dadas las puntuaciones 2, 4 y 9, calculemos la suma de sus di-
ferencias (en valor absoluto) respecto de la media y de la mediana.

Su media vale 5 y su mediana vale 4. Esto supuesto,

25| +[4—5/+[9-5=8 5 2—4/+]4—4|+[9—4 =7
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Vemos, en efecto, como la suma de las diferencias (en valor absoluto) respec-
to a la media es mayor que la suma respecto a la mediana (la primera suma vale
8 y la segunda vale 7).

b) Es menos sensible que la media a la variacion de cada una de las puntua-
ciones. Aunque la variacion de una sola puntuacion (elegida a propdsito) puede
hacer variar la mediana, sin embargo, la variacién, de modo bastante anérquico,
de la mayoria y aun de todas las puntuaciones pueden dejar invariante la mediana.
Asi, por ejemplo, (2, 59, 61, 945) y (57, 58, 62, 63) tienen la misma mediana (60).

¢) Es funcién de los intervalos elegidos (de su amplitud, de su numero y de
los limites de los mismos).

d) Es fundamento de diversas técnicas estadisticas. Sin embargo, el numero
de éstas es mucho menor que el de las técnicas basadas sobre la media.

e} Puede ser calculada aunque el intervalo maximo no tenga limite superior,
ni el intervalo minimo lo tenga inferior (o, al menos, uno de los dos carezca de su
correspondiente limite extremo). Con todo, cuando uno de esos dos intervalos
sin limite extremo contenga dentro de si mds del 50 por 100 de los casos, tampoco
podré ser calculada la mediana. Asi, serd imposible calcular la mediana, dada la
siguiente distribucion de frecuencias

X H;
46-48 2
43-45 1
40-42 2
37-39 14

36 6 menos 20

f) La mediana es un punto tal, que la vertical levantada sobre el mismo di-
vide el area total del histograma en dos dreas con idéntica superficie.

g) Es mds recomendable que la media cuando la distribucién de frecuencias
es muy asimétrica.

h) Dados r grupos con medianas Md,, Md,, . .., Md,, la mediana del grupo
total es igual o mayor que la mediana minima e igual o menor que la mixima.
(Véase Calot, 1969.)

5.4. Moda

5.4.1. Definicién

Nivel de intervalos o razon

a) Datos no agrupados en intervalos.
Puntuacién a la que corresponde frecuencia médxima. Es decir, la puntuacién
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que mas veces se repite. Asi, por ejemplo, valdrd 2 la moda de las puntuaciones:
2,5,7,2,4,2,6,6,4,2,2,3,2.

b) Datos agrupados en intervalos,

Punto medio del intervalo al que corresponde frecuencia maxima.

EsemrLo 5.24. Conde y Doménech (1976) estudiando una muestra de pacien-
tes esquizofrénicos encontraron la siguiente distribucién de frecuencias:

Edad Total Varones Mujeres

80-89 9 3 6
70-79 11 2 9
60-69 15 9 6
50-59 16 5 11
40-49 7 3 4
30-39 11 9 2
20-29 31 25 6
10-19 7 6 1

La moda para el grupo total y para el de los varones vale 24,5 afios (punto medio
del intervalo 20 — 29) y vale 54,5 afios (punto medio del intervalo 50 — 59) para
el de las mujeres.

Nivel ordinal

Valor o categoria ordinal a los que corresponde frecuencia maxima.

EiempLO 5.25. Conde y Doménech (1976) en la misma investigacion acabada
de citar encontraron que ¢l nivel cultural de 97 personas, de la-muestra estudiada,
era el siguiente:

Nivel cultural Total Varones Mujeres

Superior  (4) 14 13 1
Medio 3) 19 10 9
Inferior  (2) 63 30 33
Nulo 1) 1 0 1

La moda es la categoria «inferior» (o valor ordinal 2) tanto para el grupo total,
como para el grupo de los varones y de las mujeres por separado. Es la categoria
«inferior» a la que corresponde frecuencia maxima. En otras palabras, el grupo
con nivel cultural «inferior» es el mas numeroso.
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Nivel nominal

Modalidad o categoria nominal a las que corresponde frecuencia maxima.
EsempLo 5.26. Conde y Doménech (1976) proponen los siguientes resultados
respecto a su muestra de esquizofrénicos.

Estado civil Total Varones Mujeres

Solteros 80 52 28
Casados 20 10 10
Viudos 7 0 7

La moda es la categoria «solteros» tanto para el grupo total, como para el gru-
po de los varones y de las mujeres por separado. Es la categoria «solteros» a la que
corresponde frecuencia maxima. En otras palabras, la mayoria de los esquizo-
frénicos estudiados son solteros.

5.4.2. Propiedades

a) Es muy sencilla de calcular.

b) Tiene el inconveniente de no ser necesariamente Unica. Dentro de una misma
distribuciéon de frecuencias pueden aparecer dos o mas valores o dos o mas cate-
gorias a los que corresponda frecuencia maxima.

¢) Es funcién de los intervalos elegidos (de su amplitud, de su ntmero y de
los limites de los mismos).

d) Puede ser calculada aunque el intervalo maximo no tenga limite superior
ni el minimo lo tenga inferior (o, al menos, uno de los dos carezca de su correspon-
diente limite extremo). Con todo, cuando uno de esos dos intervalos sin limite
extremo contenga dentro de si la frecuencia maxima, tampoco sera calculable la
moda.

5.5. Percentiles

5.5.1. Definicion

Hemos definido la mediana como un valor numérico que deja por debajo de
si el 50 por 100 de las observaciones. Pues bien, definiremos el percentil kX como un
valor numérico que deja por debajo de si el k por 100 de las observaciones. Asi,
decir que 35 es el percentil 72 equivale a decir que dicho valor numérico deja por
debajo de si el 72 por 100 de las observaciones del grupo de que se trate.
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Todo percentil sigue siendo indice de posicidon. Nos indica la posicién dentro
del grupo del objeto (persona, animal, cosa, familia, entidad, etc.) que tiene como
puntuacién dicho percentil. Si, por ejemplo, dicho objeto tiene como puntuacion
el percentil 80, sabemos que deja por debajo de si el 80 por 100 de los objetos de su
grupo. O, expuesto de otro modo, que su puntuacién supera al 80 por 100 de las
puntuaciones del grupo. Sin embargo, ya no podemos decir que sea indice de ten-
dencia central. Un percentil, por su propia naturaleza, es una puntuacion que puede
estar situada tanto hacia el centro de las restantes puntuaciones de un grupo, como
en uno cualquiera de los dos extremos.

5.5.2. Calculo

Se siguen pasos andlogos a los seguidos para el cdlculo de la mediana. En rea-
lidad, la mediana es un percentil determinado, el percentil 50. Al igual que ésta,
los percentiles son calculables a nivel ordinal. No obstante, sélo suelen ser apli-
cados a variables cuantitativas y, mas concretamente, continuas.

Propondremos el calculo de percentiles unicamente en el caso de datos agru-
pados en intervalos. El lector se encargard de hacer consideraciones anilogas a
las verificadas para el calculo de la mediana en el caso de datos no agrupados en
intervalos.

EiempLo 5.27. Cravioto y Robles (1965), mediante el test de Gesell, encon-
traron los siguientes cocientes de desarrollo motor en un grupo de nifios de corta
edad que sufrfan una fuerte desnutricién de proteinas: 67, 25, 20, 20, 33, 33, 40, 69,
75, 42, 38, 46, 37, 52, 31, 57, 40, 39, 7, 26. Calculemos el percentil 60 de estos datos
después de haberlos agrupado en los siguientes intervalos:

X n;
80,5 ——M
66-80 3
655 —M ———
51-65 2
50,5 ————
36-50 7
355 —mM—
21-35 5
20,5
6-20 3
5,5
20

Comenzamos aceptando, al igual que lo hicimos al tratar de la mediana, que
dentro de cada intervalo las observaciones, en él contenidas, se distribuyen homo-
géneamente.
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50,5
1
3 x'
observ. unid
44,07 e B = e
7 15
observ. unid.
e 4 X
observ. unid
35,5 ) )

Fig. 5.5

El percentil 60, Pg,, tiene que ser un punto o valor numérico mayor que 5,5 y

menor que 80,5, tal que deje por debajo de si el 60 por 100 de las 20 observaciones,
. (60)(20) . .

es decir, 00 = 12 observaciones. Evidentemente 35,5 no puede ser Py,
pues deja por debajo de si ocho observaciones. Tampoco 50,5 serd Ps,, pues deja
por debajo de si 15 observaciones. Py, tiene que ser un valor entre 35,5y 50,5. Llame-
mos «critico» al intervalo (35,5 — 50,5) y dibujémoslo ampliado (Fig. 5.5).

Si las siete observaciones del intervalo (35,5 — 50,5) ocupan homogéneamente
una distancia igual a 15 unidades, las cuatro observaciones (que con las ocho in-
feriores forman el 60 por 100) ocupardn una distancia igual a x unidades. Es decir,

T_15 @0y

- = ; . = 8,57
4 x 7
Por tanto, Py, = 35,5 + 8,57 = 44,07.
47)3
5
3 3
2
5,
5 20,5 35,5 44,0,750,5 65,5 80,5
Fig. 5.6
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La vertical levantada sobre P4, divide el drea total en dos dreas iguales al 60
por 100 (la de la izquierda) y al 40 por 100 (la de la derecha) respectivamente
B+5+4=12;3+2+ 3 =38) (Fig. 5.6).

Noétese que
Pso = 35,5 + 8,57 = 35,5 + @%1-5—) =355+ 127“ 815 =
©000) _ ¢
=355+ %—— 15 = 44,07
Ahora bien,

35,5 = I;: limite exacto inferior del intervalo «critico».

(60)20) _ (k)(n). ;
100 = 100 " k por 100 de las observaciones.

8 = m,: numero de observaciones bajo el intervalo «critico».

7 = nyz: namero de observaciones dentro del intervalo «critico».

15 = I: amplitud del intervalo «critico».
Como el razonamiento expuesto en este caso particular es valido para cualquier
otro caso, podemos aceptar como formula del percentil k, P,:

®e _
P =1+ —190——— 1 (5.7)
ny

Podiamos, también, haber pensado asi: Si las siete observaciones del intervalo
(35,5 — 50,5) ocupan homogéneamente una distancia igual a 15 unidades, las
tres observaciones (que con las cinco superiores forman el 40 por 100) ocuparin
una distancia igual a x’ unidades. Es decir,

7 15, (3)15)
= X =0 o643
37 x " 7

Por tanto, Py, = 50,5 — 6,43 = 44,07.

Noétese que
Pgo = 50,5 — 6,43 = 50,5 — @—51—5) = 50,5 — 8—5—5 15 =
(40)20) ¢
100

= 50,5 — — 15 = 44,07

(40)20) _ (k')(n)
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Ahora bien,

50,5 = [;: limite superior del intervalo «critico».

100 100 : k' por 100 de las observaciones, donde k' = 100 — k.

5 = ng: numero de observaciones sobre el intervalo «critico».
7 y 15 representan lo mismo que en el caso anterior.

Por consiguiente, podemos proponer la siguiente como formula alternativa
para Py.

k) _
1y

5.6. Resumen: Definiciones y férmulas

Media aritmética: Llamamos media aritmética de n valores a la suma de ellos
dividida por n.

.. X, .

X = x X (datos no agrupados en intervalos)
n

- Tn X .

¥ =20 (datos agrupados en intervalos)

Medias aritméticas generalizadas

a) Media geométrica: Llamamos media geométrica de n valores a la raiz
enésima del producto de esos n valores.

X, =Jx)x,). .. (X) (datos no agrupados en intervalos)

X, =Xy & (datos agrupados en intervalos)

*  El percentil 25 suele ser llamado primer cuartil, el percentil 50 segundo cuartil (0 mediana) y el
percentil 75 suele denominarse tercer cuartil.
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b) Media arménica: Llamamos media arménica de n valores al reciproco
de la media aritmética de los reciprocos de esos n valores.

Fa 1 _ n
”_1+1+“.+i L+L+...+1 (datos no agrupados
. 2 X, X, X, X, en intervalos)
n
_ 1
Ko = - . d d
ny ny n, ny ny n, atos agrupados en
e e I I S ;
X X X, X X, X, intervalos)
n

¢) Media_cuadrdtica: Llamamos media cuadratica de » valores a la raiz cua-
drada de la media aritmética de los cuadrados de esos » valores.

_ x2 x2 e 4 X2 .
L = \/ 1t Ap F L (datos no agrupados en intervalos)

X
n

- \/anf + X3+ -+ o X?

(datos agrupados en intervalos)
n

Mediana: Punto o valor numérico que deja por encima y por debajo de si el
50 por 100 de las observaciones.

n n n n

5 ™ N s

Md =1 +| 2 =1 -2 I
ny My

Moda: Puntuacién a la que corresponde frecuencia maxima. O punto medio
del intervalo al que corresponde frecuencia méaxima. (Si nos encontramos a nivel
de intervalos o de razoén.)

Categoria ordinal a la que corresponde frecuencia maxima. (Si nos encontra-
mos a nivel ordinal.)

Categoria nominal a la que corresponde frecuencia méxima. (Si nos encontra-
mos a nivel nominal.)

Percentil: Llamamos percentil k& al punto o valor numérico que deja por debajo
de si el k& por 100 de las observaciones.

b s
AP BRI PPN (N 2 )
7] ny

K)m) _ (100 = K)@m) _
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EJERCICIOS

5.1. Calcular la media aritmética a partir de los siguientes datos no agrupados en

intervalos.

a) 8,7,2,8,6,524 b) 18,20, 18,17, 24, 20, 23

¢) 5, —1,4,8, -2 d) 2, -3,8,-9,021, —4,0 -2
e) 1/2,1,2/5 1) 12, =3, —1/4,2/5

g) 0,050, —0,200, 0,005, —0,010, —0,100.

5.2. Calcular la media aritmética a partir de los siguientes datos agrupados en
intervalos

a) X n; b) X n; c) X n; d X n;
11-13 3 100-104 1 80-83 8 41-47 7
8-10 6 95-99 5 76-79 12 34-40 14
5-7 7 90-94 10 72-75 14 27-33 12
2-4 4 85-89 7 68-711 6 2026 S

80-84 2

e) X f) X n; g X n
4549 6 0,20-0,22 9 1921 2
40-44 10 0,17-0,19 15 16-18 4
35-39 17 0,14-0,16 18 13-15 7
30-34 18 0,11-0,13 20 10-12 8
25-29 10 0,08-0,10 14 7-9 6
20-24 10 0,05-0,07 6 4-6 5

4

15-199 9 ————— 1-3

5.3. Sabiendo que la media aritmética vale 8,85, calcular las dos frecuencias que
faltan en el cuadro siguiente:

X n; nJ'XJ
14-16 1
11-13
8-10 8
5-7 4
2-4
177
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5.4. La media aritmética de dos nimeros vale 8 y uno de ellos es tres veces mayor
que el otro, jcudnto valen ambos numercs?

5.5, Demostrar que, siendo X; = 4, + B, + C, X =4+ B+ C.

5.6. Deseamos transformar las puntuaciones 8, 13, 9, 15, 10 en otras (sumandoles
a todas ellas una misma constante) de modo que su media valga 26. ;Cual debe
ser esa constante aditiva?

5.7. Ocho personas han comparado dos frases, 4 y B, acerca del divorcio, valo-
rando cudntas veces mas favorece 4 que B al divorcio. Los datos obtenidos han
sido los siguientes: 2; 2,5; 2,7; 1,8; 3; 1,5; 25 2,5. { En qué proporcidn, por térmi-
no medio, ha resultado ser mas favorable al divorcio la frase 4 que la B?

5.8. Calcular dos nimeros tales que su media aritmética valga 7,5 y su media
geométrica valga 6.

59, Sea k el valor de uno de dos numeros cuya media aritmética es igual que su
media armonica. Esto supuesto, ;cuanto vale el otro nimero?

5.10. Un ciclista va de 4 a B a 20 km por hora y vuelve de Ba 4 a 60 km por hora.
Esto supuesto, ;cudl es la velocidad media a la que ha recorrido la distancia total?
(Sugerencia: utilizar la media armdnica.)

5.11. Calcular el peso medio de un grupo de personas, conocido el nimero de
personas y el peso medio de cada uno de los subgrupos en los que se divide el grupo
total primero, teniendo en cuenta el cuadro siguiente:

Subgrupo «i» Personas (#;) Media (X;)

1 150 75
220 60
3 180 65

5.12. Calcule la media aritmética en lenguaje del primer curso de Bachillerato
de un centro escolar, sabiendo que estd dividido en cuatro secciones, 4, B, C'y D,
segln el cuadro siguiente:

Seccion Numero de alumnos Nota media

20 1
50
60
30

TUaw >
RV =
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5.13. Calcular la proporcién de médicos, abogados e ingenieros dentro de un
grupo de 800 personas, conociendo el nimero de personas y la proporcion de me-
dicos, abogados e ingenieros dentro de cada uno de los subgrupos en los que se
divide el grupo primero, de acuerdo con el cuadro siguiente:

Gr. 1.0, ny =210 Gr. 2.0, n, = 180 Gr. 3.0, ny =220 Gr. 4., n, = 190

Meédicos 0,25 0,30 0,35 0,33
Abogados 0,50 0,52 0,45 0,40
Ingenieros 0,25 0,18 0,20 0,27

1,00 1,00 1,00 1,00

>

5.14. Calcular la proporcion de solteros, casados y viudos dentro de un grupo
de 150 adultos, conociendo el numero de personas y la proporcién de solteros, ca-
sados y viudos dentro de cada uno de los subgrupos en los que se divide el grupo
primero, de acuerdo con el cuadro siguiente:

Gr. 1o, n; =60  Gr. 2.0 n, =90

Solteros 0,30 0,25
Casados 0,45 0,55
Viudos 0,25 0,20

1,00 1,00

5,15. Calcular la mediana a partir de los siguientes datos agrupados en intervalos:

a) X n;

; b) X n; c) X n; d) X n;

7-8 7 30-34 8 40-45 6 57-64 7
5-6 10 25-29 18 34-39 12 49-56 11
3-4 8 20-24 20 28-33 16 41-48 18
1-2 5 15-19 16 22-27 14 33-40 15
_ 10-14 10 1621 8 25-32 10

17-24 3
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hy X n 5.20. Calcular la mediana de las puntuaciones 4, 4, 5, X, 5, 4, 4, sabiendo que su
media vale 5 y donde X es un valor desconocido.

S

e) X n; f) X n; g X n;

gﬁ;; ;,2 g;gé if/') 333; lg }ﬁgf 1(5) | - 521. Calcular los percentiles 15, 25, 36, 75 y 82, a partir de la siguiente distribucion
30-33 30 127-131 33 86-87 2 108-114 23 de frecuencias
26-29 34 122-126 44 84-85 3 101-107 38
22-25 25 117-121 40 82-83 5 94-100 35 X n
18-21 18 112-116 24 _— 87-93 30 J
14-17 12 —_— 80-86 14 100-104 2
9599 10
90-94 21
5.16. Calcular la mediana a partir de los siguientes datos o agrupados en inter- gggz 1318
valos. 75-79 38
a) 8,1,3,5,14,2,25 b) 87,42,21, 105, 118, 8, 102, 20, 38 7074 34
¢) 20,4,14,52,39,6, 10, 35 d) 32,5,9,18, 44, 60, 18, 11 6569 18
e) 12,3,7,12,12,13,8, 12 f) 51,2,514,55,12,1,5 60-64 7
g) 1,8,9,8,11,7,8,6,3,1,8 h) 22,20,37,22,25
i) 4,4,2,2,4,2,2,4,4

5.22. Calcular los percentiles 25, 36 y 75, a partir de la siguiente distribucién

5.17. (Es posible calcular la mediana a partir de los dos cuadros siguientes ? -
de frecuencias

a) X n; b) X n; ‘ X ",
25 puntos o mds 3 25 puntos o mas 3
21-24 10 21-24 16 1(9)3}32 1?
17-20 26 17-20 18 9196 16
13-16 38 13-16 24 85.00 10
12 puntos o menos 64 12 puntos o menos 63 79.84 5
5.18. ;Cual de las dos, media o mediana, representa mejor a los valores numéri-
cos: 1, 3, 4, 6, 8, 200, 8, 6, 4, 3, 1? 5.23. A partir de la siguiente distribucién de frecuencias, calcular las dos pun-
3.19. Cudl eligiria usted en primer lugar, la media o la mediana, como medida : tuaciones que dejan entre si las 133 observaciones centrales y decir qué percen-
de tendencia central, a partir de las siguientes distribuciones de frecuencias? tiles son esas dos puntuaciones.
a) X b) X n; c) X n;
T X n;
3439 2 66-69 8 91-100 6
2833 0 62-65 10 8190 10 ~ 40-44 13
227 1 58-61 25 71-80 25 35-39 40
1621 6 54.57 28 6170 26 30-34 77
1015 15 50-53 12 5160 11 : 2529 25
49 12 49 puntos o menos 9 4150 5 2024 20
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5.24. Llamemos decil primero, decil segundo, . .., decil noveno a los puntos de
la escala que dejan por debajo de si el 10 por 100, el 20 por 100, . . ., el 90 por 100
de las observaciones, respectivamente. Esto supuesto, ;tiene que ser igual la dis-
tancia sobre la escala entre dos deciles cualesquiera consecutivos que la distancia
entre otro par cualquiera de deciles también consecutivos?

5.25. Los percentiles son valores esencialmente positivos. ;Si? ;No?

'Estadisticos de variabilidad o dispersion

6.1. Introduccion

Los estadisticos de tendencia central o de posicidn indican donde se sitia un
grupo de puntuaciones (en zona alta, media o baja). Los de variabilidad o disper-
sion nos indican si esas puntuaciones se encuentran muy proximas entre si o muy
dispersas. Por ejemplo (7, 9, 11) y (1, 10, 16) tienen la misma media (posicion),
pero la variabilidad o dispersién de las puntuaciones del primer grupo es menor
que la de las puntuaciones del segundo.

6.2. Desviacion media

6.2.1. Definicion

Es la media de las diferencias (en valor absoluto) de » puntuaciones respecto
a su media aritmética. En otras palabras, dadas » puntuaciones X;, X,, ..., X, su
desviacion media viene definida por

o= X+ X, — X+ + % - £| _Z|X - X
n n

DM = (6.1)

6.2.2. Calculo
a) Datos no agrupados en intervalos

Aplicacion directa de la formula (6.1) a los datos originales.

EsemMPLO 6.1. Diez ratas blancas podian obtener un poco de comida al mover
una palanca situada dentro de una caja. Cada dia, después de veintidés horas de
ayuno, las ratas eran introducidas en la caja y se media el tiempo transcurrido desde
que se les abria el acceso a la palanca hasta que la movian. Los datos de la tabla
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adjunta corresponden al quinto dia de entrehamiento. (Véase Hull, Felsinger,
Gladstone y Yamaguchi (1947).)

Rata n.° 1t 2 34 5 6 7 8 9 10
Tiempo (en seg.): 25; 1,43;20; 1; 8,56; 16,5; 16; 34; 4,43; 44 X = 17,09 segundos

_ 25— 17,09] + |1,43 — 17,09] + -+ + |44 — 17,09] 109,26

DM .
10 10

10,926 segundos

b) Datos agrupados en intervalos

_InlX, —-X|  Zalx; - X
X n; n

DM 6.2)

don(}e n;y X; son, respectivamente, el nimero de observaciones y el punto medio
del intervalo j.

EjempLO 6.2.  Agrupemos los datos del ejemplo 6.1 en tres intervalos y calcu-
lemos la desviacién media.

Tiempo  n;  X;  nJ; |X; — X nlX; — X

N = 200
X =— =20 se
3145 2 38 76 18 36 1 gundos
16-30 4 23 92 3 12
1-15 4 8 32 12 48 96
DM = 0= 9,6 segundos
10 200 96

Junto a la férmula (6.2) y mediante la transformacién X; = X=X de que
I

hemos hablado en 5.2.4, tendremos la siguiente férmula

_ L Zmlx; — x| T n|x — %
DM =1 121 =1 i . l (6.3)

nj n

E{EMPLO 63 Elijamos como origen el intervalo 16 — 30 en el cuadro corres-
pondiente al ejemplo 6.2 y calculemos la desviacién media.
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Tiempo n; x; nx; x;— % mx;— % 5
¥ == -02
31-45 2 1 2 12 24 10
16-30 4 0 0.2 0.8
1-15 4 -1 —4 0,8 32 6.4
DM =15 1’0 = 9,6 segundos
10 —2 6.4

Queda como ejercicio para el lector la legitimacién de (6.2) y (6.3).

6.2.3. Propiedades

a) Es facilmente inteligible y fécilmente calculable.
b) Raramente usada debido a que los valores absolutos son muy poco mane-
jables matematicamente.

6.3. Varianza y desviacion tipica

6.3.1. Introduccion

Si sumamos las diferencias de n puntuaciones respecto a su media, sabemos que
dicha suma vale siempre cero. Para evitar este inconveniente, podemos tomar
dichas puntuaciones en valor absoluto (caso de la desviacién media) o podemos,
también, elevar dichas diferencias al cuadrado y sumar estas diferencias cuadraticas.
Esta ultima tactica es la que seguiremos en el caso de la varianza y de la desviacion
tipica.

La varianza, referida a una muestra, serd designada por s? y, referida a una
poblacién, por ¢*. Como en este tomo 1 nos limitamos al estudio de muestras,
usaremos s* al tratar de la varianza. Excepcionalmente usaremos el simbolo ¢,
cuando de modo incidental nos refiramos a la varianza de la poblacién. A su vez,
la desviacion tipica, referida a una muestra, serd designada por s y referida a una
poblacién por ¢. Llamaremos sZ, 52, . . ., a la varianza de la variable X, Y, ...

6.3.2. Definicion
a) Varianza
Es la media de las diferencias (al cuadrado) de » puntuaciones respecto a su

media aritmética. En otras palabras, dadas » puntuaciones X;, X,, ..., X, su
varianza viene definida por:
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K X+ K= KP4+ (X, — X _E - X

2 __
* n

Y =

(6.4)

b) Desviacion tipica

Es la raiz cuadrada de la varianza. Serd considerada siempre como positiva.

6.3.3. Calculo
a) Datos no agrupados en intervalos

Aplicacién directa de (6.4) a los datos originales.
Desarrollando (6.4) podemos llegar a otras dos formulas equivalentes.

B X _TOF-2FX 4+ K EXP 2KZX,  nk?
n n n n n

LI o JEZX o ZX (SXN_ nIX? - X
n n n n - n?

Por consiguiente,

X
2 _nZX? — X))
Sk _—“‘n—z—*l—* 6.6)

EsempLo 6.4. Rachman (1968) en un experimento con cinco jévenes pudo
confirmar la hipdtesis de que el fetichismo sexual es un comportamiento que puede
ser establecido tras un proceso de condicionamiento clasico. El ntimero de ensayos
de condicionamiento que fueron necesarios para implantar una conducta feti-
chista en cada uno de los cinco sujetos fue: 35, 36, 21, 45, 38. Calculemos la varianza
y la desviacién tipica de estos datos.

X; x? X — X) X, - X)

35 1.225 0 0

36 1.29 1 1 175

21 441 —14 196 X = —= = 35 ensayos
45 2025 10 100 5

38 1.444 3 9
175 6431 0 306
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Segtin (6.4): s = %‘é = 61,20 , s, = 7,823 ensayos

Segtn (6.5): s2 = 6431 _ 352 = 1.286,20 — 1.225 = 61,20 , s, = 7,823 en-

5 sayos

Segin (6.6): 52 = (5)(6.431) — 1757 _ 32.155 — 30.625

=6120, Sx=77823
52 25 ensayos

b) Datos agrupados en intervalos

Supongamos n observaciones agrupadas en r intervalos, todos ellos de igual
amplitud. Sea X, el punto medio del intervalo primero y n; el numero de obser-
vaciones dentro del mismo. Sea X, el punto medio del intervalo segundo y n, el
ntmero de observaciones dentro del mismo. Sea X, el punto medio del intervalo
ry n, el ntimero de observaciones dentro del mismo. Segun sabemos, al agrupar
las observaciones en intervalos, atribuimos a cada una de ellas (como puntuacidn)
¢l punto medio del intervalo dentro del que se encuentra. Restemos ahora cada
una de las puntuaciones de la media del grupo y elevemos al cuadrado estas dife-
rencias. Dentro del intervalo primero tendremos n, puntuaciones iguales a X, y,
consiguientemente, #, diferencias cuadraticas iguales a (X; — X)* cuya suma
valdra n,(X, — X)>. Dentro del intervalo segundo tendremos n, puntuaciones
iguales a X, y, consiguientemente, n, diferencias cuadréticas iguales a (X, — X)?
cuya suma valdra n,(X, — X)*. Dentro del intervalo r tendremos #, puntuaciones
iguales a X, y, consiguientemente, n, diferencias cuadréticas iguales a (X, — X)?
cuya suma valdra n,(X, — X)*. En conclusidn, la suma de las n; +n, + -+ +n,=n
diferencias cuadréticas valdra: n, (X, — X)* + ny(X, — X + - + n(X, — X)* =
= Zni(X; — X)? y su media (es decir, la varianza de las n puntuaciones) valdra:

2 Zn X, — X) _ I — X)?

6.7)

Zn; n

De (6.7) es facil deducir las dos férmulas siguientes, de acuerdo con lo dicho
para el caso de datos no agrupados en intervalos,

2
2=k p (6.8)
n
2 = n an)(j2 - (Z anj)2 (6.9)
x 2
n

EsempPLO 6.5. Agrupando en cuatro intervalos los datos de Conde y Doménech
(1976) propuestos en el ejemplo 5.24, nos queda
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Edad n X X2 nX; nX}? X, -X ;- Xxp ni(X; — Xy

70-89 20 79,5 6.320,25 1.590,00 126.405,00 33,832 1.144,604  22.892,080
50-69 31 59,5 3.540,25 1.844,50  109.747,75 13,832 191,324 5.931,044
30-49 18 39,5 1.560,25 711,00 28.084,50 —6,168 38,044 684,792
10-29 38 195 380,25 741,00 14.449,50  —26,168 684,764  26.021,032

107 4.886,50  278.686,75 55.528,948
- 4.886,50
X = —2"" = 45668 aii
107 , afios
Segin (6.7):
55.528,948
§2 =200 00 — 518,962, s, = 22,781 afios
107
Segtin (6.8):
278.686,75
52 = o7 45,668% = 2.604,549 — 2.085,566 = 518,983, s, = 22,781 afios

Segun (6.9):

2 (107)(278.686,75) — 4.886,5° _ 29.819.482,25 — 23.877.882,25
1072 11.449

s, = 22,781 afios

= 518,962

La diferencia entre 518,962, en (6.7) y 518,983, en (6.8) y (6.9), es debida a efec-
tos de redondeo.

6.3.4. Propiedades

. a) La varianza de Y, = AX, + B, Y, = AX, + B, ..., Y, = AX, + B,
s1§ndo A y B dos constantes arbitrarias, es igual a la varianza de X multiplicada por
A7, Consiguientemente, la desviacion tipica de Y, Y,, ..., Y,, es igual a la des-

viacion tipica de X multiplicada por |4].
En efecto, sabemos que ¥ = AX + B (véase 5.2.3.c). Por tanto, la varianza
de las nuevas puntuaciones, sﬁ, valdrd, por definicidn,

2 L[(4X; + B) — (AX + B)]? _ XX - AX)P A2 T (X, - X)?

_ 2.2
" . " = A*s;

Consiguientemente, s, = |4]s,.
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Sid=1yB=#0,s.=(1)s2 Es decir, si sumamos a todas las puntuaciones
una constante, B, la varianza (y la desviacion tipica) de las nuevas puntuaciones
es igual que la varianza (y que la desviacidn tipica) de las antiguas. Lo cual es obvio,

“ya que afiadir una constante, B, a todas las puntuaciones, equivale a moverlas como

un bloque rigido, sin alterar su dispersién o variabilidad, bien hacia la derecha
(si B es positiva), bien hacia la izquierda (si B es negativa).

Sid+#0yB=0,s}= A2 Es decir, si multiplicamos todas las puntuaciones
por una constante, 4, la varianza de las nuevas puntuaciones es igual que la varianza
de las antiguas multiplicada por 4%. Consiguientemente, la desviacién tipica de
las nuevas es igual que la desviacion tipica de las antiguas multiplicada por 4,
pero tomada ésta en valor absoluto. La razon de esta restriccion es la siguiente.
Veremos enseguida que una desviacion tipica, no nula, tiene que ser positiva. Por
tanto, s, serd positiva. Ello lleva consigo que si 4 fuera negativa, s, = As, deberia
ser negativa, lo cual no tiene sentido, segiin lo acabado de indicar. De aqui se sigue
que A debe ser tomada en valor absoluto.

b) La varianza y la desviacién tipica son sensibles a la variacion de cada una
de las puntuaciones. Baste con que varie una de éstas, para que varien aquellas.
Ello es debido a que varianza y desviacion tipica dependen de todas y cada una
de las puntuaciones y, consiguientemente, de la media.

¢) Son fundamento de muchas técnicas estadisticas que tienen gran impor-
tancia en Psicologia.

d) Son funcidon de los intervalos elegidos (de su amplitud, de su numero y
de los limites de los mismos).

e) Fuera del intervalo (X — 2s,, X + 25,) se encuentra, a lo mas, el [ (1/2%)100]
por 100 = 25 por 100 de las observaciones. Fuera del intervalo (X — 3s,, X + 3s,)
se encuentra, a lo mas, el [(1/3%)100] por 100 = 11 por 100 de las observaciones.

En general, fuera del intervalo (X — ks,, X + ks,) se encuentra, a lo mas, el
[(1/k*)100] por 100 de las observaciones, sea cual sea la forma de la distribucién
de frecuencias.

Esta propiedad quedard legitimada en el tomo 2: Estadistica Inferencial.

f) No seran calculables, o no seran recomendables, cuando no sea calculable,
o no sea recomendable, la media como medida de posicidén o tendencia central.

g) La desviacion tipica viene expresada en las mismas unidades en las que
vienen expresados los datos. No ocurre lo mismo con la varianza. Si los datos,
por ejemplo vienen dados en metros, la desviacién tipica vendrd dada en metios,
pero la varianza vendrd dada en metros cuadrados.

h) Dados r grupos, el primero con n; puntuaciones, media X, y varianza s?,
el segundo con n, puntuaciones, media X, y varianza s3, ..., el r-ésimo con #,
puntuaciones, media X, y varianza sZ, la varianza, s2, delasn; +#n, + -+ + n, =
= n puntuaciones, vale

2= Z)stjg N an()?;— X)
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. Es decir, la varianza de las n puntuaciones e igual a la media de las varianzas
mas la varianza de las medias.

En efecto, sean

Xi1, X215+ -, X,, 1 las n, puntuaciones del grupo 1.° con media X, y varianza s2.
X2, X33, - - -, X,,,2 1as 1, puntuaciones del grupo 2.° con media X , y varianza s3.
Xy, X3ps oo, X,,,, las n, puntuaciones del grupo r-ésimo con media X, y varianza s2.

Sean X y s2 la media y la varianza del grupo total, es decir, del compuesto por
las ny + n, + -+ + n, = n puntuaciones. Esto supuesto,

, IO X EI[0, - X) + (- D

N

n n

EXO - KT 22X - DI, - X)  Taf - £y
! J

= + J o _
n n * n -
XX, - X)) (X, — X)P o _
_ii Y j 404l 5 (X; ) :Enjsf+2nj(Xj_X)z
n n n n

Es decir, la varianza del grupo total es igual a la media de las varianzas de cada

uno de los r subgrupos mas la varianza de las medias de cada uno de estos mismos r
subgrupos.

Recuérdese que, segtin 5.2.3. a),

?‘(Xil“/\71):§(/Yi2_XZ):“.:Z(Xir_Xr):O

Por tanto,

zji()?,- — T, - X)) =X - DIy = X)+ (X, - D)T (X, — X,) +

T I, - X) =040+ +0=0
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EjeMPLO 6.6.

Grupo primero | Grupo segundo | Grupo tercero
1 6 3
_1 8 7 n=11
3 5
5 5 X =4
2
, 12
10 14 20 Sk = Tl
n =95 ny =2 ny =4
X =2 X, =7 X, =35
st =4 s3 =1 si=2

Tt _ (@) + )1 + #)2) _ 30

n 11 11

S, - X2 )R -4+ Q07 4P + @5 -4 _20+18+4 42

J —

n 11 11 1

Vemos, en efecto, como e es igual a 30 mas 42
’ ’ F I TR T

6.3.5. Método abreviado para el calculo de la varianza

Supongamos # puntuaciones agrupadas en intervalos, todos ellos de amplitud 1.
Sea X, el punto medio de uno de ellos, elegido arbitrariamente, al que llamaremos

. . 1 X, .
intervalo origen. Hagamos 4 = I B = —70. Seguin 6.3.4.a), las puntuaciones

1 X, X, — X ) 1
x) = 7X L+ (— TO> =~ 9 tendran como varianza s = I—zsﬁ. De don-
2

de, s2 = I>s%. Esta ultima férmula nos permite obtener s mediante 5%, cuyo
calculo suele ser mas sencillo y breve que el de s2. Recordando las indicaciones
propuestas en 5.2.4; vamos a aplicar el método abreviado a los mismos datos del
ejemplo (6.2) y de los que hemos calculado, alli, la varianza mediante el método
no abreviado.
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- Para alcanzar que esa media valga 62, basta con multiplicarla por

EsempLo 6.7.
n; xj  xf nxj npx X=X (xj— %) ni(x; — x')

70-89 20 2 4 40 80 1,6916 2,8615 57,2300
50-69 31 1 1 31 31 0,6916 0,4783 14,8273
30-49 18 0 0 0 0 —0,3084 0,0951 1,7118
10-29 38 ~1 1 —38 38 —1,3084 1,7119 65,0522
107 33 149 138,8213

_ 33

X' == = 0,3084
107

Calcular 52, equivale a aplicar (6.7), (6.8) y (6.9) a las puntuaciones x;.

Segun (6.7):

) 138,8213
Sx’ = = = 5
107 1,2974
Seglin (6.8):
149
§2 = 0" 0,3084* = 1,3925 — 0,0951 = 1,2974
Segtin (6.9):
107)(149) — 332 14.854
Sﬁ: = ( = =
1072 11.449 1,2974
Por tanto,

52 = (20)2(1,2974) = 518,96

6.3.6. NOTA: sobre la definicion de s?

Supongamos una poblacién finita compuesta de N elementos equiprobables.

* . s = 2
Por definicidn, su varianza vale 62 = E—(X# K
N

, donde 4 es la media de dicha

poblacién. Formemos ahora todas las muestras ordenadas posibles de tamafio n

. . - Y 2
y calculemos sus varianzas mediante la férmula §2 = Z X - —Al. Pues bien
n b
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n-—1
62y no o2.

resulta que la media de todas estas varianzas, asi definidas, vale

n
o, lo que
n—1
n L -XP_ XX - X)
n—1 n n—1
Esta ultima definicion de s2 es la que suele aparecer en ciertos libros de Esta-
distica Descriptiva y es la que usan muchas maquinas de calcular. La discusion de
este problema la dejamos para el tomo 2: Estadistica Inferencial. Por ahora nos
limitamos a comprobar lo dicho con el siguiente ejemplo.
EjeMPLO 6.8. Sea la poblacién finita compuesta por los tres elementos 1, 2, 3.
(=2 4+Q2-2+(3-27 2
3 ' 3
Formemos todas las muestras binarias posibles, pero de modo que extraido un
elemento de la poblacion, lo repongamos en la misma antes de extraer el segundo.
Tendremos (3)(3) = 9 muestras binarias.

es equivalente, basta con definir s2 =

Su media vale g = 2y su varianza vale o2

Muestras 7 (X — Xy X - X))

binarias n n—1
1,1 1,00 0,00 0,00
1,2 1,50 0,25 0,50
1,3 2,00 1,00 2,00
2,1 1,50 0,25 0,50
2,2 2,00 0,00 0,00
2,3 2,50 0,25 0,50
3,1 2,00 1,00 2,00
3,2 2,50 - 0,25 0,50
3,3 3,00 0,00 0,00
3,00 6,00
3_1 6_2
9 3 9 3
. . . . X - Xy
Comprobamos como la media de las varianzas definidas por — 1

vale %, es decir, un valor igual que el de la varianza de la poblacién y como la media

- v \2
de las varianzas definidas por M vale 1, es decir, un valor distinto (me-
n

nor) que el de la varianza de la poblacién.
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6.4. Amplitud total

6.4.1. Definicion

Diferencia entre la puntuacion maxima y la minima. O, teniendo en cuenta los
limites exactos de los intervalos elementales o compuestos, diferencia entre la pun-
tuacién maxima y la minima mas una unidad.

6.4.2. Calculo

a) Datos no agrupados en intervalos

EEMPLO 6.9. La fenilcetonuria es una enfermedad causante de un deterioro
mental que se agudiza con la edad. Los datos siguientes, tomados de Berman,
Waisman y Graham (1966) representan los cocientes intelectuales de cinco nifios
afectados por dicha enfermedad y cuya edad media aproximada era de cinco afios.

18, 29, 39, 40, 54

AT = 54 — 18 = 36 0 AT =54 — 18 + 1 = 54,5 — 17,5 = 37

17,5 18 18,5 53,5 54 54,5
1 P 1 'y | D ' £ L 2 4
\ 36 > /

37

b) Datos agrupados en intervalos

EjempLo 6.10. Calculemos la amplitud total de los cocientes intelectuales de
otro grupo de 22 nifios fenilcetontricos mas jovenes que los del ejemplo 6.9 vy,
como puede apreciarse, con menor deterioro mental. Los datos expuestos a conti-
nuacion estan tomados de Berman y otros (1966) y han sido agrupados en inter-
valos por nosotros del modo siguiente:

CI X; n;

J J

84-98 91 6
69-83 76 5
54-68 61 2
39-53 46 5
24-38 31 4
22
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AT =91 -31=60 o AT =91 —31+15=0985-1235=175

Ahora, en realidad, las Unicas puntuaciones existentes son los puntos medios

" de los intervalos. Por tanto, la amplitud total serd la diferencia entre ¢l punto medio

del intervalo maximo (91) y el punto medio del intervalo minimo (31). A su vez,
la unidad que puede ser afiadida es una unidad de intervalo, medio intervalo por
debajo del punto medio minimo y medio intervalo por encima del punto medio
maximo. En otras palabras, afiadir una unidad de intervalo, equivale a aceptar
como amplitud total la diferencia entre el limite exacto superior del intervalo ma-
ximo y el limite exacto inferior del intervalo minimo.

23,5 31 38,5 83,5 91 98,5
i Q { I} i ® 1 ) i ) |
\ ) /7
75

6.4.3. Propiedades

a) Muy facilmente calculable.

b) Presenta el inconveniente de tener en cuenta Gnicamente dos puntuaciones:
las dos extremas. Si éstas se mantienen constantes, la amplitud total se mantendra
constante aunque varien de cualquier modo las restantes, siempre claro estd, que
éstas queden dentro del intervalo limitado por las dos primeras.

Asi, dejando intactas las dos puntuaciones extremas (18 y 54) del ejemplo 6.9,
hagamos variar las tres interiores de dos maneras distintas. Comparemos los re-
sultados del caso primitivo con los delos dos nuevos y veamos como permanece
invariante la amplitud total en los tres y cémo varian claramente la desviacién media
y la desviacion tipica.

Puntuaciones AT DM Sy

18, 29, 39, 40, 54 36 6 37 10 12,017
18, 36, 36, 36, 54 36 6 37 7,2 11,384
18, 54, 54, 54, 54 36 6 37 11,52 14,40

6.4.4. Nota

La amplitud total sucle ser llamada, también, recorrido o rango.
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6.5. Amplitud semiintercuartil

6.5.1. Definicion

Semidistancia entre el tercer cuartil y el primer cuartil, es decir, entre el per-
centil 75 y el percentil 25.

6.5.2. Calculo

Basta con calcular los percentiles 75 y 25 (segun lo dicho en 5.5.2) y hallar la
semidiferencia entre ambos.

EiempLO 6.11. Calculemos la amplitud semiintercuartil, a partir de los datos
del ejemplo 6.10.

En dichos datos, P;s = 84,75, P,5 = 43, Por tanto

AST

84,75 —
= —2h43 = 20,875

6.5.3. Propiedades

a) Es preferible a la desviacién tipica en el caso de distribuciones muy asimé-
tricas. (Recuérdese que en este caso la mediana era preferible a la media.)

b) Cuando el intervalo maximo carece de limite superior y/o el minimo ca-
rece de limite inferior, es imposible calcular la desviacidn tipica. Bajo estas con-
diciones es posible calcular la amplitud semiintercuartil, siempre que el primero
y el tercer cuartil no se encuentren en esos intervalos extremos. (Recuérdese que
bajo estas condiciones era posible calcular la mediana y no era posible el calculo
de la media.)

¢) Definida como distancia entre dos puntos, sélo es calculable a nivel de
intervalos o de razén, pero no a nivel meramente ordinal.

d) Menos sensible que la desviacion media y que la desviacién tipica a la va-
riacion de los datos. Veamos confirmada esta afirmacion en los siguientes datos:

Puntuaciones AST DM Sy
30, 30, 30, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 50, 50, 50 s ; 32 =S5 5 7,07
1, 1, 98, 100, 100, 100, 108, 108, 108, 110, 207, 207 QQE——QQ =5 37,33 59,58
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Mientras que la amplitud semiintercuartil ha permanecido invariante frente al
cambio de puntuaciones, la desviacién media ha pasado de 5 a 37,33 y la desviacion

tipica ha pasado de 7,07 a 59,58.

6.6. Coeficiente de variacion

6.6.1. Nota previa

Consideremos dos variables distintas, por ejemplo, peso (X) y altura (Y). Es
claro que s, vendra dada en unidades de peso (por ejemplo, gramos) y s, en unida-
des de longitud (por ejemplo, metros). Ambas desviaciones tipicas no son compara-
bles. Si s, valiera 5 gramos y s, 3 metros, 5 gramos no son mas ni menos que 3 me-
tros, son cosas distintas. Para hacer comparables las variabilidades de ambos gru-
pos, con variables de distinta naturaleza, es necesario que vengan expresadas en
numeros abstractos (es decir, ni en metros, ni en gramos). Un modo de conseguirlo
es tomar como medidas de variabilidad s,/X y s,/¥. Estos cocientes son niimeros
abstractos. Lo tinico que nos indican es el numero de veces que el numerador con-
tiene al denominador, independientemente de lo que ambos signifiquen (gramos,
metros, etc.).

Consideremos ahora una misma variable y dos grupos distintos, cuyas medias
en esa variable son muy distinfas entre si. Por ejemplo, el peso de 100 elefantes y
el de 100 hormigas. Es evidente que una misma desviacion tipica igual a 1 kg repre-
senta una variabilidad insignificante para el grupo de los elefantes e inconcebible-
mente alta para el de las hormigas. Por tanto, la desviacion tipica serd algo equi-
voca, en este caso, como medida de variabilidad. Un modo de evitar esta dificultad
es dividir la desviacion tipica de cada grupo por su correspondiente media, s, /X,
S,/ X5

6.6.2. Definicion

Resultado de dividir la desviacion tipica por la media. Ordinariamente, este
cociente viene multiplicado por 100. Es decir,

CV = 0, mas frecuentemente, CV = EA% 100

SIPg

6.6.3. Calculo

Mera aplicacion de la féormula anterior.
EsempLO 6.12.  El peso medio (media aritmética) de un grupo de elefantes es
6.000 kg y el de un grupo de hormigas es 2 dg. Suponiendo que la desviacion tipica



118 / Estadistica para Psicélogos

en ambos grupos fuera 1 dg, cuanto valdra el coeficiente de variacion en uno y
otro grupo?

cv L 0,0000000167 6, multiplicado por 100, 0,00000167

~ 60.000.000

CV = % = 0,5 o, multiplicado por 100, 50

El segundo CV es 30 millones (!) mayor que el primero. Esto quiere decir que
la variabilidad relativa de ambos grupos es enormemente distinta, a pesar de que
son iguales sus desviaciones tipicas. Una desviacidn tipica de 1 decigramo repre-
senta una variabilidad apreciable en relacién con ¢l grupo de las hormigas y no
representa, practicamente, variabilidad alguna en relacion con el grupo de los ele-
fantes.

6.6.4. Propiedades

a) Es un valor abstracto, como cociente de dos numeros concretos (es decir,
dados en ciertas unidades concretas de medida) del mismo tipo. Recuérdese que
la media y la desviacion tipica vienen dadas en las mismas unidades en las que
vienen dadas las puntuaciones a partir de las cuales aquellas son calculadas.

b) Si a unas puntuaciones dadas les sumamos una cantidad positiva, el coe-
ficiente de variacion disminuird, ya que s, se¢ mantendra constante, pero X aumen-
tard en esa cantidad. Por tanto, el cociente s./X disminuira después de dicha suma.

Si, por el contrario, les restamos una cantidad positiva, el coeficiente de varia-
cién aumentard, por analoga razoén.

¢) Si multiplicamos unas puntuaciones dadas por cualquier constante positiva,
el coeficiente de variacidn se mantendréd constante, pues el numerador, s, y el
denominador, X, quedaran multiplicados por la misma cantidad.

Es recomendable que, junto al coeficiente de variacién, se ofrezcan las corres-
pondientes 5, y X a partir de las cuales ha sido calculado.

6.7. Notas

a) Recordemos que, a nivel de intervalos o de razdn, todo indice de tendencia
central era un valor numérico que venia representado por un punto sobre el eje
de abscisas. Pues bien, todo indice de variabilidad es una distancia que viene repre-
sentada por un segmento rectilineo.

b) Tengamos presente que todo indice de variabilidad es esencialmente no
negativo. Las puntuaciones pueden ser positivas o negativas, pero su variabilidad
o dispersion sera siempre positiva (no son todas las puntuaciones iguales entre si,
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hay alguna variabilidad) o nula (todas las puntuaciones son iguales entre si, no hay
variabilidad), pero es inconcebible una variabilidad negativa. De aqui que sean

.esencialmente no negativos los valores que pueden tomar los indices de variabilidad

o dispersién. Por esta razon, supondremos X # 0y tomaremos X en valor absoluto.

6.8. Resumen: Definiciones y féormulas

Desviacion media : Media de las diferencias (en valor absoluto) de n puntuaciones
respecto a su media aritmética.

_ZlX - X
B n

DM (datos no agrupados en intervalos)

DM

_Inlx; - X (datos agrupados en intervalos)
n

Varianza: Media de las diferencias (al cuadrado) de n puntuaciones respecto
a su media aritmética.

» _ X — XY
n

(datos no agrupados en intervalos)

S 7AYA
= 2y = X) (datos agrupados en intervalos)
n

Desviacion tipica: Raiz cuadrada de la varianza.

Amplitud total: Diferencia entre la puntuacion maxima y la minima (o, entre
la maxima y la minima mas una unidad).

Amplitud semiintercuartil: Semidiferencia entre el tercer cuartil, Q5, y el primer
cuartil, Q;.

AST = Q3 ; Ql

Coeficiente de variacion: Cociente entre la desviacion tipica y la media (multi-
plicado, ordinariamente, por 100).

cv =2100
X
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EJERCICIOS

6.1. Calcular la varianza y la desviacion tipica a partir de los siguientes datos no
agrupados en intervalos.

a) 3,5, 1,6, 10 b) 3,4 1,4
C) 2, 5, 6, 1,1 d) 1»Oa 3’ 193’4
e) 52,1,53,8 fy 1,9,3,7,8,8

6.2. Calcular la desviacion media a partir de los datos del ejercicio anterior.

6.3. Calcular la varianza y la desviacidn tipica a partir de los siguientes datos
agrupados en intervalos.

b) X n; c) X n; d) X n;

a) X o
9-11 1 10-12 1 9-10 1 15-21 4
68 2 7-9 4 7-8 2 8-14 10
3-5 S 4-6 3 5-6 1 1-7 6
02 4 1-3 2 3-4 4 e
1-2 2
e) X n; f) X n; g) X n; h) X n;
11-13 2 109-113 2 110-112 2 7578 2
8-10 3 104-108 4 107-109 4 71-74 3
57 6 99-103 8 104-106 3 67-70 8
24 4 9498 5 101-103 1 63-66 7
8993 1 59-62 4
55-58 1

6.4. Calcular la desviacion media a partir de los datos del ejercicio anterior.

6.5. Calcular la amplitud semiintercuartil a partir de los datos de los ejercicios
521y 5.22.

6.6. Demostrar que £ (X; — X)> = Z(X; — k)* — n(X — k)%
6.7. Comprobar la igualdad anterior para X; = 1, X, =2, X; =6y k = 5.

6.8. Vilgase de la igualdad expuesta en 6.6 para calcular T (X; — X)? usando
k = 5y teniendo en cuenta los datos siguientes: 3, 4, 5, 4, 6, 7, 4, S.

6.9. ;Qué haria Vd. para simplificar el cilculo de la varianza de las siguientes
puntuaciones: 2,75; —3,25; 6,75; 1,75; 5,75, —2,25; 4,75, —4,25? ;Cuanto vale
dicha varianza?
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6.10. Sean 7 y 20, respectivamente, la media y la varianza de las puntuaciones

X,, X», ..., X,. Calcule la media de las nuevas puntuaciones X7, X3, ..., X2.
6.11. Sean 10y 4, respectivamente, la media y la desviacion tipica de las puntua-
ciones X,, X,, ..., X,. Calcule la media de las nuevas puntuaciones (X, — 3)2,
(XZ - 3)27 rees ("Yn - 3)2

6.12. Calcule el coeficiente de variacidn a partir de los datos del ejercicio 6.1.

6.13. Sean 4 y 3, respectivamente, la media y la desviacién tipica de las puntua-
ciones X, X,, ..., X,. Calcule la media y la desviacién tipica de las puntuaciones
X%, X2, ..., X2, sabiendo que el coeficiente de variacion de estas Gltimas puntua-
ciones vale 96.

6.14. Sean 25 y 15, respectivamente, la media y la desviacién tipica de las pun-
tuaciones 3X, — 5, 3X, — 5, ..., 3X, — 5. Calcular la desviacion tipica de las
nuevas puntuaciones X7, X3, ..., X2, sabiendo que el coeficiente de variacién
de estas ultimas vale 80.

6.15. Sabiendo que las cinco puntuaciones —4, 2, X, 4, 0 tienen como varianza 16
y como coeficiente de variacién 200, calcular el valor de la tercera puntuacion
desconocida, X, y la mediana de las cinco.

6.16. Sea un grupo compuesto de n; personas con media X, y varianza 57 y otro
grupo compuesto de n, personas con media X, y varianza s3. Demostrar que la
varianza del grupo total, s*, compuesto de las n; + n, personas, vale:

nyhy % -
nist + nys3 + X, — %,
2 i+ ny
n, + n,

(Sugerencia: recordar la propiedad 6.3.4.i de la varianza.)
6.17. Deducir las férmulas (6.2) y (6.3).
6.18. Deducir las férmulas (6.8) y (6.9).

6.19. Supongamos una poblacion compuesta de los cuatro elementos: 1, 2,3 y 4.
Formemos a partir de la misma las (4)(4)(4) = 64 muestras ternarias posibles,
entendiendo que, extraido un elemento de la poblacién, es devuelto a la misma
antes de extraer un segundo elemento y, a su vez, éste es devuelto a la misma antes
de extraer un tercero. Esto supuesto, calcular la media de las varianzas de las 64 mues-

o
tras, habiendo definido, primero, la varianza como M Hacer lo mismo,
_ Yy
habiendo definido la varianza como §~(—A:‘——~1X—) (donde n = 3). Comprobar,
n— .

, (X, - X)P 4809 5 TX, - X)P 7209 5

final te, = == i = -
inalmente, cdémo 3 4 ¢ y como 3 1 i



122 / Estadistica para Psicologos

que es, precisamente, el valor de la varianza de la poblacion:

(1 =25+ 2—25%+ (3 — 25?2+ (4 — 2,57 _

4

(Recuerde el lector lo dicho en 6.3.6.)

Bl

4

Estadisticos de asimetria y apuntamiento

7.1. Introduccion

Una distribucién de frecuencias queda bastante bien caracterizada mediante
los estadisticos de posicién o tendencia central y de variabilidad o dispersion,
pero quedard atin mejor caracterizada si conocemos la simetria o asimetria de la
misma y su apuntamiento.

7.2. Asimetria
7.2.1. ldea general

Sabemos que la mediana divide el histograma (representacion grifica de la
distribucién de frecuencias) en dos 4reas iguales, es decir, de igual superficie. Pues
bien, diremos que la distribucién de frecuencias es simétrica si una de las areas
es imagen de la otra. Notese que si un drea es imagen de la otra, ambas tienen la
misma superficie, pero pueden tener ambas la misma superficie y no ser una imagen
de la otra. Asi, por ejemplo, en la figura 7.1, A y A’ tienen igual superficie y una es
imagen de la otra. En cambio, en la figura 7.2, 4 y A’, teniendo igual superficie,
una no es imagen de la otra.

="

L
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Es claro que si la distribucic’)p es simétrica, la mediana es, tambiép, ceptrg de
gravedad, es decir, la mediana coincide con la media. Por otra parte, si la distribu-
cién de frecuencias es unimodal, esa tnica moda coincide con la mediana y, con-
siguientemente, con la media. En conclusion, si la distribucién es simétrica, media,
mediana y moda coinciden.

Diremos que la asimetria es positiva si tenemos muchas puntuaciones bajas y
pocas altas. Diremos que es negativa si sucede lo contrario. Un test dificil dara
lugar a una distribucién asimétrica positiva. Un test fcil dar4 lugar a una distri-
bucién asimétrica negativa:

B B - B- B- 8- a4
510 15 20 25 30 S100 15 20 25 30
Asimetria positiva

Asimetria negativa

Teniendo en cuenta estas consideraciones, presentamos a continuacion diver-
sos estadisticos o indices de asimetria.

7.2.2. Indice basado en los tres cuartiles

Llamaremos Q,, Q, vy Q; a los cuartiles primero (o percentil 25), segundo (o
percentil 50, o mediana) y tercero (o percentil 75), respectivamente. Esto su-
puesto:

Si la distribucién es simétrica, Q; — 0, = 0, — Q,. Si es asimétrica positiva,
O3 — 0, >0, —Q,. Si es asimétrica negativa, Q; — 0, < Q, — Q, (véase
figuras adjuntas). De aqui tomar como indice de asimetria el siguiente criterio:

4 =@ =0~ (©0:-0) (0 -0,)-© - 0)
s 0, - 0, Qs = Q)+ (@, - 0)

(71.1)

Si la distribucion es asimétrica positiva, A; > 0. Si es asimétrica negativa,
A4; < 0. Si es simétrica, 4, = 0. Ademds, —1 < A4, < 1. En efecto, al tender
(O3 — Q,) a cero, A4, tiende a —1; y al tender (Q, — Q,) a cero, A, tiende a 1.
El ntimero asi obtenido es invariante frente a cualquier transformacién del origen
y de la unidad de medida. En otras palabras, el nimero obtenido a partir de unas
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puntuaciones X, X,, ..., X, sigue siendo el mismo que el obtenido a partir de
las puntuaciones Yy = AX, + B, Y, = AX, + B, ..., Y, = AX, + B.
" 1
I —
0 0 0 2 Q@ o

Asimetria positiva Asimetria negativa

g & 0O

Simétrica

Nétese que al dividir por (Qs — 0,) = (@5 — Q) + (Q; — Q,), hacemos
que A, sea un numero abstracto, ademas de conseguir que quede dentro del inter-
valo (—1, +1).

Conviene advertir lo siguiente acerca del criterio (7.1):

a) Si la distribucién es simétrica, necesariamente Q; — Q2 = Q% = 0,v,
consiguientemente, 4, = 0. Pero si Q; — Q, = Q, — Q,, la distribucién puede

ser simétrica o asimeétrica. o o
by Si Q3 — Q, # Q, — O,, necesariamente la distribucién es asimétrica.

Pero, siendo la distribucion asimétrica, tanto puede verificarse Q5 — Q, = 0, — Q,,
como Q3 — Q, # @, — Q. )

EyempLo 7.1. Los siguientes datos (una vez agrupados en intervalos) corres-
ponden a la Jatencia media de una respuesta motora manifestada por 59 ratas blan-
cas (véase Felsinger, Gladstone, Yamaguchi y Hull, 1947).
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TABLA 7.1

Latencia " - - - -

e :egundos) X onX, X=X (X, - X)? X, - X)? (X, - X)P mX; ~ X)
9,00-10,49 1975 975 791 6257 62,57 494,91 494,91
7,50-8,99 1 825 825 641 41,09 41,09 263,37 263,37
6,00-7,49 1 675 675 491 2411 24,11 118,37 118,37
4,50-5,99 3 525 1575 341 11,63 34,89 39,65 118,95
3,00-4,49 7 3,75 2625 191 3,65 25,55 6,97 48,79
1,50-2,99 5 225 11,25 041 0,17 0,85 0,07 0,35
0,00-1,49 41 0,75 30,75 —1,09 1,19 48,79 ~1,30 —53,30
59 108,75 237,85 991,44

X =184 seg. Md= Q, = 1,074 seg. Mod = 0,75 seg. Q, = 0,535 seg.

Q5 = 2,470 seg. S, = 2,01 seg.

' ! | ! | i I 1
—0,005/ \;995\ 2,195 ‘&4\95 5,995 7,495 8,995 10,495
v
o
o : ©
e § BN vt‘\\ AN
V _ P < S
~ I o, % >
W) = >
o

Fig. 7.3
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Segun (7.1):

(2,470 — 1,074) — (1,074 — 0,535) _ 1,396 — 0,539 _ 0,857
© 7 (2,470 — 1,074) + (1,074 — 0,535) 1,396 + 0,539 1,935

= (0,443

La asimetria es positiva. Consideremos el histograma correspondiente a la
distribucion de frecuencias anterior (Fig. 7.3).

Eiempro 7.2. En la tabla 7.2, dentro de cada intervalo tenemos los nifios na-
cidos que, entre 10.000, probablemente presentaran el sindrome de Down (mon-
golismo) y cuyas madres tienen edades comprendidas dentro de dicho intervalo
(véase Collman y Stoller, 1962). Como se ve, el riesgo de tener un hijo mongoélico
aumenta con la edad, por lo cual la distribucidén es asimétrica negativa.

14,5 19,5 24,5 29,5 s 395, j44,5\ 49,5

Q,=41,08 X =4322 Q,=4731
Q,=45,12

Fig. 7.4



128 / Estadistica para Psicologos

TABLA 7.2

Edad n, X, nX; X, —-X (X=X} nX,—-XP (X;-XP X -X)p

45-49 218 47 10.246 3,78 14,29 3.115,22 54,01 11.774,18
40-44 100 42 4.200 —-1,22 1,49 149,00 —1,82 — 182,00
3539 35 37 1.295 -6,22 38,69 1.354,15 —240,64 —8.422,40
30-34 11 32 352 —11,22 125,89 1.384,79 —-1.412,47 —-15.537,17
25-29 8 27 216 —16,22 263,09 2.104,72 —4.267,29 —34.138,32
20-24 6 22 132 -21,22 450,29 2.701,74 —9,555,12  —57.330,72
15-19 4 17 68  —26,22 687,49 2.749,96 —18.025,95  —72.103,08

382 16.509 13.559,58 —175.939,51

X = 43,22, Md = Q, =45,12, Q, =41,08, Q, = 4731, s, =596
Segin 7.1:

_ (47,31 — 45,12) — (45,12 — 41,08) 2,19 — 4,04 185 0.297
S (47,31 — 45,12) + (45,12 — 41,08) 2,19 + 4,04 623

La asimetria es negativa. Consideremos el histograma correspondiente a la
distribucion de frecuencias anterior (Fig. 7.4).
7.2.3. Indice basado en el momento de tercer orden

Llamaremos momento empirico de orden p respecto a la media, a la expresion:

B =XYoo T, - Xy

P n I4 n
En particular,
T - X (X, — X
n
X, — Xy X
}'}'[2 ::————‘_( ! ) é mz :%ﬁ
n n
(X —-X)y ) TnX;, — X)3
N == é my = —+J T
] n
L K A
my :E’!{ln—ﬁ 0 my :an(u
n
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Pues bien, aceptaremos como indice de asimetria la expresion

my XX - Xy § a5 = T (X, = X)n (12)

my /M, 53 53

Segun sabemos, m; = 0 siempre. El momento m, (o varianza) es siempre no
negativo. Ninguno de los dos nos vale para medir la asimetria. El momento de
tercer orden, m;, puede ser positivo, negativo o nulo. Si la distribucion es simétri-
ca, m; = 0. En efecto, debido a la simetria, a cada diferencia (X; — X) positiva,
le corresponde otra igual pero negativa. Consiguientemente, a cada cubo (X; — X)?
positivo le corresponde otro cubo igual pero negativo. Por tanto, la suma de todos
los cubos serd nula y a; = 0.

Por su parte, si la distribucién es asimétrica positiva, las diferencias (X; — X)
maximas son positivas y estas diferencias quedaran muy aumentadas al ser elevadas
al cubo. Ello hace que la suma de las diferencias positivas, elevadas al cubo, sea
mayor que la suma de las diferencias negativas, elevadas al cubo, aunque el nimero
de estas ultimas sea mayor que el de las diferencias positivas. Lo contrario ocurre
cuando la asimetria es negativa.

En conclusidn, a; es positivo cuando la asimetria es positiva y es negativo cuan-
do la asimetria es negativa.

La razon de dividir por s3 es conseguir que a, sea un nimero abstracto ¢ inde-
pendiente de la variabilidad del grupo.

Esempro 7.3. Calculemos a3 a partir de la tabla 7.1.

ay =

2 =B85 _ 405 5, =201, £ =810
59
991,44/59
=217 = 208
= 8,10 ’

Notese que hay 41 diferencias (X; — X) negativas y solo 18 positivas, pero la
suma de éstas (elevadas al cubo) es mucho mayor que la suma de las primeras (ele-
vadas, también, al cubo).

EsempLo 7.4. Calculemos a; a partir de la tabla 7.2.

st = %ﬁ = 3550, s, =596, s = 211,58

—175.939,51/382

211,58 —2.18

ay =

Notese que hay 218 diferencias (X; — X) positivas y sélo 164 negativas, pero la
suma de éstas (elevadas al cubo) es mucho mayor que la suma de las primeras (ele-
vadas, también, al cubo).
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Conviene advertir lo siguiente acerca del criterio (7.2):

a) Si la distribucion es simétrica, necesariamente X (X; — X)* = 0 y, consi-
guientemente, «3 = 0. Pero si vy = 0, la distribucién puede ser simétrica o asi-
métrica. ~

b) Si Z(X; — X)® # 0, necesariamente la distribucién es asimétrica, pero
siendo la distribucién asimétrica, puede verificarse tanto X X; — X)® =0, como
S (X, — £) #0. ’

7.24. Nota

Hemos visto que si la distribucion es simétrica y unimodal, media, mediana y
moda coinciden y que si no coinciden, la distribucién tiene que ser asimétrica. Fun-
dados en ello, podemos introducir indices de asimetria. De hecho, han sido pro-
X — Mod 3(X — Md)

——y A, = B esperando
que 4, > 0 si la asimetria es positiva y que AJ: <0sila asimetri); es negativa. Lo
que indudablemente es cierto es que 4 = 0 si la distribucién es simétrica y que

si A, # 0, la distribucién es asimétrica.

puestos como indices de asimetria 4, =

7.3. Apuntamiento

7.3.1. Idea previa

De un modo no muy riguroso diremos que una curva es muy apuntada si es
muy alta y estrecha. Diremos que es poco apuntada si es baja y ancha. Eligiendo
como patrén la curva normal (de la que hablaremos pronto), diremos que una
curva es leptocirtica si es mas apuntada que la normal y que es platictrtica si es
menos apuntada que la normal. Diremos que la curva normal es mesocurtica *.

— LEPTOCURTICA

NORMAL

PLATICURTICA

X

* Del griego, Aentdc (leptds): delgado, estrecho; miatic (platis): ancho, extendido; uécoc

(mesos): medio; yvptog (kirtds): encorvado, convexo; yvptétng (kirtotes): curvatura.

Estadisticos de asimetria y apuntamiento | 131

7.3.2. {ndice basado en el momento de cuarto orden

Para dos curvas con la misma desviacion tipica, la mas apuntada deberd con-

"tener mas observaciones bajo los dos extremos alejados de la media que la me-

nos apuntada. Para estas observaciones extremas, las diferencias (X; — X) serdn
grandes y serdan mucho mayores al ser elevadas a la cuarta potencia. Por tanto,
S (X; — X)* sera mayor para la curva leptocurtica que para la platicartica. Por
X, — X)*n

X
en el caso de la curva normal. Por ello, suele ser elegido como criterio de apunta-
miento o curtosis la expresién

otra parte, se demuestra en Estadistica Inferencial que

(X = X
:

3

a, =
S

De lo expuesto se infiere que a, > 0 para las curvas leptocurticas y a, < 0
para las platicurticas.

La razén de dividir £ (X; — X)*/n por s# es analoga a la ofrecida en 7.2.3 res-
pecto al indice de asimetria a;.

EseMpLo 7.5. Burt (1963) midié el cociente intelectual de un grupo numeroso
de nifios y obtuvo la distribucién de frecuencias que, con ligeras modificaciones,
exponemos a continuacion.

CI n; X

i i

nX; X —X) (X - X)? nfX;—XP nfX; — X)*/4.659

150-159 5 1545 772,5 55,74 3.106,95 15.534,75 10.359,652
140-149 18 1445 2.601,0 45,74 2.092,15 37.658,70 16.910,811
130-139 84 1345 11.298,0 35,74 1.277,35 107.297,40 29.417,433
120-129 253 124,5 31.498,5 25,74 662,55 167.625,15 23.837,570
110-119 747 114,5 85.531,5 15,74 247,75 185.069,25 9.841,172
100-109 1.217 104,5 127.176,5 5,74 32,95 40.100,15 283,560
90-99 1.148 94,5 108.486,0 —4,26 18,15 20.836,20 81,150
80-89 719 84,5 60.7555 —14,26 203,35 146.208,65 6.381,375
70-79 294 74,5 219030 —2426 588,55 173.033,70 21.858,372
60-69 99 64,5 6.385,5 —34,26 1.173,75 116.201,25 29.274,664
50-59 47 54,5 2.561,5 —44,26 1.958,95 92.070,65 38.712,462
40-49 21 44,5 934,5 —54,26 2.944,15 61.827,15 39.070,210
30-39 7 345 241,5 —6426  4.129,35 28.905,45 25.619,356
4.659 460.145,5 1.192.368,45 251.647,787
X = 460.145,5 = 98,76, s = 119236845 _ 255,93, s* = 65.500,16
4.659 4.659
251.647,787

- 3 =384 —3 =084
44 = 765.500,16
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La distribuci6n es leptocurtica, lo cual indica que existen mds subnormales y
mas superdotados que los que habria habido si la distribucién hubiera sido normal.

7.4. Resumen: Definiciones y férmulas

Asimetria: Diremos que una distribucion de frecuencias es simétrica si a cada
puntuacion X;, distante de la media, por la derecha, una distancia k, le corres-
ponde otra puntuacion X;_ distante de la media, por la izquierda, la misma dis-
tancia} k y tales que la frecuencia correspondiente a X;, es la misma que la corres-
pondiente a X;_.

. 'Dilr'emos que es asimétrica toda distribucién que no cumpla con lo acabado
e indicar.

Indices de asimetria:

Q3 — Q) — (@2 — Q1)

a) A, =
(@3 — Q2) + (@2 — Q)
2 (X, — X)3/n
b) a; = —7—3# (para datos no agrupados en intervalos)
I X; — X)3n .
ay = —I = (para datos agrupados en intervalos)

Sx

Apuntamiento: Diremos que una distribucién de frecuencias es muy apuntada

0 poco apuntada segin que el correspondiente histograma sea alto y estrecho o
bajo y ancho.

Indice de apuntamiento :

_I(X - £
4y = ——————— — 3 (para datos no agrupados en intervalos)

Sx

_InX; - X)m
(2 ——’—T—

X

— 3 (para datos agrupados en intervalos)
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EJERCICIOS

17.1. Calcular el indice de asimetria basado en el momento de tercer orden a partir

de los siguientes datos: 10, 12, 12, 14, 10, 10, 16, 12, 14, 10.
7.2. Calcular el indice de apuntamiento a partir de los datos del ejercicio anterior.

7.3. Sean n puntuaciones X,, X,, ..., X,. Transformemos estas puntuaciones
en las siguientes: Y; = AX, + B, Y, = AX, + B, ..., Y, = AX, + B. Demos-
trar que el indice de curtosis o apuntamiento, propuesto en el texto, de las nue-
vas puntuaciones Y; es el mismo que el de las puntuaciones primitivas X;.

i

7.4. Calcular los indices de asimetria, propuestos en el texto, a partir de las si-
guientes distribuciones de frecuencias:

a) X o by X

J
10-12 5 9-11 2
79 10 6-8 10
4-6 20 3-5 6

-3 15 0-2 2

7.5. Calcular el indice de curtosis, propuesto en el texto, a partir de las distri-
buciones del ejercicio anterior.

7.6. Supongamos que, siendo simétrica la distribucién de frecuencias, el per-
centil 25 vale 6,5, Zn; = 12, TnX; = 114, X anf = 1.259. Esto supuesto, calcu-
lar el percentil 75 y el coeficiente de variacion.

7.7. En una distribucion simétrica de 40 elementos, Xy, X,, ..., X4, = (X; —
—~ 11)* = 1.040, T |X; — k| es minima para k = 10. Esto supuesto, calcular el
coeficiente de variacidon de dichas puntuaciones.
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Puntuaciones tipicas

8.1. Puntuaciones directas, diferenciales y tipicas

a) Puntuacion directa

La atribuida directamente a cada objeto al ser sometido a cualquier tipo de
prueba. Estas puntuaciones suelen ser designadas en Estadistica Descriptiva, por
letras mayusculas latinas.
b) Puntuacion diferencial

Puntuacion directa menos la media. Estas puntuaciones suelen ser designadas,
en Estadistica Descriptiva, por letras minusculas latinas.
¢) Puntuacion tipica

Puntuacién diferencial dividida por la desviacién tipica. Estas puntuaciones
suelen ser designadas en Estadistica Descriptiva, por la letra mintscula latina z.

EsempLo 8.1. Sean 6, 4, 2, 5, 8 los valores obtenidos directamente en una
prueba por cinco personas. Su media vale 5y su desviacién tipica vale 2. Esto su-
puesto, veamos cudnto valen las puntuaciones diferenciales y tipicas.

Puntuaciones directas: X; = 4 2 58
Puntuaciones diferenciales: x; = X; — X =1 -1 =3 03
Puntuaciones tipicas: ;= x5y = (X, — X)/s, =05 =05 —1,5 0 1,5

Notese que
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equivale a
X; = AX, + B
cond=1y B=—-X;
X
Zi :lXi -
Sx Sx
equivale a
z; = AX; + B
1 X
conAd=—y B=——
Sy Sy

8.2. Propiedades de las puntuaciones tipicas

a) La media de las puntuaciones tipicas vale cero.
En efecto,

Tz =2 (X — X)s, = (Is,) (X, — X) =0
pues segiin sabemos (ver 5.2.3.a)
T(X-X)=0
Consiguientemente,
z=Xz/m=(1/mLz; =0

Podiamos, también, haber pensado asi:

X
Zi lei -
Sy Sy



136 / Estadistica para Psicélogos

Por consiguiente, segun 5.2.3.c,

gzl/f*
Sx

[ >

=0

n

b

EsempLo 8.2. Comprobemos esta propiedad con los datos del ejemplo 8.1.

0.5 + (=0.5) + (=15) + 0) + (15) _0 _
5 T5

Z =

b) La varianza (y la desviacion tipica) de las puntuaciones tipicas vale uno.

En efecto,

2:Z(zi—2)2_22,-2_2(xi/sx)2 ¥ x} 1 Xx? 1, {
it S = = = — = — §* =

z =

n n n $m) 2 on 2%

De lo acabado de ver se deduce que T z# = n.
Podiamos, también, haber pensado asi:

1 X
SX Sx
Por consiguiente, segin 6.3.4.a,
1
Szz == S)ZC =1
SX

Ejempro 8.3. Comprobemos esta propiedad con los datos del ejemplo 8.1.

2= 0,57 + (=057 + (=1,5)* + (0)* + (1,5* _ 5
: 5 =51
¢) Si multiplicamos las puntuaciones tipicas por una constante 4 y sumamos

a esos productos otra constante B, las nuevas puntuaciones tienen como media
B'y como desviacion tipica |4|.
En efecto, acabamos de ver que

z=0 y s,=1

Ahora bien, las nuevas puntuaciones son

Y, = Az, + B
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Por tanto,

Y = Az + B = (4)(0) + B = B (recordando 5.2.3.c)
L= |Als, = ]4]1) = |4| (recordando 6.3.4.a)

Il

S

EjempLO 8.4. Transformemos las puntuaciones tipicas del ejemplo 8.1 me-
diante Y, = 10z; + 20 y comprobemos como la media y la desviacion tipica de
las nuevas puntuaciones Y; valen, respectivamente, Y =20, s, = 10.

y, = (10)0,5) +20=25 , Y, =(10)(=05) +20=15
Yy =(10)(=1,5)+20= 5 , ¥, =(10)0)  +20=20
Ys = (10)(1,5) + 20 = 35

25 + 15+ 5+ 20435 100

7 = 22— 20
5 5
L, (25— 202 + (15 = 20 + (5 — 20) + (20 — 20 + (35 — 20) _
S), = 3 =
0 0, s, =10
5

Basandonos en esta propiedad podemos convertir unas puntuaciones dadas
X,, X5, ..., X, con media X y desviacion tipica s,, en otras puntuaciones Y,
Y,, ..., Y, cuya media ¥ y cuya desviacion tipica s, sean dos valores fijados de
antemano por nosotros. En efecto, basta con transformar en tipicas las puntuacio-
nes primitivas, multiplicando, despué¢s, dichas puntuaciones tipicas por s, y su-
mando ¥ a cada uno de esos productos, donde s, ¢ ¥ son dos valores elegidos a
nuestro arbitrio. Es decir, las nuevas puntuaciones serdn:

v - X oS, Y N
;= Sy—}-Y»—S—Xi‘{’ )/_E“X

N

x X

EJEMPLO 8.5. Deseamos transformar las puntuaciones 21, 11, 1, 16, 31 obte-
nidas en un test en otras cuya media sea 100 y cuya desviacion tipica valga 20. Esto
supuesto, jen qué puntuaciones se convertiran las puntuaciones dadas?

La media de estas puntuaciones vale 16 y la desviacion tipica vale 10. Por consi-
guiente,

20 20
Y, =X, + (100 — = 16) = 2X, + 68
=X ( 0 ) X +
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Es decir,

Y, = Q)21 + 68 =110 , ¥, =2)I1)+ 68
Ys=0Q)1) +68= 70 , Y, = (2)(16)+ 68
Ys = (2)31) + 68 = 130

90
100

il

il
[

Las nuevas puntuaciones cumplen con las condiciones exigidas, ¥ = 100,
sy = 20. En efecto:

110 + 90 + 70 + 100 + 130 500

7= =22 = 100
5 5
» _ {110 = 100)* + (90 — 100)* + (70 — 100)? + (100 — 100)> + (130 — 100)?
s)l == 5 =
= 2000 _ 400
5
s, = 20

y

8.3. Significado de las puntuaciones directas, diferenciales
y tipicas

Sabiendo que Pedro obtiene una puntuacién directa igual a 22 en una prueba
de memoria, nada podemos afirmar sobre su memoria. Es necesario conocer las
puntuaciones obtenidas por las restantes personas del grupo al que pertenece
Pedro. Este grupo puede ser reducido o amplio, puede constar de sus compafieros
de clase, de los muchachos de su propia edad, de las personas de su nacién, de to-
dos los habitantes de la Tierra. Pero, pequefio o grande, es necesario un grupo de
referencia para poder hacer la mas minima afirmacion sobre la memoria de Pedro.

Supongamos que, definido dicho grupo, la media de éste vale 19. La puntuacién
diferencial de Pedro valdra 22 — 19 = 3. Por ser positiva comprobamos que Pe-
dro estd encima de la media de su grupo. Si hubiera sido negativa, Pedro se habria
encontrado por debajo de la media. La puntuacién diferencial nos permite afirmar
algo sobre la memoria de Pedro, pero aun esta interpretacion es bastante impreci-
sa. Superar la media en tres unidades, ;es mucho o poco? Depende de los casos.
Si nadie o casi nadie del grupo se aparta de la media tres o mas unidades, tres sig-
nifica mucho. Pero si bastantes la superan en mds de tres unidades, tres significa
mucho menos. Ahora bien, en general, en el primer caso la variabilidad del grupo
(v, en concreto, la desviacion tipica) serd pequefia. Por el contrario, en el segundo
serd grande. Por consiguiente, la interpretacién de una misma puntuacion diferencial
serd distinta seglin sea una u otra la variabilidad del grupo y, en concreto, la des-
viacién tipica.
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Supongamos dos grupos A y B, tales que s,; = 2y sg =4 L_a misma puntua-
cion diferencial tres, significa mas referida a 4 que a B. Ahorg bien, esta dlfe_reme
significacion viene dada precisamente por las correspondientes puntuaciones

‘tipicas, z, = 3/2 = 1,5, zg = 3/4 = 0,75. Por consiguiente, la puntuacion tipica

admite una interpretacién mas completa sobre la memoria de Pedro.

En conclusién, el significado de las puntuaciones diregtas, considf.:radas en si
mismas, es practicamente nulo. Admiten un cierto significado, cons1der'adas en
relacién con la tendencia central (media). Este es atin mas completo, congld&_ayadars
en relacion con la tendencia central (media) y con la variabihgiad (d;sv1a01op ti-
pica). Es decir, las puntuaciones tipicas significan mds que las diferenciales y €stas
mas que las directas. o

Pronto veremos que, muy frecuentemente, en Psicologia cafi:al pllmltuamon tipica
serd, ademas, traducible en un porcentaje. Dada una puntuacion tipica, podremos
calcular cuéntas personas del grupo de referencia se encuentran por debajg fie ella.
Asi, mediante las puntuaciones tipicas podemos obtener una interpretacion muy
razonable sobre la memoria de Pedro.

8.4. Comparabilidad de las puntuaciones tipicas

En principio, dos puntuaciones directas (o diferencia?es) referidas a dos carac-
teristicas distintas, no son comparables entre si. Si, por ejemplo, las dos caracteris-
ticas son peso y altura, 70 kg ni son mds ni son menos que 180 cm. S(_)n dos cosas
distintas y, por tanto, no comparables. Por ¢l contrario, cjos puntuaciones tipicas
son siempre comparables, al ser niimeros abstractos; es decir, al no venir expresadas
en ninguna unidad concreta de medida.
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Maés aun. En el caso de una sola caracteristica, serfan ya comparables dos pun-
tuaciones directas y diferenciales, pues ambas vendrian expresadas en una misma
unidad de medida. Sin embargo, aun en este caso, las puntuaciones tipicas son
més comparables entre st que las directas y diferenciales. Supongamos que dos es-
tudiantes, M y N, pertenecientes a dos grupos distintos realizan una misma prueba.
Es claro que las puntuaciones tipicas del primer grupo y las del segundo tienen una
misma media (igual a cero) y una misma desviacién tipica (igual a uno). Por esta ra-
z6n, las puntuaciones tipicas de M y N, referidas a una misma media y a una misma
desviacion tipica, son mds comparables entre si que sus puntuaciones directas,
referidas probablemente a distintas medias y a distintas desviaciones tipicas, y
que sus puntuaciones diferenciales, referidas probablemente a distintas desviaciones
tipicas. Por consiguiente, en general, dos puntuaciones tipicas admiten una com-
parabilidad mayor que las directas y diferenciales.

Con todo, esta mayor comparabilidad no implica que dos o m4s personas,
pertenecientes a dos o mds grupos distintos, sean iguales bajo cualquier aspecto
por el mero hecho de haber obtenido las mismas puntuaciones tipicas. Vamos a
limitarnos a un par de casos elementales.

a) Dos grupos distintos realizan una misma prueba y obtienen la misma me-
dia y la misma desviacion tipica. Pues bien, si dos personas, una del primero y otra
del segundo, obtienen la misma puntuacién tipica, obtendrén la misma puntuacién
directa (es decir, dentro de lo posible, manifestardn en el mismo grado la caracte-
ristica de que se trata), pero no dejardn necesariamente por debajo de si el mismo
porcentaje. Reciprocamente, si dos personas, una de cada grupo, dejan por debajo
de si el mismo porcentaje, no obtendran necesariamente la misma puntuacién
directa (es decir, no manifestardn la caracteristica en el mismo grado) ni, en conse-
cuencia, obtendran necesariamente la misma puntuacién tipica. Consideremos,
por ejemplo, los dos grupos siguientes que, realizando una misma prueba, X, al-
canzan la misma media y la misma desviacidn tipica, pero tales que el primero
muestra una clara asimetria positiva y el segundo una clara asimetria negativa.

Grupo 1.0 Grupo 2.0
Xooomo onXo nX? X on onkX niXi2
5 10 50 250 4 40 160 640
4 20 80 320 3 30 90 270
3 30 90 270 2 20 40 80
2 40 80 160 1 10 10 10

100 300 1.000 100 300 1.000
X, =3, s, =1 X, =3 s5=1

Dos personas, 4 (del grupo 1.0)y 4, (del grupo 2.°), con la misma puntuacion ti-
pica 0,5, obtendran la misma puntuacién directa: X =X, =3+ (1)(0,5) = 3,5.
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Pero, A, dejara por debajo de si el 70 por 100 de los casos y 4, sélo e! 69 por 100.
Es decir, a iguales puntuaciones tipicas (y directas) corresponden distintos por-

centajes.
40 30 20 10 10 20 30 40
i 1 I I} L 1 I} {
2 3 4 5 1 2 3 4

A suvez, A, conz; = 0,5,y A, con z, = 0,75, obtendran puntuacionef‘s d,irectas
distintas X, = 3 + (1)(0,5) = 3,5, X, = 3 + (1)(0,75) = 3,75, pero dejaran por
debajo de si el 70 por 100 en ambos casos. Es decir, a iguales porcentajes corresponden
puntuaciones tipicas (y directas) distintas. _— ‘

b) Dos grupos distintos realizan una misma prueba y alcanzan diversa rpedxa
y/o diversa desviacién tipica. Pues bien, si dos personas, una del grupo primero
y otra del segundo, obtienen la misma puntuacién tipica, obtenc}ra.n, en gc?nc?ral,
distintas puntuaciones directas (es decir, manifestaran la cgracterlstlca en distinto
grado) y dejaran por debajo de si distintos porcentajes. Si dos_ personas, una d(?l
primer grupo y otra del segundo, obtienen la misma puntuacion d1r~ec'ta, (mani-
fiestan la caracteristica en el mismo grado), obtendran, en general, distintas pun-
tuaciones tipicas y dejaran por debajo de si distintos porcentgjes. Consideremos,
por ejemplo, los dos grupos siguientes que, realizando una misma pr'ueba, X, al-
canzan distinta media y distinta desviacion tipica, pero tales que el primero mues-
tra una clara asimetria positiva y el segundo una clara asimetria negativa.

Grupo 1.0 Grupo 2.°
X n mX, nX? Xoom nX, nXx}
5 10 50 250 10 40 400 4.000
4 20 80 320 8 30 240 1.920
330 90 270 6 20 120 720
2 40 80 160 4 10 40 160
100 300 1.000 100 800 6.800

X =3 s=1 X, =8 s5,=2
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40 30 20 10 10 20 30 40

f { 1 { f ! | i
2 3 4 5 4 6 8 10

, .Dos personas, A, (del. grupo 1.9y A4, (del grupo 2.°), con la misma puntuacion
tipica 0,5, obtendran distintas puntuaciones directas: X, = 3 + (1)0,5) = 3,5,
X, = 8 + (2)(0,5) ='9 y dejardn por debajo de si distintos porcentajes: 70 por 100
y 60 por 100 respectivamente. Es decir, a iguales puntuaciones tipicas correspon-
den distintas puntuaciones directas y distintos porcentajes.

Dos personas, A; (del grupo 1.9} y 4, (del grupo 2.°) con la misma puntuacion
directa 4,5, obtendrdn distintas puntuaciones tipicas: z, = 45 -3 =152z, =
1 9y & -
_45-8 o o
=~5—=- 1,75 y dejaran por debajo de si distintos porcentajes: 90 por 100
y 75 por 100 respgctivamente. Es decir, a iguales puntuaciones directas corresponden
distintas puntuaciones tipicas y distintos porcentajes.

’ Dos. personas, A4, fdel grupo 1.°) y 4, (del grupo 2.°) que dejan por debajo de

si el mismo porcentaje (30 por 100), obtendran distintas puntuaciones directas:
2,25 -3

X, =225, X, =7, y distintas puntuaciones tipicas: z; = 2“—>= = — (0,75

1 > 3
z, = Sl 0,5. Es decir, a iguales porcentajes, corresponden distintas pun-
tuaciones directas y distintas puntuaciones tipicas.

8.5. Nota

Acabamos de considerar dos criterios indicadores de la posicién relativa de una
persona respecto a un grupo de referencia: a) Posicidn relativa como distancia de esa
persona a la media del grupo (medida en unidades tipicas); b) Posicién relativa
como _porcentaje de personas del grupo que deja por debajo de si esa persona. He-
mos visto que dos personas, pertenecientes a dos grupos distintos, cuya posicién rela-
tslya es 1géntica s_egﬁn uno de los dos criterios, no lo es necesariamente segtin el otro.

in embargo, si las distribuciones de frecuencias de ambos grupos son iguales,
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a posicion relativa idéntica de dos personas segtm uno de los dos criterios, corres-
ponde posicién relativa idéntica de las mismas segun el otro criterio. Y a posicién
distinta, segin uno, corresponde posicion relativa distinta segun el otro.

Ahora bien, las distribuciones de frecuencias en Psicologia suelen ser normales
o aproximadamente normales con bastante frecuencia. En otras palabras, dos
grupos distintos sometidos a la misma o distinta prueba suelen distribuirse de la
misma manera, de acuerdo con la distribucién normal, de la que hablaremos en-
seguida. Por consiguiente, con gran frecuencia, dos personas con la misma puntua-
cion tipica dejaran por debajo de si, aproximadamente, el mismo porcentaje. Mas
aun, conociendo esa puntuacion tipica, podremos determinar cual es el porcentaje
que queda por debajo.

8.6. Combinacién de puntuaciones

Para combinar en una sola puntuacién total, las puntuaciones de varias pruebas,
conviene operar con puntuaciones tipicas. Es decir, reducir las unidades de las
distintas pruebas a una unidad comun. Esto es conveniente aun en el caso en que
las pruebas sean muy semejantes (por ejemplo, varias notas de una misma asig-
natura combinadas para dar la nota final de curso) ya que superar la media en una
misma distancia significa mas cuando la desviacion tipica es pequefia que cuando
es grande. De aqui la necesidad de operar con puntuaciones tipicas, de tener en
cuenta la desviacién tipica de cada prueba.

EseMpLO 8.6. Sean tres pruebas I, II, III y dos alumnos A y B. Sean X, = 45,
sp=2; Xy =60, sy =45 Xy = 60, sy = 6. Sean finalmente las puntuaciones
siguientes las obtenidas por 4 y B en las tres pruebas:

DIRECTAS DIFERENCIALES TIPICAS
I II 1l TOTAL I II I TOTAL I I 1[I TOTAL
A 40 64 66 170 -5 4 6 5 -2,5 1 1 -0,5
B 50 56 54 160 5 —4 —6 -5 25 -1 -1 0,5

El alumno A tiene una puntuacion total (a partir de las directas y diferenciales)
mayor que B. Sin embargo, el alumno B tiene una puntuacion total (a partir de las
tipicas) mayor que 4. El alumno B esta por encima de la media en una sola prueba,
pero donde la variabilidad es muy pequeiia. En cambio, el alumno A4 estd por encima
de la media en dos pruebas, pero donde la variabilidad es muy grande. En conjunto,
el alumno B deberia ser preferido al 4, pues su puntuacion tipica total es mayor
que la de A4.
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8.7. Desviacion tipica y puntuaciones tipicas

Desviacién tipica y puntuacion tipica son conceptos distintos. La primera
es propia del grupo. La segunda es propia de cada persona. En un grupo de » personas,
tenemos n puntuaciones tipicas (algunas de las cuales pueden ser iguales entre si)
y una sola desviacién tipica. Sin embargo, es equivalente decir que una persona
obtiene una puntuacién tipica igual a dos o que supera a la media en dos desviacio-
nes tipicas. Por ejemplo, suponiendo X = 60, s, = 3, una persona con puntuacién
directa X; = 66, tendrd como puntuacién tipica:

66 — 60 6
Z, = ——— = - =—
! 3 3 2
Esto equivale a decir que su distancia de la media (66 — 60 = 6 unidades)
contiene dos veces la desviacidn tipica: 3, (g = 2), o0, a decir que supera la media

en dos desviaciones tipicas.

8.8. Puntuaciones tipicas y curva normal

8.8.1. Limite del histograma con intervalos infinitamente pequeiios

Al aumentar indefinidamente el ntimero de intervalos, disminuye su amplitud
y los rectangulos del histograma se adelgazan mas y més. En el limite, la linea que-
brada H se identificara con la curva F. Esta curva es, con gran frecuencia, en Psi-
cologia la llamada curva normal o campana de Gauss.
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8.8.2. Curva normal

De ella trataremos ampliamente en el tomo 2 (Estadistica Inferencial). Sin

. embargo, vamos a ofrecer ahora una idea sucinta sobre la misma. Suponemos .

que operamos con proporciones. Ello significa que vale la unidad el 4rea limitada
por el histograma o (en el limite) por la curva Fy el eje de abscisas. Bajo esta con-
dicién, la curva normal es la representacién grafica de la siguiente funcidén:

1{X- 2
1 —E<T“)

1 = media de la poblacién, ¢ = desviacion tipica de la poblacidn, e = base de los
logaritmos neperianos: 2,718281828. .., 7 = relacién de la circunferencia a su
diametro: 3,141592. . .

Para cada par de valores de ;t y de ¢ tendremos una curva normal distinta. Es
decir, tenemos una familia de curvas. Pero todas ellas coinciden en algunas carac-
teristicas (véase la figura adjunta):

B

|
|
!
|
!
|
I
|
|
|
|
|
&
u

=
I
Q

a) Tienen un Unico maximo para X = u.

b) Tienen dos puntos de inflexién, para x = u — o y para X= pu + o. Es
decir, en el punto X = y — ¢ la curva pasa de ser cdncava hacia arriba a ser con-
cava hacia abajo y en el punto X = u + ¢ la curva pasa de ser cdncava hacia abajo
a ser concava hacia arriba.

¢) Se acercan asintéticamente al eje de abscisas. En otras palabras, se acercan
mas y mas a ese eje, tanto por la derecha como por la izquierda, sin llegar a tocarloen
ningun punto finito.

d) Son simétricas respecto al eje vertical que pasa por la media.

Suele ser util operar con puntuaciones tipicas. En este caso la ecuacion de la
curva normal viene dada por

1 _z
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y su representacion grafica es la siguiente:

Entre tres desviaciones tipicas por la izquierda y tres por la derecha (es decir,
entre la puntuacion tipica — 3 y la puntuacion tipica 3) se encuentra el 99,74 por 100
del 4rea total contenida bajo la curva normal.

8.8.3. Relacion entre las areas bajo la curva normal y proporciones
o probabilidades

En la figura adjunta el drea 4 representa la probabilidad de obtener una pun-
tuacion igual o menor que z,. Interpretada esta probabilidad como proporcidn,
el drea anterior representa la proporcion de observaciones con puntuaciones igua-
les 0 menores que z,, en el supuesto, claro estd, de que dichas observaciones se
distribuyan normalmente.

Por ahora, serdn equivalentes para nosotros probabilidad y proporcién. En
el tomo 2 discutiremos mas detalladamente esta equivalencia. Naturalmente,
las 4reas representadas serdn porcentajes si multiplicamos las proporciones por
cien.

Puntuaciones tipicas
8.8.4. Uso de la tabla de las areas bajo la curva normal

La tabla 4 (Apéndice III) ofrece con cada puntuacidn tipica la proporcior,

"(porcentaje si la multiplicamos por 100) o 4rea situadas bajo dicha puntuacidn,

suponiendo, naturalmente, que la distribucion de frecuencias es normal.
EsemprLo 8.7. ;Qué porcentaje de observaciones queda por debajo de la pun-

tuacion directa X = 23, valiendo 30 la media y 4 la desviacion tipica?
Transformemos esa puntuacion directa en tipica:

Zy3 = 23-3 = — 1,75
En la tabla, a z = —1,75 le corresponde un porcentaje igual a 4,01. Por tanto,
por debajo de la puntuacién tipica z = — 1,75 (es decir de la directa X = 23)

queda el 4,01 por 100 de las observaciones.

-1,75

EiempLo 8.8. (Qué porcentaje de observaciones queda por encima de la pun-
tuacion directa X = 54, valiendo 48 la media y 5 la desviacion tipica?
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Transformemos esa puntuacion directa en tipica:

54 — 48
==""=-1.2
54 5

[N

En la tabla, a z = 1,2 le corresponde un porcentaje igual a 88,49. Por tanto,
por encima de la puntuacion tipica z = 1,2 (es decir, de la directa X = 54) queda
el (100 — 88,49) por 100 = 11,51 por 100 de las observaciones.

EsempLo 8.9. ;Qué porcentaje de observaciones queda por encima de la pun-
tuacion directa X = 9 y, simultdneamente, por debajo de la puntuacién directa,
X =31, valiendo 25 la media y 8 la desviacién tipica?

9-125 31 — 25

Zg = s 2, z3 = Ty T 0,75
En la tabla, a z = —2 le corresponde un porcentaje igual a 2,28 y a z = 0,75
un porcentaje igual a 77,34. Por tanto, por encima de la puntuacion tipica z = — 2

(es decir, de la directa X = 9) y, simultdneamente, por debajo de la puntuacién
tipica z = 0,75 (es decir, de la puntuacion directa X = 31) queda el (77,34 —
— 2,28) por 100 = 75,06 por 100 de las observaciones.

Esempro 8.10. ;Qué puntuacién directa deja por debajo de si el 64 por 100
de las observaciones, valiendo 30 la media y 5 la desviacidn tipica?

En la tabla, el porcentaje mas préximo al 64 por 100 es el 64,06 por 100 y a este
porcentaje le corresponde la puntuacion tipica z = 0,36. Por tanto:

0,36 = f‘—/:s—?’g ;X = (5)0,36) + 30 = 1,8 + 30 = 31,8
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Esempro 8.11. ,Qué puntuacion directa deja por encima de si el 61 por 100
de las observaciones, valiendo 40 la media y 6 la desviacidn tipica?
Dejar por encima de si el 61 por 100 de las observaciones equivale a dejar por

"debajo de si el 39 por 100 de las mismas. En la tabla, el porcentaje mas préximo al

39 por 100 es el 38,97 por 100 y a este porcentaje le corresponde la puntuacion
tipica z = —0,28. Por tanto,

X — 40

—0,28 =
6

i X = (6)(—0,28) + 40 = 40 — 1,68 = 38,32

EyempLo 8.12.  Calculemos dos puntuaciones directas, X, y X,, tales que la pri-
mera deje por debajo de si un 10 por 100 de las observaciones y la segunda deje por
encima de si otro 10 por 100 de los casos, valiendo 40 la media y 7 la desviacién

tipica.
En la tabla, el porcentaje mas proximo al 10 por 100 es el 10,03 por 100 y a este
porcentaje le corresponde la puntuacion tipica z = — 1,28. Por otra parte, dejar

por encima el 10 por 100 equivale a dejar por debajo el 90 por 100. En la tabla el
porcentaje mas proximo al 90 por 100 es el 89,97 por 100 y a este porcentaje le corres-

ponde la puntuacion tipica z = 1,28. Por tanto,

—128 = le_“o o X = (7)(—1,28) + 40 = 40 — 8,96 = 31,04

1,28 = XZ—;‘LO © X, = (7)(1,28) + 40 = 40 + 8,96 = 48,96

8.9. Puntuaciones T

Las puntuaciones tipicas ofrecen un doble inconveniente. En primer lugar,
unas son positivas y otras negativas (circunstancia que puede ocasionar errores
en los calculos). En segundo lugar, casi todas las observaciones suelen quedar
contenidas dentro de tres desviaciones tipicas a la derecha de la media (igual a cero)
y otras tres desviaciones tipicas a la izquierda de la misma. Es decir, sélo tendremos
7 puntuaciones enteras posibles (—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3); todas las dem4s serdn
decimales (con los consiguientes inconvenientes para el calculo).

Para evitar los decimales (o, al menos, bastantes de ellos) multiplicamos las pun-
tuaciones tipicas por una constante apropiada. Para evitar los valores negativos,
sumamos a los productos obtenidos otra constante adecuada. En particular, suelen
ser usadas, respectivamente, 10 y 50. En otras ocasiones, 100 y 500 u otras cons-
tantes que nos sirvan para conseguir el fin pretendido.

Dentro de este contexto, llamaremos puntuaciones 7 a las obtenidas mediante
la constante multiplicadora 10 y la constante aditiva 50, pero tras previa norma-
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lizacién de la distribucion de frecuencias. Ello equivale a calcular las puntuaciones
tipicas valiéndonos de la tabla de las 4reas bajo la curva normal y no mediante
la media y la desviacién tipica de las puntuaciones directas que nos son dadas.
Las puntuaciones tipicas asi calculadas son las que se multiplican por 10 y se les
afiade la constante 50.

EsempLo 8.13. Calculemos las puntuaciones 7" a partir de la siguiente distri-
bucion de frecuencias:

X; n; Frec. ac. (pm) Porc. ac. (pm) z; (10)(z;) (10)(z;) + 50
18-20 7 76,5 95,63 1,71 17,1 67,1
15-17 8 69 86,25 1,09 10,9 60,9
12-14 15 57,5 71,88 0,58 5,8 55,8

9-11 16 42 52,50 0,06 0,6 50,6

6-8 22 23 28,75 —0,56 -5,6 44,4

35 12 6 7,50 —1,44 — 144 35,6

80

Frec. ac. (pm): frecuencia acumulada hasta el punto medio. Es decir, hasta la mi-

tad del intervalo (3-5) habra ]—22 = 6 observaciones. Hasta la mitad
del intervalo (6-8) habra 12 + ‘—222 = 23. Etc.

Porc. ac. (pm): porcentaje acumulado hasta el punto medio. Basta con dividir
cada frecuencia acumulada hasta el punto medio por 80 y mul-
tiplicar este cociente por 100.

z;: puntuacion tipica normalizada. Es decir, —1,44 es la puntuacién
tipica que, supuesta una distribucién normal, deja por debajo
de siel 7,5 por 100 de las observaciones. Etc.

8.10. Resumen: Definiciones y formulas

Puntuacion directa: la atribuida directamente a cada elemento de un grupo.
Puntuacion diferencial: puntuacion directa menos la media del grupo.

Puntuacion tipica: puntuacién diferencial dividida por la desviacién tipica del
grupo. '
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Curva normal: representaciéon grafica de la siguiente funcion.

1 _1 (X;le)z
———e (en puntuaciones directas)

e (en puntuaciones tipicas)

EJERCICIOS

8.1. Calcular las correspondientes puntuaciones diferenciales y tipicas a partir
de las siguientes puntuaciones directas.

a) 2,6,8, 5, 4 b) 7,4, 1,53 c¢) 1,11, 11, 1

d) 2,3, 52 ey 1,4,7

8.2. Suponiendo X =20 y s, = 4, ;qué puntuaciones diferenciales y directas
corresponderdn a las siguientes puntuaciones tipicas?

ay z,=2 ; b) zy=15 ; ¢ z,=—-1 ; d) z,=—025 ; ¢ z=09

8.3. Supongamos que X, X,,...,X, son ciertas puntuaciones directas y que
X1, X3, . - - » X, SON sus correspondientes puntuaciones diferenciales. Esto supuesto,
demostrar que X X;y; = X x;Y;

8.4. Calcular el coeficiente de variacion de X, sabiendo que

z,. = 2 s Zy, = Z ey Zy, = Z

N S quesy=4,

X i Yi

18

6 22

C26
2 .

<20

8.5. (Son tipicas las puntuaciones —3, 1, 1, 0, 1, 0, obtenidas por seis personas?
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8.6. Transformar las puntuaciones 9, 5, 7, 1, 13 en otras cuya media valga 50 y
cuya desviacion tipica valga 12.

8.7. Sean X, X,, ..., X,, n puntuaciones con media X = 10. Consideremos las
puntuaciones 3X,, 3X,, ..., 3X, cuya desviacion tipica nos es dada y vale 6.
Esto supuesto, calcular la varianza de las 2n puntuaciones X, X,, ..., X,, 3X,,
3X,, ..., 3X,.

8.8. Transformar las puntuaciones X; = 7, X, =5, X; =3, X, = 6, X; = 9en

otras puntuaciones Y tales que ¥ = 2X — 5, 5, = 2s,.

8.9. Ponga las puntuaciones que faltan en el cuadro siguiente, sabiendo que
Zyy = Zys Zyy T Zyyy e Zxy = Z,, QUE S, = 2y que los coeficientes de varia-
cion de X y de Y valen 20 y 50, respectivamente.

X, v
13

7 4
0 -

8.10. Scan X =50 y s, = 4 la media y la desviacién tipica de n puntuaciones
X, X,,...,X,. Esto supuesto, jcuanto valdra el coeficiente de variacién de las
puntuaciones Y, = 3X; — 30, Y, = 3X, —30,...,7Y, = 3X, — 30?

8.11. Sabiendo que los coeficientes de variacion de X e Y valen, respectivamente,
40 y 50, que s, = (3/4)s, y que la puntuacidn tipica correspondiente a 24 en X es
la misma que la correspondiente a 15 en Y, calcular X, ¥, s, y s,.

8.12. Aplicado un test H a un grupo normativo de personas, las puntuaciones
directas obtenidas por éstas han sido transformadas mediante la ecuacién 3X + 45
con el fin de que su media fuera 100 y su desviacién tipica, 20. El mismo test H es
aplicado a tres nuevas personas que obtienen las puntuaciones directas 15, 22, 25.
En este supuesto: «) ;Qué haria usted para comparar estas tres puntuaciones
con las puntuaciones transformadas del grupo normativo? &) Realizada la trans-
formacion apropiada ;a cudntas desviaciones tipicas se encuentran estas tres per-
sonas por encima o por debajo de la media?

8.13. Suponiendo que X = 30,s, = 4,7 = 150y que la distribucién de frecuencias
es normal, calcular el porcentaje y el correspondiente nimero de observaciones
con puntuaciones: a) Menores que 24. b) Menores que 34. ¢) Mayores que 28.
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d) Mayores que 33. e) Mayores que 22 y menores que 28. f) Mayores que 32
y menores que 35. g) Mayores que 28 y menores que 34.

'8.14. Suponiendo que X = 50,5, = 8 y n = 500 y que la distribucién de frecuen-

cias es normal, calcular la puntuacién directa que deja por debajo o por encima
de si los siguientes porcentajes o nimero de observaciones. «) Que deja por debajo
el 11 por 100. b) Que deja por debajo 220 observaciones. ¢) Que deja por encima
el 48 por 100. d) Que deja por encima 320 observaciones. ¢) Dos puntuaciones
(equidistantes de la media, a uno y otro lado de la misma) que dejan entre ambas
el 54 por 100. f) Dos puntuaciones (equidistantes de la media) que dejan entre
ambas 100 observaciones.

8.15. Calcular la media de un grupo de personas, suponiendo que la distribucion
de frecuencias es normal y sabiendo que la desviacion tipica vale 10 y que el 40 por
100 obtiene puntuaciones menores que 28.

8.16. Calcular la media de un grupo de 200 personas, distribuidas normalmente,
sabiendo que la desviacion tipica vale 8 y que 15 personas obtienen puntuaciones
mayores que 28.

8.17. Calcular la desviacidn tipica de un grupo de personas, distribuidas normal-
mente, sabiendo que la media vale 47,7 y que el 98 por 100 obtiene puntuaciones
menores que 60.

8.18. Calcular la desviacion tipica de un grupo de 120 personas, distribuidas
normalmente, sabiendo que la media vale 44,24 y que 12 personas obtienen pun-
tuaciones mayores que 50.

8.19. Calcular la media y la desviacién tipica de un grupo de 500 personas, dis-
tribuidas normalmente, sabiendo que 100 personas de dicho grupo han obtenido
puntuaciones directas mayores que 64,20 y 130 han obtenido puntuaciones directas
menores que 56,80.

8.20. Calcular la media y la desviacién tipica de un grupo de 5.000 personas,
distribuidas normalmente, sabiendo que el primer cuartil vale 30,65 y que 3.203
personas han obtenido puntuaciones directas mayores que 32,2.

8.21. Calcular el niimero de personas que obtendran puntuaciones directas ma-
yores que 27,9 en un grupo de 50.000 cuya distribucion de frecuencias es normal,
cuya amplitud semiintercuartil vale 2,01 y cuyo coeficiente de variacion vale 10.

8.22. Sean 20, 26 y 32 las medias obtenidas por tres grupos distintos, siendo nor-
males las tres distribuciones de frecuencias. Cada grupo consta de 150 personas
y ¢éstas se extienden desde tres desviaciones tipicas a la izquierda de su media hasta
tres desviaciones tipicas a la derecha de la misma. Esto supuesto, jcudntas personas
quedaran dentro del area rayada en el grafico adjunto, siendo s; = 5, = 537
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8.23. Sean dos grupos 4 y B, cada uno de ellos con 300 personas y distribuido
normalmente. En cada grupo las 300 personas se extienden desde tres desviacio-
nes tipicas a la izquierda de su media hasta tres desviaciones tipicas a la derecha

de la misma. Suponiendo, ademds, que s, = s, ;cudntas personas quedaran den-
tro del 4rea rayada en el grifico adjunto?

8.24. Hemos aplicado una prueba de memoria a 5.000 varones y a 2.000 mujeres
separadamente. Son normales tanto la distribucién de los varones como la de las
mujeres. Del total de los varones, 1.148 superan la media de las mujeres. Ademas,
134 mujeres han obtenido puntuaciones superiores a 70. Suponiendo que la me-
dia y la desviacion tipica de los varones valen 54,3 y 5 respectivamente, calcular
la media y la desviacion tipica de las mujeres.

8.25. Un grupo de personas se distribuye normalmente en la variable X. Para
estas personas el percentil 61 vale 44 y la desviacion tipica vale 5. Calcular la media

y la desviacion tipica de unas nuevas puntuaciones Y relacionadas con las prime-
ras mediante 4X — 2Y — 204 = 0.

8.26. De un grupo de 600 personas, distribuidas normalmente, 114 obtienen una
puntuacion directa menor que 20. Sabiendo que la varianza vale 16, calcular la

moda de dicha distribucion y el nimero de personas con puntuaciones mayores que
24 y menores que 28.

8.27. Las puntuaciones de un grupo de 500 nifios en inteligencia espacial, X, y en
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aptitud mecénica, Y, se distribuyen normalmente. Calcular el porcentaje de nifios
cuyas puntuaciones en X superan la media de las puntuaciones en Y, sabiendo que

Md, — Md, = 15, Md, + Md, = 95 y X X? = 850.000.

8.28. Calcular el coeficiente de variacién de un grupo de puntuaciones, sabiendo
que la distribucién es normal, que Q; — Q; = 5,36 y que Pg; = 62,96.

8.29. Un grupo de 400 personas responde a un cuestionario y sus respuestas se
distribuyen normalmente. El coeficiente de variacion vale 25. Por encima de Ia} pun-
tuacion directa 23,85 se encuentran 88 personas. Calcular la media y la desviacion
tipica.

8.30. ,Es simétrica toda curva normal?

8.31. ;Es normal toda curva simétrica?

8.32. Siempre que conozcamos unas puntuaciones tipicas, ;podemos deterrpinar
el porcentaje que deja cada una de ellas por debajo o por encima de si, acudiendo
a la tabla de las 4reas bajo la curva normal?

8.33. Sean X, X,,..., X, las puntuaciones directas ql),tenidas por n_personas
en un test de extroversion. Supongamos que su distribuc.lon de frecuenmas es asi-
métrica positiva. Transformamos en tipicas las 'puntuac.mn.es d}r,ectas anteriores.
Esto supuesto, {serd normal (o, al menos, simétrica) la distribucion de frecuencias
de estas puntuaciones tipicas?

8.34. Transforme en puntuaciones 7 (normalizadas) las siguientes puntuaciones
directas:

a) XJ n; b) X nj
35 5 26 — 28 4
33 6 23 —25 8
31 7 20 -22 10
29 12 17-19 14
27 16 14 —-16 12
25 4 il—-13 2
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9.1. Distribucion conjunta de frecuencias

Hasta aqui hemos considerado una sola variable. Ahora vamos a estudiar con-
juntamente dos variables. Por ejemplo, peso y altura de un grupo de estudiantes,
aptitud para una asignatura y aprovechamiento en la misma, provincia de origen
y carrera estudiada, etc. Con cada persona tenemos dos modalidades, una perte-
neciente a la primera variable y otra a la segunda.

Desde luego, podiamos ir estudiando por separado cada uno de los casos po-
sibles: ambas variables nominales, ambas ordinales, ... ; una nominal y otra
ordinal, una nominal y otra de intervalos, etc. Sin embargo, no seguiremos este
camino por una doble razén. En primer lugar, seria enormemente prolijo irnos
deteniendo en cada uno de los casos posibles, dado su gran nimero. En segundo
lugar, ello nos llevaria a repeticiones superfluas ya que lo dicho para uno de los casos,
vale practicamente para los restantes, salvo diferencias accidentales facilmente
comprensibles. Consiguientemente, nos limitaremos por ahora a exponer la distri-
bucién conjunta de frecuencias respecto al caso en que las variables sean estricta-
mente cuantitativas (es decir, a nivel, al menos, de intervalos), por ser el mas comun
en Psicologia.

EmrmpLo 9.1. Supongamos que 50 personas han obtenido, segin podemos
ver en la tabla de la pagina siguiente, los siguientes resultados en un test de inte-
ligencia abstracta (X) y en una prueba de aritmética (Y).

Podemos considerar estas puntuaciones tal como vienen dadas, es decir, no
agrupadas en intervalos ni en X ni en Y. Cada persona aparece con el par de pun-
tuaciones que ha obtenido directamente en el test y en el examen. Pero, también,
podemos considerarlas agrupadas en intervalos. Para ello, estudiando por separado
cada una de las dos variables, agrupamos sus puntuaciones en intervalos, siguiendo
los criterios ya expuestos para agrupar datos en el caso de una sola variable. El nu-
mero de intervalos en cada una de las dos variables puede ser el mismo o distinto.
La amplitud de los intervalos en una de las dos variables puede ser la misma o dis-
tinta que la amplitud de los intervalos en la otra. Elijamos para X los intervalos:
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X v XY XY XY X Y

10 51 g8 51 13 51 12 56 10 52
12 51 10 53 19 55 18 55 14 53
10 54 9 53 12 53 17 56 16 56
20 56 15 54 11 52 16 57 14 55
13 54 14 56 17 54 18 58 21 57
21 58 18 57 16 54 13 53 17 53
13 52 11 54 10 50 9 s1 17 55
20 57 9 50 12 55 16 55 15 56
18 56 19 54 20 58 15 53 17 57
19 57 14 52 14 54 15 55 8 52

7-10, 11-14, 15-18, 19-22 (con puntos medios 8,5; 12,5; 16,5 y 20,5, respectivamente)
y elijamos para Y los intervalos: 50-52, 53-55, 56-58 (con puntos medios 51, 54 y
57, respectivamente). Tendremos:

TABLA 9.1
X X
7-10 | 11-14 | 15-18 | 19-22 7-10 | 11-14 | 15-18 | 19-22
56-58 J/ N N 56-58 | 0 2 8 6 16
yi{s3ssly \mminmty Y|5355| 3 8 9 2 2
50-52 | | 50-52 | 7 5 0 0 12
10 | 15 | 17 8 50

En general, tendremos r intervalos en X, y s intervalos en Y. Llamemos (;, 1;')
al par de intervalos i de X'y j de Y. A cada ([, I;') le correspondera una frecuen-
cia n; (nimero de observaciones con puntuaciones dentro del intervalo i de X y
dentro del intervalo j de Y). Pues bien, llamaremos distribucién conjunta de fre-
cuencias al conjunto de pares de intervalos (/;, I;') y de sus correspondientes frecuen-
cias (proporciones o porcentajes).

9.2. Representacion grafica

Comencemos considerando las puntuaciones anteriores no agrupadas en in-
tervalos. En este caso a cada puntuacién de X (eje de abscisas) y a cada puntuacién
Y (eje de ordenadas), tomadas conjuntamente, les corresponde un punto en el
plano, representante de la persona que ha obtenido esas dos puntuaciones. En nues-
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tro ejemplo tendremos 50 puntos. Este conjunto o nube de puntos constituye el
diagrama de dispersion.

Otra manera de representar graficamente los datos no agrupados seria la siguiente.
A cada valor X, le corresponde un intervalo unitario y a cada valor Y, otro intervalo
unitario. Es decir, a cada par de puntuaciones (X;, Y;) les corresponderd un rec-
tangulo unitario limitado por los intervalos unitarios. Pues bien, sobre cada rectdn-
gulo unitario podemos levantar un prisma con una altura proporcional al nimero
de personas cuyo par de puntuaciones coincide con el par correspondiente a ese
rectingulo unitario. Nétese que la unidad elegida en el eje de las X no tiene por qué
ser igual que la elegida en el eje de las Y. Si fuera igual, el rectdngulo unitario se
convertiria en un cuadrado.

Consideremos ahora los datos agrupados en intervalos. La representacion
grafica correspondiente al histograma (propuesto para el caso de una sola variable),
es la siguiente. El plano quedard dividido en (r) x (s) rectangulos, donde r es el nu-
mero de intervalos en X v s el de intervalos en Y. La base de esos rectangulos sera
la amplitud de los intervalos de X, y su-altura la amplitud de los intervalos de Y.
Pues bien, sobre cada uno de esos rectangulos (incidentalmente cuadrados) levan-
tamos un prisma cuya altura sea proporcional a la frecuencia correspondiente a
dicho rectdngulo. Es decir, dados el intervalo con punto medio X; y el intervalo
con punto medio Y, la altura serd proporcional a la frecuencia de personas que,
a la vez, se encuentran dentro del intervalo primero y del segundo. En nuestro ejemplo
(véase tabla 9.1) tendriamos nueve prismas con alturas proporcionales a 2, 8, 6, 3, §,
9, 2,7, 5. (En rigor, tendriamos doce prismas, aunque tres de ellos con altura nula.)

9.3. Distribuciones marginales de X e Y

Llamamos distribucidn marginal de X a la distribucion en X de todas las obser-
vaciones, independientemente de sus puntuaciones en Y. Viene dada, en la tabla 9.1,
por la fila situada en el margen inferior. Es decir, es la siguiente:
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TABLA 9.2¢

X n; X;

J 7

19-22 8 20,5
15-18 17 16,5
11-14 15 12,5
7-10 10 8,5

50

Llamamos distribucion marginal de Y a la distribucion en Y de todas las obser-
vaciones, independientemente de sus puntuaciones en X. Viene dada, en la tabla 9.1,
por la columna situada en el margen derecho. Es decir, es la siguiente:

TABLA 9.2b

Y n; Y;
56-58 16 57
53-55 22 54
50-52 12 51

50

Con la distribucién marginal de X tendremos una media, X, y una varianza,
s%, que llamaremos media y varianza marginales de X.

Con la distribucion marginal de Y tendremos una media, ¥,y una varianza,
52, que llamaremos media y varianza marginales de Y.

De acuerdo con los datos de las tablas 924 y 9.2b, tendremos:

¥ (10)(8,5) + (15)(12,5) ~|;0(17)(16,5) + (8)20,5) _ 7_5101 _ 1434

1 2 2
2 = 10B.5? + (15)(12,5)5; (AA6SP + ®YQ0SE _ (00 _

- 11.0%6,5 205,636 = 15,494

7 — 12)(51) + (22)(54) + (16)(57) _ 2.712
50 50

o _ (161 + (22)(54) + (16)(57)* 147.348
y 50 50

= 54,24

— (54,24 = — 2.941,978 = 4,982

Organizacién de datos e indices de tendencia central y variabilidad |/ 163

9.4. Distribuciones condicionales de X e Y

Llamamos distribucién condicional de X, para Y = Y, a la distribucién en X
de todas, y solas, las observaciones con puntuacién Y, en Y (bajo la condicion de
tener puntuacion Y, en Y). En la tabla 9.1 tendremos tres distribuciones condicio-
nales de X, correspondientes a ¥ = 51, Y = 54, ¥ = 57. Son las siguientes:

TABLA 9.3
Para Y = 51 Para Y = 54 Para Y = 57
X n; X; X n; X; X n; X;
19-22 0 20,5 19-22 2 20,5 19-22 6 20,5
15-18 0 16,5 15-18 9 16,5 15-18 8 16,5
11-14 5 12,5 11-14 8 12,5 11-14 2 12,5
7-10 7 8,5 7-10 3 8.5 7-10 0 8,5
12 22 16

Llamamos distribucién condicional de Y, para X = X,, a la distribucion en
Y de todas, y solas, las observaciones con puntuacion X, en X (bajo la condicién
de tener puntuacién X, en X).

De acuerdo con la tabla 9.1 tendremos cuatro distribuciones condicionales de
Y, correspondientes a X = 8,5, X = 12,5, X = 16,5, X = 20,5. Son las siguientes:

TABLA 94
Para X = 8,5 Para X = 12,5 Para X = 16,5 Para X = 20,5
Y n; Y; Y n; Y; Y n; Y; Y n; Y;
56-58 0 57 56-58 2 57 56-58 8 57 56-58 6 57
53-55 3 54 53-55 8 54 53.55 9 54 53-55 2 54
50-52 7 51 50-52 5 51 50-52 0 51 50-52 0 51
10 15 17 8

Con las tres distribuciones condicionales de X, tendremos tres medias y tres
varianzas que llamaremos medias y varianzas condicionales de X.

Con las cuatro distribuciones condicionales de Y, tendremos cuatro medias
y cuatro varianzas que llamaremos medias y varianzas condicionales de Y.



164 / Estadistica para Psicélogos

De acuerdo con la tabla 9.3, las tres medias y las tres varianzas condicionales
son las siguientes:

7o = (DBS) + (5)2.5) + 0)16,5) + 0)20.5) _ 122 _ 0
y=51 = 12 12 |
It _ B)B.5) + (8)12,5) + 0)16,5) + 2)20,5) _ 315 _, 41e
y=54 = 22 22 ’
v _ 0E5) + @)d2.5) + 8)(16,5) + (6)(20,5) _ 280 _ - 509
Y=57 — 16 16 ’
By = L BIEY *"1;0)(16,5)2 O _ 10,167y =
_ L1287 40337 — 388
2 yees = (3)(8,5)% + (8)(12,5)? +22(9)(16,5)2 + (2)(20,5)* (14318)° =
_ 4'72527’5 — 205,00 = 11,250
0)(8,5)% + (2)(12,5)* + (8)(16,5)* + (6)(20,5)
- %’61_2 30625 = 7
Ty s = DOD + GX54) + ON7) _ 519 _ 5, o
: 10 10
Ty = (5)51) + 8)(54) + (2)(57) _ 801 _ 53,40
’ 15 15
Ty = 0)51) + O)54) + (8)(57) _ 942 _ 55.4118
: 17 17
Proros = (0)(51) + (22(54) + 6)(57) _ 4_29 —~ 5625
2 e = (7)1 + (3)5504)2 + O67? _(5199p2 —
= 2699 ) 693,61 = 1,89
10
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5)(51) 8)(54)* + (2)(57)*
Six:[z,s — ( )( ) + ( )(15) ( )( ) __(53’40)2 —
= #2831 2.851,56 = 3,84
15
2 2 2
ot = QI ONAP £ BT (55415
= 92.236 _ 3.070,468 = 2,24
17
0)(51)* + (2)(54)% + (6)(57)*
S?)X=20~5 — ( )( ) ( )(8 ) ( )( ) —(56,25)2 —
25.326

= T — 3.164,06 = 1,69

Comprobemos ahora cémo la varianza marginal de X es igual a la media de
las varianzas condicionales de X mas la varianza de las medias condicionales de X y
como la varianza marginal de Y es igual a la media de las varianzas condicionales de Y
més la varianza de las medias condicionales de Y. Nétese que estas dos relaciones
no son mas que una aplicacién de la propiedad 6.3.4.i/) de la varianza, donde los
r grupos en que alli se descomponia el grupo total son ahora, bien las distribu-
ciones condicionales de X, bien las distribuciones condicionales de Y.

Hemos visto que la varianza marginal de X, s2, valia 15,494. Pues bien:

(12)(3,88) + (22)(11,25) + (16)(7) n (12)(10,167)* + (22)(14,318)% + (16)(17,5) _
50 50

— (14,34)* = 15,496

Hemos visto que la varianza marginal de Y, syz, valia 4,982. Pues bien:
(10)(1,89) + (15)(3,84) + (17)(2,24) + (8)(1,69)
50

+ (10)(51,9)* + (15)(53,4)* + (17)(55,4118)* + (8)(56,25)>
50

+

— (54,24)* = 4,983

EiempLo 9.2. Consideremos las puntuaciones de 40 estudiantes de Educacidon
General Basica en dos pruebas de razonamiento (Garcia Méndez, 1976, comunica-
cion personal). La primera (X) mide la capacidad de razonamiento espacial. En ella
se les proponian diversas sucesiones de imdgenes, cada una de las cuales repre-
sentaba varias posiciones de un cuerpo geométrico moviéndose en el espacio segun
una ley determinada que ellos debian descubrir. La otra prueba (Y) era de razona-
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miento abstracto y en ella les eran presentadas a los estudiantes distintas sucesiones
de figuras planas, pidiéndoles que averiguaran en cada sucesién cual era la ley de
transformacion de unas figuras en otras.

X Y X Y X Y X Y
7 22 14 31 9 27 11 29
5 8 6 21 15 35 8 10
9 9 17 32 13 31 3 9
9 31 4 11 16 34 10 27

13 30 8§ 12 16 31 14 36

16 35 11 37 16 35 18 22

1229 12 36 19 37 18 33

12 31 14 34 6 17 16 34

200 25 1320 16 29 14 29

10 30 3023 5 25 10 26

Elijamos para X los intervalos (3-8), (9-14), (15-20) y para Y los intervalos
(8-16), (17-25), (26-34), (35-43).
Tendremos la tabla siguiente:

X

3-8 9-14 15-20
35-43 0 3 4 7
26-34 0 13 6 19

Y

17-25 5 1 2 8
8-16 5 1 0 6
10 18 12 40

Distribuciones marginales de X y de Y

a) deX: X n; X; by deY: Y n; Y;
15-20 12 17,5 35-43 7 39
9-14 18 11,5 26-34 19 30

3-8 10 5,5 17-25 8 21
—_— 8-16 6 12

40

X = 11,80 s2 = 19,71 Y = 27,075 52 = 70,42
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Distribuciones condicionales de X.

Para Y = 12 Para Y = 21 Para Y = 30 Para Y = 39
X n; X; X n; X; X n; X; X n; X;
15-220 O 17,5 1520 2 175 15-20 6 17,5 15220 4 17,5
9-14 1 11,5 9-14 1 11,5 9-14 13 11,5 9-14 3 11,5
3-8 5 5,5 3-8 5 5,5 3-8 0 5,5 3-8 0 5,5

6 8 19 7

Xy-1, = 6,50 Xyon = 9,25 Xy—3o = 13,3947 Xya3o = 14,9286

52 y=12 = 5,00 5% y=21 = 26,44 5% y=30= 1,78 5% y=30 = 8,82

Distribuciones condicionales de Y.

Para X = 5,5 Para X = 11,5 Para X = 17,5
Y n; Y; Y n; Y; Y n; Y;
35-43 0 39 35-43 3 39 35-43 4 39
26-34 0 30 26-34 13 30 26-34 6 30
17-25 5 21 17-25 1 21 17-25 2 21
8-16 5 12 8-16 1 12 8-16 0 12
10 18 12
YX=5,5 = 16,50 )7)(=11,5 =30 Yx=17,5 =315
$2 x=5.5 = 20,25 82 x=11,5 = 36 §% x=17,5 = 38,25

Comprobemos cémo la varianza marginal de X es igual a la media de las varian-
zas condicionales de X m4s la varianza de las medias condicionales de X y como
la varianza marginal de Y es igual a la media de las varianzas condicionales de Y
mas la varianza de las medias condicionales de Y.

Hemos visto que la varianza marginal de X, sZ, valia 19,71. Pues bien:

(6)(5) + (8)(26,44) + (19)(7,78) + (7)(8,82)
40
(6)(6,57 + (8)(9,25) + (19)(13,3947) + (7)(14,9286)2

+ — (11,80)* = 19,71
20 (11,80)

+
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Hemos visto que la varianza marginal de Y, sf, valia 70,42. Pues bien:

(10)(20,25) + (18)(36) + (12)(38,25) N (10)(16,5)* + (18)(30)* + (12)(31,5*
— 40 40
— (27,075) = 70,42

9.5. Covarianzade X e Y

9.5.1. Definicién

Media aritmética de los productos entre la diferencia (X; — X) y la diferencia
(Y; — Y) correspondientes a cada uno de los n elementos que componen un grupo.
La designaremos por cov(X, Y) o por Syy- Por tanto,

S (X, - X) (Y, — T)
cov(X, ¥) = s, = =1 =

n
Y XY,
=gy
P 9.1)
Z Z, 7ij(Xi_i)(YTi_ Y)
cov(X, ¥) =s,, =210 - =
2 2 m XY
= XY 9.2)

La formula (9.1) es la apropiada para datos no agrupados en intervalos y la
(9.2) es la apropiada para datos agrupados en intervalos. Se entiende que r es el
numero de intervalos en que ha sido clasificada la variable X, s el nimero de inter-
valos en que ha sido clasificada la variable Yy n;; es ¢l numero de observaciones
dentro del intervalo 7/ en la variable X y del intervalo j en la variable Y.

9.5.2. Calculo

Aplicacién de las férmulas (9.1) y (9.2).
EiempLo 9.3. Calculemos la covarianza entre el rendimiento en lectura y el
rendimiento en aritmética a partir de los siguientes datos:
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X; Y, XY, X-X Y-Y7 X-X)T-7T)
11 7 77 0,53 5,24 —2,7772
26 23. 598 15,53 10,76 167,1028
9 12 108 —-147 -0,24 0,3528
3 14 2 747 1,76 — 13,1472 8
13 10 130 2,53 —2,24 —5,6672 X = 7= 10,47
5 10 50 —547 =224 12,2528
18 16 288 753 3,76 28,3128 208
15 12 180 4,53 —~0,24 —1,0872 Y = 17 12,24
13 14 182 2,53 1,76 4,4528
12 15 180 1,53 2,76 4,2228 348,1176
12 15 180 1,53 2,76 4,2228 Sxy = = 20,4775
0 3 0 —1047 924 96,7428
9 12 108 —147 —024 0,3528 2526 178 208
13 14 182 2,53 1,76 4,4528 =TT 1T
9 14 126 —1,47 1,76 -2,5872
7 11 71 —-347 —1,24 4,3028 = 20,4775
3 6 18 —-747 —624 46,6128
178 208  2.526 0,01 0,02 348,1176
EjempLo 9.4. Calculemos s,, a partir de los siguientes datos:
X Y Xy (xX-X% (Y-7) (X-X)r-7
2 10 20 -3 1 -3 65
4 9 36 —1 0 0 Sy = == 3,25
4 10 40 -1 1 -1 Y20
2 7 14 -3 -2 6
8 13 104 3 4 12 _ 25 50 =
4 5 20 -1 -4 4 20
9 12 108 4 3 12
4 11 44 -1 2 _2 = 48,25 — 45 = 3,25
3 8 24 —~2 -1 2
8 10 80 3 1 3
7 11 77 2 2 4
5 8 40 0 -1 0
6 13 78 1 4 4
1 5 5 -4 -4 16
2 6 12 -3 -3 9
8 9 72 3 0 0
5 6 30 0 -3 0
5 11 55 0 2 0
6 6 36 1 -3 -3
7 10 70 2 1 2
100 180 965 0 0 65
X=5 =9
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En este caso podemos agrupar los datos en intervalos de amplitud unidad del

Agrupemos en intervalos los datos anteriores del modo siguiente: modo siguiente:

X
1 2 3

3 0 113 4
9-13 1 5 6 12 7= 5Y2) + (9)5) + (6)(8) _ 9_3_ = 5.15 , oW+ 102 + 6)0) 42
Y 48 20 20 | 2101336 v _2_
4 4 0 8 i y 20 20
g &6+ 190D _180 1 112 6,08 @0 + B0 + O + @) 32 _
020102
; 4 11016 120
(4)2)6) + (4)(5)(6) + (0)(8)(6) + (1)(2)(11) + (5)(5)(11) + (6)(8)(11) _ j
Xy = o - (5,15)9) = ;
= 49,65 — 46,35 = 3,30 0)(1)(3) + (HR)B) + B)B)3) + V)(1)2) + 3)2)2) + B)B)2) n
’ o Sxy = 20
1 2)(1)(0) + (0)(2)(0) + (0)(3)(0) _
EsempLo 9.5. Calculemos s,, a partir del cuadro siguiente: " + @)(1() + ©)2)1) + 03X );;)( JD(O) + 0)2)(O) —2,1(1,6)=
¢ y O - 7 ? 77 — 3,85 — 3,36 = 0,49
X Y XY (x-X (¥-7V) x-X)r-7v : 256_3’36_ .85 — 3,36 =0,
1 0 0 —1,1 —-1,6 1,76 .
2 1 2 -0,1 -0,6 0,06 ; Ahora el resultado es el mismo agrupando los dato§ que sin fag_rlrlparlos porque
2 1 2 -0,1 —0,6 0,06 al tener los intervalos amplitud unidad, cada puntuacioén coincidira con el punto
2 2 4 -0l 0,4 —0,04 medio del intervalo (unitario) dentro del cual se encuentra.
3 3 9 0,9 1,4 1,26
1 1 1 —1,1 —0,6 0,66
2 1 2 —-0,1 —0,6 0,06 _ 980 ! Propiedades
3 ) 6 0.9 04 0.36 Sxy = 5 = 0,49 9.5.3. Propi
; ; z9l —8? é: _(1)’5461 T e = a) Sean V; = aX; + by W; = cY, + d, siendo a, b, ¢ y d cuatro constantes
2 3 6 —o1 1.4 014 =5~ @O = ‘1~ arbitrarias. Pues bien, s,, = (ac) sy,
2 1 2 —0,1 -0,6 0,06 ] En efecto:
1 1 1 —1,1 —0,6 0,66 = 3,85 — 3,36 = 0,49
2 1 2 —-0,1 —06 0,06 o 7 — (aX . — (Y + d)]
. — W, — W) Z[aX;+b)— @X+D)][(cY,+d)— (Y + B
339 0.9 1.4 1,26 o, ZW =W =) E[ ) ] _
1 0 0 —1,1 - 1,6 1,76 ! n h
3 2 6 0,9 0,4 0,36 ) _ _ _
21 2 —0,1 —0,6 0,06 % (aX, — aX) (Y, — c¥) _ SaX, — X)e(¥, - ¥) _
3 2 6 0,9 0,4 0,36 = n n
2 2 4 —0,1 0,4 —0,04
-~ X)(Y, - Y
2 32 77 0,0 0,0 9,80 = ac (X 31( ) _ (ac) sy
X =21 V=16
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EjempLo 9.6. Transformemos los datos de la tabla 9.5 mediante la transfor-
macién V; = 2X; + 1, W; = 3Y; — 8y comprobemos cédmo, en efecto, s, = (2)(3)s,,.

TABLA 9.5
X; Y, XY Vi we VW,
305 15 g-10_4 77 49 p_36_y
13 3 4 3001 3 4
5 5 25 g 11 7 77 40
711 77 Y=-r=6 15 25 375 W=_=10
16 24 120 36 40 504
120 504
Sy = — @6} =6 5, =— — (9)(10) = 36
4 4
Es decir:
Sow = 36 = (2)3)(6) = (2)(3) 5,
b) Sean
X Xon, oo, Xy e Y, Y, ..., Y, las puntuaciones de n; personas
en dos variables X e Y.
Xi2: X325+ 5 Xupa € Y3, Yoy, ..., Y, las puntuaciones de n, personas
en dos variables X e Y.
Xip, Xopoo oo, Xy € Yy Yo, ..., Y, las puntuaciones de n, personas
o o _ en dos variables Xe Y.
Sean X, X,,..., X, e Y, Y5, ..., 7, las medias de cada uno de los r grupos
en X yen Y.
Sean cov,(X, Y), cov,(X, Y), ..., cov,(X, Y) las covarianzas entre X e Y res-
pecto al grupo primero, al segundo, ..., al r.

Sean X e Y las medias en X'y en ¥ del grupo total. Sea cov(X, Y) la covarianza
entre X ¢ Y respecto al grupo total.
En este supuesto,

r

S 3D (v, —7) =

j=1i=1

Ay

SO [, - ) +

j=1 i=1

cov(X, Y) =

I | =
S | =

+ (G - D[V, - T) + (7, - D] =
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ny » ny

%[i Z (Xij—Xj)()]ij_Yj)+ Z (Xj'_i) (Yy —

j=1 i=1 ji=1 i=1

- )+ Z (Y, — Y)ff Xy — X))+ ilnj(,\?j - X) (7, - )7):| =
ji=1 i=1

j=

=
<

SN - K (Y- T Y (% - D (T, — )
j=1 i=1

= = + =t
n n
pues:
nj _ nj
Xy — X)) = (Y;;—Y)=0
i=1 i=1
para
J = 19 27 7}
Pero
Z (Xij_Xj)(Yij_ "j) Z nj(ij—X)(Yj_ )7)
i=1 =cov(X,Y) y =
n; n
= cov(X;, ¥}
Por tanto,

S moov, (X, Y)Y n (¥, — £)(F, - T)

cov(X, Y) = =1 + =
n n

En conclusién, la covarianza del grupo total es igual a la media de las covarian-
zas, mds la covarianza de las medias. -

EiempLO 9.6. Consideremos el siguiente grupo total compuesto por los tres
subgrupos siguientes:

Grupo 12 n, =4 Grupo 2.° n, =3
X, Y, XY, X, Y, X,7,
2 4 8 0 2 0
0 2 0 1 2 2
4 4 16 5 5 25
6 10 60
6 9 27

12 20 84 X,=2 ¥,=3
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Grupo 3.° ny =35 Grupo total n = 12
X; Y, X313 X Y XY
0 2 0 2 4 8
2 0 0 0 2 0
3 4 12 4 4 16
5 6 30 6 10 60
S 8 40 0 2 0
1 2 2
15 20 82 5 5 25
X;=3 Y; =4 0 2 0
2 0 0
3 4 12
5 6 30
5 8 40
33 49 193
_ 33 _ 49
X =— Yy ==
12 12
193 33 49 233

cov(X, Y) = = (2.316 — 1.617)/144 = 699/144 = Ty

2 1212

cov (X, Y) = % - 3)5)=21—-15=6

covy(X, ¥) = % -2)3)=9—-6=3

82
covs(X, V) = 5 — (3)4) = 164 — 12 = 44

™ 1cov. X, Y
25D e+ 06 + o 55 20

n 12 12 48

ey J 1 33 49
P35
_33 ¥ 33 49

ro(-B) B (- B)E-8)]

ZL[132+351—15 468 13
12 144 T 1728 48
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Comprobamos cémo, en efecto:

r

S L cov. (X, — X) (Y, - ¥
jgl n; COVJ(X, Y) . jgl l’l]( i ) ( J Y) B %2—0 1_3 _ 2_33 — cov(X Y)
P n T 48 48 48 ’

Nota
SiX,=Y,X,=Y, ..., X, =7,las covarianzas se convertirian en varian-

m
zas y la propiedad acabada de demostrar para las covarianzas quedaria traducida
asi: la varianza del grupo total es igual a la media de las varianzas mds la varianza

de las medias, propiedad de las varianzas que ya conociamos (véase 6.3.4.0).

9.6. Resumen: Definiciones y férmulas

Distribucién conjunta de frecuencias (dos variables): Supuestas clasificadas n
observaciones en r intervalos (respecto a una variable X) y en s intervalos (respecto
a una variable Y), tendremos (r) x (s) pares de intervalos (/;, I;). Pues bien, llama-
remos distribucién conjunta de frecuencias al conjunto de esos (r) x (s) pares de
intervalos (I, 7;) y de las frecuencias (proporciones o porcentajes) correspondien-
tes a cada uno de ellos.

Distribucién marginal de X Distribucién en X de todas las observaciones, in-
dependientemente de sus puntuaciones en Y.

A la media, X, y a la varianza, 52, de esta distribucién las llamaremos media
y varianza marginales de X. ’

Distribucion marginal de Y: Distribuciéon en Y de todas las observaciones,
independientemente de sus puntuaciones en X.

A la media, ¥, y a la varianza, sﬁ, de esta distribucién las llamaremos media
y varianza marginales de V.

Distribucion condicional de X (para Y = Y,): Distribucién en X de todas, y
solas, las observaciones con puntuacidon Y = Y.

A la media, Xy.y,, y a la varianza, sZ y_y,, las llamaremos media y varianza
condicionales de X (para Y = Y,).

Distribucién condicional de Y (para X = X,): Distribucion en Y de todas, y solas,
las observaciones con puntuacion X = X.

A la media, Yy- xo ¥ @ la varianza, sﬁ, x=x, las llamaremos media y varianza
condicionales de Y (para X = X,).

Covarianza de X e Y: Media aritmética de los productos entre la diferencia
(X, — X) y la diferencia (¥; — Y) correspondientes a cada uno de los n elementos
que componen un grupo. La designaremos por cov(X, Y) o por s,,. Por tanto:
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SX -0 -7 .TxY, .
cov(X, Y) = 5,y = ( :l( )= - I — XY

(para datos no agrupados en intervalos)

— XX - "‘7)()/1 - ¥) _ ZZninin

cov(X, Y) = s, "
n

- XY

(para datos agrupados en intervalos)

EJERCICIOS

9.1. A partir de los datos siguientes, construir una tabla de frecuencias tal queen la
variable X existan tres intervalos de amplitud 4 y en la variable Y existan dos inter-
valos de amplitud 5. Dibujar el correspondiente diagrama de dispersion.

X Y X Y X Y X Y
8 15 12 14 8 10 7 7
2 11 6 12 4 10 2 8

13 4 8 3 7 10 14
13 3 6 1215 5 9
9 14 11 12 3 7 5 8

9.2. A partir de los datos anteriores (sin agrupar), calcular la covarianza de X e Y.
9.3. A partir de los datos anteriores (agrupados segun 9.1), calcular:

a) Las medias marginales de X y de Y.

b) Las medias condicionales de X y de Y.
¢) Las varianzas marginales de X y de Y.
d) Las varianzas condicionales de X y de Y.
e) Lacovarianzade Xe Y.

X
9.4. A partir del cuadro siguiente, calcular: 2 4
a) Las medias marginales de X y de Y. 8 | 36| 44 | 80
b) Las medias condicionales de X y de Y. Y
¢) Las varianzas marginales de X y de Y. 5 4116 | 20
d) Las varianzas condicionales de X'y de Y.
e) Lacovarianza de X e Y. 40 | 60 | 100
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X
9.5. A partir del cuadro siguiente, calcular: 13 | 46 | 7-9
a) Las mec}ias ma_rg_inales de Xyde Y. 011| o s |15 | 20
b) La media condicional de X para Y = 4.
¢) La media condicional de Y para X = 8. 6-8 5113 6 | 24
d) Lasvarianzas marginalesde Xyde Y. =y
¢) La varianza condicional de X para Y = 4. 3-5 5 | 10 51 20
f) La varianza condicional de Y para X = 8
g) Lacovarianzade Xe Y. 02 | 10 6 0| 16

20 | 34 | 26 | 80

9.6. Demostrar que ) (X; — X) (¥, — V) = ) XY,

i=1 i=1

=~
|
S
>
=~

9.7. Demostrar que Y. Y n;(X; — X) (Y, — V)= Y Y n;X,Y; — nXY.
j=1i=1 j=1i=
9.8. Sea un grupo compuesto de n; personas con medias X, € ¥, en dos variables
XelVY ~ '
Sea otro grupo compuesto de n, personas con medias X, e Y, en dos varia-
bles X ¢ Y. .
Sean cov,(X, Y) y cov,(X, Y) las covarianzas de X e Y para el grupo prime-
ro y para el grupo segundo.
Sea cov(X, Y) la covarianza de X ¢ Y para el grupo total.
Esto supuesto, demostrar que

cov(X,Y) =

X, —X,) (Y, -7,
|:nICOV1(X, Y) + nycov,(X, Y) +I’I1n2( 1 2) (Vg 2)]

ny + n, ny +ny

9.9. Comprobar la propiedad anterior con el ejemplo siguiente:

Grupo 1.0 Grupo 2.0 Grupo total

X Y X v X Y
2 1 8 6 2 1

6 3 14 10 6 3
10 5 _— 10 5
—_— 8 6
14 10
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9.10. Sabiendo que X = 6, ¥ = 8, cov(X, ¥) = 13, poner los valores que fal-
tan en el cuadro siguiente:

2 8
4 .
. 80
10

10

‘Relacion (lineal) entre dos variables

10.1. Idea general

Intentamos medir la posible relacion entre dos variables. Estudiaremos bajo
el titulo «correlacion» los problemas referentes a la variacion conjunta de dos varia-
bles, su intensidad y su sentido (positivo o negativo). Estudiaremos bajo el titulo
«regresion» los problemas referentes a la prediccion o prondstico de los resultados
en una de las dos variables, conocidos los resultados en la otra.

Diremos que existe correlacion entre dos variables, si cierta o ciertas modali-
dades de una de las dos variables estdn ligadas a cierta o ciertas modalidades de la
otra. Asi, a nivel nominal, diremos que existe correlacion entre el lugar de origen y la
carrera universitaria elegida si, sistemdticamente, las personas de cierta o ciertas
provincias (diversas modalidades de la variable lugar de origen) tienden a estudiar
cierta o ciertas carreras universitarias (diversas modalidades de la variable carrera
universitaria). Asi, por ejemplo, los de la regién 4 estudian preferentemente Econo-
mia, los de la B Medicina, los de la C Filosofia, etc. La idea de correlacion aparece
mas clara a nivel de intervalos. Diremos. que existe correlacion positiva entre el peso
y la altura, si los de mucho peso tienden a ser altos (y reciprocamente); si los de
peso medio, tienden a ser medianamente altos (y reciprocamente); si los de poco peso,
tienden a ser bajos (y reciprocamente). Diremos que existe, también, correlacion
positiva entre un test de aptitud, X, y el rendimiento en cierta asignatura, Y, si los
alumnos con puntuaciones altas en X, tienden a a ser altos en Y; si los alumnos con
puntuaciones medias en X, tienden a ser medios en Y si los alumnos con puntua-
ciones bajas en X, tienden a ser bajos en Y. Existe una correlacion negativa (per-
fecta) entre la velocidad media a la que hemos recorrido cierta distancia y el tiempo
empleado en recorrerla. A velocidad alta, corto tiempo; a velocidad baja, largo
tiempo.

Comenzaremos con variables cuantitativas. Mas adelante consideraremos va-
riables ordinales y variables nominales.

En este capitulo vamos a introducir un indice que nos mida el grado de corre-
lacién entre dos variables, X e Y, pero limitindonos a variables cuantitativas y que,
ademas, estén relacionadas linealmente. Es decir, tales que los puntos del diagrama
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de dispersién correspondiente a X e Y estdn situados aproximadamente a lo largo de
una linea recta. Este indice va a ser el coeficiente de correlacion de Pearson y que
designaremos por r,,. Historicamente, la regresion aparece antes que la correlacion
y, desde luego, tiene sus ventajas definir r,, a partir de la regresion. Nosotros, sin
embargo, por razones diddcticas, propondremos r,, antes de introducir las rectas
de regresién. Con todo, una vez introducidas dichas rectas, volveremos a redefi-
nir r,,, dentro del contexto de la regresion, para alcanzar una idea mds clara y mas
cabal del mismo.

10.2. Coeficiente de correlacion de Pearson

10.2.1. Definicién

Segun lo indicado, la correlacion entre X e Y es positiva cuando X e Y covarian
en el mismo sentido, es decir, cuando a estar por encima de la media en X correspon-
de estar, también, por encima de la media en Y, y cuando a estar por debajo de la
media en X corresponde estar, también, por debajo de la media en Y. La corre-
lacion entre X e Y es negativa cuando covarian en sentido opuesto, es decir, cuando
a estar por encima de la media en X corresponde estar por debajo de la media en
Y, y cuando a estar por debajo de la media en X corresponde estar por encima de
la media en Y. La correlacion es nula cuando no covarian en ninguno de los dos
sentidos, es decir, cuando a estar por encima de la media en X corresponde tanto
estar por encima como por debajo de la media en Y, e, igualmente, cuando a estar
por debajo de la media en X corresponde tanto estar por encima como por debajo
de la media en Y. Por todo ello, la covarianza parece ser un indice apropiado para
medir la correlacién. En efecto, en el caso de correlacién positiva, (X — X)e (Y — ¥)
seran para todas o casi todas las observaciones del mismo signo y, por tanto, su
producto serd positivo; consiguientemente, s, = X (X — X)(Y — V)/n serd posi-
tiva. Por el contrario, en el caso de correlacion negativa, (X — X)e (Y — ¥) seran,
para todas o casi todas las observaciones de distinto signo y, por tanto, su producto
(X — X) (Y — ¥) serd negativo; consiguientemente, s,, = Z (X — X) (Y — Y)/n
serd negativa. Finalmente, en el caso de correlacidon nula, aproximadamente, para
la mitad de observaciones, (X — X) e (Y — ¥) seran del mismo signo y para la
otra mitad, lo serdn de distinto signo; por tanto, mas o menos, la mitad de los pro-
ductos (X — X) (Y — ¥)serdn positivos y la otra mitad seran negativos. Consiguien-
temente, s,, serd nula o muy proxima a cero. En conclusién, a correlacion positiva,
negativa o nula, corresponde covarianza positiva, negativa o nula, respectivamente.

Sin embargo, s,, como indice de correlacion presenta algunos inconvenientes.

En primer lugar, el valor de s,, es funcién de las unidades de medida elegidas
para X e Y. Supongamos, por ejemplo, que X es «aprovechamiento en gramdtica»
e Y es «aprovechamiento en aritmética». Calculemos s,, bajo dos condiciones
distintas: «) las puntuaciones posibles van de 0 a 10, ) las puntuaciones posibles
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van de 0 a 100. Supongamos ahora los dos cuadros siguientes, el primero bajo la
condicién a) y el segundo bajo la condicion ). Ambos son equivalentes. Sélo di-
fieren en la unidad de medida elegida.

X Y X-X)(y-Y) X-X)y-7Y) X Y X-X) (y-7) Xx—X)r-17)

8 9 L5 2 3 80 90 IS 20 300

6 5 -05 -2 1 60 50 ~5  —20 100

7 8 05 1 0,5 70 80 5 10 50

56 —-15 -1 1,5 50 60 —15  —10 150

26 28 6 260 280 600
Suy = 6/4 = 1,5 Sxy = 600/4 = 150

Teniendo en cuenta el cuadro de la derecha, s,, vale 100 veces mas que consi-
derando el de la izquierda, por el mero hecho de haber elegido unidades de medida
distintas.

En segundo lugar, es algo discutible la interpretacion de los nimeros 6 y 600,
como suma que son de productos cuyo par de factores representan cosas de natura-
leza distinta.

Para evitar estas dificultades, una tactica obvia es dividir (X — X) por s, €
(Y — ¥) por s,. Segln sabemos, (X — X) y s, vienen dadas en una misma unidad
de medida. Por tanto, el cociente (X — X)/s, es el mismo, sea cual sea la unidad de
medida elegida para medir la variable X. Asi, es ficil comprobar cémo en el cuadro
de la izquierda s, = 1,118 y cdmo en el cuadro de la derecha s, = 11,18. De donde
se deduce que 1,5/1,118 = 15/11,18, —0,5/1,118 = —5/11,18, etc. De modo ana-
logo es facil comprobar cémo en el cuadro de la izquierda s, = 1,581 y como en el
cuadro de la derecha s, = 15,81. De donde se deduce que 2/1,581 = 20/15,81,

—2/1,581 = —20/15,81, etc. En conclusién, £ (X — X) (Y — Y)/s,s, es invariante
frente a cualquier cambio de unidad de medida. Asi, en nuestro ejemplo,

6/(1,118)(1,581) = 600/(11,18)(15,81)

Por otra parte, tanto (X — X) como s, son niimeros concretos que representan
alguna caracteristica (ambos la misma) como «peso», «aprovechamiento en Es-
tadistica», «actitud frente a la guerra», etc., y ambos vienen dados en una misma
unidad de medida elegida arbitrariamente. Mientras que(X — X)/s, es un mero
numero abstracto que se limita a indicar cudntas veces el numerador contiene al
denominador, independientemente de lo que éstos signifiquen. Lo mismo sucede con
(Y — Y)s,. ~ B
X-Xx)x-7)

Sy s,
dos numeros abstractos.

Finalmente, es un numero abstracto, como producto de
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Por todas estas razones, en vez de usar

TX - -7
B n

xy

como indice de correlacion, usaremos

. X - X Y-Y) TX-X)(Y -7
Sy Sy n _ Sxy

n 54y $xS,

(10.1)

Le llamaremos coeficiente de correlacion de Pearson y le designaremos por r,,.
La férmula (10.1) adopta diversas versiones, todas ellas equivalentes:

(X -X) (-7 X-X)(y-17

z

N # S Y
s, 5,8, n n '
T(X - X) (Y -7
s, 5,8, ns,s, R 8,8,
2 xy
Ty (10.3")
VEIX2J/Z P
STX-XNHY -7
; _ &y_ _ n - b XY —n 1‘7)7 _
T s, 5.8, n nEX* - (X} nZ Y - (ZY)
n? n?
_ nxX XY -XXXY (10.4)
JnEX? - CXP/nT Y — (2 Yy ’
10.2.2. Calculo

a) Datos no agrupados

Mera aplicacién de las férmulas anteriores, a los datos originales, es decir,
considerando una a una las puntuaciones dadas.

EiempLo 10.1.
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Calculemos r,, a partir de los cinco pares de puntuaciones

siguientes:
X Y Xx* Y XY «x y x2 ¥y xy z, z, Z, 2,
3 9 9 81 27 ~1 0 1 0 0 =05 0 0
5 12 25 144 60 1 3 1 9 3 0,5 0,5 0,25
4 0 16 0 0 0 -9 0 81 0 0 -15 0
7 18 49 324 126 3 9 9 81 27 1,5 1,5 2,25
1 6 1 36 6 -3 =3 9 9 9 -15 -05 0,75
20 45 100 585 219 0 0 20 180 39 0 0 3,25
5, =395=78 s,=4/205=2 s5,=./180/5=6
Segin (10.1):
ey = 78 0,65
(2)(6)
Segin (10.2):
3,25
Fry = S = 0,65
Segun (10.3):
ey = 9 _ 3 0,65
(5)2)6) 60
Segtin (10.3"):
39 39
Foy = ——— = — = 0,65
b /20/180 60
Segun (10.4):
(5)(219) — (20)(45) 1095 — 900 195

o J5)(100) — 202, /(5)(585) — 45%  /100,/900 ~(10)30)

0,65
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a) Datos agrupados en intervalos
L nEEn XY — (EnX)(En,Y)
xy
JnEn X — EnXP/nTnY? — (En,Y)

(10.5)

Donde:

n.: representa el niamero de observaciones o frecuencias marginales de X.
n,. representa el numero de observaciones o frecuencias marginales de Y.
Myy! TEprEsenta el nimero de observaciones dentro de cada una de las casi-
llas lr}tel'1101'es de la tabla de frecuencias. Es decir, el numero de observaciones
que simultdneamente pertenecen a un cierto inter i
. valo de la variable X y a
de la variable Y. y ot

EJEMPLQ 10.2.  Calculemos r,, a partir de la siguiente distribucién conjunta
de frecuencias.

X
02 | 35| 68 | 911 | 12-14 n,
10-14 | 0 0 2 2 4 8
39 Ly 21 6 3 0 12
Y
0-4 4 3 2 1 0 10
Hy 5 5 10 6 4 30

Para calcular r,, organicemos los datos anteriores del modo siguiente.

X
0-2 3-5 6-8 9-11 12-14 n, | Y inY | nY*|n XY
el o 12 0 48 84 120 156
o 2 2 4 81 12 96 {1.152( 1.032
0 168 240 624
v | so | 7 228 49 70 91
6 3
; s . )10 o 0 12| 7| 84| 588| 567
2 8 14 20 26
0-4 4 3 2 1
. 0 2 20 o 0 100 2| 20 40 80
My S
5 10 6 4 30 200 | 1.780 | 1.679
X 1 4 7 10 13
X 5 20 70 60 52 207
nX*| s 80 490 600 676 1.851

Relacion (lineal) entre dos variables | 185

La fila n, estd formada por las frecuencias marginales de X. (5, 5, 10, 6, 4). La
fila X esta formada por los puntos medios de los intervalos en los que ha sido dis-
tribuida la variable X (1,4, 7, 10, 13). La columna 7, estd formada por las frecuencias
marginales de Y (10, 12, 8). La columna Y estd formada por los puntos medios
de los intervalos en los que ha sido distribuida la variable Y (2, 7, 12).

n, X consta de los productos de la fila n, por la fila X: (5)(1), (5)(@), (10)(7),
(6)(10), (4)(13).

n.X* consta de los productos de la fila n X por la fila X: (5)(1), (20)(4), (70)(7),
(60)(10), (52)(13).

n,Y consta de los productos de la columna 7, por la columna Y: (8)(12), (12)(7),

(10)(2).

nyY2 consta de los productos de la columna n,Y por la columna Y: (96)(12),
(84)(7), (20)(2).

En cada una de las 15 casillas interiores de la tabla anterior tenemos tres ndameros.
El central indica el ntimero de observaciones o frecuencia de cada casilla. El situa-
do arriba a la derecha es el producto de los puntos medios de los dos intervalos
correspondientes a cada casilla: (D)), (1)), (1)A2), (B)(2), @)XT), 412y, ...,
(13)(2), (13)(7), (13)(12). El situado abajo a la izquierda es el producto de la fre-
cuencia, n,,, de cada casilla por el XY correspondiente a la misma casilla: (2)(4),
(7)(1), (12)(0), . . ., (26)(0), (O1)(0), (156)(4).

La columna n,,XY consta de la suma de los numeros n., XY, los situados abajo
a la izquierda, pertenecientes a las casillas de la primera fila, (1.032), de la suma
de los ntimeros 1, X Y pertenecientes a las casillas de la segunda fila (567), de la suma
de los nimeros 7., XY pertenecientes a las casillas de la tercera fila (80).

Por consiguiente, aplicando la férmula (10.5):

(30)(1.679) — (207)(200) 8.970

oy = = = 0,688
' J(30)(1.851) — (207)2,/(30)(1.780) — (200)> ~ 13.035,5

10.2.3. Propiedades

a) El coeficiente de correlacién de Pearson no puede valer menos que —1 ni
mas que 1. Es decir, —1 < ry, < 1.

En efecto, sean u = z, + z,, v = z, — z,, donde z, y z, son puntuaciones
tipicas.

Evidentemente, # = & = 0. Por tanto,

2 2 2
2 2z :z— ) _ Zﬁnzx + 22-—2’;‘Z” + Z_nzy =14 2r, +1=2(1+rg)

_Z(zxfzy)z__Zzﬁ zz, Zzp ] B )
su_————n————- 7 -2 n +—n'——-1_2lxy+1—2(1—ixy)
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Ahora bien, tanto s2 como s2 son esencialmente no negativos. Por tanto,
(I + ry,) = 0. Es decir, r,, > —1. Igualmente, (1 — r,,) = 0. Es decir, r,, < L.

En conclusién, —1 < r,, < 1.

El cocficiente r,, alcanza su valor extremo 1, cuando cada una de las personas
obtiene la misma puntuacion tipica en X y en Y, o sea, cuando z, = z, para toda
persona del grupo. Evidentemente, en este caso

_ZXzz, _Xzz, Xz -1

n n n

rxy

ryy alcanza su valor extremo —1, cuando cada una de las personas obtiene
la misma puntuacidn tipica (pero con distinto signo) en X y en ¥, es decir, cuando

z, = — z, para toda persona del grupo. Evidentemente, en este caso
Yzz, XTz(-z,) rzz
rxy = - = —-——F = -1
n n n

En el primer caso, los puntos que representan a las » personas estdn sobre la
diagonal de los cuadrantes 1.0y 3.0 (figura 4). En el segundo, sobre la diagonal
de los cuadrantes 2.0 y 4.0 (figura B).

2y Zy
ZX ZX
.k
(4) (B)
Siempre que r,, =1 0 r,, = — 1, los puntos siguen estando sobre una linea

recta (no necesariamente las dos diagonales anteriores) si nos valemos de puntua-
ciones diferenciales o directas. Y siempre que los puntos estén sobre una linea recta,
tyy =10 r, = — 1. Estas afirmaciones quedardn legitimadas en el capitulo 12.

Veamos ahora lo que sucede cuando los puntos no estin sobre una linea recta.
Consideremos tres casos suponiendo puntuaciones tipicas.

a.l1) La mayor parte de las personas estdn situadas en el 1.0 y 3.° cuadrantes,
es decir, las dos puntuaciones tipicas de cada una de estas personas son ambas
positivas o negativas. Ademas, bastantes de ellas tienen puntuaciones tipicas ma-
yores (en valor absoluto) que las personas del 2.° y 4. cuadrantes. Esto quiere de-
cir que los productos del par de puntuaciones tipicas de la mayoria de las personas
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2y
— 4+ + +

VARV
[/

4+ —

serdn positivos y grandes. En cambio, los productos del par de puntuaciones ti-
picas de la minorfa serdn negativos y pequefios. En conclgs;on, la suma de los n
productos, T z,z,, serd positiva y, por tanto, r,, sera positiva.

a.2) La mayor parte de las personas estdn situadas en ¢l 2.0y 4. cuadrante§,
es decir, las dos puntuaciones tipicas de cada una de e§tas personas son una posi-
tiva y la otra negativa. Ademds, bastantes de ellas tienen puntuaciones tipicas
mayores (en valor absoluto) que las personas del 1.0y 3.0 cuadrantes. Esto quiere

2y

AN
N

—_—— + —

decir que los productos del par de puntuaciones tipicas de la mayorfa de las personas
serdn negativos y grandes. En cambio, los productos del par de puntuaciones ti-
picas de la minoria serdn positivos y pequefios. En concl}lswn, la suma de los n
productos, £ z,z, serd negativa y, por tanto, r,, serd negativa.

a.3) Aproximadamente la cuarta parte de las n personas estan situadas en cada

uno de los cuatro cuadrantes. Por tanto, la mitad de ellas tendran puntuaciones
tipicas del mismo signo y la otra mitad de signo distinto. Ademas, en los cuatro

2x
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cuadrantes tenemos puntuaciones tipicas (en valor absoluto) altas, medias y bajas.
Esto quiere decir que los productos del par de puntuaciones tipicas de la mitad
de las personas serdn positivos y los de la otra mitad seran negativos. Por otra
parte, la suma de los productos de la primera mitad serd aproximadamente igual
(y de signo contrario) que la suma de los de la segunda. En conclusidén, la suma de los
n productos, X z,z,, serd nula o, aproximadamente, nula.

b) El coeficiente r,,, en valor absoluto, entre dos variables es invariante frente
a cualquier transformacién lineal de ambas.

Esto quiere decir lo siguiente:

Sean X, X,, ..., X,; Y|, Yy, . .., Y, las puntuaciones obtenidas por # personas
en las dos variables X e Y. Sean X, Y, s,, 5, las correspondientes medias y desviaciones
tipicas. Formemos las nuevas puntuaciones:

Vi=AX, + B, V,=AX, + B,..., V, = AX, + B
W,=CY, +D,W,=CY,+D,...,W,=CY, + D

donde 4, B, C'y D son cuatro constantes arbitrarias. Supuesto esto, |r,,| = [Fy -
En efecto, segin ya sabemos, V' = AX + B,s, = |A|s,, W = CY + D, s, =
= | Cls,. Por consiguiente:

_EUw:Z(V—V)(W— w)

r =
1S, A

vw

_Z[(4X + B) - (AX + B)J[(CY + D) — (C¥ + D)] _
n|Als|Cls, -

_ZAX -X)C(¥Y - V) _ AC E(X - X)(Y-YV) AC Zxy

|AC|ns,s, B IZCT] 1SS, 4C| ns,s, -
_Ac ro 1= Iy i el signo de A es igual que el de C
|[AC| ™ | = —r,, si el signo de 4 es distinto que el de C
Por tanto, |r,,| = |r,,/|-

De esta propiedad se infiere facilmente que en (10.4) las puntuaciones directas
en X y en Y pueden ser sustituidas por puntuaciones diferenciales o tipicas. El
re.zsultado final es el mismo usando directas-directas, que diferenciales-diferenciales,
directas-diferenciales, diferenciales-tipicas, etc. En efecto, x = (X)) + (=X),

| _ _ _
. =(s—)x+(—?()’y= (AXY) + (= 1), 2, =(1)Y+ (—Z)Con $eY s
x Sx Sy Sy ’

positivas.
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10.2.4. Método abreviado para el calculo de 7,

_ Basados en la propiedad 10.2.3.5), vamos a obtener un método que simplifica
o abrevia el célculo de r,,.

Supongamos » puntuaciones agrupadas en r intervalos (en una variable X),
todos ellos con la misma amplitud I, y, a su vez, agrupadas en s intervalos (en otra
variable Y), todos ellos con la misma amplitud /,. Sean X, e Y, los puntos medios
de dos intervalos (uno en X y otro en Y) elegidos arbitrariamente y a los que llamare-

. 1 X 1 Yo .
mos intervalos origen. Hagamos 4 = — B = — =% C = — D = — -2 intro-
. I, I, I
, o X, . 1 Y, . .
duciendo x’" = 7¥- 1 y' = a Y — 1 Dado que I, e I, son siempre positivas,
X x y y

ey s segun 10.2.3.5).

" Segun sabemos (véase 5.2.4) las transformaciones anteriores hacen correspon-
der a X, el valor x’ = 0, a las puntuaciones superiores a X, los valores x’ = 1,
x' = 2,...,ya las puntuaciones inferiores a X, los valores x' = —1, x'= =2, ...
A su vez, hacen corresponder a Y, el valor y’ = 0, a las puntuaciones superiores
a Y, los valores ' = 1, ' = 2, ...y a las puntuaciones inferiores a Y, los valores
y=—-1y=-2,...

En conclusion, las transformaciones anteriores nos permiten calcular el coefi-
ciente de correlacion de Pearson valiéndonos de las puntuaciones x’ e y' que son,
ordinariamente, mucho mas manejables que las puntuaciones originales X e Y.

La féormula (10.5) tomara ahora la forma siguiente

= I

_ nZZnxy — (Znx )W ny)
i JnEnx? — Enx P /nEny? — (Zny)

; (10.6)

Esempro 10.3. Apliquemos la formula (10.6) a los datos del ejemplo 10.2.

0-2 3-5 6-8 | 9-11 | 12-14 | n, y ny' |y ngx'y
10-14 0 0 2 2 4 8 1 8 8 10
5-9 1 2 6 3 0 12 0 0 0 0
0-4 4 3 2 1 0 10 -1 | —-10| 10 10
iy S 5 10 6 4 30 -2 18 20
x' -2 -1 0 1 2
nx' |—10 | =5 0 6 8 —1
nx? | 20 5 0 6 16 47
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El procedimiento para construir la tabla es andlogo al utilizado en el ejemplo 10.2.
Aplicando la formula (10.6) nos queda:

(30)(20) — (—1)(—2) =3B _ 688

~ JG0)@T) — (~1A/B0)18) — (—2p 869

Fy
El resultado es el mismo que el obtenido mediante el método no abreviado.

10.3. Factores de los que depende r,,

a) Variubilidud del grupo

Supongamos dos variables, X (capacidad intelectual) ¢ ¥ (éxito escolar), rela-
cionadas linealmente. Calculemos el coeficiente de correlacién de Pearson entre
ambas del modo siguiente. Consideremos, en primer lugar, el grupo total, G, y,
luego, dos subgrupos del mismo: G,, compuesto de los bajos en X (que, dada la
relacion lineal entre X e Y, tenderdn a ser bajos, también, en Y)y G,, compuesto
de los altos en X (que, por la razdn anterior, tenderan a ser altos, también, en Y).
Es claro que la variabilidad en X y en Y de las personas del grupo G sera mayor
que la de las personas tanto de G, como de G,. En efecto, G, consta de personas
altas y bajas en capacidad intelectual (y en éxito escolar). En cambio, G, sélo consta
de personas bajas y G, sélo consta de personas altas. Pues bien, Fyy €S MAYyOr en
Gy que en G, y en G,. Es decir, el coeficiente de correlacidon de Pearson queda re-
ducido al restringir la variabilidad del grupo en una variable (o en las dos).

EsempLo 10.4. Consideremos un grupo total, Gy, con 25 personas. Vamos
a descomponerlo en dos subgrupos: uno, G,, con las diez personas mas bajas en
X, y otro, G,, con las 15 m4as altas en X.

La representacion grafica es la siguiente:

X Y
8 7 ¥
7
7 7 @ (] L]
7 6
7 5 .
TS 6 ® ] °
6 6 G,
G g i 5+ ® ® ® °
(Altos en X) g g
3 4 4 e [ [} ® e
5 3
4 5
4 " 3 F ® [} [ & ]
4 3 Gl
3 4 2r ® @ e
3 3
3 2
2 4 1 ® e
G, 23 X
ai 2 2
(Bajos en X) 5 1 L L L ! L . L L
1 3
b3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1

Bajos en X Altos en X
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Intuitivamente se puede apreciar que la nube de puntos corrgspondiente al
grupo total es més estrecha y alargada que las dos nubes correspondientes al grupo

G,y al G,

Pues bien, para Gr, r,, = 0,84
para Gy, r,, = 0,38
para G,, r,, = 0,67

Notese que este valor de r,, menor para G; y G, que para Gr, no es debido
a que los dos subgrupos consten de menos personas que el grupo total. En efecto,
del grupo total podemos elegir s6lo siete personas, pero que formen un grupo c%e
gran variabilidad. Elijamos, por ejemplo, las tres mds bajas en X y las tres mas

altas en X.

8 7 64 49 56
7 7 49 49 49 (7)(188) — (32)31)

Fay = =
; § ig ;2 ;‘§ T /@1y = 322 /(1(173) — 312
1 3 1 9 3 o4
b2 ! 4 2 T a8
1 1 1 1 1

32 31 214 173 188

Para este grupo reducido, pero muy heterogénco, r,, = 0,94, mayor que el
coeficiente de correlacion de Pearson correspondiente al grupo total compuesto de
25 personas. '

Notese, también, que por razén del aumento de variabilidad, un solo dato
alejado mucho de los restantes puede hacer que aumente espectacularmente el coe-
ficiente de correlacién de Pearson. Asi, por ejemplo, el alumno puede comprobar
cémo r,, = 0 en la tabla A, y como r,, = 0,95 en la tabla B que no es mas que
la tabla A con un nuevo punto, el (12, 12) muy alejado de los cuatro restantes.

TABLA A TABLA B

X Y X Y
3 3 12 12
3 1 3 3
1 3 3 1
1 1 1 3

1 1
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Este influjo de la variabilidad del grupo sobre r,, debe ser tenido en cuenta
al valorar ésta. Contemplemos un caso muy ordinario en Psicologia. De modo ele-
mental diremos que un test es fiable cuando, aplicado en dos ocasiones distintas a un
mismo grupo, da lugar a dos sucesiones de puntuaciones muy parecidas. Mas concre-
tamente, llamaremos coeficiente de fiabilidad o, simplemente, fiabilidad de un test,
al coeficiente de correlacion de Pearson, r;,, entre las puntuaciones obtenidas en
la primera ocasion y las obtenidas en la segunda. Pues bien, segn lo dicho anterior-
mente, r, seréd funcion de la variabilidad del grupo en aquella variable medida por
el test. Si se trata de un test de inteligencia y aplicamos el test a un grupo de nifios
muy homogéneos (o todos muy inteligentes, o todos medios, o todos poco inteli-
gentes) obtendremos un valor para r;, mucho menor que si lo hubiéramos aplicado
a un grupo muy heterogéneo (compuesto de nifios, unos muy inteligentes, otros
de inteligencia media y otros poco inteligentes). En otras palabras, el mismo test
aplicado a un grupo muy homogéneo puede dar lugar a r;, = 0,75, por ejemplo, y
aplicado a un grupo heterogéneo puede dar lugar a r;, = 0,93, por ejemplo.

b) Influjo de una tercera variable

Si calculamos el coeficiente de correlacion de Pearson entre el peso y la habi-
lidad en realizar operaciones aritméticas para un grupo de nifios cuyas edades os-
cilen aproximadamente entre los cuatro'y los doce afios, veremos que r,, suele
ser positivo y alto. ; Quiere decir esto que, en general, los nifios de mas pesc?tienen
mayor facilidad para el cdlculo numérico que los nifios de menor peso? A primera
vista y ateniéndonos al valor de r,,, parece que si. Sin embargo, la respuesta es

Peso

Habilidad numérica
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negativa. Este alto coeficiente de correlacién entre peso y habilidad numérica es
debido a la presencia de una tercera variable: la edad. Dentro del margen de edades
propuesto, al ir aumentando la edad aumentan simultaneamente el peso y la habilidad
‘en operar con nimeros. Un modo de eliminar el influjo de la edad es dividir el grupo
total en subgrupos, tales que los nifios de cada uno de ellos tengan la misma edad y
calcular r,, dentro de cada uno de dichos subgrupos. Pues bien, siguiendo esta tacti-
ca veremos que el coeficiente de correlacion de Pearson entre peso y habilidad numé-
rica es muy bajo, por muchos nifios que elijamos de cada subgrupo de la misma edad.

Mas adelante propondremos una manera de controlar estadisticamente el in-
flujo de la tercera variable de que se trate, sin tener que dividir el grupo total en va-
rios subgrupos, de acuerdo con lo indicado.

La situacién presente quedaria representada graficamente segin se ve en la
figura de la pagina anterior.

Dentro de cada edad, r,, es practicamente nula (una circunferencia limita los
puntos representativos de las personas de cada edad). Pero consideradas conjunta-
mente todas las edades, es decir, sin controlar el influjo de la edad, r,, crece sensi-
blemente (una elipse estrecha y alargada limita los puntos representativos de las
personas de todas las edades).

Vemos ahora una situacién en la que el influjo de la tercera variable tiende
a reducir la correlacién entre dos variables. Consideremos la capacidad intelectual,
X, y el rendimiento escolar en cierta disciplina, Y. Consideremos, ademds, la moti-
vacién como tercera variable, Z. Si controlamos Z, r,, serd, en general, alta. Pero
sin este control es posible que alumnos con gran motivacién logren alto rendimiento
escolar, a pesar de tener capacidad intelectual media y aun baja. Por el contrario,
otros alumnos, poco motivados, pueden lograr un bajo rendimiento escolar, a pesar
de estar dotados de gran capacidad intelectual, y es probable que descienda r,, si
dejamos actuar a Z.

La situacién presente quedaria graficamente representada asi:

- motivacién alta
(baja capacidad, alto rendimiento)

motivaciéon media, normal

motivacion baja
(alta capacidad, bajo rendimiento)

Rendimiento escolar

Capacidad intelectual
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Si eliminamos los alumnos con motivacion alta y escasa capacidad i ey :
los alumnos con motivacion baja y gran capacidadyintelectuall,) Fey zgr;natﬁ:ct(ulilz 10.4. Condicién esencial para poder calcular
elipse estrecha y alargada limita los puntos representativos de las personas no
eliminadas.) Pero si no los eliminamos, r,, puede descender sensiblemente (una cir- A nivel meramente descriptivo (en el cual nos movemos por ahora) la condicion
cunferencia limita los puntos de todas las personas, sin eliminacién de ninguna). esencial para poder calcular r,, es la lincalidad de los puntos que representan a
Consideremos un Gltimo caso hipdtetico. Supongamos que la relacion entre las n personas. Es decir, estos puntos deben estar situados proximos a una linea
dos variables, X e Y, es alta y positiva para las mujeres y alta y negativa para los recta. No es necesario que las dos variables se distribuyan normalmente. Cualquier

varones y es nula para el grupo total. En otras palabras, si prescindimos del influjo tipo de distribucion es valido, a condicién de que los puntos se sitiien cercanos a una
del sexo, r,, = 0. Pero si tenemos en cuenta dicho influjo, r,, es alta y positiva o recta. Y esto es posible aun cuando las dos distribuciones sean asimétricas. Por
alta y negativa. ¥ ejemplo,
La situacién presente quedaria representada graficamente asi:
‘ X: 1,1, 1,01,01,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3, 4,4, 5.
Y. 2,2,2,2,2,2,2,4,4,4,4,4,4,4,4,6, 66,8 8 10.
son francamente asimétricas. Sin embargo, los puntos (1,2), (1,2), .. ., (4,8), (5,10)

se encuentran sobre la recta ¥ =2X y r,, vale 1.

Adviértase que r,, puede ser calculado materialmente, siempre que tengamos
n pares de nimeros. Nuestro problema presente no es si puede ser calculado o no
mujeres materialmente, sino si el resultado obtenido admite una interpretacion razonable
‘ como coeficiente de correlacion, es decir, como indicador de la relacion existente en-
tre las dos variables. Pues bien, la interpretacién es razonable solamente cuando se
verifica la condicién de linealidad. Si los puntos representantes de las personas
Y (es decir, de los pares de puntuaciones de cada persona) estédn sobre una linea curva,
ryy 1O seria recomendable, pues detectaria muy pobremente la relacién «curvilinea»
entre las dos variables. Mds atn, a una perfecta relacion curvilinea entre dos va-

varones
riables, puede corresponder r,, = 0. Véase el ejemplo siguiente:
X Y Y
20 VN
V2.2
. o
0 2 (2,0)
. . B 2 \/5
,Con§1d§rado el grupo formado simultineamente por varones y mujeres, r -2 0
seria practicamente nula (una circunferencia limita los puntos representativos cicey
dlc’has personag)'. Pero considerado exclusivamente el grupo de las mujeres, ~ V2 2 V2 /2
seria alta y positiva (una elipse estrecha y alargada que va del 1.0 al 3.°F cuadran;é | 0 -2 0, -2
limita los pUI?tOS representativos de las mujeres), y considerado el grupo de los va- "
rones, r,, seria alta y negativa (una elipse estrecha y alargada que va del 2.° al 4.0 V2 2

cuadrante limita los puntos representativos de los varones).

i ]dDedestgs y otras f:onsideracion@ que pasamos por alto se infiere la gran uti-

rlreéllaci;] (E:g:arr:(l) ndlaiian;a de dls(fers-lon antes d'e calcular el coeﬁc@ente de co- Los ocho puntos anteriores estan situados sobre la circunferencia X 24+ Yr=4
, para luego poder interpretar éste de modo apropiado. Existe una correlacién (curvilinea) perfecta entre X e Y y, sin embargo, ry, = 0.
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Por tanto, si no existe relacion alguna entre dos variables, r,, = 0. Pero si
rvy = 0, no se puede concluir que no exista relacion alguna. Ciertamente no existe
relacién lineal, pero puede existir una relacion no lineal. En resumen, r,, mide la
relacién lineal entre dos variables. Pronto veremos que r,, = + 1 si los puntos
estdn sobre una recta y, reciprocamente, que si r,, = + 1, los puntos estan sobre
una recta. De aqui que volvamos a inculcar la importancia de dibujar el diagrama
de dispersion antes de calcular r,, para comprobar si los puntos siguen una tra-
yectoria mas o menos rectilinea. Solo bajo esta condicién sera recomendable r,,
como indice de correlacion.

10.5. Interpretacién de r,,

Sabemos que r,, = +1 indica correlacion lineal perfecta, y que r,, = 0 indica
correlacion lineal nula. Esto supuesto, ; qué significa 0,657, ; correlacion alta, media
o baja? Esta pregunta no tiene sentido considerada absolutamente. Depende de las
circunstancias. Es baja si se trata de la fiabilidad de un test y es alta si se trata de la
validez del mismo. Sera baja si se trata de la correlacion entre dos tests de inteligencia
espacial parecidos, pero sera alta si se trata de la correlacion entre dos variables
sociales como, por ejemplo, patriotismo y prejuicio religioso. En general, la tnica
valoracién razonable de un coeficiente de correlacion, es compararlo con los coefi-
cientes de correlacion encontrados por otros investigadores entre las mismas va-
riables y en circunstancias semejantes. El coeficiente de correlacién encontrado
por nosotros serd bajo, si es inferior al encontrado por otros investigadores; serd
alto, si supera a los coeficientes obtenidos por estos. Asi, por ejemplo, si se trata
de las variables «prejuicio antiprotestante» y «religiosidad utilitaria», Iy = 0,65
serfa alto, pues no suelen alcanzar dicho valor los coeficientes encontrados por
otros investigadores entre estas variables u otras muy semejantes como «prejuicio
racial» y «religiosidad utilitaria».

Por estas razones, son muy equivocas las tablas en las que se valoran los coefi-
cientes de correlacién como bajos (por ejemplo, entre 0 y 0,30), medios (por ejemplo,
entre 0,30 y 0,70), altos (por ejemplo, entre 0,70 y 1), o seglin otras categorias seme-
Jjantes. Es evidente que el nimero 0,40 es menor que 0,50. No obstante, la relacion
expresada por 0,40 puede significar mas que la expresada por 0,50. Depende de las
variables en cuestion.

10.6. Correlacion y causalidad

Por el hecho de que exista una alta correlacion entre dos variables, no podemos
decir que una de ellas sea causa de la otra. Es claro que hay correlacion positiva entre
el nimero de accidentes de trafico y el niimero de teléfonos en las viviendas. En las
regiones con mayor ntimero de teléfonos suelen darse mas accidentes de trafico.
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Lo cual no quiere decir que la abundancia de teléfonos sea la causa de los accidentes.
Obviamente, a mayor nivel de vida corresponde simultdneamente mayor nimero

_de teléfonos y mayor nimero de coches y, como consecuencia, mas accidentes.

Pero a nadie se le ocurriria reducir el niimero de teléfonos pensando que asi iba

a evitar muchos de los accidentes. . '
La correlacién indica una mera covariacion entre dos variables y nada mas.

10.7. Resumen: Definiciones y férmulas

Coeficiente de correlacion de Pearson entre X e Y, r,,: Cociente entre la cova-
rianza de X e Yy el producto de la desviacion tipica de X por la desviacion tipica de Y.

s
P, =

Fss,

Otras formulas equivalentes son:

Fry = DR (donde z, y z, son puntuaciones tipicas)
n
I Xy (donde x ¢ y son puntuaciones diferenciales)

- nses, /T xA/Zy?

= nEXY -2 X3 Y (donde X e Y son puntuaciones di-
JnEXP - EXP/nEY? — (YY)  rectas)

- nXIn, XY — ZnX)En,Y) (donde X e Y son puntua-

B \/n X - (T nxX)2\/TE n,Y?> — (Zn,Y) ciones directas y los da-
tos se encuentran agrupa-
dos en intervalos)
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EJERCICIOS

10.1. Calcular el coeficiente de correlacion de Pearson entre las variables X e Y,
a partir de los siguientes datos no agrupados en intervalos.

a) X Y b) X Y < X Y d X Y & X Y f X v
11 2 5 11 4 1 1 4 1 s
2 2 4 7 2 3 6 1 2 2 32
4 s 54 6 2 2 2 36 4 4
5 4 6 1 32 32 5 18 6 1
8 3 0 4 9 10

16.2. .Calcular el coeficiente de correlaciéon de Pearson entre las variables X e Y,
a partir de los siguientes datos agrupados en intervalos.

a) 2-4 57 b) 6-9 10-13 c) 55-60 61-66 67-72
4-6 4 10 13-17 3 0 94-100 1 2 6
1-3 4 2 8-12 1 2 87-93 2 5 3

3-7 0 4 80-86 6 4 1

d) 62-66 67-71 72-76 €) 18-20 21-23 24-26 27-29
35-39 4 2 1 40-44 6 4 2 0
30-34 1 3 1 35-39 2 4 4 2
25-29 1 4 3 30-34 0 3 6 6
20-24 0 1 4 25-29 0 1 3 7

10.3. Demostrar que la varianza de ¥V = X + Y es igual a la varianza de X mds
la varianza de Y, si r,, = 0.

10.4. Demostrar que la varianza de ¥V = X — Y es igual a la varianza de X mds
la varianza de Y, sir,, = 0.

10.5. Sean X e ¥ las medias de X, X,, ..., X, yde Y,, Y,, ..., 7, respectiva-
mente. Formemos las nuevas puntuaciones X, Y;, X,Y,, ..., X,Y,. Supuesto esto,
demostrar que la media de estas nuevas puntuaciones es igual a X¥sir,, = 0.

10§ (,Vale necesariamente 1 el coeficiente de correlacién de Pearson entre X ¢ ¥
iX=Yys, =s2
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10.7. Se verifica necesariamente X = ¥y s, = s, siempre que valga 1 el coefi-
ciente de correlacion de Pearson entre X e Y7

10.8. Demostrar que si sélo tenemos dos personas, con puntuaciones en X y en

Y, gy =106 r,=-16r,=0. (;En qué Unicos casos se verificard r,, = 07)

10.9. Deseamos calcular r,, entre los resultados en una prueba de aritmética (X)
y otra de gramética (Y). Nos valemos de un ordenador en cuya memoria se encuentra
la formula de r,, en puntuaciones directas. Por distraccién introducimos en el or-
denador puntuaciones diferenciales en gramatica y tipicas en aritmética. En este su-
puesto, a) ; Tendré algun sentido el resultado que nos ofrezca la maquina? b) ; Serd
este resultado el mismo que el que hubiéramos obtenido introduciendo puntua-
ciones directas en aritmética y en gramatica?

10.10. Sean X, X,, ..., X, las puntuaciones directas obtenidas por n estudiantes
en la primera mitad de un examen de Estadistica, valiendo 4 la correspondiente
desviacion tipica. Sean Yy, Y5, ..., Y, las puntuaciones directas obtenidas por esos
mismos estudiantes en la segunda mitad de dicho examen, valiendo 5 la correspon-
diente desviacién tipica. Como notas finales en Estadistica aceptamos las siguientes:
3X, + 2V, 3X, +2Y,, ..., 3X, +2Y,. En este supuesto, ;cudnto valdrd la va-
rianza de estas notas finales, a) si r,, =0, b) si r,, =1, ¢) 8i 1, = —17

10.11. Sean zy, z;5, . - . » Z1, las puntuaciones tipicas obtenidas por » estudiantes
en «Psicodiagnéstico de nifios» y sean z,;, Z,,, . - - , Z,, las puntuaciones tipicas
obtenidas por esos mismos estudiantes en «Psicodiagndstico de adultos». Como
nota final de «Psicodiagndstico» atribuimos a cada persona «i» la puntuacion
(z,; + 2:)/2. Demostrar que vale 0 la media de esas puntuaciones finales y que
vale (1 + ry,)/2 la varianza de las mismas.

10.12. Sean X ¢ Y dos variables tales que X = 40, ¥ = 15, s> = 25, r,, = 0,125,
CV, = 10. Calcular la desviacién tipica de las puntuaciones W; = X; — V.

10.13. Consideremos las puntuaciones X;, X,, ..., X, e Yy, Y5, ..., Y,. Intro-
duzcamos la nueva variable V; = X; — Y;. Calcular el coeficiente de correlacion
de Pearson entre X'y V, y entre Y'y V, en funcién de s, 5,y ry,.

10.14. Calcular el coeficiente de correlacion de Pearson introduciendo en la ecua-
cién de r,, en puntuaciones directas, las puntuaciones diferenciales (1, —1, 0, —3,
3) en X, y las puntuaciones tipicas (0,5, 0, —1,5, —0,5, 1,5) en Y. Comprobar,
ademas, como ese resultado coincide con ¢l obtenido mediante X z,z,/n, una vez
transformadas en tipicas las puntuaciones diferenciales en X.

10.15. Siendo z,, z,,, . . . , Z,, puntuaciones tipicas en X, y siendo Yy, Y5, ..., ¥,

Z(Yl - Zx,')z

puntuaciones directas en Y, calcular el valor de
n

para r,, =1, r,, =0,

r+ = —1, suponiendo que s, = 2, ¥ = 6.
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10.16. Consideremos las puntuaciones Xy, X,, ..., X, e Y, Y5, ..., Y,. Sean
sy =4, 5, = 2, 1y, = 0,25. Calcular el coeficiente de correlacién de Pearson entre
X y V=X-Y.

10.17. Sean W =X — V, X X?> =318, L X =42, 5, =3, n = 6. Calcular ¢l
valor de s2 cuando r,, = 0 y cuando r,, = 1.

10.18. Sabemos que el potencial excitatorio (E) se relaciona con la fuerza de ha-
bito (H) vy el drive (D) mediante la siguiente ecuacion: E = (H)(D). En un experi-
mento con cinco personas hemos obtenido £ = 30, D = 6, [ = 5. Calcular el
coeficiente de correlacion de Pearson entre Dy H,

11

Ecuaciones de regresiéon

11.1. Regresion y prediccion

Regresién equivaldré a prediccion. La palabra regresion se debe a Galton.
Estudiando la relacién entre las caracteristicas de los padres y las de sus hijos ob-
servé que a padres altos correspondian hijos altos, pero que, en general, se acer-
caban mas a su media que los padres a la suya. Igualmente, a padres bajos corres-
pondian hijos bajos, pero que, en general, se acercaban a su media mds que los
padres a la suya. Es decir, parecia darse cierta regresién hacia la media. Segun
este modo de pensar, los hijos serian mas iguales, mds homogéneos entre si que
lo eran sus padres. Pasamos por alto la discusién de esta interpretacion y nos limi-
tamos a constatar que el término regresion fue introducido con ocasion de estos
estudios de Galton sobre la herencia y que hoy para nosotros equivale a predic-
cién, prondstico, estimacion. Es decir, ecuacién de regresion equivaldrd a ecua-
cién de prediccion, de prondstico, de estimacion.

11.2. Ecuacion de una recta en el plano

Es de la forma Y = a + bX, o sea, de primer grado en X y en Y. Las cons-
tantes a y b son propias de cada recta. Al variar a y/o b, varia la recta; y
al variar la recta, varian a y/o b. La constante a es llamada ordenada en el origen,
pues representa el valor de Y (ordenada) cuando X = 0 (es decir, cuando en el
eje de abscisas nos encontramos en el origen). La constante b es llamada pen-
diente de la recta, y representa la inclinacién mayor o menor de la misma.
Veamos algunas ecuaciones de rectas y sus correspondientes representaciones
gréficas.
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Y=2+3X

Il (-] At X

ParaX =0,Y =2;paraX =1,Y = 5. Por

tanto, larecta pasard por los puntos cuyas
coordenadas son: (0,2) y (1,5).

1 I} 1 1 1 X
"l
Para X =0, Y= —1;para X=1, Y =2.

Por tanto, la recta pasard por los puntos
cuyas coordenadas son: (0,—1) y (1,2).

Las dos rectas anteriores son paralelas. Coinciden en tener la misma pendien-
te (b = 3). Tienen distinta ordenada en el origen (2y —1), es decir, cortan al eje

OY en distintos puntos.

Kl 1 1 1 1 1 X
/ 0

ParaX =0,Y = l;paraX = 1,Y = 3. Por
tanto, larecta pasard por los puntos cuyas
coordenadas son: (0,1) y (1,3).

Y=1+5X

ParaX =0,Y =1;paraX =1,Y = 6. Por
tanto, larecta pasard por los puntos cuyas
coordenadas son (0,1) y (1,6).

Las dos rectas anteriores tienen la misma ordenada en el origen (¢ = 1), es
decir, cortan al eje OY en el mismo punto (0, 1). Tienen distintas pendientes (2'y 5).

No son paralelas.

Y

ParaX =0,Y=—1l;paraX=-1,Y =3.
Por tanto, la recta pasard por los puntos
cuyas coordenadas son: (0,—1) y (—1,3).

Para X =0, Y=—-1; para X =1, Y =3.
Por tanto, la recta pasard por los puntos
cuyas coordenadas son: (0,—1) y (1,3).
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Las dos rectas anteriores tienen la misma ordenada en el origen (@ = —1),
es decir, cortan al eje OY en el mismo punto (0, —1). Tienen la misma pendien-
te, pero con distinto signo (-4 y 4).

Las tres rectas anteriores tienen la misma ordenada en el origen (¢ = 0), es
decir, cortan al eje OY en el mismo punto (0, 0). En otras palabras, las tres carecen
de término independiente y pasan por el origen.

11.3. Ecuaciones de las rectas de regresion de Y sobre X
segan el criterio de minimos cuadrados

Distinguiremos entre construccion y aplicaciéon. Comenzamos con la construc-
cion. Intentamos determinar una funcion matematica (una ecuacién) que nos
permita pronosticar la puntuacién de cada persona en una variable Y (criterio),
conocida su puntuacién en otra variable X (variable predictora). Entre todas las
funciones elegimos una muy sencilla: la funcidn lineal, la ecuacion de la linea recta.

— 10
X Y Y,-Y, {
3 1

710 5
10 8

12 ,

4 9 Yl -Y 1
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Pues bien, deseamos construir una linea recta tal que haga minimo el error medio
cometido en los prondsticos. Esta minimizacion del error la entendemos de la
siguiente manera.

Supongamos un grupo de personas cuyas puntuaciones en X y en Y nos son
dadas. Por ejemplo, consideremos las cinco personas de la tabla anterior.

En el gréfico anterior llamemos Y; a la ordenada del punto (sobre la recta r)
cuya abscisa es X;. En otras palabras, Y; es la puntuacién pronosticada en Y me-
diante la recta r a la persona cuya puntuacién en X es X;. Es decir, ¥; es la puntua-
cién obtenida en Y e Y; es la pronosticada.

Es claro que con cada recta tendremos en nuestro caso cinco diferencias:
Y, =Y, Y, =Y, Y= Y35 Yy — Y, Ys — Y{ o errores entre la puntuacién
obtenida y la pronosticada. (En la figura adjunta tenemos las diferencias corres-
pondientes a las dos primeras personas.) Si elevamos al cuadrado estos errores
y sumamos estos cuadrados, tendremos una suma de errores cuadraticos. Pues
bien, de todas las rectas posibles del plano pretendemos elegir aquella respecto
a la cual sea minima dicha suma. En esto consiste la construccién de las rectas de
regresiéon de Y sobre X, segin el criterio de minimos cuadrados.

En conclusion, la recta de regresion de Y sobre X es una recta tal que, en nues-
tro ejemplo, haga minima la suma:

(Yo = YIP + (Yo = V)PP 4+ (Ys = V3P + (Yy — VP + (Y5 — Vi

En general si tenemos » personas, intentamos construir una recta tal, que haga
minima la expresién

(Y, =YY donde i=1,2 ...,n.

Notese que para construir la recta de regresion necesitamos un grupo de per-
sonas cuyas puntuaciones en X y en Y conozcamos. En cambio, la aplicaremos
a otras personas, semejantes a las anteriores, de las que s6lo conoceremos sus pun-
tuaciones en X. Supongamos que X es un test de aptitud para la Estadistica e Y el
aprovechamiento en la misma manifestado mediante un examen. Queremos cons-
truir una ecuacién que nos permita pronosticar del mejor modo posible el aprove-
chamiento, conocido el resultado en el test. Pues bien, para construir esa recta,
necesitamos unas personas cuyas puntuaciones en el test y en el examen nos sean
conocidas. Una vez construida, la aplicaremos a otras personas, semejantes a
las anteriores, de las que s6lo conoceremos sus puntuaciones en el test de aptitud.

Dada la semejanza entre los dos grupos de personas, es de esperar que la recta
de regresién que fue éptima en reducir los errores cuadraticos respecto al primer
grupo, serd, también, razonablemente buena en reducir los errores cuadriticos
respecto al segundo.

Expuestas estas consideraciones previas, veamos cual es la recta de regresion
de Y sobre X.
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a) Expresada en puntuaciones directas
Comenzamos con la ecuacion
Y'=A + BX (1.1

Nuestro propdsito es determinar 4 y B, de modo que ¢ = X (¥ — Y’).2 =
= X (Y — A — BX)? sea minima. Segun se demuestra en Cilculo, ello equivale
a resolver las dos ecuaciones

¢ _ o9 _ o o
aa- % "0 donde o4 7 B

son las derivadas parciales de ¢ respecto a 4 y a B. Es decir,

2
az(y‘@j_BX) = 2T (Y—4—-BX)=0

0T (Y — A — BX)?
0B

= 23(Y—A—BX)X =0

0O, lo que es equivalente,

2(Y—A - BX)=0, dedonde, ZY=nd+BZXZX (11.2)
S(Y—A—-BX)X =0, dedonde, ZXY=AXX+ BEX* (11.3)

Las ecuaciones (11.2) y (11.3) suelen ser llamadas normales. Ellas nos permi-
ten despejar A y B. En efecto, dividiendo (11.2) por » nos queda

Y =4+ BX (11.4)

de donde ~ .
A=Y — BX (11.5)

Multiplicando (11.4) por nX y restando de (11.3) nos queda,

TXY —nXY = (AXX + B X?) — (4nX + BnX?) =
= AZ X — nX) + B(Z X* — nX?) =
=0+ BZX? — nX?)

Por tanto,

BzEXY——n)?Y

—nAr (11.6)
TX:—nX?
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EXTY

ZXY = TXY -ZXZY
n n n -
B = = 11.7
2X2—n(H>2 nZX*— (ZXy (L7
n

En resumen,
A=Y - BX (11.5)
nXXY —XZXZY

B="rsx _  X)? (1L.7)

Teniendo en cuenta (11.1) y (11.5),
Y = A+ BX = (Y - BX) + BX (11.8)

Esta es la recta de regresién de Y sobre X expresada en puntuaciones direc-
tas, con B dada por (11.7)
De (11.8) se infieren inmediatamente las siguientes consecuencias:

1)
S, Y o T e oo
= (-t + B2 v _BriBU=7¥ (11.9)
n n

Es decir, son iguales la media de las puntuaciones directas pronosticadas, Y,
y la media de las puntuaciones directas obtenidas, Y.

2) 2 =B = (teniendo en cuenta (11.8) y 6.3.4.a)

X

s o §2 = (teniendo en cuenta 11.6)

— TX-X)Y-T) 22_ Zxyl?, NryySxSy 22 2 2
[ T(X—-X)7? 5= ns? = _”T Sx = FeySy (11.10)

Es decir, la varianza de las puntuaciones directas pronosticadas, sZ, es igual
0 menor que la varianza de las puntuaciones directas obtenidas, 57, pues rZ, < 1.

3) Sustituyendo X por X en (11.8),

B [ZXY— nif]z )

Y = (V- BX)+ BX =¥ (11.11)

Es decir, 1a_re<_:ta de regresion de Y sobre X, en puntuaciones directas, pasa
por el punto (X, Y). (Lo mismo sucede con la recta de regresién de X sobre Y.)
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b) Expresada en puntuaciones diferenciales

Comenzamos con la ecuacion

y =a+ bx (11.12)

. . , )

Nuestro propésito es determinar ¢ y & de modo que X (y —y Y=S(y—a— b’f)

sea minima. Seglin un razonamiento andlogo al seguido en el caso de puntuacio-
nes directas, llegamos a las dos ecuaciones normales

S(y —a— bx)=0, dedonde, Sy=na+bZx (11.13)
2 (y —a— bx)x =0, dedonde, Sxy=aXx+bEx* (11.14)

Ahora bien, £ x = £ y = 0. Por consiguiente, las dos ecuaciones normales
quedan reducidas a

0=na+0, dedonde, na=0, a=0

zXx
Txy =bXx?  dedonde, - E}%

En conclusién,
a= (11.15)
= >z (11.16)

T x?
= My SxSy _ Sy 11.17)
ns? Py Sy (
Notese que

b_Exy:E(X—X)(Y—Y)_EXY—nXY=B (1L18)

T x? TX-X? @ TX-nX?

En otras palabras, la recta de regresion en puntuaciones directas y la recta de
regresion en puntuaciones diferenciales tienen la misma pendiente, son paralelas.
Teniendo en cuenta (11.12) y (11.15),

y' = bx (11.19)

Esta es la recta de regresién de Y sobre X expresada en puntuaciones diferen-

ciales, con b dada por (11.16) u (11.17).
De (11.19) se infieren inmediatamente las siguientes consecuencias:
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-1
y—.___
n n

1) ,
LV _pEX_ (11.20)

Es decir, son iguales (valiendo ambas cero) la media de las puntuaciones di-
ferenciales pronosticadas, j’, y la media de las puntuaciones diferenciales obteni-
das, j.

2) 52 = b*s? (teniendo en cuenta (11.19) y 6.3.4.q0
y X y
2
= rfcys—gsf‘ (teniendo en cuenta (11.17))
Sx
-2 52 (11.21)

Es decir, llegamos al mismo resultado conseguido en (11.10).

3) Sustituyendo x por & = 0 en (11.19),

y =0 (11.22)

«

Es decir, la recta de regresion de Y sobre X, en puntuaciones diferenciales,
pasa por el origen (X = 0, y = 0). (Lo mismo sucede con la recta de regresién
de X sobre Y.)

c) Expresada en puntuaciones tipicas

Comenzamos con la ecuacion
z, = a* + b¥z, (11.23)

Nuestro propdsito es determinar ¢* y b* de modo que X (z, — z;)* =
= X (z, — a* — b*z,)* sea minima. Segun un razonamiento andlogo al seguido
en el caso de puntuaciones directas llegamos a las dos ecuaciones normales

X (z, —a* — b*z,) =0, de donde, Xz, =na* +b*X z, (11.24)

Z(zy, —a* — b*z,)z, =0, dedonde, ZXz.z, =a*Xz +b*T 22 (11.25)

y

Ahora bien, Xz, = X z, =0, Z z2 = n. Por consiguiente, las dos ecuaciones
normales quedan reducidas a
0 =mna*+0, dedonde, na*=0, a*=0

X z.z, = b*n, de donde, b* =X z.z/n= Fey
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En conclusion,
a* =0 (11.26)
b* =r,, (11.27)
Teniendo en cuenta (11.23), (11.26) y (11.27),

Zy = IyZ (11.28)

Esta es la recta de regresion de Y sobre X expresada en puntuaciones tipicas.

De (11.28) se infieren inmediatamente las siguientes consecuencias:

1)
X~ () (11.29)

Es decir, son iguales (valiendo ambas cero) la media de las puntuaciones tipi-
cas pronosticadas, Z,, y la media de las puntuaciones tipicas obtenidas, Z,.

2)
S = st (teniendo en cuenta (11.28) y 6.3.4a)
s5o=7rZ (teniendo en cuenta 8.2.5) (11.30)

Es decir, la varianza de las puntuaciones tipicas pronosticadas es igual o menor
que 1. Esto significa que las puntuaciones z; no cumplen con una de las propie-
dades esenciales de las puntuaciones tipicas, a saber, que su varianza vale nece-
sariamente 1. Por esta razon, estas puntuaciones z, deberian ser llamadas «pseudo-
tipicas» en vez de tipicas.

3) Sustituyendo z, por z, = 0 en (11.28),
z, =0

O sea, la recta de regresion de Y sobre X, en puntuaciones pseudotipicas pasa
por el origen (z, = 0, Z, = 0). (Lo mismo sucede con la recta de regresién de X
sobre Y.)

Eyempro 11.1.  Comenzaremos introduciendo un miniejemplo que ayude al lec-
tor a comprender mejor la aplicacion de las férmulas anteriores. Después, ofre-
ceremos otro ejemplo algo mas largo con unos datos obtenidos en la vida real.

Supongamos cinco personas con puntuaciones en una variable predictora (X)
y en un criterio (Y), segun la tabla 11.1. (De acuerdo con la costumbre seguida
anteriormente, (X — X) = x, ¢ (Y — V) = y.)
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TABLA 11.1

X Y x* Y* XY x y x Y oxy oz zy  zyz, Y’ y' !

L8]

3 9 9 8 27 -1 0 1 0 0 -05 0,0 0,00 705 —195 -0325
5 12 25 144 60 1 3 1 9 3 0,5 0,5 025 10,95 1,95 0,325
4 0 16 0 0 0 -9 0 8 0 0,0 —1,5 0,00 9,00 0,00 0,000
7 18 49 324 126 3 9 9 81 27 1,5 L5 225 14,85 5,85 0,975
1 6 1 36 6 -3 -3 9 9 9 —-15 —-05 0,75 3,15 ~-585 —0,975

20 45 100 585 219 0 0 20 180 39 0,0 00 3,25 45,00 0,00 0,000

X=%F=4 V=29 s5,=/205=2, s, = /1805 = 6, rxy=L;§:0,65

a) Recta de regresion a partir de puntuaciones directas

Segin (11.7):

_ (5)219) — 20)45) _ 195 _
© (5)(100) — (202 100

1,95

Segun (11.5):
A=9—-(1,954)=9 — 7,80 = 1,20
Por consiguiente,
Y/ = 1,20 + 1,95 X, segiin (11.8).
Aplicando esta ecuacion a las cinco puntuaciones directas en X (3,5 4,17, 1),
obtenemos la columna encabezada por Y’ en la tabla 11.1.

Notese como Y =X Y =45, 0, ¥ = 7' =9,

b) Recta de regresion a partir de puntuaciones diferenciales

Segun (11.16):

Segin (11.17):

Segin (11.15):
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Por consiguiente,
y! =195 x;, segun (11.19).

Aplicando esta ecuacion a los cinco puntos diferencialesen X (—1, 1,0, 3, —3),
obtenemos la columna encabezada por y’ en la tabla 12.1.

Nétese como Ly =2y ' =0,0 y =3y =0.
c) Recta de regresién a partir de puntuaciones tipicas

Segun (11.27):

b* = 0,65
Segtn (11.26):
at* =90
Por consiguiente,
z, = 0,65 z,, seglin (11.28).

Aplicando esta ecuacién a las cinco puntuaciones tipicas en X ( —0,5; 0,5; 0,0;
1,5; —1,5), obtenemos la columna encabezada por z; en la tabla 11.1.

Nétese como Tz, = 2z, =0, o, Z, =2 =0.

La representacién grafica de las tres rectas de regresion anteriores es la si-
guiente:
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Esempro 11.2. La tabla 11.2 nos presenta las puntuaciones obtenidas por 22 XY = (2)(4.3) + (20)(7,5) + - -+ + (16)(4,3) = 2.217,8

alumnos de Ensefianza General Basica de la ciudad de Oviedo en un test de ra- 5’ (22)(5.972) — (350)2
zonamiento abstracto, X, y las notas alcanzadas por los mismos en rendimiento : S = 177 4,2843
escolar, Y, a fin de curso (promedio de sus calificaciones en todas las materias
cursadas). Los datos han sido ofrecidos por M. C. Garcia Méndez. (22)(871,62) — (133,6)2
5, = \/ 037 = 1,6556
TABLA 11.2 ey = (22)(2.217,8) — (350)(133,6) — 0.5918
; V(22)(5.972) — (350)% \/(22)(871,62) — (133,6)
X Y Y’ vy z,
2 43 2,8917 —3,1810 -1,9214
20 7,5 7,0083 0,9356 0,5651 . " . .
9 50 51787 _0.8940 —0,5400 a) Recta de regresion a partir de puntuaciones directas
21 6,9 7,2370 1,1643 0,7032 . )
19 52 6,7796 0,7069 0,4270 Segun (11.7):
17 4.4 6,3222 0,2495 0,1507 !
14 63 56361  —04366  —0,2637 p = 22)22178) — (350)(133,6) _ 0,287
13 5,6 54074  —0,6653  —0,4018 , (22)(5.972) ~ (350)?
21 8,7 7,2370 1,1643 0,7032 ; Segun (11.5):
19 7,6 6,7796 0,7069 0,4270 ; A = 6,0727 — (0,2287)(15,9091) = 2,4343
14 7,0 5,6361 -0,4366 —0,2637 ':
20 9,2 7,0083 0,9356 0,5651 Por consiguiente,
16 6,5 6,0935 0,0208 0,0126
17 6,3 6,3222 0,2495 0,1507 o
18 8,8 6,5508 0,4782 0,2888 Yi = 24343 + 0,2287 X,
21 7,9 7,2370 1,1643 0,7032 B B
11 5,0 4,9500 —1,1227 —0,6781 Notese como en la tabla 112 XY, =% Y! = 133,6
17 472 6,3222 0,2495 0,1507
16 4,1 6,0935 0,0208 0,0126
13 5,2 5,4074 —0,6653 —0,4018 b) Recta de regresion a partir de puntuaciones diferenciales
13 3,6 5,4074 —0,6653 —0,4018 : .
16 43 0,0208 0,0208 0,0126 Segtin (11.18):
350 133,6 133,5996 0,0002 0,0002 Segtin (11.15): b 2287
B a=20
Por consiguiente,
TX=24204 + 16 = 350 i = 02287 x,
_ 350 ! . .
X = o = 15,9091 : Notese como en la tabla 11.2 £ y/ = 0,0002 ~ 0,000.
ZY=43+754+" - +43=1336 : c) Recta de regresion a partiv de puntuaciones tipicas
_ 133,6 ~ ,
p = 1338 ¢ o707 : Segtn (11.27):
22 b* = 10,5918
X2 = (2" + (2002 + - + (16)2 = 5972 ; Segliin (11.26):
H a* — 0

Y2 = (@372 + (1,5 + - + (4,3)2 = 871,62
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Por consiguiente,
z, = 0,5918 z,

Noétese codmo en la tabla 11.2 X z{ = 0,0002 ~ 0,000.

11.4. Ecuaciones de las rectas de regresion de X sobre Y, segun
el criterio de minimos cuadrados

Junto a las ecuaciones de regresion de Y sobre X, tenemos las ecuaciones de
regresion de X sobre Y. Mediante ellas intentamos pronosticar X a partir de Y.
Para ello nos valemos de una recta que haga minima la expresion T (X; — X/)%.

De acuerdo con un razonamiento andlogo al seguido en el caso de las rectas
de regresion de Y sobre X, es facil demostrar que ahora es:

a) Expresada en puntuaciones directas

4=2X - BY (11.31)
B:nZYX—ZYZX 1
nx YZ _ (2 Y)2 ( -32)

b) Expresada en puntuaciones diferenciales

a=20 (11.33)
b= 2z yx
T3 (11.34)
S
b=r., =
vy (11.35)

y

c) Expresada en puntuaciones tipicas

a* =0 (11.36)
b* =y, (11.37)

EjempLo 11.3. Apliquemos estas ecuaciones a los datos del ejemplo 11.1.
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a) Expresada en puntuaciones directas

Segun (11.32):

_ (5)219) — 20O)@5) _ 195 _ 5169

(5)(585) — (45> 900

Segin (11.31):
A =4 — (0,2167)(9) = 2,0497

Por consiguiente,
X! = 2,0497 + 0,2167 Y;

b) Expresada en puntuaciones diferenciales

Segun (11.34):

39
= —— = (,2167
b 180 ’
Segin (11.33):
a=10
Por consiguiente,
x; = 0,2167 y;

c) Expresada en puntuaciones tipicas

Segtin (11.37):

b* = 0,65
Segtn (11.36):

a* =0
Por consiguiente,

z; = 0,65 z,

Las ecuaciones anteriores dan lugar a los siguientes valores pronosticados:

Puntuaciones directas pronosticadas: 4, 4,65, 2,05, 5,95, 3,35
Puntuaciones diferenciales pronosticadas: 0, 0,65, —1,95 195  —0,65
Puntuaciones pseudotipicas pronosticadas: 0, 0,325, —0,975, 0,975, —0,325

En adelante, hablaremos s6lo de ecuaciones de regresion de Y sobre X. Con
ellas podemos resolver los problemas que se nos presenten. Basta con llamar X a
la variable que hara oficio de predictora y llamar Y a la que hard oficio de crite-
rio, es decir, a la que serd pronosticada a partir de la predictora. Por ejemplo, si
intentamos pronosticar el peso a partir de la altura, llamaremos X a la altura e
Y al peso. Pero si intentamos pronosticar la altura a partir del peso, llamaremos X
al peso e Y a la altura.
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11.5. Aplicacion de las rectas de regresion

Una vez construidas las rectas de regresion, las podemos aplicar a otras perso-
nas con tal que sean semejantes a aquellas con las que las hemos construido. En
realidad, suponemos que tanto el grupo con el que hemos construido las rectas,
como el grupo al que se las aplicamos no son mds que dos muestras de la misma
poblacidn.

Sea X un test de aptitud y sea Y el aprovechamiento escolar o notas en el exa-
men de fin de curso. Supongamos que para las personas del grupo primero (me-
diante las cuales construimos las rectas) X = 25, ¥ = 35,5, = 4, s, = 6,r,, = 0,80.
No olvidemos que de este primer grupo de personas conocemos sus puntuacio-
nes en Xy en Y. A partir de estos datos tendremos las siguientes ecuaciones de
regresion:

Y =5+ (12)X (11.38)
y=012)x (11.39)
z, = (0,80) z, (11.40)

Un nuevo alumno (semejante a los primeros) hace el test de aptitud y obtiene
una puntuacién directa igual a 30. ;Qué puntuacion directa, diferencial y tipica
le pronosticaremos como nota de fin de curso?

Aplicando (11.38), 5 + (1,2)(30) = 5 + 36 = 41. Es decir, le pronosticaremos la
puntuacién directa 41.

Para el pronodstico de su puntuacion diferencial podemos seguir dos caminos:

1) Transformar su puntuacion directa pronosticada en diferencial. Es decir,
Y -V =Y ¥ =41 -35=6.

2) Obtener su puntuacién diferencial en X y aplicar (11.39) a esta puntuacién
diferencial. Es decir, x = X — X =30 — 25 = 5; y' = (1,2)(5) = 6. Como se ve

llegamos al mismo resultado que antes.

Para el pronéstico de su puntuacién «pseudotipica» podemos seguir dos ca-
minos:

1) Transformar su puntuacion directa o diferencial pronosticada en «pseudo-
tipica». Es decir, (Y' — Y)/s, = y'/s, = (41 — 35)/6 = 6/6 = 1.

2) Obtener su puntuacion tipica en X'y aplicar (11.40) a esta puntuacion tipica.
Es decir, z,= (X — X)/s, = x/s, = (30 — 25)/4 = 5/4 = 1,25; z, = (0,80)(1,25) = 1.
Como se ve, llegamos al mismo resultado que antes.

Evidentemente, este nuevo alumno no pertenece al grupo primero mediante
el cual hemos calculado X, Y, s,, s,. Sin embargo, podemos referir sus puntua-
ciones directas a esas medias y desviaciones tipicas (para calcular sus puntuacio-
nes diferenciales y tipicas) porque suponemos que pertenece a la misma pobla-
cién a la que pertenecia el grupo primero.
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Nora 1.
Las puntuaciones diferenciales y tipicas no son mds que las directas sometidas

a ciertas condiciones restrictivas. Por tanto, las relaciones validas entre las direc-

tas, seran, también, validas entre las diferenciales y tipicas, con tal que impon-
gamos a las directas las restricciones requeridas. '

Ahora bien, introducir puntuaciones diferenciales equivale a imponer X x =
=Xy = % = j = 0. Consiguientemente, (11.5) y (11.7) quedardn convertidas en

nZxy — (0)0) Zxy
B = 2 Pl 2
nZx* — (0) zx
que no son mas que (11.15) y (11.16), respectivamente.
A su vez, introducir puntuaciones tipicas equivale a imponer 2z, = X z, =
=3, =2,=0, Xz =n, Xz, = nr,, Consiguientemente, (11.5) y (11.7) que-
daran convertidas en

A=0+ (B)0)=0 y

B _n¥zz — 0)0)  Xzez _
A=0+B)0)=0 y B= (m)(n) — (0? ~  =n ®

que no son mas que (11.26) y (11.27), respectivamente.

Nota 2.
Segun (11.12), (11.15) y (11.17)
S

L— e
y_rxy X
Sx

Dividiendo ambos miembros por s,, nos queda

’

Ahora bien, z, = r,,z,, segin (11.28). Por tanto, z, = . Esta igualdad nos

SJ’
vuelve a recordar algo que ya conociamos, a saber, que z;, no es auténtica puntua-
cioén tipica, por ser cociente entre una puntuacion diferencial pronosticada (y')
y la desviacion tipica de las puntuaciones obtenidas (s,). Es decir, las puntuacio-
nes z, son puntuaciones pseudotipicas y no puntuaciones auténticamente tipicas.

11.6. Resumen: Definiciones y férmulas

Recta de regresion de Y sobre X: recta que nos permite hacer prondsticos en
la variable Y a partir de las puntuaciones obtenidas en la variable X.
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Ecuacién de la recta de regresion de Y sobre X:

a) Expresada en puntuaciones directas

Y = A4+ BX

donde
A=Y — BX
B_nZXY—EXZY

nEX? - (TX)P

b) Expresada en puntuaciones diferenciales

y =a+ bx
donde
a=0
b:ny
T x?
S
b=rxy?:

c) Expresada en puntuaciones tipicas

ok *
z, = a* + b*z,

donde
a* =0

*
b* = ry,

APENDICE

A.1. Introduccion

Hasta ahora hemos presentado lineas de regresion de la forma Y’ = a + bX,
es decir, en las que era lineal la relacidn entre X e Y. Existen, sin embargo, en Psico-
logia situaciones en las que no es el mas adecuado este tipo de funcion lineal. Vamos
ahora a presentar otras funciones no lineales de aplicacion en las investigaciones
psicoldgicas. En todos los casos siguientes nos valdremos del principio de minimos
cuadrados.
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A.2. Funcién cuadratica, Y' =a + bX + cX?

De acuerdo con el principio de minimos cuadrados, derivaremos ¢ = Z (¥ —
— Y2 =X (Y —a— bX — cX?)* respecto a a, b y ¢, y anulando estas deri-
vadas, obtendremos las tres ecuaciones pormales siguientes:

?=—2Z(Yfa—bX—cX2) =0, de donde, TY=na+bETX+cXX?
a

%%:—22(Y—a—bX—cX2)X ~0, dedonde, TXY=aZX+bEX*+cTX?

g—¢=422(Y—a—bX—CX2)X2 =0, dedonde, TX*Y=aXX?+bTX>+cXX*
c

Despejando a, b y ¢ en las tres ecuaciones anteriores, podemos determinar la
ecuacion Y’ = a + bX + cX*.

EjempLO 11.4. Comenzamos con un miniejemplo que aclare la tictica a se-
guir. Luego propondremos otro extraido de la literatura psicoldgica.

Construyamos la ecuacion cuadritica Y’ = a + bX + cX? a partir de los
datos siguientes:

TABLA 11.3
Funcién cuadrdtica Funcion lineal
2 3 4 2
X ¥ XX X XY XNy yy (YR Y (Y=Y (Y - VP
000 0 0 0 0 |05 =05 025 |2 8 b4
: : : i1 i1 121
: 8 3 9
0 0 |05 025 | o = .
01 0 0 0 : 0.5 : 1 11 121
12 10 100
11 2 2 |20 00 Z 7 =
L : : 0014 i1 121
16 5 25
4 6 2 4 o |1 3
2 1 8 w00 o =T -
198
34 5 9 17 4 6 |40 00 050 | 4 0 3716364

Las tres ecuaciones normales.seran:

Multiplicando (I) por 3 y restando (11I) de (3)(I), nos
queda: 6 = 7a — 2c.

Multiplicando (I) por 5, (IT) por 3 y restando (3)(II)

de (5)(I), nos queda: 8 = lla — 2c.

() 4=4a+ 3b+ 5¢
(I1) 4 = 3a + 5b + 9¢
(III) 6 = 5a + 9 + 17c
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De aqui se deduce inmediatamente, a = 0,5, ¢ = —1,25. Sustituyendo estos
valores de a y ¢ en (I) deducimos b = 2,75.
Por consiguiente, la ecuacion buscada es la siguiente:

Y'=0,5+ 275X — 1,25 x?

Sustituyendo en esta ecuacién los valores (0, 0, 1, 2) de X, obtenemos los pro-
nésticos (0,5, 0,5, 2, 1).

La correspondiente suma de errores cuadraticos vale 0,50. (Véase tabla 11.3.)

Calculemos ahora, para estos mismos datos, la ecuacion Y' = a + bX:

_ @@ -39 _ 4 a—1_3_8
@6 - 6F 1 1
’ — —8._ i
Por tanto, Y' = 1 + 1 X

Sustituyendo en esta ecuacién los valores (0, 0, 1, 2) de X, obtenemos los pro-
ndsticos (8/11, 8/11, 12/11, 16/11).
La correspondiente suma de errores cuadraticos vale 1,6364. (Véase tabla 11.3.)

| —
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Como se ve, es mucho mayor la suma de errores cuadraticos obter}ida median-
te la funcion lineal, que la obtenida mediante la funcién cuadratica. Esta se apro-
xima mejor que la funcién lineal a los cuatro puntos dados. Esta aproximacion
puede ser observada en la figura de la pagina anterior.

EyempLo 11.5. Kitterle y Helson (1972) llevaron a cabo un experimento para
probar que el tiempo de reaccion ante un estimulo luminoso es funcién cuadra-
tica del intervalo de tiempo transcurrido entre la aparicion de ese estimulo y la
aparicion de otro estimulo perturbador, también luminoso. En la columna X de
la tabla 11.4 tenemos, en centisegundos, el tiempo transcurrido entre la aparicion
del primer estimulo y la aparicién del estimulo perturbador; en la columna Y se
encuentran los tiempos de reaccion correspondientes.

TABLA 11.4
Cuadrdt. Lineal
X Y Y’ Y’
2 17,3 17,4000 17,9182
4 17,7 17,6836 17,8564
6 17,9 17,8808 17,7945

8 18,2 17,9916 17,7327
10 18,2 18,0160 17,6709
12 17,6 17,9540 17,6091
14 17,8 17,8056 17,5473
16 17,5 17,5708 17,4855
18 17,3 17,2496 17,4236
20 16,9 16,8420 17,3618

110 1764 176,3940 176,4000

El lector puede comprobar cémo:
TX?=1.540, £ X3=24200, ¥ X*=405.328, TXY=1.93020, ZX?Y=26.850
Las tres ecuaciones normales seran:

176,4 = 10a + 11056 + 1.540 ¢
1.930,20 = 110a + 1.540 b + 24.200 ¢
26.850 = 1.540 a + 24.200 b + 405.328 ¢

De aqui se deduce,

a=17,03, b =02066, c= —0,0108
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Por consiguiente, la ecuacién cuadratica buscada es la siguiente:

Y' = 17,03 + 0,2066 X — 0,0108 X

Sustituyendo en esta ecuacion los valores (2, 4, ..., 20) de X, obtenemos
los pronésticos (17,4000, 17,6836, ..., 16,8420). (Véase tabla 11.4.)

La correspondiente suma de errores cuadraticos, X (Y — Y')?, vale 0,2242,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.4.

Calculemos ahora, para estos mismos datos, la ecuacion Y’ = a + bX.

(10)(1.930,20) — (110)(176,4) _

=T (10)(1.540) — (1102 —0,0309
a = 17,64 — (—0,0309)(11) = 17,98
Por tanto,
Y’ =17,98 — 0,0309 X
Sustituyendo en esta ecuacion los valores 2, 4, ..., 20) de X, obtenemos
los prondsticos (17,9182, 17,8564, ..., 17,3618). (Véase tabla 11.4.)

La correspondiente suma de errores cuadréticos, X (Y — Y')?, vale 1,209,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.4.

Como se ve, es bastante mayor la suma de errores cuadraticos obtenida me-
diante la funcién lineal que la obtenida mediante la funcién cuadratica. Esta se
aproxima mejor que la funcién lineal a los diez puntos dados.

A.3. Funcién potencial: ¥’ = aX’

Es claro que, tomando logaritmos, la ecuacién Y = aX® se transforma en
log Y = loga + blog X, ecuacion lineal en log X' y log Y. Mediante esta ulti-
ma ecuacién, podemos determinar log a, y b, siguiendo la tactica adoptada al tratar
de las rectas de regresion. Una vez calculado log a, basta con encontrar su anti-

logaritmo, para determinar a.

EsempLo 11.6. Calculemos a y b, en la ecuacién Y’ = aX” a partir de la tabla
siguiente:
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TABLA 11.5
F. potencial  F. lineal
‘X Y log X log Y (log X)* (log X)(log Y) Y’ Y’
1 0,2 0,0000 —0,6990 0,0000 0,0000 0,1935 —3,28
2 L,5 0,3010 0,1761 0,0906 0,0530 1,5568 2,83
3 50 04771 0,6990 0,2276 0,3335 5,2718 8,94
4 13,0 0,6021 1,1139 0,3625 0,6707 12,5256 15,05
5 250 0,6990 1,3979  0,4886 0,9771 24,5088 21,16
15 44,7 2,0792 2,6879 1,1693 2,0343 44,0565 44,70

_(5)(2,0343) — (2,0792)(2,6879) _
b= (5)(1,1693) — (2,092 3,0082

— (3,0082) 5 = —0,7133

2,6879 2,0792
loga = —5

a = antilog (—0,7133) = 0,1935

Por consiguiente, la ecuacidn potencial buscada es:
Y’ = (0,1935) x3:0082,

Sustituyendo en esta ecuacion los valores (1, 2, 3, 4, 5) de X, obtenemos los
pronosticos expuestos en la tabla 11.5 (0,1935, 1,5568, ...).

La correspondiente suma de errores cuadraticos, T (Y — Y')?, vale 0,5435,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.5.

Calculemos ahora, para los datos directosen X y en Y, laecuacion Y’ = a + bX.

De la tabla 11.5 se deduce:

TX=15 ZTY =447 T X*>=155 TXY=1952
Por tanto,

_ (5)(195,2) — (15)(44,7) — 611
(5)55) — s 77

447 15
= —2- —(6,11)— = —9,39
a 5 ( ) 5 9

Consiguientemente,
Y'=-939 + 611X

Sustituyendo en esta ecuacion los valores (1, 2, 3, 4, 5) de X, obtenemos los
pronodsticos expuestos en la tabla 11.5 (—3,28, 2,83, ...).
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La correspondiente suma de errores cuadraticos, X (Y — Y')?, vale 48,3510,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.5.

Como se ve, es enormemente superior la suma de errores cuadraticos obtenida
mediante la funcién lineal que la obtenida mediante la funcién potencial. Esta
se aproxima mucho mejor que la funcion lineal a los cinco puntos dados.

ErempLo 11.7. Amdn (1972) estudié los valores atribuidos a 16 frases acerca
del divorcio, teniendo en cuenta el método seguido en la evaluacién de las mismas.
A continuacion se exponen los valores atribuidos a dichas frases segun el método
de las comparaciones apareadas (decir cudl de las dos frases de cada par favorece
mas al divorcio) y segiin el método de la estimacion de razones (decir cudntas ve-
ces favorece mds al divorcio una frase del par que la otra). La variable X repre-
senta la estimacién de razones y la variable Y las comparaciones apareadas. Los
resultados obtenidos fueron los siguientes:

TABLA 11.6

F. potencial ~ F. lineal

X Y Y’ Y’
1,00 1,00 1,4747 2,1985
1,44 1,71 1,8078 2,3336
1,68 2,09 1,9703 2,4073
2,01 2,34 2,1779 2,5087
2,19 2,75 2,2848 2,5639
3,26 3,11 2,8532 2,8925
3,89 3,66 3,1491 3,0860
4,20 3,65 3,2869 3,1812
4,96 3,76 3,6069 3,4146
6,28 4,35 4,1149 3,8200
6,82 4,45 4,3090 3,9858
8,21 4,83 4,7793 4,4127
8,78 491 4,9619 4,5871
12,54 5,42 6,0548 5,7424
12,90 5,63 6,1513 5,8530
14,72 5,74 6,6219 6,4119
94,88 59,40 59,6047 59,3998

El lector puede comprobar cémo:

Y log X = 10,3155, Zlog Y = 8,4607

¥ (log X)* = 8,6290, X (log X)(log ) = 6,5597
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_ (16)(6,5597) — (10,3155)(8,4607)

= 0,5585
(16)(8,6290) — (10,3155)?
8,4607 10,3155
= 2 = 10,1687
log a % (0,5585) 16 0
a = antilog (0,1687) = 1,4747
Por consiguiente, la ecuacién potencial buséada es:
Y = 1,4747 X*3585
Sustituyendo en esta ecuacion los valores (1, 1,44, ..., 14,72) de X, obte-
nemos los prondsticos (1,4747, 1,8078, ..., 6,6219) expuestos en la tabla 11.6.

La correspondiente suma de errores cuadraticos, X (Y — Y')?, vale 2,5071,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.6.
Calculemos ahora, para los datos directos en X y en Y, la ecuacidn
Y =a+ bX
De la tabla 11.6 se deduce:

X =9488 TY =594 TX?=28535168, XXV =441,5728

Por tanto,

b — (16)(441,5728) — (94,88)(59,4)
T (16)(853,5168) — (94,88)?

= 0,3071

94,88

0,3071) — =
(0,3071)

L = 1,8914
16

Consiguientemente,

Y' = 1,8914 + 0,3071 X

Sustituyendo en esta ecuacién los valores (1, 1,44, ..., 14,72) de X, obtene-
mos los prondsticos (2,1985, 2,3336, ..., 6,4119).

La correspondiente suma de errores cuadriticos, X (¥ — Y')?, vale 4,0844,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.6.

Como se ve, es superior la suma de errores cuadrticos obtenida mediante
la funcién lineal, que la obtenida mediante la funcién potencial. Esta se aproxi-
ma mejor que la funcion lineal a los 16 puntos dados.
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A.4. Funcién exponencial; Y' =ab*

Es claro que, tomando logaritmos, la ecuacién Y = ab¥ se transforma en
log Y = loga + (log b) X, ecuacion lineal en X y log Y. Mediante esta ultima
ecuacién podemos determinar loga y log b, siguiendo la tdctica adoptada al tra-
tar de las rectas de regresion. Una vez calculados log a y log b, basta con encon-
trar sus antilogaritmos, para determinar a y b.

EempLo 11.8. Los datos siguientes, propuestos por Ebbinghaus, estin to-
mados de Lewis (1960). La variable X representa el numero de silabas sin sentido
que deben ser memorizadas. La variable Y representa el namero de repeticiones
necesarias para memorizarlas.

TABLA 11.7
F. exponenc. F. lineal
X Y X? logY XlogVY Y’ Y’
1,0 7 1,00 0,8451 0,8451 7,1267 4,5755
16,6 12 275,56 1,0792 17,9147 11,2505 12,5212

30,0 16 900,00  1,2041 36,1230 16,6532 19,3464
44,0 24 1.936,00 11,3802 60,7288 25,0869 26,4772
550 36 3.025,00 11,5563 85,5965 34,6150 32,0799

146,6 95 6.137,56 6,0649  201,2081 94,7323 95,0002

(5)(201,2081) — (146,6)(6,0649)
(5)(6.137,56) — (146,6)*

log b = = 0,012715, b = antilog (0,012715) = 1,0297

I

6,0649 146,6
loga = — - 0,012715

= 0,840176, a

antilog (0,840176) = 6,9211

Por tanto, la ecuacién exponencial buscada es:
Y’ = (6,9211)(1,0297)%
Sustituyendo en esta ecuacion los valores (1, 16,6, 30, 44, 55) de X, obtenemos
los prondsticos expuestos en la tabla 11.7 (7,1267, . ..).
La correspondiente suma de errores cuadriticos, T (Y — Y')?, vale 4,1042,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.7.

Calculemos ahora, para los datos directos en X y en Y, la ecuacién

Y'=a + bX
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De la tabla 11.7 se deduce:
T X =146,6, T Y =95 ZX?=6.137,56, Z XY =37222.
Por tanto,
_ 5)B.7222) = (1460005 _ 50034 4= 2 _ 050934 1490 _ 40662
(5)(6.137,56) — (146,6)* 5 5

Consiguientemente,

b

Y’ = 4,0662 + 0,50934 X

Sustituyendo en esta ecuacion los valores (1, 16,6, 30, 44, 55) de X, obtenemos
los pronésticos expuestos en la tabla 11.7 (4,5755, ...).

La correspondiente suma de errores cuadréticos, Z (Y — Y')?, vale 38,8519,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.7.

Como se ve, es mucho mayor la suma de errores cuadraticos obtenida median-
te la funcién lineal que la obtenida mediante la funcién exponencial. Esta se apro-
xima mucho mejor que la funcién lineal a los cinco puntos dados.

A.5. Funcién logaritmica: Y' =a + b log X

Como esta ecuacion es lineal en Y y en log X, seguiremos la tdctica adoptada
al tratar de las rectas de regresion.

EiempLo 11.9. Doce alumnos de la Universidad Complutense de Madrid,
aceptando como criterio un estimulo luminoso, L, evaluaron la intensidad lu-
minosa de otros respecto a L. La variable X representa la intensidad luminosa,
medida en unidades arbitrarias. La variable Y representa las estimaciones de di-
cha intensidad ofrecidas por los sujetos experimentales *.

TABLA 11.8

F. logarit.  F. lineal

X Y log X (log X¥ (log X)(Y) Y’ Y’
0,1 0,3 —1,0000 1,0000 —0,3000 0,1517 11,2236
0,4 4,5 —0,3979 0,1583 —1,7906 5,4380 11,2611
9,1 18,0 0,9590 0,9197 17,2620 17,3527 12,3495
18,2 19,7 1,2601 1,5879 24,8240 19,9958 13,4879
36,4 25,0 1,5611 2,4370 39,0275 22,6389 15,7647
145,5 26,0 2,1629 4,6781 56,2354 27,9226 29,4132
209,7 93,5 4,5452 10,7810 135,2583 93,4997 93,5000

_(6)(135,2583) — (4,5452)(93,5)
T (6)(10,7810) — (4,5452)

935 4,5452
B 6

= 8,7803, «a — 8,7803 = 8,9320

* Los datos han sido ofrecidos por L. Jdiiez.
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Por tanto, la ecuacién logaritmica buscada es:

Y’ = 8,9320 + 8,7803 log X

Sustituyendo en esta ecuacion los valores (0,1, 0,4, ...) de X, obtenemos los
prondsticos (0,1517, ...) expuestos en la tabla 11.8.

La correspondiente suma de errores cuadriticos, £ (Y — Y')?, vale 10,6795,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.8.

Calculemos ahora, para los datos directos en X y en Y, la ecuacién

Y =a + bX
De la tabla 11.8 se deduce:
TX =207 XY=0935 XX?=2290943 XY =521717

Por consiguiente,

- (6()6(;;2179;;)43‘) (_20(92’3363;’5) — 01251, a= %é — 0,1251 2096’7 = 112111
Consiguientemente,
Y' = 11,2111 + 0,1251 X
Sustituyendo en esta ecuacion los valores (0,1, 0,4, . ..) de X, obtenemos los

pronosticos (11,2236, .. .) expuestos en la tabla 11.8.

La correspondiente suma de errores cuadraticos, = (Y — Y')?, vale 332,4966,
como puede comprobar el lector a partir de la tabla 11.8.

Como se ve, es mucho mayor la suma de errores cuadraticos obtenida median-
te la funcién lineal que la obtenida mediante la funcién logaritmica. Esta se apro-
xima mucho mejor que la funcién lineal a los seis puntos dados.

EJERCICIOS

11.1.  Calcular las ecuaciones de regresién de Y sobre X y de X sobre Y, en pun-
tuaciones directas, diferenciales y (pseudo)tipicas, a partir de los datos conteni-
dos en el ejercicio 10.1 del capitulo anterior.

11.2. A partir de los datos: X (2, 8, 14, 6, 10) e Y (6, 10, 22, —2, 14), calcular las
puntuaciones directas (Y”’), diferenciales (y') y pseudotipicas (z;) pronosticadas
mediante las correspondientes rectas de regresién de Y sobre X.
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11.3. Sean X = 10, ¥ = 3X, s, = 2s,. Esto supuesto, ;qué puntuacién directa
se podria pronosticar, mediante la recta de regresion de ¥ sobre X, a una persona
con puntuacién directa igual a 5,

a) Si rxy = 15 b) Si rxy = 0, C) Si rxy = ——1‘7

11.4. Calcular la ecuacién de regresién de Y sobre X, en puntuaciones directas
y diferenciales, sabiendo que dicha recta debe hacer corresponder a X = 10,
Y =25y que X =20e ¥ =45.

11.5. Supongamos que la recta de regresion de Y sobre X hac;e corresponder
a las puntuaciones directas X; = 2y X, = —1,las puntuaciongs dlre_:ctas Yy =22
e Y, = —2,6, respectivamente. Suponiendo, ademads, que X + Y = 12, calcu-
lar cuanto valen X e 7'

11.6. Sabiendo que s, = 6, 5, = 5y s, = 3, calcular la recta de regresion de
Y sobre X, en puntuaciones diferenciales, suponiendo que es positiva la correla-

s

cién entre X e Y.

11.7. Suponiendo que X = 5, que ¥ = 10 y que y' = 0,8x, calcular la ecuacion
de regresién de Y sobre X, en puntuaciones directas.
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El coeficiente de correlacion de Pearson, 7,
y las rectas de regresion

12.1. r2, como indice de reduccion de error en los pronosticos

Vamos a considerar, en concreto, la recta de regresion de Y sobre X. Algo
analogo valdra para la recta de regresiéon de X sobre Y.

Y;
Y !

E}Y‘.AY‘/ Y’
!
~TI
Y,~Y<:

-

|

! -

X

Sea Y; la puntuacion directa obtenida por la persona i e Y/ la puntuacion
directa pronosticada a esa misma persona, mediante la recta de regresién de Y
sobre X. El error cuadrdtico cometido en ese prondstico individual valdra
(Y, — Y/)* y Z(Y; — Y/)* serd la suma de errores cuadréticos respecto a todas
las personas de la muestra. Por otra parte, la suma ¥ (Y — ¥)? queda descompuesta
en dos sumas de términos cuadraticos. En efecto,

SV -V =S[(Y—Y)+ (Y =N =S (Y- YP+I(¥Y - F? (121
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pues (Y — Y')(Y' — ¥) = 0, segiin se encargard de comprobar el lector en e}
ejercicio 12.6. .
(Y - V)

Ahora bien, — » que hemos designado por s2, es el error cuadréatico

medio, E2, cometido al atribuir a cada persona, como puntuacion, la media Y.

T(Y— Y)P

A su vez, s que designaremos por s>, es el E? cometido al atri-

n
buir a cada persona la puntuaciéon Y’ obtenida mediante la recta de regresidn.
T(Y-Y¥P Z(Y-VYy¢ IT(Y-Y)
n n n

signaremos por s2, no es mas que la diferencia entre el E2 cometido valiéndonos
de Yy el E2 cometido valiéndonos de Y'. En otras palabras, es aquella parte del
EZ2 que dejamos de cometer por el hecho de atribuir Y’ a cada persona en vez de
atribuirle Y.

Por consiguiente,

Finalmente, segiin (12.1),

> que de-

sy sy parte de E2 eliminada

m

sz 5% +s}, parte de EJ climinada + parte de EZ no eliminada

= proporcién de E2 eliminado

o, de otro modo, proporcién en que reducimos el E2Z primitivo, el que co-
metiamos valiéndonos de Y. Si, por ejemplo, ese cociente fuera igual a 0,65,
ello significaria que habiamos reducido el EZ en un 65 por 100, es decir, que,
valiéndonos de Y, sélo cometeriamos un 35 por 100 del que habriamos co-

metido valiéndonos de Y.
z xy\? 52 Sxy 2 §2
x*) 52 x
2
y

Pero,

52 _ y?n _ b2 % x2/n _ b2s?

2 2 2 2 2
Sy S5 Sy A A s
2 2
Sy Ky
_ Yy xy \_. .2
= Y= =2, (12.2)
Sy Sy Sy Sy

Por tanto, r2, no es mas que la proporcién en que ha sido reducido el error
cuadratico primitivo, el que habriamos cometido si nos hubi¢ramos valido de
Y como puntuacién pronosticada.

En conclusion,

2 2 2 2

53 -8 s

2 Y Yy yx _ _ yx

Fxy = §2 - 2 =1 2 (12.3)

y SY

Consideremos los dos casos extremos posibles: s7., = 0 (equivalente a s2 =s2)
2 ; 2 2

y 53 =0 (equivalente a s57., = 57).
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El primero nos indica que, valiéndonos de la recta de regresion, hemos eli-
minado o reducido por completo el EZ primitivo, el que habriamos cometido
atribuyendo ¥, como puntuacién en Y, a cada una de las personas de la muestra.
Ahora bien, si sZ, =0, entonces, segun (12.3), r2, = 1; luego a reduccion total
del E2, corresponde rfy = 1. Reciprocamente, si r,%y =], entonces, segun (12.3),
s2,=0; luego a 12 =1, corresponde reduccion total del Ej primitivo.

El segundo caso extremo nos indica que, valiéndonos de la recta de regresion,
no hemos reducido en nada el E que cometiamos atribuyendo ¥, como puntua-
cién en Y, a cada una de las personas de la muestra. Ahora bien, si sﬁ =0, en-
tonces, segun (12.3), rZ, = 0; luego a reduccién nula del E2 primitivo, correspon-
de r2, = 0. Reciprocamente, si r7, = 0, entonces, segin (12.3), s2 = 0; luego a
rZ, = 0, corresponde reduccién nula del E2 primitivo.

En conclusidn,

a rZ, = 1, corresponde reduccion total del EZ primitivo y reciprocamente.
a r2, = 0, corresponde reduccién nula del E} primitivo y reciprocamente.

El valor s, suele ser llamado error tipico de estimacion.
Teniendo en cuenta (12.3), nos queda

S = sy(1 ~17) (12.4)

Notese que para r,, = 0,20, hemos reducido el E2 primitivo en un 4 por 100
(0,20 = 0,04);y para r,, = 0,50, lo hemos reducido en un 25 por 100 (0,50% = 0,25).
En cambio, para r,, = 0,65, lo hemos reducido en un 42 por 100 (0,65% = 0,42);
y para r,, = 0,95, lo hemos reducido en un 90 por 100 (0,95? = 0,90). Es decir,
la diferencia en la proporcién de EZ reducido es mayor (0,90 — 0,42 = 0,48) en
el segundo caso que en el primero (0,25 — 0,04 = 0,21), a pesar de que en ambos
la diferencia entre las correspondientes correlaciones es la misma (0,95 — 0,65 =
= 0,50 — 0,20). En otras palabras, el paso de 0,20 a 0,50 no significa lo mismo
que el pasode 0,65 a 0,95, en cuanto a reduccion de E2.

De acuerdo con (12.2) vemos que, definiendo r,, como i%’ llegamos a r2, = %
Reciprocamente, vemos que, definiendo rZ, como i—yz', llegamos a r,, = S*L);y_ )
La definicién de rZ, como v %y
S? - E?(H (12.5)

=1- % (12.6)

tiene la ventaja de su paralelismo con la definicidon de otros coeficientes de corre-
lacion como indices de reduccidon de error. Unos diferiran de otros en diversos

aspectos accidentales, pero todos ellos coincidiran en ser indices de reduccién
de error.
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Como ejercicios (también se encuentran propuestos al final del capitulo), el
lector se encargard de probar que

Ty =Z(y—yP+2y? (12.7)
L2 =2%( —z) + 2z} (12.8)

EsempLo 12.1. Comprobemos las relaciones acabadas de exponer, recordan-
do la tabla 11.1 del ejemplo 11.1. Valiéndonos de esta tabla formemos la siguiente:

— PP = Y -v)= Y- ¥)P= | =P = 2
=7 22 Y’ ¥ z, ¢ ) 7, -z, ! ! | - 7,)? " E%
= ! =y —») =y — 1) =y
0 0,00 7.05 | —1,95 | -0,325 1,95 0,325 3,8025 0.105625 3.8025 0.105625
9 0,25 | 10,95 1,95 0,325 1,05 0,175 1,1025 0,030625 3.8025 0.105625
81 2,25 9,00 0,00 0,000 -9,00 —1,500 81,0000 2.250000 0.0000 0.000000
81 2,25 | 14,85 5,85 0,975 3,15 0,525 9.9225 0,275625 34,2225 0.950625
9 0,25 3,15 | —585]—0975 2,85 0,475 8,1225 0.225625 342225 0,950625
180 5,00 | 45,00 0,00 0,000 0,00 0,000 103,9500 2.887500 76.0500 2,112500

Comprobacién de (12.1):
(Y - Y2 +Z(Y —¥)?=10395+ 76,05 =180 = = (Y — ¥)?
Comprobacion de (12.7):
Z(y—y)P +Zy?=10395+ 76,05 = 180 = X y?
Segin vimos en el ejemplo 11.1, 12, = (0,65)* = 0,4225.*

Comprobacion de (12.2):

2,2 _ (76,05)/(5) 2
/52 = = 0,4225 = r2
W% = is0)/5) o
Comprobacién de (12.3):
= siyfsy =1~ AOISVE)_ ¢ 5775 = 0,4225 = 2,
(180)/(5)

* En el capitulo anterior, en (11.30) hemos visto que r2, = s}y. Ahora vemos comprobada esta
igualdad. En efecto,

S 2y o 2
= Zzl/n = 5.

2,1125
12, = 04225 = 220
5
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Comprobacién de (12.4):

180 103,95
21 —rd) = < (1 — 0,4225) = (36)(0,5775) = 20,79 = 5= 52

y.x

Comprobacion de (12.8):
2(z,— ) + 2z =28875 +2,1125 =5 = PES

Nota. A pesar de lo expuesto, es posible que 2, = 0, valiendo s2, = 0.
Esto sucederia si todos los puntos estuvieran situados sobre la recta de regresion
y ésta fuera paralela al eje OX. Ciertamente, 57, = 0. Ademas, s2 = 0. Por tan-
to, sy = 0 — 0 = 0. Consiguientemente, rZ, = s2/s> = 0/0, quedaria indetermi-
nado. Sin embargo, tiene sentido admitir r,, = 0, ya que en esta situacién, tanto
a puntuaciones altas como medias y bajas en X, corresponde una misma puntua-

cién, Y, en Yy, por tanto, la covariacion entre X e Y es nula.

12.2. r}, como indice de aproximacion de los puntos
a la recta de regresion

Hemos visto en el parrafo anterior que r2, = 1 — (Y — Y')*/Z (Y — V)~

pl
De aqui se deduce inmediatamente lo siguient)e:

a) Si todos los puntos (representantes de las puntuaciones obtenidas) se en-
cuentran sobre la recta de regresion de Y sobre X, entonces, ¥ = Y’ para toda
persona de la muestra. Por tanto, ¥ — Y’ = 0. Consiguientemente, 3 (¥ — Y2 =0,
Es decir, r2, = 1.

b) Sir, =1, entonces, = (¥ — ¥’')*> = 0. Ahora bien, como los » sumandos
son no negativos (por ser cuadraticos), si su suma es cero, quiere decir que cada
uno de ellos tiene que valer cero. Por consiguiente, ¥ — Y’ = 0, es decir, ¥ = Y’,
para toda persona de la muestra. En otras palabras, todos los puntos se encuen-
tran sobre la recta de regresiéon de Y sobre X.

En conclusidén:

Si todos los puntos se encuentran sobre la recta de regresion, re, =L

Si rZ, = 1, todos los puntos se encuentran sobre la recta de regresion.

Por consiguiente, r2, nos mide la aproximacién de los puntos a la recta de re-
gresion. Notese, por tanto, que lo que mide r,, es la aproximacién de los puntos
a una linea recta. Es posible que todos los puntos se encuentren exactamente sobre
una linea curva, que exista una relacion funcional (no lineal) perfecta entre X e Y
que nos permita pronosticar un valor exacto de Y para cada valor dado de X, y

que r,, valga cero. Recuérdese a este respecto el ejemplo propuesto en el aparta-
do 10.4.
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A pesar de lo acabado de exponer, si todos los puntos se encuentran sobre una
recta paralela al eje OX, r,, = 0. Vea el lector lo dicho sobre este caso particular
en la Nora del parrafo anterior.

12.3. r%, como proporcion de la varianza
de Y asociada a la variacion de X

La relacién Y = Y’ + (Y — Y’) es una pura identidad que puede ser inter-
pretada aceptando que la puntuacién directa obtenida es igual al prondstico (¥’)
mas el error en dicho prondstico (Y — Y').

Sabemos que Y’ = a + bX. Esto nos indica que Y’ depende, es funcién de,
estd asociada a, X. Mas concretamente, dado que a y b son dos constantes, valdra
1 el coeficiente de correlacidn de Pearson entre X ¢ Y’ (es decir, entre X y a + bX),
segin lo dicho en 10.2.3. 5. Puesto que Y’ = a + bX, si suponemos que ry, s po-
sitiva, a puntuacién baja en X, correspondera prondstico bajo en Y; a puntuacion
media en X, corresponderd prondstico medio en Y; a puntuacion alta en X, co-
rrespondera prondstico alto en Y. Ademas, siempre y solo cuando hay variacion
en la variable predictora X, la habra en el prondstico Y'. Todas las personas que
no difieran en X, tampoco diferirdn en Y'. A su vez, todas las personas que difieran
en X, diferiran, también, en Y.

Por el contrario, ¥ — Y’ no depende, no es funcidén de, no estd asociado a,
X. De hecho, ry,—,y = 0. A puntuacién baja en X, puede corresponder error
bajo, medio o alto en Y. A puntuacién media en X, puede corresponder error bajo,
medio o alto en Y. A puntuacién alta en X, puede corresponder error bajo, medio
o alto en Y. Como se ve en la figura adjunta, tanto entre las personas con X = X
(puntuacién baja en X), como entre las personas con X = X, (puntuacién media
en X), como entre las personas con X = X; (puntuacién alta en X), a unas les
corresponden errores grandes (a las que se alejen bastante de la recta de regresién),
a otras medios (a las que se alejan moderadamente de la misma), y a otras peque-
flos (a las que se alejan muy poco de dicha recta).
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Por otra parte, hay variacion en los errores, cuando no la hay en la variable
predictora, X. Es decir, a las personas con una misma puntuacién en X, les co-
rresponden, en general, distintos errores en los prondsticos (a unas, pequefios;
a otras, medios; y a otras, altos).

Sabemos, ademas, que

T(Y-Yy} I - )7)2+Z(Y—Y’)2

n R n
2 2 2
S,V = s.v' + Sy.x

En otras palabras, la varianza total de Y (s2) se descompone en dos partes adi-
tivas. Una, s, asociada a, dependiente de, explicada por, la variacién de X, ya
que Y’ estaba asociada a, dependia de, era explicada por, la variacion de X. Otra,
s2,, no asociada a, no dependiente de, no explicada por, la variacion de X, ya
que (Y — Y’) no estaba asociada a, no dependia de, no era explicada por, la va-
riacién de X.

Por estas razones, llamaremos a s} varianza asociada, y a 57, la llamaremos
varianza no asociada.

2 2 2
. 52, s2 52
Ahora bien, sabemos que 12, = %+ Pero, % = ——*——> dentro de este con-
S5 Sy Sy + Sy

texto, no es mas que la proporcién de varianza asociada (cociente entre la varianza
asociada y la varianza total de Y). Por tanto, rZ, representaré esa proporcion de va-
rianza asociada. Si, por ejemplo, ., = 0,70, diremos que 0,49 es la proporcion de
varianza asociada y que 0,51 es la proporcién de varianza no asociada. De otro
modo, diremos que el 49 por 100 de las diferencias individuales en Y esta asocia-
do, depende de, es explicado por, es atribuible a, las diferencias individuales en X
y que el 51 por 100 restante no estd asociado a, no depende de, no es explicado por,
no es atribuible a, las diferencias individuales en la variable predictora, X.

La idea de rZ, como proporcién de varianza asociada puede quedar aclarada
asi. Sea X un test de aptitud y sea Y el rendimiento a fin de curso. Este rendimien-
to depende de varios factores. Quien los posee en alto grado, obtiene puntuacio-
nes altas a fin de curso, quien los posee en bajo grado, obtiene puntuaciones bajas
a fin de curso. De estos factores, unos son tales que quien los posee en alto gra-
do, obtiene, también, puntuaciones altas en el test de aptitud y quien los posee en
bajo grado, obtiene, también, puntuaciones bajas en dicho test. En cambio, exis-
ten otros factores tales que quien los posee en alto grado (y obtiene altas puntua-
ciones a fin de curso), obtiene bien puntuaciones altas, bien medias, bien bajas
en el test de aptitud; sucediendo algo parecido con los que los poseen en bajo grado.
Por consiguiente, la varianza total del rendimiento escolar (es decir, la diferen-
ciacién de los alumnos en buenos y malos a fin de curso) queda descompuesta en
dos partes: una debida a los primeros factores (varianza asociada) y otra debida
a 'os segundos (varianza no asociada). La primera es debida a unos factores que
hacen variar, diferenciarse sisteméticamente, a los estudiantes en el test de aptitud
y en el rendimiento escolar. La segunda es debida a otros factores (profesor par-
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ticular, salud, motivacién, tiempo dedicable al estudio) que hacen diferenciarse
sistematicamente a los estudiantes en el rendimiento escolar, pero no en el test
de aptitud. No por poseerlos en alto grado se obtendran sistemdaticamente pun-

- tuaciones altas en el test de aptitud, ni por poseerlos en bajo grado se obtendran

necesariamente puntuaciones bajas. Naturalmente, a nosotros nos interesa en-
contrar tests cuya correlacion con el éxito escolar sea muy grande, es decir, que
sea muy grande la proporcion de varianza del éxito escolar que se encuentre aso-
ciada a la variacidn en los tests predictores.

: 2 2 .
Norta 1. Dado que sﬁ = sﬁ + si,x, necesariamente s, <s,. Por otra parte,

= 2. Consiguientemente, rZ, < 1. De donde, —1 < r,, < L. Asi vemos com-
s

probadzl de otro modo la propiedad —1 < r,, < 1.

Nota 2. Nétese que s, = /s2 + 57, # 5y + Sy.x- Es decir, la desviacion
tipica total de ¥ no es la suma de dos desviaciones tipicas, una asociada y otra no
asociada. De aqui que no podamos decir que r,, es la proporcion de desviacion
tipica asociada a la variacion de X.

Nota 3. Es claro que la correlacién entre puntuaciones obteni’das (») y pun-
tuaciones pronosticadas (y’) indicara la precision del pronostico. Este serd tanto
mds preciso, cuanto mayor sea dicha correlacién. Ahora bien, ry, = X yy'/ns,s, =
= Xy bx/ns,|b|s, = | xp|/ns.s, = |ry,|- Por tanto, |r,| aparece claramente como

indice de precision en el pronc’)stico.2 ,

L 55 K
NoTa 4. La definicién r}, = =% = 1 — ~%* nos puede ayudar a comprender
s
y y . .
cémo la variabilidad de las puntuaciones en dos variables correlacionadas influ-
ye en el valor del coeficiente de correlacion de Pearson entre dichas variables.
Consideremos el grupo siguiente, compuesto de diez observaciones y dividido
en dos subgrupos, cada uno de ellos compuesto de cinco observaciones.

X v subgrupo 1.°
) 0
rSubg. 1.0 8 5
5 4 ) 2,56
=120 1 064 =036
L6 7 ry= 1= =1-064=0
Grupo total 18 11 subgrupo 2.2
2 9 12,80 20
Subg 2.0 14 7 Si.x - —— = 2,56, S% = T B 4
16 13
2,56

15 10 = 1= 22 =1 - 0,64 =036
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grupo_total

, 130 _

25,6
=13

s‘ﬁ_x = 10 =256, s 0

2,56
12, =1- 3= 1 — 0,197 = 0,803

L~ Y =1+0,60X

e

—_ N W A s N 0 O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Grupo 1.0 Grupo 2.°

La recta dibujada es de regresion (de Y sobre X) tanto para cada uno de los dos
subgrupos, como para el grupo total. La situacién acabada de exponer es artificial,
pero bastante de acuerdo con lo que suele suceder en la realidad. El error cuadra-
tico medio cometido en los pronosticos mediante dicha recta, es el mismo (2,56)
en cada uno de los dos subgrupos y en el grupo total. En lo que difieren ambos
subgrupos es en la variabilidad o dispersion. Mientras que 52 = 4 en cada uno
delos dos subgrupos, s; = 13 en el grupo total. Ello hace que s2,/s? = 2,56/4 = 0,64
(para.cac.la subgrupo) sea mayor que s2,/s2 = 2,56/13 = 0,197 (para el grupo tota,xl).
Czon81gu1entemente, r2, =1 — 0,64 = 0,36 (para cada subgrupo) serd menor que
Fy =1 — 0,197 = 0,803 (para el grupo total).
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12.4. Resumen: Definiciones y formulas

@2 =221 " 27 . error cuadratico medio cometido al atribuir a cada perso-
na, como puntuacién, la media Y. (Bajo otro punto de vis-
ta, varianza total de Y.)

. error cuadratico medio que atin cometemos al atribuir a cada

n persona la puntuacién Y'. (Bajo otro punto de vista, varianza

de Y no asociada a la variacién de X.)
, T Ty - . . -
Sy = error cuadratico medio que dejamos de cometer al atribuir

a cada persona la puntuacion Y’. (Bajo otro punto de vista,
varianza de Y asociada a la variacién de X.)

EJERCICIOS

12.1. Sean by, y b,, las pendientes de la recta de regresion de Y sobre X' y de X
sobre Y, respectivamente. Demostrar que (b,,)(by,) = 2.
12.2. Demostrar que el coeficiente de correlacién de Pearson (al cuadrado) vale

1 entre las puntuaciones obtenidas en la variable predictora y las puntuaciones
pronosticadas en el criterio. En otras palabras, demuestre que ray = 1.

12.3. Demostrar que el coeficiente de correlacién de Pearson vale 0 entre las
puntuaciones obtenidas en la variable predictora y los errores cometidos en los
prondsticos. En otras palabras, demostrar que ry,—,) = 0.

12.4. Demostrar que el coeficiente de correlacion de Pearson vale 0 entre las
puntuaciones pronosticadas en el criterio y los errores cometidos en los pronds-
ticos. En otras palabras, demostrar que ry -,y = 0.

12.8. Demostrar que ¥ — Y' =y — y"

12.6. Demostrar que X (¥ — Y)Y’ — ¥) = 0.

12.7. Si y’ = (—=0.25)x, r,, tiene que ser negativa. Si ( ). No ( ).

12.8. Si en un grupo es y’ = 0,30x, y en otro grupo es y' = 0,20x, r, valdra ne-
cesariamente mas en el primer grupo que en el segundo. Si (). No ( ).
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12.9. Sabiendo que vale 5,76 el error cuadratico medio cometido al pronosti-
car las puntuaciones tipicas en un criterio, Y, a partir de las puntuaciones tipicas
en un test predictor, X, calcular la desviacidén tipica de Y, teniendo en cuenta el
cuadro adjunto.

12.10. Demostrar que TXy' =Z ¥Vx' =X X'y =3 Y'x = 1S5S,
12.11.  Demostrar que = Xx' = Z X'x’ = £ X'x = nr2,s2.
12.12. Demostrar que L Yy' =X Yy =X Y'y = mr2 2

xXy=y*

12.13. Supongamos:

a) X es un test de inteligencia numérica ¢ ¥ un examen de aritmética.

b) s, =4,5,=8.

¢) Valiéndonos de Y’ (puntuaciones pronosticadas mediante la recta de re-
gresion de Y sobre X) reducimos en un 56,25 por 100 el error cuadrati-
co medio que habriamos cometido valiéndonos de Y.

Bajo estas condiciones, poner los valores que faltan en el cuadro siguiente,
(Suponemos que las cinco puntuaciones diferenciales en X son valores enteros.)

12.14. Supongamos que la pendiente de la recta de regresiéon (en puntuaciones
directas) de Y sobre X vale 1/3, que z, = z, (para toda persona de la muestra),
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que X =4y que s, = 2. En este supuesto, poner las puntuaciones directas que
faltan en el cuadro adjunto.

12.15. Sea X un test de habilidad manual e Y la habilidad manual manifestada
en un oficio determinado. Sea 12,96 la parte de la varianza de los operarios en Y
que no estd asociada a su variacién en X. Calcular r,, teniendo en cuenta §1 cuadrp
adjunto y sabiendo que X xy = 96. (Suponemos que las cinco puntuaciones di-
ferenciales en X son valores enteros.)

x y
36 .
4 24
7,2

12.16. Demostrar que el cuadrado del coeficiente de correlacion de Pearson
entre las puntuaciones obtenidas en Y y los errores cometidos en los prondsticos,
mediante la recta de regresién de Y sobre X, es igual a 1 — rZ,. En otras palabras,

2
demostrar que r%,_,, =1 —r2,.

12.17. Comprobar cémo se verifica la anterior propiedad en el ejemplo siguiente:

PRV RN VRN N et
WO L= ~

—
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12.18. Calcular la pendiente de la recta de regresion de Y sobre X sabiendo que
"yy' = 0,6, 5’2‘ = 4 y S?.x = 10,24

12.19. Demostrar que £y =X (y —»)* + Zy"?
12.20. Demostrar que Lz2 = Z(z, — z,)> + Z z2.

12.21. Sabiendo que para cinco personas la pendiente de la recta de regresion
(en puntuaciones directas) de ¥ sobre X vale 0,2, s, vale 8 y 52, /s% vale 9/16, calcu-
lar el error cuadratico medio que atn seguimos cometiendo al valernos de dicha
recta de regresion, en vez de atribuir a cada persona, como puntuacién, la media Y.

12.22. Demostrar que T y(y — y') = Z (y — )%

12.23. Comprobar cémo se verifica la propiedad anterior con los datos del ejer-
cicio 12.17.

13

Relacion (curvilinea) entre dos variables:
Razon de correlacion

13.1. Introduccién

Cuando la relacién entre dos variables, X e Y, es curvilinea, no es razonable
calcular r,,. Este coeficiente, segun ya sabemos, mide la relacién lineal entre dos
variables y es poco apto para detectar relaciones curvilineas. Es posible obtener
ryy = 0, 0 muy bajo, existiendo una alta relacion entre X e Y, pero de tipo cur-
vilineo.

Suele ser curvilinea la relacién existente entre bastantes caracteristicas fisicas
y la edad, con tal que el periodo temporal considerado sea suficientemente amplio
(en periodos cortos la relacién puede ser aproximadamente lineal). Considere-
mos, por ejemplo, la relacion entre la fuerza fisica y la edad. El nifio al nacer carece
practicamente de fuerza fisica. Al ir creciendo, su fuerza fisica se va desarrollando
progresivamente hasta alcanzar un maximo en cierta etapa de su vida. A partir
de este momento, la fuerza fisica va decreciendo al ir aumentando la edad. En estos
casos es bastante razonable calcular la razén de correlacion.

<
2
% %
2] ¥ Ry X %
E AR L
< wh* xx X X
N s X ox X
+
o 4+
5l
*
B %
+‘I~+
+ ¥
e

EDAD
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13.2. Fundamento y definicion (razon- de correlacion
de Y sobre X).

Comencemos con un caso particular. Sea X la edad e Y una prueba de habili-
dad mecdanica. Supongamos 50 personas distribuidas segin la tabla siguiente:

TABLA 13.1

X
EDAD

5-14 15-24 25-34

—

—

—_
N O 0O ULN-IH—O-J0O0 0D
—
(o] 38
[ I > SRV, e NS 2 =200 “Ni¥c NN REN |

n =15 n, =25 10 ny = 10

HABILIDAD MECANICA

120 250 60

120 o250 i
Ni=o=8 | h=2-=10 ro=0_

)-;::201‘-250-!-60*430
15+25+10 50

= 8,6

Si sélo conocemos la media del grupo total, ¥ = 8,6, pronosticaremos a cada
una de esas 50 personas 8.6 como puntuacién en Y. Si conocemos, ademds, las
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medias particulares, ¥; = 8, ¥, = 10, ¥; = 6 de cada uno de los tres grupos,
pronosticaremos a cada persona, como puntuacién en Y, la media del grupo a
que pertenece de acuerdo con su edad. Asi, por ejemplo, si sabemos que una per-

-sona tiene dieciocho afios, le atribuiremos 10 como puntuacién en Y, por ser 10

la media de las personas cuyas edades oscilan entre quince y veinticuatro afios.
Esperamos que, valiéndonos de la media del propio grupo, en vez de valernos de
la media del grupo total, mejoraremos nuestros prondsticos en Y.

Pasemos ahora al caso general. Sea una variable X descompuesta en s cate-
gorias (en el ejemplo anterior, s = 3). Sea n, el nimero de personas pertenecientes
a la categoria ¢; es decir, sea n, el niimero de personas pertenecientes a la catego-
ria 1, sea n, el nimero de personas pertenecientes a la categoria 2, ..., sea ng el
namero de personas pertenecientes a la categoria s (en nuestro ejemplo, n; = 15,
n, = 25, ny = 10).

TABLA 13.2

Categoria 1 Categoria 2 o Categoria ¢ e Categoria s
Persona 1.2 Yii Y, e Yi. Yis
Persona 2.2 Y5 Y,, e Yye o Ys
Persona 3.2 Y3, Y3, ce Y3, e Y,
persona 7 Y Yy Yie Yis
Yn,l Yn;Z e Yncc e Ynss
"y ny He R

Z Yil Z Yil Z Yic Z Yis
y, =i | AP S U S A 55 R R I A

ny ny, - , g
}_,ﬁnl}"’l + ¥ 4+ +n Yo+ + Y
PSS/ PO SR o (A S R

En la tabla 13.2,

Y,.: puntuacion directa de la persona i perteneciente a la categoria c.
Y.: media en Y de las n, personas pertenecientes a la categoria c.
¥: media en Y de las n personas pertenecientes a todas las categorias, es de-

i
cir, media total.

Bajo estos supuestos, £¥ (¥;,— Y) serd la suma de errores cuadraticos (que
designaremos por E?) cometida al atribuir a cada persona con puntuacion Y, la

media del grupo total, Y.
XX (Y, — ¥.)? serd la suma de errores cuadréticos (E®) cometida al atribuir

a cada persona con puntuacioén Y, la media, ¥,, de la categoria c a la que pertenece.
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Ahora bien,

+ (Y, — 7)? (13.1)

pues
2XL(Yye = Y)Y, = ¥V) =22 (V.- V)Z(Y,, = ¥) =0
ya que para categoria ¢, es decir, para cada valor fijo de c,
Z (Yw - )70) =0
de acuerdo con 5.2.3.a.
Por consiguiente,
Sn(Y, — YP =ZZ (Y, — V) - X (Y, — V.)?
no es mas que:
(suma de E? cometida atribuyendo a cada persona la media total, ¥) — (suma
de E? cometida atribuyéndole la media de su propia categoria, Y,).

Es decir, no es mas que la parte en que ha sido reducida la suma de £? primitiva.
Consiguientemente,

= i
T (

Yc _ )7)2
Yic - }7)2

representa la proporcion en que ha sido reducida la suma de E? primitiva (la co-
metida mediante Y) al valernos de Y,. Si, por ejemplo, este cociente valiera 0,60,
quiere decir que la suma de E? primitiva ha sido reducida en un 60 por 100. Es
decir, que atribuyendo a cada persona la media, ¥,, de su propia categoria, sélo
cometemos un 40 por 100 de la suma de E? que cometiamos atribuyéndole la me-
dia total, Y. Pues bien, por definicién, llamaremos razon de correlacién (de Y

sobre X), 0 #,,, a
’1,\*x - V ZZ (Y,c — ?)2 (132)

cuando los datos no estin agrupados en intervalos en la variable Y.

vV V)2
My = o] Zlelle = V) (13.3)
; (Y, — 7)

cuando los datos estan agrupados en intervalos en la variable Y.
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En la segunda férmula, Y; es el punto medio del intervalo j de la variable Y,
n; es el nimero de personas dentro del mismo intervalo j. El indice j va de 1 a r,
siendo r el numero de intervalos.

Observemos el gran paralelismo entre nZ, y r5. Segin la ecuacién (12.1),

T - VP =2, - P 2 - T

Llamemos Y;, a la puntuacién en Y de cada persona / cuya puntuacion en X
es X,. Sean n, las personas con X = X,. A todas ellas las deberemos atribuir el
mismo prondstico, que llamaremos Y,. Supuesto esto, la anterior igualdad que-
dara asi:

(Y, — VP =22(Y, — Y.V + ZnlY, — Y)? (13.4)
Pues bien, en la pagina anterior veiamos:
X (Y, — VP =22 (Y, -V ) +Zn(Y, - T)

La tnica diferencia estd en que en el apartado 12.1 atribuiamos a cada perso-
na, en vez de ¥, la puntuacién Y, pronosticada mediante la recta de regresion.
Aqui atribuimos a cada persona, en vez de ¥, la media ¥, de su propia categoria.

Considerando la ecuacién (13.4) y la ecuacion (12.5) con los retoques acaba-
dos de indicar, tendremos:

’ V2

oo znY = ¥) (13.5)
" TEE (Y, - TP
S (Y, — Y)?

Mo = ST (7. — PP (13.6)

Las expresiones (13.5) y (13.6) representan lo mismo: proporcion en que re-
ducimos la suma de errores cuadraticos primitiva (la cometida valiéndonos de
Y) al valernos bien de la puntuacién dada por la recta de regresion (13.5), bien
de la media de cada una de las categorias (13.6).

13.3. Calculo
a) Datos no agrupados en intervalos

Es una mera aplicacion de (13.2).



248 / Estadistica para Psicélogos

. .EJEMPLO 13.1. Calculemos la razén
bilidad mecénica sobre la edad) a partir de la tabla 13 1

X (Yo = PP = (10 = 867 + 4 (5~ 867 + (10 — 8.6 + ...
+ (8= 8,67 +(T—8,6) + :
— 296
2 (Ve = TP = (10 = 8 4+ (5 8 4 (10— 102 4 -+ 4 (5 — 10 4
F (T =64 £ (6~ 6) =46+ 120 4 § = 174

En(F. — V) = (15)8 — 8,6) + (25)(10
f , — 8,6 + (10)(6 — 2=
=54 449 + 67.6 — 122 ¥+ (106 - 867 =

+
T+ (06— 8,60 =514+ 169+ 75,6 =

Por consiguiente,

122

2 P DU —
Ty = 206 = 0,412 s Hyx = (),642

Notese que 296 = 174 + 122.

b)  Datos agrupados en intervalos

Es una mera aplicaciéon de (13.3).

A EjemPLO 13.2. Calculemos |
h(}ad mecdnica sobre la edad)
gin la tabla 13.3

a razon de correlacién, de Y sobre Y (d i
{ : , e la habi-
a partir de la tabla 13.1, agrupando los datos se-

TABLA 13.3

X

5-14 15- . -
24 25-34 ny | Y, n;Y; (Y, - 7) (Yj— 7y n(Y; — )2

13-15 0 3 0 | 3014 4
13 54 | 2016
2 ; 12 0 [ 15(11]165| 24 576 ggjg
7 : : 3 21] 8|168| —o6 0.36 7.56
7 15| ss| _3 12,96 142,56
", 15 | 25 i
R 8 | 10,04 29 w0 200
(Fe—T7) | —06 | 144 | —-27
(Fe= 70 | 036 20736 | 729
T oo 13004
(7, = 7y 54 + 51,84 + 72,9 = 130,14 » T Tae T = 063

de correlacion, de Y sobre X, (de la ha-
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Noétese como (3)(11 — 8)% + (9)(8 — 8)* + (3)(5 — 8)* + (3)(14 — 10,04)* +
+(12)(11 — 10,042 + )8 — 10,042 + (1)5 — 10,04 + (3)8 — 5.9 +
+ (75 — 5,9 = 193,86.

Noétese, consiguientemente, como 324 = 193,86 + 130,14
La interpretacion de la tabla anterior es la siguiente:

personas dentro del intervalo j en la variable Y. En los cuatro in-
tervalos de nuestro ejemplo tenemos 3 + 1 + 7=11;9 + 9 + 3 =
=21;3+124+0=150+34+0=3.

Iljl

Y;: punto medio del intervalo j en la variable Y; los cuatro puntos me-
dios son 5, 8, 11, 14.
Y: media de todas las personas en Y; es decir, 430/50 = 8,6.

Y, — ¥: puntuaciones diferenciales, 5 — 8,6 = —3,6;8 — 8,6 = —0,6; 11 —
— 8,6 =24; 14 — 86 = 54.

(Y, — 7)*: (=3,6)2 = 12,96; (—0,6)* = 0,36; (2,47 = 5,76; (5,4)* = 29,16.

n(Y; — Y2 (11)(12,96)=142,56; (21)(0,36)="7,56; (15)(5,76)=86,40; (3)(29,16) =
= 87,48.
: personas dentro de la categoria ¢ en la variable X (edad). Dentro

de cada una de las tres categorias de nuestro ejemplo tenemos
34943=1534+124+9+1=25;3+7=10.

¥.: media en Y de las personas dentro de la categoria c.

(3)(5) + 6)®) + G)1l) _ 4
15 »
(DE) + O)®) + (12)A1) + B)14) _ 1504, DO) + B)E)

25 10

=59

(7, — 7): 8 — 8,6 = —0,6; 10,04 — 8,6 = 1,44; 59 — 8,6 = —2,7.
(7, — 7)1 (—=0,67 = 0,36; (1,442 = 2,0736; (—2,77 = 7,29.
n(7, — TP: (15)(0,36) = 5.4; (25)(1,44) = 51,84; (10)(7,29) = 72,9.

Noétese que la variable X puede ser cuantitativa o no serlo. Si es cuantitativa,
sus valores numéricos no aparecen para nada en el célculo de #,,.

En lugar de utilizar las puntuaciones Y;, podiamos haber introducido las
puntuaciones j, de acuerdo con lo visto en ¢l caso de la media, de la desviacion
tipica y del coeficiente de correlacion de Pearson, cuando usdbamos el método
abreviado. El resultado obtenido con estas nuevas puntuaciones es el mismo que
el obtenido con las Y.
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13.4. Propiedades

a) ni esigual o mayor que cero e igual o menor que 1. Es decir, 0 < ni < 1

En efecto, segin (13.1), X n (¥, — Y < =X (¥, — 7). Por tanto, teniendo
en cuenta (13.2), 2 < I.

Por otra parte, 72, es el cociente de dos expresiones no negativas y, por tanto,
no negativo. Es decir, 2, > 0.

Consideremos ahora los dos casos extremos posibles: »2, = 1, n2e = 0.

En primer lugar, teniendo en cuenta (13.2) y (13.1), podemos escribir:

XX (ylc — Y)Z - EZ(th - }75)2 =1 _ZZ(YM - Yc)z
IE (Y, - V) XX (Y, - V)

2
77yx -

(13.7)

Por tanto, si 2, = 1, teniendo en cuenta (13.7), ZE (Y, — Y.)* = 0. Aho-
ra bien, al tratarse de una suma nula compuesta de términos cuadraticos (es
decir, no negativos), todos ellos ticnen que ser nulos. En otras palabras, Y, =7,
para toda persona de la muestra. Esto significa que, valiéndonos de Y., no co-
metemos error alguno en nuestros prondsticos, que reducimos a cero la suma de
errores cuadraticos primitiva, la que habriamos cometido si nos hubiéramos va-
lido de ¥, Reciprocamente, si reducimos a cero la suma de errores cuadriticos
primitiva, si no cometemos errores en nuestros prondsticos, quiere decir que
Y, = Y, para toda persona de la muestra ¥, consiguientemente, £X (¥;, — ¥.)2 = 0.
Pero si esto sucede, nZ = 1, de acuerdo con (13.7).

En conclusién, a nZ =1, corresponde reduccidn total del error primitivo y
a reduccion total del error primitivo corresponde 72, = 1.

Si nl. = 0, teniendo en cuenta (13.7), X (Y, - Y.)? = 22 (v, — 7).
Esto significa que nos da lo mismo usar Y, que ¥ en nuestros prondsticos, ya que
valiéndonos de Y,, seguimos cometiendo la misma suma de errores cuadriticos
que cometiamos valiéndonos de 7. Reciprocamente, si la suma de errores cua-
dréticos sigue siendo la misma valiéndonos de Y, que valiéndonos de Y, tendremos
LX (Y — Y. =ZZ (Y, — V)’ y, teniendo en cuenta (13.7), 4%, = 0.

En conclusién, a 42, = 0, corresponde reduccidn nula del error primitivo y
a reduccién nula del error primitivo, corresponde 57, = 0.

b) Para unos mismos datos, 2, < 2.
En efecto, recordando (13.1), (13.4), (13.5) y (13.6),

2 _ g Y -1 2 _ o EX(Y, - T2

lyx - ZZ (Yzc _ )7)2 nyx - EZ (Y'C — )7)2

Ahora bien, XX (Y, — ¥))* = £% (¥, — Y.)?, dado que para cada valor de ¢
(1,2, ..., 5) la suma de errores cuadraticos respecto a la media (¥,) es menon
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. . st Vo ’
que respecto a cualquier otro valor, en particular que Y7, salvo el caso ¥, = y;
en el cual ambas sumas serian iguales. Por consiguiente,

X (Yl'c N Yc’)z > PN (Yic — )7(:)2
X (Y, = VP 7 X (Y, - V)

Es decir,
, VYA
| JIE(h = YO\ I—M) o i<
X (Y, - V) ZE (Y = ¥)

i i i jami menor de unos
La diferencia n2, — r}, nos puede medir el alejamiento mayor o
datos de la linealidad.

) 10 itiva; ide la apro-

¢) La razon de correlacion g, es tomada como positiva; nos m;;ie : dgcir

ximacion de los puntos a la linea que une las medias Y, Yz,.. s Ve p 131
la intensidad de la relacion, sin indicarnos el sentido de esta ultima. El signo de

relacion entre X e Y lo tenemos que inferir del diagrama de dispersion. Asi, en (A)

!

: n
\ \ ;
i

{

|

1

(A) (B) (

C) (D)

i i i blar

la relacion sera positiva, en (B) negativa, en (C) ﬁ et; (II))a)“rtlg itzlgr&?e:(eizn;i(;ahgarte
1 ) rado la

igno, a no ser que consideremos por sepa : ¢

3Zrzlcgha de cada una de las dos curvas. Para cada una de estas dos mitades pode

mos atribuir signo tanto en (C) como en (D).

i 2 3 r ma-
2 es funcién del numero de categorias. En .general, fyx tendera a se e
D de categorias en la variable X. Sin embargo, m: @
i A iable
n muchas, la media en Y dentro de cada una de las categ'orlas seraeggfoal ole
IS)?)r estar ca,lculada con pocas personas. En general, terlldera ; sz:] n;, ne éada fis
i o la media
inui 1 rias en X, pero en este cas edia '
inuir el numero de catego n . : ' de cada ca-
?1 oria serd mas fiable. Esta fiabilidad tiene importancia a nivel 1é1fer1 . ca.tegoriga !
o utores sugieren que para 100 o mds datos sean elegidas entre i/_, L categorias.
nos a ; : 6y 18 o
Si hiciéramos una sola categoria, 73, = O,‘ t.e,ndnamos )t/cs o S todas s
personas tuvieran distintas puntuaciones ¢ hiciéramos tanta 2

personas, 72, = 1, tendriamos en ese caso Yo =Y.
2

yor, al aumentar el numero
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13.5. Razén de correlacién de X sobre Y

En el coeficiente de correlacion de Pearson, r_, = I'vee Aqui, en general,

XY

Ny F M,x. Anteriormente tenfamos para calcular My
Y.: media en habilidad mecdnica de las personas cuya edad estaba dentro de la
categoria c.
: media en habilidad mecanica de todas las personas.
71 proporcién en que quedaba reducida la suma de errores cuadraticos por el
hecho de pronosticar ¥, a cada persona de la categoria ¢ en vez de pronos-
ticarle Y.

Ahora tendremos, para calcular #,,:

X.: media en edad de las personas cuya habilidad mecanica estd dentro de la
categoria c.

X: media en edad de todas las personas.

Nzy: proporcién en que queda reducida la suma de errores cuadréticos por el he-
cho de pronosticar X, a cada persona de la categoria ¢ en vez de pronosti-

carle X.

El célculo de #,, es andlogo al expuesto para 1y La diferencia estd en poner
como puntuaciones X(Y) las que antes poniamos como puntuaciones Y(X ). Es
decir, poniendo como intervalos en Y las que antes eran categorias en X, y como
categorias en X los que antes eran intervalos en Y. En particular, en nuestro ejem-
plo, Ia habilidad mecanica seria la variable X con 4 categorias y la edad seria Y
con tres intervalos que antes no habiamos explicitado (porque no era necesario
para calcular #,,) y que ahora tendriamos que expresar de modo explicito de acuer-
do con los datos en cuestion. Supongamos que éstos fueran 5-14 afios, 15-24, 25-34.
Pues bien, calculariamos en primer lugar la edad media de todas las personas.
Después la edad media de las personas con habilidad mecénica (4-6), la de las per-
sonas con habilidad mecénica (7-9), ..., la de las personas con habilidad me-
cénica (13-15). Con este esquema previo es ya facil calcular Ny

13.6. Interpretacion de »’, o de n:,

Aqui vale lo dicho respecto a la interpretacién de .y La valoracién de una
1%, (0 2,) determinada como alta, media o baja, s6lo puede ser hecha en funcién
de las variables en cuestion. Para un par de variables, 2y (0 12,), igual a 0,35, puede
significar una gran relacién y para otro par de variables distintas puede significar
una relacién baja. El unico juicio valorativo razonable es compararla con las nZ,
(0 n%,) obtenidas por otros investigadores entre las mismas o semejantes varia-
bles. Pueden ser engafiosas las tablas en las que se clasifican las 77, (0 #2,) como
bajas, medias y altas en sentido absoluto.

Relacion (curvilinea) entre dos variables: razén de correlacion | 253

13.7. Resumen: Definicién y formulas

Razén de correlacion (al cuadrado): proporcidn en que reducimos lg'suma
de errores cuadraticos cometida atribuyendo a cada persona la puntuacién del
grupo total, al atribuirle la media de su propio grupo.

s V12
w2, = M (para datos no agrupados en intervalos)
OOER (Y, — ¥)?

o V)2
0 = M (para datos agrupados en intervalos)
Ty, - Y)Y

EJERCICIOS

13.1. Calcular la razén de correlacién p,,, entre las vari‘ables X e Y, a partir de
los siguientes datos no agrupados en intervalos (en la} variable Y). .

Los valores numéricos dentro de las tablas siguientes representan puntuacio-
nes obtenidas en la variable Y.

@) X by X ¢) X

2 6 3 1 3 2 i 5 7 1
Y |1 8 7 2 5 4 2 6 6 2
3 7 5 3 4 1 4 4 8 4
2 2 5 5 1 6 7 1

Yy |1 3 3 Yy |2 4 7

2 3 | 8

3 3 6

2 9

2 5

13.2. Calcular la razon de correlacion n,,, entre las variables X e Y, a partir de
los siguientes datos agrupados en intervalos (en la variable Y). .
Los valores numéricos dentro de las tablas representan, ahora, frecuencias.

a) X b) X
10-12 10 1 0 810 | 1 0 2
Y| 79 1o 5 0 Y | 57 1 2
46 |4 2 3 24 |0 3 0
3 |4 0 1
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¢) X d) X
812 | 8 1 6 911 |4 0 0 2
Y 3-7 2 4 4 Y 6-8 7 1 0 8
35 14 8 1 0
02 o 11 4 o0

]3.3.. Demostrar que 52, (razén de correlacion, al cuadrado, de Y sobre X) es
la misma que #;, (razén de correlacién, al cuadrado de V= AX + B sobre
W = CY + D), donde 4, B, C, D son cuatro constantes arbitrarias, con 4 y C
distintas de cero.

Notese que con este ejercicio queda legitimado el método abreviado.

13.4. Sabiendo que 52, = 0, completar la tabla adjunta, donde X y x represen-
tan puntuaciones directas y diferenciales, respectivamente, en una variable pre-
dictora X e Y’ representa puntuaciones directas pronosticadas mediante la recta
de regresion de Y sobre X. Decir cudl es la pendiente de dicha recta.

X x Y
2

4 0 5

5

14

Relaciéon entre variables ordinales

14.1. ldea previa

Seglin sabemos, una variable es llamada ordinal cuando a lo largo de ella uni-
camente podemos ordenar un conjunto de objetos, es decir, solamente podemos
decir cual es el primero, cudl es el segundo, . . ., cudl es el ultimo, pero no pode-
mos atribuirles auténticos nimeros que nos permitan establecer qué distancias
existen entre el primero y el segundo, entre el segundo y el tercero, etc. Pues bien,
en este capitulo vamos a proponer algunos indices de correlacién entre dos va-
riables de tipo ordinal.

14.2. Coeficiente de correlacion de Spearman, 7,
14.2.1. Fundamento y féormula

Comencemos considerando algunos ejemplos a los que es aplicable dicho
coeficiente.

a) Dos directores de orquesta ordenan 15 canciones segun su valor artistico.

b) Un capataz ordena a unos operarios segin su puntualidad y su respon-
sabilidad.

¢) Conociendo las puntuaciones de un grupo de nifios en aritmética y en
geometria, consideramos Unicamente sus posiciones o valores ordinales en am-
bas asignaturas.

d) Conociendo las puntuaciones de los alumnos en aritmética y sus posicio-
nes o valores ordinales en laboriosidad, convertimos las primeras puntuaciones
en valores ordinales, teniendo en cuenta unicamente los valores ordinales en arit-
mética y en laboriosidad.

En todos estos ejemplos nos encontramos, en definitiva, con dos sucesiones
de valores ordinales. Pues bien, el coeficiente de correlacién de Spearman no €s
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més que el coeficiente de correlacién de Pearson entre estas dos sucesiones de
valores ordinales. Para que tenga sentido la aplicacidén de Pearson, consideraremos
el valor ordinal 1.° como puntuacion 1, el valor ordinal 2.° como puntuacion 2, etc.

Suponiendo que no hay empates (o sea, que dos o0 mas objetos no ocupan una
misma posicion, no obtienen un mismo valor ordinal), tendremos tantos valores
ordinales, en cada una de las dos variables, como objetos. En otras palabras, ten-
dremos dos columnas de numeros, cada una de las cuales constara de los n prime-
ros ntimeros naturales (1, 2, ..., n). En conclusion, r; no es mas que r,, entre los
n primeros numeros naturales (dados en un cierto orden) y esos mismos niimeros
naturales (dados en el mismo o en distinto orden).

EiempLo 14.1. Cinco personas han quedado ordenadas segiin su laboriosi-
dad (X) y su responsabilidad (Y) de acuerdo con la tabla siguiente:

Antonio 2.0 3.0
Carlos 50 40

Pedro to 20
Juan 3o 1o
Luis 40 S50

El coeficiente de correlacion de Spearman, r,, no es mds que r,, entre los cinco
primeros niimeros naturales, dados en el orden 2, 5, 1, 3, 4 y esos mismos nime-
ros naturales, dados en el orden 3, 4, 2, 1, 5.

Se demuestra (véase 14.6. Apéndice) que la formula de r,, aplicada a estas
dos series de los n primeros numeros naturales (es decir, r,) viene expresada del
modo siguiente:

6% d?
= = ——— 14.1
s n(nz _ 1) ( )

donde d; es la diferencia entre el valor ordinal en X y el valor ordinal en Y del ob-
jeto i

Para el caso de empates hay otra férmula distinta de ({4.1). Sin embargo, con
frecuencia (sobre todo, si el numero de empates es reducido) suele ser aplicada
(14.1), atribuyendo como valor ordinal a cada objeto empatado con otros la media
aritmética de los valores ordinales que hubieran ocupado esos objetos en caso
de no haber estado empatados. Por ejemplo, si un objeto ocupa el lugar primero,
cuatro quedan empatados detrds de €l y otros tres quedan empatados detras de los
anteriores, los valores ordinales de estos ocho objetos serian: 1 para el primero,
2+ 3+ 4+ 5)4 =235 para los cuatro siguientes, (6 + 7 + 8)/3 =7 para los
tres dltimos.
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Nétese que en el caso de empates obtendrem_os, en general, distinto re.suuado
aplicando (14.1) a los valores ordinales, conseguidos segiin lo acabado de indicar,
que aplicando r,, a esos mismos valores. Si el nimero de empates es grande, con-
viene usar otra férmula distinta de (14.1). (Véase Kendall, 1970.) .

Téngase en cuenta que r, mas que la relacién entre X ¢ Y lo que nos mide es
la relacién entre el orden de los objetos en una variable y su orden en la otra.

14.2.2. Calculo

Es una mera aplicacion de (14.1). . ’
EsempLO 14.2. La tabla adjunta nos muestra el orden de preferencia, segin
el cual, por término medio, un grupo de nifios y un grupo d@: nifias entre diez y
once afios colocaron diversos objetos ofrecidos como premio. (Bisset y Rieber, 1966.)

Nifios Nifias
Objetos X Y d; df

Joyas 3 1 2 4
Monedas de poco valor 2 2 0 0
Coches 1 4 -3 9
Cartas pequeiias 5 3 2 4
Dijes 4 5 -1 1
Canicas 7 6 1 1
Arandelas 6 8 -2 4
Clips 8 7 1 i

0 24

ey 1 g7 — 07143
88 — 1) 304

Fg =

Es claro que T d; = 0, pues no es mas que la difgrencia eptre la suma de los
n primeros numeros naturales y la suma de esos mismos NUMEros.

EjempLo 14.3. En el primer cuadro de la pagina siguiente tenemos las puntua-
ciones en nivel de lectura (X) y la conducta en clase (Y) de diez niflos de clasg media,
con problemas en ambas variables, sometidos a un programa de recuperacion cuyo
fin era manifestar la eficacia de las técnicas de modificacion de conducta en la
superacién de dichos problemas (Wadsworth, 1971). N

Es indiferente atribuir en ambas variables el valor 1 a la persona con maxi-
ma puntuacion, el 2 a la inmediatamente inferior, etc., que atribu?r en gmbas va-
riables el valor 1 a la persona con minima puntuacion, el 2 a la inmediatamente
superior, etc. El valor de r, serd el mismo en uno y otro caso.
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Nivel Conducta

lectura en clase Ordenes
X Y X Y d; d?
2,7 40 4 1 3 9
2,2 14 8 9 -1 1
2,3 18 7 7 0 0
2,6 20 5 5 0 0
31 22 3 4 -1 1
34 36 2 3 -1 1
1,9 17 10 8 2 4
2,1 13 9 10 -1 1
2,4 39 6 2 4 16
39 19 1 6 ) 25

0 58
Fo o= (6)(58) =1-035=065

ST T 0)0% — 1)

plstmgase claramente entre r,, aplicado a las auténticas puntuaciones (cuan-
do estas.nos sean dadas), y r,, aplicado a los érdenes originados a partir de dichas
puntuaciones (es decir, r,). Ambos valores, en general, serdn distintos.

EJEMPLO 14.4. Pavlov (1929) hacia sonar el tic-tac de un metrénomo en la
habltamc'?n donde se hallaba un perro y, a continuacién, le presentaba comida.
T,ra.s varios ensayos consiguid que la puesta en marcha del metrénomo provocase
rapldamente la secrecién de abundante saliva, como respuesta condicionada. Pos-
teriormente procedié a la extincion de dicha respuesta haciendo sonar el metrd-
nomo, sin presentar comida, con lo cual el perro, al oirlo, segregaba aun saliva,

Ordenes
Ensayo X Y X Y
(segundos) (gotas) d; d?
1.0 3 10 7 1 6 36
2.0 7 7 3 3,5 —-0,5 0,25
3.0 5 8 45 2 2,5 6,25
4.0 4 5 6 5 1 1
5.0 5 7 4,5 3,5 1 1
6.0 9 4 2 6 —4 16
7.0 13 3 1 7 -6 36
96,5
_1 (6)(96,5) 579
fo=lm T 1D = —0,72

TP -1 T 336
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pero ésta era cada vez mds escasa y tardaba mas en aparecer (mayor latencia). Los
datos sobre la latencia (X) y las gotas de saliva segregadas (Y) correspondientes

‘a siete ensayos de extincién, se hallan en la tabla anterior. Calculemos r; entre

X e Y. Tendremos que transformar los valores cuantitativos en valores ordinales.
La relacién es negativa, indicando que a mayor latencia en la segregaciéon de
saliva, menor ntmero de gotas segregadas.

14.2.3. Propiedades

a) El coeficiente de correlacion de Spearman no puede valer menos que — 1
ni mas que 1. Es decir,

-1=<r, <1

En efecto, basta con advertir que r, no es mas que un caso particular de ryy
(a saber, r,, aplicado a unos valores ordinales considerados como puntuaciones).

Esta propiedad puede ser comprobada, también, a partir de la férmula (14.1).
Es claro que los dos casos extremos de correlacion son los siguientes:

Cada objeto ocupa el mismo lugar ordinal en ambas variables (el que es pri-
mero en X, es primero en Y; el que es segundo en X, lo es, también, en YV; ... ;el
que es ultimo en X, lo es, también, en Y).

Cada objeto ocupa un lugar opuesto en ambas variables (el que es primero
en X, es ultimo en Y; el que es segundo en X, es pentltimo en Y; ... ; el que es
ultimo en X, es primero en Y).

Como ejercicio, verifique el lector cdmo, efectivamente, en el primer caso
r, =1y cémo en el segundo r, = —1.

b) Su calculo es mas sencillo que el de r,, para unos mismos datos, si éstos
no sSon muy NUMErosos y son escasos los empates.

14.3. Coeficiente de correlacion de Kendall, «

14.3.1. Fundamento y definicién

Se diferencia de r en que no se funda en r,,. Kendall (1970) considera el orden
de n objetos en una variable y su orden en otra e intenta medir «el grado de co-
rrespondencia entre estos dos 6rdenes» (pag. 3).

Supongamos # personas y dos variables X ¢ Y. Elijamos dos personas, 4 y B.
Si A es superior a B en X ¢ inferior a B en Y o inferior a B en X y superior a B en
Y, diremos que se da una inversién. Si, por el contrario, 4 es superior a Ben X'y
superior a B en Y o inferior a B en X e inferior a B en Y, diremos que no se da in-
versién alguna o que se da una no-inversién. Hagamos la misma comparacion
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con todos los pares posibles, es decir, con los n(n — 1)/2, ya que éste es el ntimero
de pares que se pueden formar con n elementos de manera que cada par difiera
de los restantes en uno, al menos, de sus elementos. Llamemos P al ntmero de
no-inversiones y Q al de inversiones. Bajo estas premisas, por definicion:

__P-0 _P-0
P+Q nn-—1)
2

(14.2)

14.3.2. Calculo

Es una mera aplicacion de (14.2).

EjempLo 14.5. Bingham, Moore y Gustad (1959) hicieron que 22 personas
que solicitaban un empleo fueran entrevistadas por distintos jueces, cada uno
de los cuales debia ordenarlas segun la presumible aptitud de cada una para el
empleo en cuestion. Por sencillez en los calculos hemos elegido 5 de las 22. En la

tabla adjunta aparece el orden relativo de estas 5 personas propuesto por dos de
los jueces.

Personas Juez 1 Juez 2
Ordenes
X Y
A 4 4
B 1 3
C 2 2
D 3 1
E 5 5

Hagamos las (5)(5 — 1)/2 = 10 comparaciones posibles: AB, AC, AD, AE,
BC, BD, BE, CD, CE, DE. Los pares BC, BD y CD nos ofrecen inversién. Los
pares restantes nos ofrecen no-inversion. Consiguientemente, P = 7, Q = 3. Por
tanto,

7-3 4
= 2= 0,40
7+3 10

En la préictica, la manera mas sencilla de calcular el nimero de inversiones
es la siguiente. Las personas son intercambiadas entre si de manera que en una
de las dos variables queden colocadas de superior a inferior (o de inferior a su-
perior). Supongamos que estin colocadas en X de superior a inferior. Es decir,
en la tabla estd situada en primer lugar la persona que es superior a todas en X,
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en segundo lugar la que supera a todas menos a la anterior, etc. Siempre que en
la tabla una persona tenga por debajo de si alguna persona superior a ella en Y,

. tendremos inversion, pues todas las situadas debajo de ella en la tabla son infe-

riores en X. En el ejemplo acabado de exponer intercamb.iemos las cinco pex:soxfxas
de modo que en primer lugar se encuentre la que es superior en X a las cuat}o res-
tantes, en segundo lugar la que es superior. en X a }as tres restantes, etc. Segln este
criterio, la tabla anterior quedara reorganizada asi:

Ordenes
X Y

matoaw
oS W N
KB = R W

Comparemos B con las cuatro restantes, fijandonos en la variable Y:
BC(3—-2):1, BD(3-1):1 BA(3 —4): NI, BE@ —15): NI
Comparemos C con las tres restantes, fijandonos en la variable Y:
cp@2-1):1, CAQ2—-4):N, CEQ2-35):N
Comparemos D con las dos restantes, fijAndonos en la variable Y:
DA(1—4): NI, DE( —5): NI
Comparemos 4 con la Unica restante, fijAndonos en la variable Y:
AE (@4 — 5) : NI

En conclusién, tenemos 2 + 2 + 2 + 1 = 7 no-inversiones (NDHy2 +1+0+
+ 0 = 3inversiones (1).

14.3.3. Propiedades

a) El coeficiente de correlacién de Kendall no puede valer menos que —1
ni mas que 1. Es decir, —1 <7 < 1. . 3

En efecto, los dos casos extremos posibles son o que no haya inversion alguna,

o que todos los pares sean inversos. En el primer caso Q = 0 y, por tanto,
1= P/P=1. En el segundo caso, P =0y, por tanto, 7= -Q/0 = —1.
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b) A partir de t pueden ser calculados coeficientes de correlacién parcial,
semejantes a los que calcularemos més adelante a partir de Fry-

¢) Segun Kendall (1970, pag. 12), «en la practica encontramos frecuente-
mente que, cuando ninguno de los dos coeficientes se acercan a la unidad, r, es apro-
ximadamente un 50 por 100 mayor que t en valor absoluto, pero esta regla no es
invariable». Es decir, r, =~ (3/2)r. Conviene, no obstante, advertir que «esta regla
no es invariable».

NorA. Para el caso de empates existe una férmula especial que no propo-
nemos porque sélo aplicaremos el coeficiente de correlacion de Kendall en situa-
ciones en las que no aparezcan empates. Para un estudio mas detallado de pro-
blemas relacionados con este coeficiente, véase Kendall (1970).

14.4. Coeficiente de correlacién de Goodman y Kruskal

14.4.1. Introduccién

Cuando la muestra consta de muchas observaciones y son muy pocos los va-
lores ordinales alcanzables por ellas, sera muy grande el nimero de empates. En
este caso es recomendable la gamma de Goodman y Kruskal.

EiempLO 14.6. Supongamos dos variables: «nivel socialy (X) vy «nivel eco-
némico» (Y). Consideremos divididas ambas variables en tres categorias: «nivel
bajo» (B), «nivel medio» (M), «nivel alto» (4). Esto significa que tanto en X como
en Y sblo son posibles tres valores ordinales distintos. Supongamos que 45 per-
sonas se encuentran distribuidas, segin la tabla 14.1.

TABLA 14.1
¥

B M A

A 19 4’1 81' 13

Y (M | 64 9¢| 55| 2

B 7 3¢ 2 ¢ 12

14 16 15 45

Con estas 45 personas podemos formar (44)(45)/2 = 990 pares que difieran
en uno, al menos, de sus elementos. Diremos que un par es «semejante» o «no
inverso» si la primera persona es superior a la segunda tanto en X como en Y o
si es inferior a la segunda tanto en X como en Y. Diremos que un par es «deseme-
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jante» o «inverso» si la primera persona es superior a la segunda en X e inferior
a ella en Y o si es inferior a la segunda en X y superior a ella en Y. Diremos que

_un par estd «empatado» o es un «empate» si la primera persona es igual que la

segunda bien solo en X, bien s6lo en Y, bien simultdneamente en X y en Y. .
Veamos ahora cudntos de los 990 pares son «semejantes». Para ello conside-
remos las tablas siguientes, todas ellas extraidas de la tabla 14.1.

TABLA 14.2 TABLA 14.3 TABLA 14.4 TABLA 14.5
X X X
B M |4 B \M|A B |\M |4 B (M |4
A 4" 8! A 8! A 4181 A 81
Y M 9¢| 5/ Y | M 5/ Y M| 64 Y| M 9¢
B|7° B 3t B B

En la tabla 14.2 son «semejantes» todos los pares en los que una de las dos per-
sonas del par pertenezca a la casilla «a» y la otra a una cualquiera de las cugtro
casillas «e», «f», «h», «i». En efecto, consideremos las casillas «a» y «f», por ejem-
plo. Toda persona P,, perteneciente a «a», es «baja» en X y «baja» en Y. To@a
persona P, perteneciente a «f» es «alta» en X'y «med1a»‘ en Y. Es decir, P, es in-
ferior a P, tanto en X como en Y. Por andlogo razonamiento, toda persona P, s
inferior a toda P,, a toda P,y a toda P; tanto en X como en Y.

En la tabla 14.3 son «semejantes» todos los pares en los que una de las dos per-
sonas del par pertenezca a la casilla «b» y la otra a una cualquicra de las dos casi-
llas «f» o «i». En efecto, toda persona P, es inferior a toda persona P,y a toda
persona P; tanto en X como en Y.

En la tabla 14.4 son «semejantes» todos los pares en los que una de las dos per-
sonas del par pertenezca a la casilla «d» y la otra a una cualquiera de las dos ca-
sillas «h» o «i». En efecto, toda persona P, es inferior a toda persona P,y P, tanto
en X como en Y.

En la tabla 14.5 son «semejantes» todos los pares en los que una de las dos
personas pertenezca a la casilla «e» y la otra a la casilla «i». En efecto, toda per-
sona P, es inferior a toda persona P; tanto en .X como en Y.

Por consiguiente, ¢l nimero de pares «semejantes» serd

(O + 5+ 4+ 8) =182 (tabla 14.2)

35 + 8) = 39 (tabla 14.3)

(6)4 + 8) = 72 (tabla 14.4)

9)(@) =N (tabla 14.5)
365
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De modo analogo, consideremos ahora las tablas siguientes, todas ellas ex-
traidas de la tabla 14.1.

TABLA 14.6 TABLA 14.7 TABLA 14.8 TABLA 14.9
X X X X
B (M |4 B iM|A4 B \M|A B M4
A1 19] 4" Aq 19 A4 19| 4* A |19
Y| M| 64|9° Y| M| 6° Y\ M 5/ Y| M 9¢
B 2¢ B 3k B B

En la tabla 14.6 son «desemejantes» o «inversos» todos los pares en los que
una de las dos personas del par pertenezca a la casilla «c» y la otra a una cualquie-
ra de las cuatro casillas «d», «e», «g», «h». En efecto, consideremos las casillas
«» y «h», por ejemplo. Toda persona P,, perteneciente a la casilla «c», es «alta»
en X y «baja» en Y. Toda persona P,, pertencciente a la casilla «h», es «media» en
X y «alta» en Y. Es decir, P, es superior en X a toda persona P, y es inferior a ella
en Y. Por andlogo razonamiento, toda persona P, es superior en X a toda perso-
na P, P,y P,y es inferior en Y a ellas.

En la tabla 14.7 son «desemejantes» o «inversos» todos los pares en los que
una de las dos personas del par pertenezca a la casilla «b» y la otra a una cualquie-
ra de las dos casillas «d» o «g». En efecto, toda persona P, es superior en X a toda
persona P,y P, y es inferior en Y a ellas.

En la tabla 14.8 son «desemejantes» o «inversos» todos los pares en los que
una de las dos personas del par pertenezca a la casilla «f» y la otra a una cualquie-
ra de las dos casillas «g» o «h». En efecto, toda persona P, es superior en X a toda
persona P,y P,, y es inferior en Y a ellas.

En la tabla 14.9 son «desemejantes» o «inversos» todos los pares en los que
una de las dos personas del par pertenezca a la casilla «e» y la otra a la casilla «g».
En efecto, toda persona P, es superior en X a toda persona P, y es inferioren Y a
la misma,

Por consiguiente, el niimero de pares «desemejantes» o «inversos» sera:

Q)6 +9 + 1 +4)=40 (tabla 14.6)

3)e6 + 1) =21 (tabla 14.7)

&) + 4) =25 (tabla 14.8)

O)1) =9 (tabla 14.9)
95
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Veamos, finalmente, cuantos son los pares «empatados»:
a) Las dos personas del par pertenecen a un mismo nivel en X:
(7)6 + 1) + (6)(1) + 3)O + 4) + 9)4) + (2)(5 + 8) + (5)8) = 196
b) Las dos personas del par pertenecen a un mismo nivel en Y:
(NGB +2) + B)2) + 6)9 + 5) + 9)5) + (1)@ + 8) + (4)(8) = 214

¢) Las dos personas del par pertenecen a un mismo nivel en X y en Y. Se
trata de todas combinaciones binarias formadas con las personas de cada una

de las nueve casillas:

(000000 ()C)-

21 + 3 + 1 + 15 + 36 + 10 + 0 + 6 + 28 =120
Por tanto,

pares «semejantes» = 365

pares «desemejantes» o «inversos» = 95

(séloen X) = 196

pares «empatados» { (s6loen Y) =214

(en X yen Y) = 120

990

Como era de esperar, la suma total (990) equivale al nimero de pares posibles
distintos que podiamos formar a base de la tabla 14.1.

En conclusion, obtendremos los pares «semejantes» haciendo que la segun-
da persona de cada par pertenezca a una casilla cualquiera situada por encima
y a la derecha de la casilla a la que pertenece la primera persona. Obtendremos
los pares «desemejantes» o «inversos» haciendo que la seggnda persona c.le cada
par pertenezca a una casilla situada por encima y a la izquierda de la casilla a la
que pertenece la primera persona.

Por supuesto, esto es valido si las categorias o niveles se encuentran ordena-
dos de acuerdo con la tabla 14.1, es decir, con el nivel Ben X a la izquierda de la
tabla y con el nivel B en Y en la parte baja de la misma.

14.4.2. Definicién

Llamemos n,, 1y y 1, al nimero de pares «semejantes» o «no inversos», «dese-
mejantes» O «inversos» y «empatados», con ng + ny + n, = n. Supuesto esto,
n/(n — n,) = nyf(n, + ny) sera la proporcion de pares «semejantes» dentro de
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los pares no «empatados». A su vez, n,/(n — n,) = ny/(n, + n,) sera la propor-
cién de pares «desemejantes» dentro de los pares no «empatados». Pues bien,
por definicién,

N U _ ny g -y

ng+n;, n.+n, n, +n
s d s d s d

14.4.3. Calculo

Basta con aplicar la férmula anterior al numero de pares «semejantes» y al de
pares «desemejantes» o «inversos», obtenidos de acuerdo con las indicaciones

expuestas en 14.4.1. Asi, con los datos del ¢jemplo 14.6 (tabla 14.1) hemos ob-
tenido

ng =365 , n; =295

Por tanto,

y= 2029 20 sg
365 + 95 460

EiempLo 14.7. Amdn (1969) estudio la relacién entre el prejuicio antipro-
testante y la religiosidad utilitaria (es decir, usada como instrumento para conse-
guir beneficios bien materiales, bien espirituales) en un grupo de 223 estudiantes

varones de edades entre quince y veinte afios. Los resultados obtenidos fueron
los siguientes:

Prejuicio a.p.

Bajo  Alto

Alta 73 69 142
Rel. util.

Baja 64 17 81

137 86 223

L, _ (64)(69) — (17)(73) _ 4416 — 1241  3.175
TT(64)69) + (17)(73)  4.416 + 1241 5.657

= 0,56

Una 7 = 0,56 es bastante alta, si nos atenemos a los resultados obtenidos or-
dinariamente con variables de este tipo.
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14.4.4. Propiedades

a) Sila proporcién de observaciones dentro de cada casilla se mantiene cons-

- tante, la gamma de Goodman y Kruskal se mantiene, también, constante, sea

cual sea el tamafio de la muestra. ' .
b) La gamma de Goodman y Kruskal es igual o mayor que .~1 e igual 0 me-
nor que 1. En efecto, si todos los pares «no-empatados» son semejantes 0 no-mver-

s0s, ¥ = =0 _ 1. Si todos los pares «no-empatados» son desemejantes o in-
’ (ns - 0)
versos, 7 = O=n)_ _ 1. En cualquier caso, (n; — ny) < (1, + ny), ya que ngy
’ 0 + ny)

n, son numeros esencialmente no-negativos y, por tanto, (n, — ng)/(ng + ny) serd
(en valor absoluto) menor que 1. Su signo dependerd de que n; sea mayor 0 menor
que n,. Para ng = ny, 7 = 0.

14.5. Interpretacion de los coeficientes de correlacién ordinal

Ver los conceptos expuestos en el apartado 10.5.

14.6. Apéndice: Deduccion del coeficiente
de correlacion de Spearman

Seglin sabemos, el coeficiente de correlacion de Speal_rman no es mas que el
coeficiente de correlaciéon de Pearson aplicado a dos series de valores ordinales,
cada una de ellas compuesta por los n primeros numeros naturales..

También sabemos que el coeficiente de correlacion de Pearson, r,, viene dado por

(X — XY -7)

oy = (1)
e JEX - X /E(Y - TP
Por otra parte,
E(X—X)Z—ZXZ—(E:)Z )
T(Y=-FPP =3y - —(Zny)z ?3)
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Puesto que los valores de X (y de Y)son 1, 2, 3, ..., n, calcular ZX (XY)
y £X? (£Y?) equivale a calcular la suma de los » primeros numeros naturales y
la suma de sus cuadrados. Ahora bien, se demuestra que:

14243+ +n=mnn+1)2
1242243+ +nr=nmr+ 12n + 1)/6

Por tanto,

_nn+ D@2n+ 1) nt(n + 1) _

TX - X2 =X — (ZX)Pn

6 4n
:4n3+2n2+4n2+2n—3n3—6n2——3n_
12 -
nP=n _nn’ -1
2 12 “)

Por andloga razdn,

, _ nm* —1)

(Y - T) =

(5)

Llamemos d = X — Y a la diferencia entre el valor ordinal en X y el valor

ordinal en Y de la persona /. Advirtiendo que X = ¥ es decir, X — ¥ =0, y, te-
niendo en cuenta (4), nos queda:

S =L[(X-Y) - - NP =[(X-X) - (Y= D)=
=Z(X—X)2f22(X—X)(Y— Y)+Z(Y-7Y)? =
_ o nm* = 1) _ -
=2 25 (X - DY - )
De donde,

W —1) T

TX - XY - T7)=" = ;

()

En conclusion, teniendo en cuenta (1), (4), (5) y (6), nos queda:

n(nz—l)_Zd2 nn* —1) — 6 d°
.- 12 2 _ 12 ., 6xa
e = 1) fae? = 1) G )
\/ 12 \/ 12 12
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14.7. Resumen: Definiciones y formulas

Coeficiente de correlacion de Spearman: Coeficiente de correlacion de Pear-

son aplicado a dos sucesiones de valores ordinales, considerados estos ultimos

como auténticas puntuaciones:

6% d?
re=1—-—="t
(m)(n* — 1)

Coeficiente de correlacion de Kendall: Indice que nos mide el grado de seme-
janza entre los valores de dos sucesiones ordinales. Mds concretamente, siendo
P el nimero de no-inversiones y Q el nimero de inversiones, por definicion,

Gamma de Goodman y Kruskal: Proporcién de pares semejantes o no-inver-
sos, dentro de los no empatados, menos proporcion de pares desemejantes o in-
versos, dentro, también, de los no empatados:

y s _ 2 ng — ny

ne + R, ng + n ng + n
s d s d s d

EJERCICIOS

14.1. En un colegio femenino socioecondmicamente medio-alto, siete alumnas
fueron ordenadas de 1 a 7 segun el mayor o menor grado en el que creian haber
alcanzado las cosas deseadas. Cada alumna lleva asignados los ingresos fami-
liares mensuales. Los datos son los siguientes: J. F. (250.000 ptas. o mas), L. P.
(210.000), M. A. (115.000), P. E. (72.000), A. Q. (78.000), E. R. (143.000),
V. G. (85.000). Calcular el coeficiente de correlacién de Spearman.

14.2. A partir de los datos del ejercicio anterior, calcular el coeficiente de co-
rrelaciéon de Kendall.
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14.3. Dos profesores, 4 y B, ordenan los ensayos literarios sobre la democracia
escritos por 8 estudiantes. A partir de los datos del cuadro, calcular el coeficiente
de correlacién de Spearman, siendo las dos ordenaciones:

b
>l

0 3N A W=
[ N e N LA S

14.4. A partir de los datos del ejercicio anterior, calcular el coeficiente de co-
rrelacion de Kendall.

14.5.  Calcular el coeficiente de correlacién de Spearman entre X e Y a partir
de los cuadros siguientes. (Los numeros dentro de cada cuadro son puntuacio-
nes en las variables X e Y. Como se sabe, estas puntuaciones deben ser transfor-
madas en sus correspondientes valores ordinales.)

a X Y b) X Y ¢ X Y d X v
6 10 48 28 25 18 18 15

1 2 33 37 24 15 4 15

4 7 51 34 20 14 2419
29 12 46 20 10 28 24

5 8 43 @ 18 12 26 15
20 7 14 30

28 32

14.6. Calcular el coeficiente de correlacién de Kendall entre X ¢ Y a partir de
los cuadros siguientes. (Los ntmeros dentro de cada cuadro son puntuaciones
en X yen Y.)

a X v by X ¥ ¢ X Y d X Y
2 4 18 14 74 27 72 31

5 3 35 7 80 32 62 28

6 5 42 9 65 28 54 32

1 2 6 13 82 29 42 35

24 15 69 35 70 33

81 34 48 34

57 30

X, <X, <X;<...
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a) X, | X, b) X, X, X,
Y,| 6] 16 Y, 10| 6] 1
Y, 120 8 Y,| 2| 4] 8

d) X X% X e X, | X,

Yol 2[10] 12 Yo 31 7

Y,| 3| 6| 4 Y,| 6| 5

.| 5|5 2 Y,| 8| 4

Y, |10 6| 1

)

14.7. Enun grupo de 20 personas valié 0,60 el coeficiente de correlacion de Kendall
entre «responsabilidad» y «rendimiento escolar». Se pide calcular el nimero de
inversiones y de no inversiones que tuvieron lugar en dicho grupo.

" 14.8. Calcular la gamma de Goodman y Kruskal a partir de los cuadros siguiep-
tes. En todos ellos suponemos que las categorias estin ordenadas, es decir,
, Y <Y, <Yy <. ..

Y;

Y,

X,

X3

Xy

Y,

Ys

Y,

Yy




15

Relacion entre variables nominales

15.1. Idea previa

Segtin sabemos, una variable es nominal, cuando a lo largo de ella sélo es po-
sible establecer categorias no ordenadas, es decir, categorias cuyas posiciones
pueden ser intercambiadas arbitrariamente.

15.2. Coeficiente Q de Yule

15.2.1. Fundamento y férmula

Este coeficiente es aplicable cuando tenemos dos variables nominales, cada una
de ellas con sdlo dos categorias. Por ejemplo, las variables nominales «religion»
(con las dos categorias: catolico-protestante) y «raza» (con las dos categorias:
latino-sajon). Consideremos el cuadro siguiente:

RELIGION
A, (catdlicos) A, (protestantes)
B, (saj.) (4,B,) (4,B,) (B,)
RAZA y
B, (lat.) (4,B)) (4,B,) (By)
(4,) (4,) n

Seglin la terminologia de Yule (1960):

(AB;): numero de catdlicos (4,B,): nimero de catdlicos
latinos. . sajones.
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(4,B,): nimero de protestantes (A,B,): niimero de protestantes
latinos. sajones.
(4,): numero de catdlicos. (4,): numero de protestantes.
(B;): nimero de latinos. (B,): nimero de sajones.
n: nimero total de personas.

Supuesto esto, no existira relacion entre raza y religion, si la proporcion de
catélicos es la misma entre los latinos que entre los sajones. Es decir, si

= 15.1
(8,) (B,) (150
Ahora bien,
(AIBI) (AZBI) — (Bl)’ de donde (AZBI) — 1 . (AIBI)
(By) (By) (By) BN (B,)
UiBy) | (A:B)) _ (B) oo (aBy) _ (41By)
(B,) (8,) (B,) (B,) (8,)
Por tanto, si
(A, By) _ (4,B,) | (4,B,) _ (4,8B,)
(81) (B,) (By) (B,)

Es decir, si no existe relacién entre raza y religion, debe verificarse, también,

(4:8,) _ (4:B,) (15.2)
(By) (B,)

Esto es obvio, pues si no existe relacion entre raza y religion, la proporcion
de protestantes entre los latinos debe ser la misma que entre los sajones. Las re-
laciones (15.1) y (15.2) se implican mutuamente. Si es verdadera una cualquiera
de las dos, tiene que serlo, también, la otra.

Si, ademas, tenemos en cuenta una conocida propiedad de las proporciones,
(15.1) y (15.2) llevan consigo

(4,By) _(4,B,) _(4,B) + (4,B,) _ (4,) (15.3)
(B1) (B;) (By) + (B;) n .

(4:8)) _ (4:B,) _ (:B)) + (4:B,) _ (42) (15.4)
B) ~ B B+ (B |
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En conclusién, de acuerdo con (15.3) y (15.4), la independencia entre raza
y religion implica (y es implicada por) las siguientes relaciones:

EN
A

(4,)(B,) 4,) (By)

(4,B)) = ————— (15.5ua), 0 sea, = —t — (15.5b)
n n n n

(4,B,) = (4,)(B,) (15.6a), o sea, (4,By) _(A) By) (15.6b)
n 1 n n

(4,B,) = (4,)(B) (15.7a), o sea, (4:8,) _ 42) (B) (15.7h)
n n n n

(4,B,) = AB) 458, o sea, “yB,) _ (4) (Ba) (y5.gp)
n I n 1

Si es cierta una cualquiera de las relaciones (15.5a), (15.6a), (15.7a) y (15.84),
lo son, también, las tres restantes. Consiguientemente, si es verdadera una cual-
quiera de las relaciones (15.56), (15.60), (15.7b) y (15.8b), lo son, tambi¢n, las tres
restantes. En otras palabras, la independencia entre raza y religion puede venir
expresada por una de las cuatro proposiciones: «la proporcion de catolicos lati-
nos es igual a la proporcién de catdlicos por la proporcién de latinos», «la propor-
cién de protestantes latinos es igual a la proporcion de protestantes por la pro-
porcién de latinos», «la proporcién de catdlicos sajones es igual a la proporcion
de catdlicos por la proporcion de sajones», «la proporcion de protestantes sajo-
nes es igual a la proporcion de protestantes por la proporcidn de sajones».

Por tanto, la independencia puede ser introducida mediante (15.56) o, lo que
es equivalente, mediante (15.5¢). Ahora bien, esto es lo mismo que aceptar como
criterio de independencia,

= B _

Si d = 0, tendremos independencia. En cambio, si d # 0, existird alguna depen-
dencia o relacion entre raza y religion. En otras palabras,

d=(4,B)) - (AI;(Bl) = n(4:B,) — (4,)(B,)

n

(15.9)

puede ser introducido como indice de correlacién.
Si advertimos que

(4y) = (4
(By) = (4
(4

S
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y sustituimos en (15.9), (4,), (B,) y n por sus correspondientes valores, llegamos
facilmente a

(4,B,)(4,8,) — (4,B,)(4,8,)
n

d =

(15.10)

que valdra cero en caso de independencia y que serd distinto de cero si existe al-
guna dependencia o relacion entre las dos variables de que se trate, segiin lo aca-
bado de ver hace unos instantes.

Asi, por ejemplo, en la tabla 15.1, existe independencia entre raza y religion.
Por el contrario, en fa tabla 15.2, existe una gran relacion entre ambas variables,
pues la mayoria de los catolicos tienden a ser latinos, la mayoria de los latinos
tienden a ser catdlicos, la mayoria de los protestantes tienden a ser sajones y la
mayoria de los sajones tienden a ser protestantes.

TABLA 15.1
Catdlicos Protestantes
Sajones 78 52 130
Latinos 42 28 70
120 80 200

(42)(52) — (78)(28)  2.184 — 2.184

d= 0
200 200
TABLA 152
Catdlicos Protestantes
—
Sajones 10 75 85
Latinos 100 15 115
110 90 200

,_ (100)75) — (10)(15) _ 7500 — 150
d= -
200 200

= 36,75

No obstante, este indice d tal como ha sido definido, presenta dos inconve-
nientes notables:
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a) No existe un valor numérico maximo al cual podamos referir el d obte-
nido en un caso concreto. Por consiguiente, no podemos hacernos una idea apro-
ximada sobre la magnitud del d encontrado en una situacién concreta. Mds aun,
manteniendo constantes los porcentajes de las cuatro casillas interiores, pode-
mos hacer que d aumente tanto como queramos, con tal de aumentar el tamafio
de la muestra. Asi, por ejemplo, si en la tabla 15.2 multiplicamos por 10 todas las
casillas, d pasara a valer 367,5; y si las multiplicamos por 100, d pasara a valer
3.675. Y, sin embargo, la contextura intrinseca del cuadro es la misma en los tres
casos:
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Sin embargo, aunque Q@ =1 6 O = —1, la relacién no es necesariamente
perfecta. Por ejemplo, en el cuadro siguiente, ni todo catédlico es latino, ni todo
sajon es protestante. A pesar de ello, O = 1.

Catdlicos Protestantes
Sajones 5% 37,5 % 42,5 %
Latinos 50 % 7,5 % 57,5 7%
55 % 45,0 7, 100,0 7

b) Existiendo relacién perfecta entre las dos variables (por ejemplo, todo

catdlico es latino, todo latino es catdlico, todo protestante es sajon y todo sajon
es protestante), d puede tomar valores muy distintos. Asi, por ejemplo, consi-

Catdlicos Protestantes
Sajones 30 40 70
Latinos 75 0 75
105 40 145

~(75)(40) + (30)(0)

_3.000
~3.000

15.2.2. Calculo

Basta con aplicar la definicién dada.

deremos los dos casos siguientes:

EiempLo 15.1.

Calculemos Q entre raza y religion a partir de la tabla 15.3.

TABLA 15.3
Catdlicos Protestantes
Sajones 20 70 90
Latinos 100 10 110
120 80 200

Catolicos | Protestantes Catdlicos | Protestantes
Sajones 0 1 1 Sajones 0 50 50
Latinos 99 0 99 Latinos 50 0 50
99 1 100 50 50 100
de 99)1) -0 _ 9 — 0,99 de (50)(50) — 0 _ 2.500 _ 55

100 100 100 100

Para evitar estas dificultades, Yule (1965) propone el coeficiente Q definido asi:

(n)(d) — (4,B,)(4,B;) — (4,8,)(4,B,)
(A1B,)(A,B,) + (41 B,)(4,B1)  (4,B,)(4,8,) + (4,B,)(4,B,)

0= (15.11)

Si la relacion es nula, d = 0 y, por tanto, Q = 0.
Si la relacidn es perfecta, 6 (4,B,) = (4,B;) =0, 6, (4,B,) = (4,B,) = 0.
En el primer caso, Q = 1. En el segundo, Q = —1.

(100)(70) — (20)(10) _ 7.000 — 200 _ 6.800 _

_ = = 0,944
(100)(70) + (20)(10)  7.000 + 200  7.200

Q

El signo de Q es funcién de la organizacién del cuadro de frecuencias, supues-
tos unos mismos datos. Por ello, la tictica mas sensata para interpretar dicho
signo, es observar el cuadro de frecuencias. Cualquier otra norma rigida puede
llevarnos a interpretaciones equivocadas. Asi, por ejemplo, los mismos datos de
la tabla 15.3 pueden legitimamente aparecer organizados del modo siguiente:
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TABLA 154
Catolicos Protestantes
—
Latinos 100 10 110
Sajones 20 70 90
120 80 200
20)(10) — (100)(70 200 — 7.000 —6.800
o _ 2000 — (100)70) _ _ oo

(20)(10) + (100)(70) 200 + 7.000  7.200

Es evidente que en ambos casos la relacion entre raza y religién es la misma.
El signo ha cambiado por el mero hecho de haber trastocado el orden de las filas,
colocando la fila de los latinos por encima de la de los sajones (tabla 15.4) en vez
de dejar la fila de los latinos por debajo de la de los sajones (tabla 15.3). Sin em-
bargo, ambas tablas manifiestan una misma relacién entre raza y religion, a saber:
aparece una clara tendencia entre los catdlicos a ser latinos y entre los latinos a
ser catélicos; entre los protestantes a ser sajones y entre los sajones a ser protes-
tantes. En otras palabras, existe una clara relacidon positiva entre ser catolico y
ser latino y entre ser latino y ser catdlico; entre ser protestante y ser sajon y entre
ser sajén y ser protestante. Es claro que esta misma relacién puede ser traducida
asi: existe clara relacién negativa entre ser catdlico y ser sajon y entre ser sajon
y ser protestante; entre ser protestante y ser latino y entre ser latino y ser protes-
tante.

EiempLo 15.2. Getzels y Jackson (1962) distinguieron entre los adolescentes
dos tipos de talento: inteligentes y creativos. Estudiando la relacion entre el tipo
de talento y la profesion del padre de los adolescentes considerados, llegaron al
siguiente resultado:

Profesiéon del padre
Prof. univers. Negocios
Creativos 7 11 18
Tipo de talento
Inteligentes 15 4 19
22 15 37

_asan - M4 137

Q=100 + (@) 193

=071
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15.2.3. Propiedades

a) El coeficiente de correlaciéon Q no puede valer menos que — 1 ni més que 1.

‘Bs decir, —1 < Q < 1.

Ha quedado demostrado en el parrafo anterior.

b) Multiplicando los dos elementos de la primera fila de la tabla de frecuen-
cias por una constante cualquiera, los dos de la segunda fila por otra, los dos de
la primera columna por otra distinta y los de la segunda por otra cualquiera, Q no
varia. La razon estd en que en cada uno de estos productos multiplicamos nume-
rador y denominador de la féormula de Q por una misma constante y, por tanto,
el cociente, Q, no varia.

Asi, por ejemplo, de la tabla 15.5 pasamos a la 15.6 multiplicando 4 y 3 por 2.
De la tabla 15.6 pasamos a la 15.7 multiplicando 1y 2 por 4. De la tabla 15.7 pa-
samos a la 15.8 multiplicando 8 y 4 por 5. De la tabla 15.8 pasamos a la 15.9 mul-
tiplicando 6 y 8 por 3. El lector puede comprobar como en las cuatro tablas

0 = —5/11.

TABLA 15.5 TABLA 156 TABLA 157 TABLA 158 TABLA 159

4 3 8 6 8 6 40 6 40 18

1 2 1 2 4 8 20 8 20 24

15.3. Coeficiente x*

15.3.1. Fundamento y formula

Mejor seria llamarle X? u otro simbolo distinto de y>. En realidad, lo que aqui
vamos a llamar x? no es mas que un estadistico cuya distribucién de probabilidad
se aproxima a la distribucién de probabilidad llamada x*, a medida que aumenta
m4s y mds el tamafio de la muestra. Sin embargo, le llamaremos ¥?, dada la uni-
versalidad de esta designacion en los libros de Estadistica para psicélogos.

El coeficiente x? lo proponemos aqui principalmente como medio para poder
calcular el coeficiente de contingencia C, del que hablaremos inmediatamente
después.

Recordemos que el coeficiente Q exigia que las dos variables constaran de solo
dos categorias. Ahora bien, cada una de las dos variables puede constar de dos o mas
categorias. No obstante, el modo de razonar es el andlogo al seguido al tratar del
coeficiente Q. Supongamos, por ejemplo, la variable «religion» (con tres categorias)
y la variable «raza» (con dos), segun el cuadro de la pagina siguiente.

(4;) y (B;) representan el nimero de personas dentro de las categorias 4, y B;,
respectivamente. (4;B;) representa el numero de personas que pertenecen simul-
taneamente a la categoria A; (de la variable A: religion) y a la categoria B; (de la
variable B: raza).
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A, A, A
(catdlicos) | (protestantes) | (judios)
B, (sajones) (4,B,) (4,B,) (4,B;) (B,)
B, (latinos) (4,B;) (A4,B;) (438,) (By)
(41) (42) (43) n

Si no hubiera relacion entre 4 y B, encontrariamos la misma proporcion de
catolicos entre latinos y sajones, de protestantes entre latinos y sajones, de judios
entre latinos y sajones. Es decir,

(4,B)) _ (4,B,) _ (4,B)) + (4,B;) _ (4,)

(By) (B,) (By) + (B,) n
Por consiguiente,

gy - ABY gy B

n n

(4,B) _ (43B;) _ (4,B)) + (,B8,) _ (4)

(B1) (B,) (By) + (By) n
Por tanto,

(AzB1) = “___(A231(31) ’ (Asz) = ‘(A' 2“37(82")

(43B,) _ (43B;) _ (4,B,) + (43By) _ (43)
(By) (B,) (By) + (By) n

Por consiguiente,

(45)(B,)

(A3B,) = 22

(43B,) = (—Aé”)r‘l(“lil‘)

Nétese que la independencia implica que la frecuencia de cada casilla sea igual
al producto de sus dos frecuencias marginales dividido por el nimero total de
personas. Llamemos frecuencia tedrica a esta frecuencia que deberia aparecer
en cada casilla en caso de independencia. Si observando un grupo de personas,
las frecuencias encontradas, de hecho (que llamaremos empiricas) coinciden con
las tedricas, diremos que no existe relacion entre las dos variables en cuestion,
Ay B, para ese grupo de personas. Por el contrario, si no coinciden, diremos que
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Ay B no son independientes para ese grupo, es decir, que existe cierta relacién
entre A y B. Esta no independencia (o relacion) tendera a ser mayor a medida que
las frecuencias empiricas se alejen mas y més de las tedricas. Pues bien, llamando
£, a las frecuencias tedricas y f, a las frecuencias empiricas, definiremos y* del modo
siguiente:

s = Zﬁ; L) (15.12)

El signo de sumar, X, va de 1 a (r)(s), siendo r el nimero de categorias en la
variable 4 y s el numero de categorias en la variable B, o sea, siendo (r){s) el nu-
mero total de casillas en la tabla de frecuencias.

15.3.2. Calculo

Es una mera aplicacion de la férmula anterior.

EjempLO 15.3. Con el fin de estudiar el influjo de las condiciones ambienta-
les en que se desarrollan los gatos sobre su tendencia a cazar ratones, Kuo (1930)
crié gatitos en distintas condiciones: 20 fueron criados en aislamiento; 21 con
sus madres, viéndolas cazar ratones y 18 fueron criados con ratones. Despucs
del periodo de crianza, a cada gatito se le presentaba un ratén para ver si lo ma-
taba o no. Pues bien, encontrd los siguientes resultados:

Forma de crianza

En aislamiento Con sus madres Con ratones

Respuesta | Matarlo 9 (10,17) 18 (10,68) 3 (9,15) 30

ante el

roedor No matarlo 11 (9,83) 3 (10,32) 15 (8,85) 29
20 21 18 59

En cada una de las seis casillas hay dos ntimeros, uno sin paréntesis (la fre-
cuencia empirica, la encontrada, de hecho), otro dentro de un paréntesis (la fre-
cuencia tedrica, la que deberia aparecer en caso de independencia). Segun lo dicho,
estas frecuencias tedricas se calculan asi:

(20)(30) (21)(30) (18)(30)

9 10,17 5 = 10,68 = 9,15
(20)(29) (21)(29) (18)(29) _

9 = 9,83 s9 ~ 10,32 s = 8,85
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Por consiguiente,

, (9 — 10,177 N (18 — 10,68)> (3 —9,15* (11 —9,83)* (3 — 10,32)?

10,17 10,68 9,15 9,83 10,32
(15 — 8857 _ 137 , 5358 3782 1,37 53,58 37,82
885 1017 T 1068 T 915 983 T 1032 " sss - OB

+ 5,02 + 4,13 + 0,14 + 5,19 + 4,27 = 18,88

En el caso en que cada una de las dos variables conste de sélo dos categorias,
tendremos la tabla siguiente:

a b (a + b)
¢ d (¢ + d)
(a+ ¢ b +d) n

En él, a, b, ¢ y d son las cuatro frecuencias empiricas y n = a + b + ¢ + d.
Las cuatro frecuencias teodricas seran:

(a + b)a + c)’ (a + b)b + d)’ (c+ d)a+ ¢ (c +d)b + d)
n n n ’ n

Pues bien, es facil probar que, bajo estas circunstancias,

2 _ (n)(ch — ad)?
(@ + b)c + d)a + )b + d) (15.13)

(IESJEMPLO 15.4. A partir de la tabla siguiente calculemos y2, aplicando (15.12)
y .13).

2 (3,6) 10 (8,4) 12

424) 4 (5,6) 8

6 14 20
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Segun (15.12):

—L6) | (L6P | (1L6F | (=16
2 T T _—— =
3,6 * 8,4 + 2,4 * 5,6

= (1,6)%(0,2778 + 0,1191 + 0,4167 + 0,1786) = (2,56)(0,9922) = 2,54

Segtin (15.13):

, _ (20)40 — 8 _ 20480 _ o,
T (12)8)6)(14) 8064 7

Como vemos, tanto (15.12) como (15.13) nos llevan al mismo resultado.

Con tablas de frecuencias de dos filas y dos columnas es recomendable la co-
rreccién de Yates, especialmente cuando una o mas de las frecuencias fedricas
en las cuatro casillas es pequeda. (Por pequefia se suele entender menor que 5y
aun menor que 10.) Mediante ella,

P = Z(lfe - fil = 0,5 _ n(|ch — ad| — nj2)?
f (@ + b)c + d)a + )b + d)

Calculemos en el ejemplo siguiente 2, primero sin la correccion y luego con ella.

1(1,2) 2 (1,8) 3

3(2,8) 4 (4,2) 7

4 6 10

—02) (0,20 2P (=020
2 _ (2027 (02 (02 (=0.2)
1,2 1,8 2,8 4,2
= (0,2)2(0,8333 + 0,5556 + 0,3571 + 0,2381) =
= (0,04)(1,9841) = 0,079364

X

Con correccién y usando la primera formula:
2 (0,2 — 055)2 (0’2 — 075)2 (0,2 — 0’5)2 (092 - 035)2
= + + =
1,2 1,8 * 4,2 2,8
= (0,3)*(1,9841) = 0,178569
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Con correccién y usando la segunda férmula:

2 _ (10)(J6 — 4] — 10/2)>  (10)(—3)? 90
(3)(7)(4)6) = Tsoa " 50q =~ O178570

Como se ve, el valor de y? varia al usar la férmula sin correccién y la férmula
corregida. Es debido a lo pequefias que son las frecuencias tedricas. La importan-
cia de esta diferencia se vera mejor al estudiar Estadistica Inferencial.

Cuando la tabla es de dos filas y dos columnas, la diferencia |fo — £ (es decir,
tomada en valor absoluto) es la misma en las cuatro casillas. El lector se encar-
gara de demostrar esta afirmacion en el ejercicio 15.7.

15.3.3. Propiedades

a) Al multiplicar por una constante k las frecuencias de todas las casillas
de un cuadro de frecuencias (con cualquier namero de filas y cualquier nimero
de columnas) y* queda multiplicado por esa constante.

En efecto, llamemos y7 al valor de x* antes de la multiplicacién y 2 al valor
de x* después de multiplicar todas las frecuencias por k. Tendremos,

=y e KA K= fP _y oo

=N ey

k1. k A

Compruebe el alumno cémo, en efecto, el valor de ¥? es 10/3 a partir de la ta-
bla 15.10 y 40/3 a partir de la tabla 15.11.

TABLA 15.10 TABLA 15.11
8 | 4 | 12 32 | 16 | 48
A | 2| 6| 8 By | 8 | 24 | 32
10 110 | 20 40 | 40 | 80

NotA. En bastantes textos las tablas de frecuencias de que hemos venido
hablando suelen ser denominadas tablas de contingencia («contingency tables»).

15.4. Coeficiente de contingencia, C

15.4.1. Fundamento y férmula

2 1 .
Acabamos de ver que x* es funcién de n. Hemos visto, en efecto, que multipli-
cando las frecuencias de todas las casillas por una constante suficientemente alta,
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podemos hace que x> aumente, a pesar de que las proporciones de todas las casi-
llas sean las mismas antes y después de dicha multiplicacion. Pues bien, una ma-
nera de evitar este inconveniente es utilizar C, definido de la siguiente manera:

2
n+y

15.4.2. Calculo

Es una mera aplicacidon de la férmula anterior.
EsempLo 15.5. Calculemos C a partir de y?> = 18,88 obtenido en el ejem-

plo 15.3.
18,88 —
C= -2 = J02424 = 0,49
59 + 18,88 Vo

15.4.3. Propiedades

a) El coeficiente de contingencia C no valdra menos que cero ni valdrd uno
o mas. Es decir, 0 < C < 1.

Basta con mirar la férmula de C para convencerse que nunca podrd llegar
a valer uno, pues el numerador serd siempre menor que el denominador, para todo
valor finito de n. Por otra parte, de las dos raices posibles aceptamos para C la
positiva, con lo cual no tiene sentido hablar de valores negativos de C. Por con-
siguiente, C nos indica la magnitud de la relacion entre dos variables. El significado
positivo o negativo de la misma lo tendremos que inferir a base de la tabla de con-
tingencia, considerando como se encuentran distribuidas las frecuencias en las di-
versas casillas. Incluso a veces, ni tendra sentido hablar del signo positivo o nega-
tivo de C, sino meramente de la intensidad de la relacion entre las dos variables
en cuestion. Esto sucederad cuando la tabla de contingencia tenga mas de dos filas
o/y mas de dos columnas.

b) Bs funcién del numero de filas y columnas. De aqui que dos C's (entre
las mismas variables, X ¢ Y) sélo son comparables si la primera C y la segunda,
ambas han sido calculadas a partir de dos tablas de contingencia tales que la pri-
mera tiene el mismo numero de filas que la segunda y la primera tiene el mismo
ntmero de columnas que la segunda. Asi, por ejemplo, serdn comparables dos
C’s si la primera ha sido calculada a partir de una tabla de contingencia con cinco
filas y dos columnas y la segunda a partir de otra tabla, también, con cinco filas
y dos columnas. (Suponemos, naturalmente, que son las mismas las variables
estudiadas en ambos casos.) En cambio, no serdn comparables dos C's, si una tabla
tiene cuatro filas y dos columnas y la otra tiene siete filas y tres columnas.
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¢) Si la tabla de contingencia, a partir de la que obtenemos C, tiene igual
nimero de filas que de columnas (llamemos a ese numero, k) se demuestra que

el valor maximo que puede alcanzar C viene dado por ./(k — 1)/k. Asi,

para k=2 Coix =/ 2 — 1)2 = /1/2 = 0,707
k=3 Cuix = /B — 1)/3 = \/2/3 = 0,816
k=4 Cute = /(4 — 1)/4 = /3/4 = 0,866

Esto quiere decir, que el C 4, no alcanzara el valor 1, para valores finitos de
k por grandes que sean. Solamente en el limite alcanzaria ese valor. Es decir,

lim /(k ~ )k = lim J1— (k) = 1

Vamos a comprobar el valor del C,;, para el caso de una tabla de contingen-
cia de dos filas y dos columnas.
Las dos tablas de contingencia siguientes implican maxima correlacion. Com-

probemos como en ambos casos C = ,/1/2 = 0,707.

1 (0,1) 0 (0,9) 1

0(0,9) 9 (8.,1) 9

1 9 10

2 2 2 2
»_ 09) N (0,9) N (0,9) + (0,9)

— 81409409 +0,1 =10
0,1 0.9 09 81 + 07+

Por consiguiente,

C = J/10/(10 + 10) = /1/2 = 0,707

0(3,2) 4 (0,8) 4

16 (12,8) 0(3,2) 16

16 4 20

_ (3,22 (3 2)_2 (3,2 . (3,2)

+ = R
3,2 0,8 12,8 32

2

=324+ 128 +08 +32=20
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Por consiguiente,

C = /20/20 + 20) = /172 = 0,707

d) Las distribuciones de ambas variables pueden ser de cualquier forma.
C puede ser calculado y tiene sentido sea cual sea la forma de ambas distribuciones.

e) Puede ser calculado a cualquier nivel de medida. Si las variables son cuan-
titativas, C puede calcularse y tiene sentido, sea cual sea el diagrama de dispersion.

f) No es comparable directamente con otros indices de correlacion como
Iy Ts> €tc. De aqui que no parezca muy recomendable interpretar como r,, el co-
ciente C/C, -

15.5. Interpretacion de Q y C

Como en ocasiones anteriores, la unica interpretacién razonable de un valor
determinado de Q y de C es compararlo con los valores encontrados por otros
investigadores trabajando con las mismas variables o variables semejantes. Ade-
ma4s, en el caso de C, para que sea sensata la comparacion, es necesario que nues-
tro coeficiente C haya sido calculado a partir de una tabla de contingencia con
el mismo numero de filas y de columnas que tenian las tablas de contingencia de
los otros investigadores o con un nimero muy parecido.

15.6. Resumen: Definiciones y férmulas

Coeficiente Q

_ (B)(A,By) — (4,B,)(4,B,)
(4B )(A4,B;) + (4,B,)(4,B,)

Q

Coeficiente y*

N2
oy e 1)
fi
Coeficiente C
2
C =t
n+x
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EJERCICIOS

15.1. Calcular el coeficiente Q de Yule a partir de los cuadros siguientes:

a) 15 30 b) 20 40 ) 10 5 d) 25 20

15.2. Calcular el coeficiente y* a partir de los cuadros siguientes:

ay | 15 | 45 b) 6 14 10 c) 9 5 2 d) 0 5
30 10 10 | 26 14 1 10 13 3 3
7 2
e) | 10 6 4 f) | 22 19 7
5 12 3 3 3 2
0 2 8 0 3 4

15.3. Calcular el coeficiente de contingencia C, a partir de los cuadros expues-
tos en 15.2.

15.4. Sabiendo que vale 0,4 el coeficiente de contingencia respecto a un grupo
de 126 personas, ;cudnto valdrd y* para ese mismo grupo?

. C \?

15.5. Sabiendo que (f~> = 0,90 y que la tabla de contingencia es de 5 por
max

5, calcular el valor de C.

15.6. Demostrar que en cualquier tabla de contingencia la suma de las frecuen-

cias tedricas tiene que ser igual que la suma de las frecuencias empiricas.

15.7. Demostrar que en una tabla de contingencia de 2 por 2, la diferencia
| . — £ (es decir, tomada en valor absoluto) tiene que valer lo mismo en las cua-
tro casillas.

15.8. Deducir la férmula (15.13) a partir de la (15.12).

16

Relacién entre variables dicotomicas
o dicotomizadas

16.1. Conceptos previos

16.1.1. Variables dicotomicas

Aquellas que por su propia naturaleza sélo pueden manifestarse segun dos
modalidades: sexo (varén-mujer), nacionalidad (nacional-extranjero), estado vi-
tal (vivo-muerto), etc.

16.1.2. Variables dicotomizadas

Aquellas que por su propia naturaleza pueden manifestarse segin muchas
modalidades (al menos, segn tres), pero que, de hecho, sélo se las permite mani-
festarse segin dos: aprovechamiento escolar (aprobado-suspenso), altura (alto- ba-
jo), ntimero de hijos (menos de tres hijos-tres o mds hijos), etc.

16.2. Coeficientes de correlacién que son mera aplicacion de r

16.2.1. Coeficiente de correlacion biserial puntual r,,
a) Fundamento y formula

Introduzcamos una variable X, cuantitativa continua (eventualmente, discreta)
y otra variable Y, dicotomica. Esta sélo admite dos modalidades a las cuales vamos
a atribuir dos nuimeros cualesquiera distintos que, por sencillez, suelen ser el 0 y
el 1. Consideremos estos dos valores como auténticos ntmeros. Supuesto esto,
tendremos dos columnas de ntimeros. La primera, referida a la variable X, que cons-
tard de bastantes nimeros distintos y la segunda, referida a la variable Y, que sélo
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constard de ceros y unos. Pues bien, la férmula del coeficiente de correlacidn bise-
rial puntual no es mas que la férmula del coeficiente de correlacién de Pearson
aplicada a estas dos columnas de numeros.

Se demuestra (véase 16.7. Apéndice), que el coeficiente de correlacién de Pearson
bajo estas condiciones, es decir, el coeficiente de correlacién biserial puntual,
I'yp> viene dado por

X, - X
Iop = ”S 4 /pa (16.1)

XX \ﬁ (162)
Sy q

X s la variable cuantitativa continua e Y es la dicotémica.
p es la proporcién de personas con una de las dos modalidades posibles en la
variable Y.

q es la proporcion de personas con la otra modalidad.
X, es la media en X de las personas cuya proporcién es p.
X q ©s la media en X de las personas cuya proporcion es g.

X es la media en X de todas las personas.

Sy es la desviacion tipica en X de todas las personas.

Notese que (16.1) admite una interpretacién muy razonable. Supongamos,
en efecto, que X representa agresividad, Y representa sexo, p es la proporcidn
de varones, ¢ la de mujeres y que los varones de nuestra muestra son mas agresivos
que las mujeres. Bajo estas condiciones, X, (agresividad media de los varones)
serd mayor que X, (agresividad media de las mujeres) y X, — X, serd tanto mayor
cuanto mds difieran en agresividad los varones de las mujeres, cuanto mas estrecha
concomitancia o correlacién exista entre ser varén y alta agresividad y entre ser
mujer y baja agresividad. Ahora bien, segtn (16.1), 1y tenderd a crecer con X, — X,
es decir, con la correlacion entre el sexo y la agresividad. Por consiguiente, r,, apa-
rece como indice idéneo de correlacién. Algo parecido podia decirse sobre (16.2).

b) Cdlculo

Apliquemos (16.1) y (16.2) al siguiente ejemplo.

EieMpLO 16.1. Un grupo compuesto por 22 varones y 18 mujeres han ob-
tenido las puntuaciones que se muestran en el cuadro de la pagina siguiente, en
un test de inteligencia espacial.

En este cuadro la variable X, inteligencia espacial, es continua. La variable
Y, sexo, es dicotdmica.

Por su parte, n, representa el numero de varones (a los que atribuimos un 1
en Y); n, representa el nimero de mujeres (a las que atribuimos un 0 en Y); n, re-
presenta el niimero total de personas. Por tanto, las sicte primeras personas (co-
menzando por arriba) han obtenido en X'y en ¥ los siguientes pares de puntuaciones:
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X n, n, n, x’ x"? nx' nx? Hyx' ngx'
24-28 6 1 7 2 4 14 28 12 ;
19-23 6 2 8 1 1 8 8 6 :
14-18 5 4 9 0 0 0 0 0 .

9-13 4 4 8 -1 1 -8 8 —4 -

4-8 1 7 8 -2 4 -~ 16 32 -2 —14

22 18 40 -2 76 12 - 14

(26,1), (26,1), (26,1), (26,1), (26,1), (26,1), (26,0); las ocho si'guientes: (21,1), (21,1),
(21:1), (21,1), (21,1), (21,1), (21,0), (21,0);. .. ; las ocho ﬁltlmas:.(6,l), (6,0), (6,0),
(6,0), (6,0), (6,0), (6,0), (6,0). Pues bien, r,, no es mis que r,, aplicado a estos cua-
renta pares de nuimeros. , ’

1 pCalculemos previamente los elementos que aparecen en las dos férmulas

16 + (5)(—2/40) = 16 — 0,25 = 15,75
16 + (5)(12/22) = 16 + 2,73 = 18,73
¢ — 16 + (5)(—14/18) = 16 — 3,89 = 12,11

= (5)/76/40 — 4/1.600 = (5)/1,9 — 0,0025 = (5)/1.8975 =
= (5)(1,378) = 6,89
p=22/40 =055 , gq=18/40 = 0,45

Bt By
ol

De acuerdo con la tabla B (Apéndice 111, al final del libro):

Jpa = J(0,55)(045) = 04975 -, /p/g = /(0,55)/(0,45) = 1,106
Entonces, aplicando (16.1),

29345
8T8 = 1201 g5 062 4975 = 33 _ g 4e

’ 6,89 6,89 6,89

Fy

Y aplicando (16.2)

8
= L&_73:_1_5£ 1.106 = 2,98 1,106 = 3,2958 = 0,48
? 6,89 ’ 6,89 6,89

)

Usando la férmula y el esquema anterior, es claro que ry), sera positivo (neggtlvo)
siempre que X, sea mayor (menor) que X,. Esto sllgmﬁca que si 1y, €s positivo, a
ser alto en X corresponde pertenecer a la categoria cuya proporcién es py a ser
bajo en X corresponde pertenecer a la categoria cuya proporcion es g. Si ry, s ne-
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gativo, a ser alto en X corresponde pertenecer a la categoria cuya proporcidn es ¢
y a ser bajo en X corresponde pertenecer a la categoria cuya proporcion es p.

El esquema anterior es arbitrario. Otros serfan posibles. Sin embargo, le segui-
remos siempre para evitar confusiones. No obstante, conviene que el alumno se
acostumbre a considerar la tabla de frecuiencias y, a partir de la misma, interprete
oportunamente el valor positivo o negativo ofrecido por la férmula. En nuestro
ejemplo, r,, = 0,48 es positivo. Esto quiere decir que a ser alto en X corresponde
pertenecer a la categoria de los varones y a ser bajo en X corresponde pertenecer
a la categoria de las mujeres.

Desde luego, no es necesario atribuir unos y ceros. Bastaria con llamar X »
a la media del grupo de personas cuya proporcion es »y X, ala media del grupo
cuya proporcion es g. Hemos atribuido ceros y unos para hacer ver cémo Tpp NO €8
mds que una aplicacion de r,, al caso de dos variables, una cuantitativa continua y
la otra dicotémica. Compruebe el alumno cédmo Iy» aplicado a los 40 pares de que
hemos hablado més arriba, vale 0,48.

16.2.2. Coeficiente de correlacién, P

a) Fundamento y formula

Introduzcamos dos variables dicotémicas, X e Y. Cada una de ellas admite
s6lo dos modalidades a las que vamos a atribuir dos ntimeros distintos que, por
sencillez suelen ser el 0 y el 1. Consideremos estos dos valores como auténticos
numeros. Esto supuesto, tendremos dos columnas de numeros, cada una de las cua-
les consta unicamente de ceros y unos. Pues bien, la formula del coeficiente ® no
es mas que la formula del coeficiente de correlacién de Pearson aplicada a estas
dos columnas de numeros.

Se demuestra (véase 16.7. Apéndice), que el coeficiente de correlacién de Pearson
bajo estas condiciones, es decir, el coeficiente ¢, viene dado por:

ch — ad

= . : 16.3
¢ J@ +b)e + d)a + )b + d) (163)

Donde a, b, ¢, y d tienen el significado expuesto en el cuadro adjunto:

X
0 1
I a b (@ + b)
Y
0 ¢ d (€ + d)
@a+c)| b+d n
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ir, a, b. ¢ y d representan el nimero de personas cuyas puntuaciones
en )l;: Z ()i/esC(I,II; ispectiv};ment};: 0,1), (1,1),. (0,0), (1,0). A31mlsmo3 (L.Z + b) ri:prc,asegg
el nimero de personas con puntuacion igual a 1 en Y (o, me]cilba%n, :1 vr;lil(r)r; ;)
de personas pertenecientes a la categoria de Y a la que hfimf)s a;n 1(;1 o A C),
(¢ + d) representa el nimero de personas con puntuacion igual a 0 en ,Con o
el de las personas con puntuacién igual a 0 en X, (b + d)el de las personas p

i6n igual a 1 en X. ‘

tua%zzntigg ael esquema anterior, si @ es positivo (negativo)

i0 i ¢ ia O en Y, o entre
i lacion entre la categoria 0 en X'y la categoria 0 en 1,
e mejor es estudiar el cuadro

quiere decir que es

ositiva
{)a categoria 1 en X y la categoria 1 en Y. Con todo,'l,o
de frecuencias para asegurarse del signo de la relacion.

b) Cdlculo

Apliquemos (16.3) al ejemplo siguiente: . .
EJZM?’LU 16.2. Calculemos la relacién posible entre poseer coche y poscer
tos que proponemos a continuacion. Se trata de dos variables

iso a partir de los da : . ; . ‘ bles
gico*émicaS' o se tiene o no se tiene coche, o se tiene 0 NO s¢ tiene piso. Atribuya
v .

) o ) (s
un 0 a las categorias «no coche» y «no piso»; atribuyamos un 1 a las cafcegona
«coche» y «piso». Supongamos que tenemos la siguiente tabla de frecuencias:

X
No coche Coche
0 1
Piso -
1 30 60 90
Y
No piso
(? 70 40 110
100 100 200

Aplicando la férmula (16.3):

_(70)(60) — (30)(40) _ 4.200 — 1.200 _ 3.000 _ 0,30
a J/(90)(110)(100)(100) /99.000.000  9-950

@ = 0,30 es positivo. Ello quiere decir que es positiva la relacién entre «tgne;
’ .
coche» y «tener piso» o entre «no tener coche» y «no tener piso». A esta mism
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conclusién llegamos observando el cuadro de frecuencias. En ¢l son mayoria los
que poseen simultdneamente ambas cosas o carecen simultidneamente de ellas;
en cambio, son minoria los que poseyendo una de ellas, carecen de la otra.

No es necesario atribuir expresamente los unos y ceros. Basta con poner las
frecuencias. Hemos atribuido los unos y ceros para que el alumno vea como ¢ es
un caso particular de r,,. En este ejemplo tenemos 30 personas cuyas puntuaciones
en X e Y serian (0,1), 60 cuyas puntuaciones serian (1,1), 70 cuyas puntuaciones
serfan (0,0) y 40 cuyas puntuaciones serian (1,0). Tendriamos, por tanto, 200 pares
de puntuaciones. Compruebe el lector como, de hecho, al aplicar el coeficiente
de correlacion de Pearson a estos 200 pares de numeros se obtiene r,, = 0,30.

EiemMpLo 16.3. Dement y Kleitman (1957) se plantearon la hipotesis de que
cuando una persona esta sofiando, sus ojos se mueven rapidamente. Para verificarla,
hicieron que un grupo de personas durmieran en un laboratorio y durante la noche
les despertaban varias veces. Unas veces, cuando presentaban movimientos oculares
rapidos (M. O. R.), y otras, cuando no los presentaban. En ambas ocasiones les
preguntaban si recordaban algin suefio. Pues bien, encontraron los siguientes
resultados.

X
Despertados Despertados
sin M.O.R. con M.O.R.
0 1
Recuerdan
algiin suefio 11 152 163
1
Y
No recuerdan
suefio alguno 149 39 188
0
160 191 351

Aplicando la férmula (16.3),

_ (149)(152) — (11)(39) _ 22.648 — 429 22219 _
J(163)(188)(160)(191)  /936.480.640  30.601,97

El resultado obtenido apoya la hipdtesis propuesta.
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16.2.3. Propiedades de r,, YV ¢

a) Ninguno de los dos coeficientes puede valer menos que — 1, ni mas que 1.
Es decir, —1 < r, < 1, —-1<¢ <1

En efecto, basta con tener en cuenta que ambos son aplicaciones particularesder,,.

Fyp = £ 1 cuando todas las personas con 1 en Y (variable dicotdmica), obten-
gan la misma puntuacion en X (variable cuantitativa continua) y cuando todas las
personas con 0 en Y, obtengan la misma puntuacion en X.

En particular, valdra 1, cuando la tinica puntuacién en X de los que obtienen 1
en Y sea mayor que la unica puntuacion en X de losque obtienen 0 en Y. Valdra
—1, cuando la tnica puntuacion en X de los que obtienen 1 en Y sea menor que la
de los que obtienen 0. Nétese que en ambos casos los puntos representativos de las
personas estin sobre una linea recta. Veamos dos ejemplos:

a') Todos los varones (1 en Y) obtienen 7 en X; todas las mujeres (0 en Y)
obtienen 2 en X; r,, serd positivo.

a”) Todos los varones (1 en Y) obtienen 3 en X; todas las mujeres (0 en Y)
obtienen 6 en X; r,, serd negativo.

He aqui las correspondientes representaciones graficas:

a)

o (6.0)

¢ = 1 cuando todas las personas con 1 en X obtienen 1 en Y, y todas con 0 en

X obtienen 0 en Y.
¢ = — 1 cuando todas las personas con 1 en X obtienen 0 en Y, y todas con 0

en X obtienen 1 en Y.
He aqui los cuadros que representan estas dos situaciones extremas:

X X
b — 0 b
0| 1 0 |1 ey _9_y
O)e)b)c) b
1 0 b b 1 a 0 a 0 — ad
Y Y o =——
0 ¢ 0 ¢ 0 0 d d Ja)d)a)d)
c b n a d n = _—aii = -1
ad
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Estas dos situaciones extremas quedan representadas graficamente asi:

» (b \

0.0 X X LN

b) Dada una tabla con las cuatro frecuencias marginales fijas, el valor maximo
alcanzable por ¢ es funcién de ellas.

Acabamos de ver que ¢ = + 1 sélo cuando las cuatro frecuencias marginales
son (b, ¢, b, ¢) 0 (g, d, a, d). En cualquier otro caso |<p| < 1. Ahora bien, fijadas
las cuatro frecuencias marginales, pueden variar las cuatro frecuencias interiores y,
consiguientemente, ¢ puede ir tomando diversos valores. Lo que ahora nos interesa
es determinar cudl de esos valores posibles es ¢l maximo. Se demuestra que, fijadas
las cua}t,ro frecuencias marginales, ese valor maximo viene dado por la siguiente
expresion:

n; u
Pmax = /2 — (en valor absoluto)
n; 1

Donde:

n; es la frecuencia marginal maxima de las cuatro.
n; es su complemento, es decir, n — n,.

n; es la frecuencia mayor de las dos restantes.

n; es su complemento, es decir, n — n;.

Por ejemplo, el valor maximo para

30 20
20 y 30
22 28 | 50 22 28 | 50

€s

\@28 =092
3022
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Este valor maximo es alcanzable, por ejemplo, con los dos cuadros siguientes:

2 28 30 20 O 20
20 0 20 con ¢ = 0,92 2 28 30 con ¢ = —0,92

22 28 50 22 28 50

¢) Para una tabla de contingencia de dos filas y dos columnas, x? = not.
En efecto, basta con comparar la férmula (15.13) de ¥?, con la formula (16.3)
de ¢ (clevada al cuadrado).

16.2.4. Interpretacion de r,, y de ¢

Segun lo dicho en ocasiones semejantes, el tnico modo razonable de interpretar
un valor determinado de r,, o de ¢ es compararlo con los valores de ry, ¥ ¢ obte-
nidos por otros investigadores trabajando con las mismas o parecidas variables.
Conviene, ademas, que sean iguales o parecidas las proporciones marginales de X en
sus tablas de contingencia y en la nuestra, y que ocurra lo mismo con las proporcio-
nes marginales de Y.

16.3. Coeficientes de correlacion que son estimacion de 7,

16.3.1. Coeficiente de correlacion biserial, r,

a) Fundamento y formula

Supongamos dos variables, X ¢ Y, ambas continuas. Una de ellas (X) aparece
como continua. La otra (Y) aparece dicotomizada artificialmente. Por tanto, en
Y solo tenemos, de hecho, dos categorias; es decir, unos y ceros. Pues bien, el coefi-
ciente de correlacion biserial, r,, es una estimacion de r,, si ¥ se hubiera mantenido
continua y se hubieran cumplido las dos condiciones siguientes:

a) La distribucién de Y, considerada como continua, es normal.

b) La relacién entre X e Y (consideradas ambas como continuas) es lineal.

Se demuestra que esta estimacion, bajo las dos condiciones acabadas de ex-
poner, viene dada por:

_ Xy Xy pq_ (16.4)

(16.5)
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En estas formulas X, Xq, X, p, g tienen el mismo significado que en 16.2.1
Por otro lado, el significado de y es el siguiente: Supongamos una distribu.ci'éﬁ
normal con drea unidad. Sea z la abscisa que deja a uno de sus lados un 4rea igual
aéa y al otro un drea igual a g. Pues bien, y es la ordenada correspondiente a dicha
abscisa z.

7\

Z

No tenemos que preocuparnos por el calculo de y, pues en la tabla B (Apéndice
I11) IE)occilemos encontrar directamente lo que vale p/y y pq/y, sabiendo lo que vale p
a deduccion de las férmulas anteriores puede verse en M 7 '
Lord y Novick (1968). b aenusson {1967) 0 en
Por no alargarnos no repetimos las observaciones hechas al final de 16.2.1, al
trate,u' de r,,. Dichas observaciones, mutatis mutandis, pueden ser utiles tambi’én
aqui. ’ ,

b) Cdiculo

Apliquemos (16.4) y (16.5) al siguiente ejemplo.

EJEMPLO ?6.4. Llamemos X a la agudeza visual e Y a la habilidad para el
oficio .de relojero. Un comité de expertos califica como «buenos» o como «malosy»
p‘rofesmnales a un grupo de relojeros. Estos, a su vez, realizan una prueba de agudeza
vxsua} que les permite alcanzar puntuaciones que van de 0 a 30. X e Y son variables
continuas, pero la segunda ha quedado dicotomizada artificialmente ya que en ella
sélo son po§1bles dos puntuaciones: una correspondiente a «bueny reiojero y la otra
correspondiente a «mal» relojero. En estas circunstancias parece muy oportuno
el uso de la correlacion biserial. Supongamos ahora que los datos numéricos obte-

X n, n, n
24-28 6 1 7
19-23 6 2 8
14-18 5 4 9

9-13 4 4 8
4-8 1 7 8

22 18 40
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nidos coinciden con los datos del ejemplo 16.1 a partir de los cuales hemos calculado
I'y,- Lo hacemos asi para poder comparar luego los resultados numericos alcanzados
en uno y otro caso. Llamemos n, al niimero de «buenos» relojeros, n, al de «malos»

"relojeros y n al numero total de relojeros de nuestra muestra. Supuesto esto, apli-

quemos (16.4) y (16.5) al cuadro de la pagina anterior.
Recordemos los resultados previos obtenidos en 16.2.1.

12,11, s =689

X=1575 , X,=1873 , X, =
=045

p=05 , ¢

De acuerdo con la tabla B (Apéndice III) pg/y = 0,6253, p/y = 1,390.
Supuesto esto, aplicando (16.4)

18,73 — 12,11 6,62 4,1395
o I8T3 — 10 6053 = 202 06253 = 2 = 0,60
b 6,89 06253 = %9 6.89
y aplicando (16.5)
_ 7
L1873 15,75 | 390 — 298 | 390 - 41422 o
6.89 6,89 6.89

Esto nos indica que a ser altos en la prueba de agudeza visual, corresponde ser
buenos relojeros; y a ser bajos en la misma, corresponde ser malos relojeros. No
todo el que es alto es buen relojero, ni todo el que es bajo es mal relojero, pero, en
general, los altos en la prueba, tienden a ser buenos relojeros y los bajos en la misma,

tienden a ser malos relojeros. .
Recuérdese aqui las observaciones hechas en este mismo contexto al tratar del

célculo de r,, al final de 16.2.1.

16.3.2. Coeficiente de correlacion tetracorica, 7,

a) Fundamento y formulas

Supongamos dos variables, X e Y, ambas continuas. Las dos aparecen dico-
tomizadas artificialmente. Por tanto, en X y en Y sélo tenemos, de hecho, dos
categorias. Pues bien, el coeficiente de correlacion tetracdrica, r,, €s una estimacion
de r,, si tanto X como Y se hubicran mantenido continuas y se hubieran cumplido

las dos condiciones siguientes:

a’) Las distribuciones de X e Y, consideradas como continuas, son normales.
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b') La relacién entre X e Y, consideradas ambas como continuas, es li-
neal.

Se demuestra que esta estimacion viene dada por el siguiente desarrollo en serie
de potencias en r, que, por sencillez, llamaremos r en este desarrollo.

2 -3 4

ch — ad LT 2 2 i 3 3 ’
- =7+ zz'— zf— (" - 1) — 2 —3z2)(z7 = 3z)— + .-
r+ 2+( )N )6+( )1t )24+

n?yy’

En este desarrollo a, b, ¢ y d tienen el mismo significado que el presentado al
tratar de ¢ (véase 16.2.2):

Z: s una puntuacion tipica tal, que divide el area (de valor unidad) bajo la curva
normal en dos dreas iguales a las dos proporciones (¢ + c)ny (b + dyn.

* €s una puntuacioén tipica tal, que divide el 4rea (de valor unidad) bajo Ia
curva normal en des 4reas iguales a las dos proporciones (¢ + d)/n y
(@ + b)/n.

yey': son las ordenadas que la curva normal hace corresponder respectivamente
a las puntuaciones tipicas z y z'.

N

El cdlculo de r, mediante el anterior desarrollo en serie de potencias es labo-
rioso, especialmente cuando r, es alto. En este caso no serd muy aceptable la apro-
ximacién obtenida valiéndonos sélo de los dos primeros términos, es decir, mediante
una ecuacion de segundo grado en r,. Necesitaremos tres o mds términos, debe-
remos resolver una ecuacion de grado superior al segundo. Debido a la dificultad
de estos calculos se han buscado otras férmulas que ofrezcan buenas aproximaciones
de r, y cuya aplicacion sea sencilla. Afortunadamente, no tenemos que preocupar-
nos ni por el desarrollo en serie de potencias, ni por las otras férmulas subsidiarias.
Existen tablas y diagramas que nos permiten calcular r, de modo muy sencillo
¥, a la vez, bastante fiable en la mayoria de los casos. Entre ellos son muy conocidos
los diagramas de Chesire, Saffir y Thurstone. Nosotros utilizaremos la tabla C
(Apéndice IIT) que nos permitird calcular F, en unos momentos, conocidas las
cuatro frecuencias a, b, ¢ y d.

b) Cdlculo

Llamemos X a la variable «rendimiento en aritmética» e ¥ a la variable «ren-
dimiento en gramdtica». Atribuyamos un 1 a las personas que en aritmética y en
gramdtica obtienen puntuaciones iguales o superiores a dos valores, uno en arit-
mética y otro en gramadtica. Son los «aprobados». Atribuyamos un 0 a las personas
que en ambas asignaturas obtienen puntuaciones inferiores a los dos valores ante-
riores. Son los «suspensos». Por consiguiente, las dos variables, en si continuas,
aparecen dicotomizadas.

EyeMPLO 16.5.  Supongamos que 200 personas se encuentran repartidas se-
gun el cuadro siguiente:
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X

i 30 (a) 60 (b) 90

0 70 (c) 40 (4) | 110

100 100 200

Vamos a calcular r, valiéndonos del desarrollo en serie de potencias, y de la ta-
bla C (Apéndice III). ' ( ‘
Util(izé)remos s6lo los dos primeros términos. Para ello necesitamos calcular
z, z, y ey
En primer lugar,
(a + ¢)/n = 100/200 = 0,50 -
(b + d)/n = 100/200 = 0,50
(¢ + d)/n = 110/200 = 0,55
(a + b)/n = 90/200 = 0,45

pues esa puntuacion tipica divide el drea (de valor unidad) bajo la
curva normal en dos areas, ambas iguales a 0,50. , ‘
= 0,1257, pues esa puntuacion tipica (de acuerdo con.la tabla de la,s areas bajo
’ , la curva normal) divide el 4rea (de valor unidad) en dos areas iguales
a 0,45y 0,55.

Las ordenadas correspondientes a z y z’ son, respectivamente, 0,3989 y 0,3958.
Véase la tabla B, columna F (Apéndice III). Alli 0,3989 corresponde a la pro-
porcidén 0,50 y 0,3958 corresponde a la proporcién 0,55.

En este supuesto,

z =0,

2
(70)(60) — BO)JA0) _ _ .\ (0y0,1257) % = 1, + 0
(200)7(0,3989)(0,3958) 2
Es decir:
3000040
6.315,4
O sea:
r, = 0,47
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Usando la tabla C, tenemos:

(c)(b) _ (70)(60) _ 4.200
(@(d) (30)40) ~ 1.200

3,5

" (];j;ﬂ:sggillgeCrtvimg; g.ue a todos los valores comprendidos entre 3,461 y 3,571

La tabla de frecuencias nos dird qué signo debemos atribuir a un r, determi
nado. Recuérdese a este respecto las consideraciones hechas al final de‘ 16.2 lml_

EjeMPLO 16.6. Vamos a analizar los datos presentados por Wood.w.o.th
( 11941) sobre 19 pares de gemelos univitelinos. Los dos elementos de cada par si)n
anlliacli(;)ss (;:n ar?blentes diferentes. Consideretmos la diferencia en educacién (X )
Tendremoqo%e ;.r;lentog de cada par y su dlfer.encia en cociente intelectual (Y).
condr s 1 iferencias en edugacmn y 19 diferencias en cociente intelectual.

alculemos r,, habiendo dicotomizado X e ¥ del modo siguiente:

X : Diferencia en educacién
Baja 0 Alta 1
X: ' Alta 1 1 (a
Diferencia : 2O ’
en CI Baja 0 8 (¢) 2 (d) 10
9 10 19
|

®)8)
12) = 32. En la tabla C (Apéndice IIT) vemos que a 32 le corresponde r, = (,89.

\ Elf;ol 31gnllﬁca que el cociente intelectual es funcién de la educacién recibida
ya que los elementos de cada par no difieren entre si genéticamente, al ser univi:

te]lll()S SIno Sol() p()I razon del entorno dlstl]li() (lellh() (lel L]lal uno y otro l (6]
> an Sld

16.3.3. Propiedades de r, y de ’,

) 1 t] 3’
a E)l C()e! ciente de COIIelaCIOII blSe] lal ’b puede Valel mas que uno (O menos

) ara unos mismos atos, (r i mayo ue
b) P mos d , [Fp| €S siempre g
efooto: , b, P yor q f’bpl'

X, —X, pqg X - </
pp=b—Za L _Ap— Ag g I NG |
) prq y Fop P

Sy y S
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Ahora bien, de acuerdo con la tabla B, (Apéndice II), \/piq/y Va,,.fle 3,733, para
p =099 (6 p=001),a 1,253, para p = 0,50. Por consiguiente \/pq/y es siempre

. mayor que uno y, en consecuencia, r, serd siempre mayor que r, para unos mismos

datos.

Recordemos como para los mismos datos del ejemplo 16.1, r,,, valia 0,48 y r;, valia
0,60 (ejemplo 16.4).

¢) Para unos mismos datos, r, ~ (3/2)(¢) (véase Lord y Novick, 1968). Esta
aproximacion es tanto mejor, cuanto mas se aproximen a la mediana los puntos de
dicotomizacién en ambas variables y cuando r, es igual o menor que 0,50. Asi, por
ejemplo, compruebe el alumno como se verifica esta relacion en el cuadro siguiente:

10 20 30 .
r, = 0,61 (consultando tabla C del Apéndice II)

15 5 | 20 ¢ = 0,408 (mediante féormula)
(3/2)(@) = (3/2)(0,408) = 0,612 ~ 0,61 = r,
Lzs 25 | 50

d) Siempre que una de las cuatro frecuencias interiores sea nula, r, = 1.

En efecto, si uno de los cuatro valores a, b, ¢ o d ¢s nulo, claramente ad 6 cb
seran nulos. Consiguientemente valdra cero uno de los dos cocientes chbjad 6 ad/cb.
En ambos casos, al cociente nulo le corresponde en la tabla C, (Apéndice 1I) r, = 1.
El signo positivo o negativo dependerd de cudl de los cuatro valores es nulo.

16.3.4. Interpretacion de r, y de r,

La interpretacién razonable es compararlos con los valores de r, y r, obtenidos
por otros investigadores trabajando con iguales o parecidas variables. Conviene,
ademds, tener en cuenta los puntos de dicotomizacién usados por nosotros y

por ellos.

16.4. Comparacion de r,, y de r,

a) El coeficiente r,, es una aplicacion de 7. El coeficiente 1, s una estimacion
de r,,, bajo ciertas condiciones.
b) El coeficiente |r,,| es siempre menor que el coeficiente ||, para unos mis-

mos datos.

¢) El coeficiente |r,,| es siempre igual o menor que 1. El coeficiente |r,| puede
superar ese valor.

d) Ambos coeficientes son usados en teoria de tests. Cada uno tiene sus ven-
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tajas e inconvenientes, segin sean las situaciones concretas en que van a ser usados
y el aspecto que desea ser considerado. Esta discusion, en si muy interesante, no
la creemos oportuna ahora. El lector preocupado por este tema puede consultar Lord
y Novick (1968).

16.5. Comparacion de ¢ y de r,

a) El coeficiente ¢ es una aplicacién de ¥ El coeficiente r, es una estimacién
de r,,, bajo ciertas condiciones.

b) EI coeficiente |¢| es igual o menor que || para unos mismos datos. La
diferencia tiende a aumentar a medida que los puntos de dicotomizacién en una
o en las dos variables se van alejando de la mediana.

¢) El valor maximo de |(p[ es funcién de las frecuencias marginales y solo
puede valer 1, cuando las frecuencias marginales en X son iguales a las frecuencias
marginales en Y. Por el contrario, |r,| puede valer 1 con cualquier cuaterna de fre-
cuencias marginales. En efecto, r, = 1 con tal que sea 0 una cualquiera de las cuatro
frecuencias interiores, lo cual es siempre posible, sean cualesquiera las cuatro fre-
cuencias marginales. (Naturalmente, suponemos que estas frecuencias marginales
son todas distintas de cero.)

d) El coeficiente ¢ es el mas apropiado cuando las variables son estrictamente
dicotémicas. El coeficiente r, cuando, siendo continuas, se encuentran dicotomi-
zadas.

e) Si las variables continuas aparecen como tales, calctlese r,, y no se intro-
duzca dicotomizacion alguna. Es verdad que dicotomizando simplificamos mucho
los calculos, pero, a la vez, desaprovechamos mucha informacién que teniamos
en nuestras manos. Utilicemos esta informacién. Hoy disponemos de pequefias
madquinas electrénicas de bolsillo que nos permiten calcular r,, de modo muy
sencillo.

g) Ambos coeficientes son usados en teoria de tests.

h) No parece recomendable calcular el cociente entre el ¢ obtenido y el ¢

méximo e interpretar dicho cociente como Fay-

16.6. Resumen: Definiciones y férmulas

Variable dicotomica: Aquella que sélo puede manifestarse segin dos Unicas
modalidades.

Variable dicotomizada: Aquella que puede manifestarse segiin tres 0 mds mo-
dalidades, pero a la que, de hecho, sélo se le permite manifestarse segtin dos moda-
lidades.

Coeficiente de correlacion biserial puntual: Aplicacién de r,, a dos variables,
una continua y la otra dicotémica.
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X —X X, —X [p
;‘z,p=”———q\/l7ilI=~’L§‘—‘"\/;

Coeficiente de correlacion ¢: Aplicacién de r,, a dos variables, ambas dico-

tomicas.
ch — ad

@+ b)c + d)a + )b + d)

Coeficiente de correlacion biserial: Estimacion de lo que habria valido Ty entre
dos variables continuas, obtenidas a partir de dichas variables manteniéndose
una de ellas continua y habiendo sido dicotomizada la otra.

X—Xq]’q Xp_ig
Sx y Sx y

Coeficiente de correlacion tetracérica: Estimacién de lo que habr‘la vallfio Fry
entre dos variables continuas, obtenidas a partir de dichas variables dicotomizadas

ambas artificialmente.

.2 3
Do @ et -
nryy’ 2 6

16.7. Apéndice: Deduccion de las formulas
de r,, y de ¢ a partir de r,,

16.7.1. Deduccién de la formula de r,, a partir de r,;

Sea Y la variable dicotémica. Sdlo son posibles dos puntuaciones: 0 y 1. (Tan
legitimo hubiera sido otro par cualquiera de nimeros distintos.) 3

Llamemos p a la proporcion de personascon len Y, gala proporcién de perso-
nas con 0 en Y, n al nimero total de personas. Por consigulentg, tendremog np
personas con 1 en Y, y ng personas con 0 en Y. De aqui son inmediatas las siguien-

tes relaciones:

p+qg=1 , gq=1-p , np+ng=nlp+q) =n
Calculemos Y y s,.

g tw)1) + ()0) _ mp _
n n

2 = (np)(1 — p)* + (ng)(0 — p)2= npg* + ngp®

=pq* + qp* =pglp + q) = pq
Y n n
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En conclusién:
Y=p ., s,=1rq (1)

Sea X, la media en X de las np personas con 1 en Y.

Sea X, la media en X de las ng personas con O en Y.

Sea s, la desviacion tipica en X de las n personas.
Es claro que:

XY = X))+ + X))+ Xpr JO) + -+ (X)0)=Z X + 0=
=X X,donde Zvadelanp

Por consiguiente,

XY _ZX_ %,
np np
O sea,
XY =npX, 2)

Con estas condiciones y teniendo en cuenta (1) y (2),

_Zxy XX -X)(Y-YV) ZXY-nXV _ mpX, - nmpX _

P ns,s, 18,8, NS, s, /pq a
X, —pX X, -X X, - X
= P =t P Vplq

Sx \/p—q Sx vV pq Sx

Observamos que esta férmula es la (16.2).
Por otra parte:

7= npX, + ng¥X,
n

=pX, + 4%,
Consiguientemente :
X, - X=X,-pX,—qX, = (1 —p)X, — qX, = gX, — ¢X, = ¢(X, — X)

Sustituyendo g(X, — X,) por X, — X en la férmula de r,, acabada de obtener,
nos queda:

X — X gX, - X) — X, —-X, ,—
ry =2 —=/pla = ~—”s—"\/p/q = —"-S——“\/pq

X

Observamos que esta férmula es la (16.1).
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16.7.2. Deducciéon de la formula de ¢ a partir de r,

Las dos variables, X e Y, son dicotomicas.

Sea p, la proporcion de personas con puntuacion 1 en X.
Sea ¢, la proporcion de personas con puntuacion 0 en X.
Sea p, la proporcion de personas con puntuacién 1 en Y.
Sea ¢, la proporcion de personas con puntuacion O en Y.

Hemos visto en 16.7.1 que la media y la desviacion tipica de la variable dico-
tomica, Y, valian ¥ = p, s, = \/pq. Como ahora X e Y son dicotdmicas,

X = Px > Sy = A/ Pxx P Y = Py 5 Sy = N/ Dvly
Es claro que, siendo np,, el nimero de personas que obtienen I en X'y L en Y,

XY = {1)A) + - HMD)} 4 {(1)0) + -+ (1DO)} + {(ON1) + -+ +
+ (()0)(1)} + {(0)(0) + - + (0)0)} = ()(L) + -+ + (1) + 0+ 0 +
+ 0 = np,,

Bajo este supuesto,
Foo= z Xy — XY - I’lz\;Y — npxy — npxpy — Pxy — PxPy
xy —
ns—"s)’ nsxsy n\, pqu\/ pyqy vV pqu.p)YCIy

Recordando la tabla en 16.2.2.q,

b+d a+c a+b ¢+ d b
x = ’ x = ’ Py = ’ 4y = ’ Pxy =~
n n n n n
Sustituyendo estos valores en (3),
b (b +d) (a+ D)
. n n n N nb —b* —ab — ad — bd
” \/(b +d) @+ ¢) (a+b) (c+d \/(a + b)c + dYa + )b + d)
n n n n

_ (@+b+c+db) b —ab—ad—bd
S+ b)e + da + )b + d) -
_ab—‘r-b2 +cb+bd—b2—ab~ad—bd_
- S+ b)e + d)a + )b + d) -
cb — ad
Ja + b)e + d)a + )b + d)

que es precisamente la formula (16.3)
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EJERCICIOS

16.1. Calcular el coeficiente de correlacion biserial puntual, a partir de los siguientes
datos no agrupados en intervalos (en la variable continua X).

a) X n, n, by X n, Hy ¢y X ", n, d) X n, n,
4 1 4 5 6 2 5 3 0 5 4 0

3 3 4 4 6 4 4 3 1 4 6 2

2 S 3 3 8 10 3 2 3 3 6 6

1 4 1 2 2 6 2 0 4 2 2 8

[ 2 4 1 0 4 1 2 4

16.2. Calcular el coeficiente de correlacion biserial puntual, a partir de los si-
guientes datos agrupados en intervalos (en la variable continua X).

a) X ", Hy b) X n, n, c) X n, Ny
45-51 2 0 15-18 3 1 15-17 4 2
38-44 5 3 11-14 S 2 12-14 6 4
31-37 6 4 7-10 1 3 9-11 7 S
24-30 S 7 _ 6-8 5 S
17-23 5 8 3-5 3 5
10-16 [ 4 0-2 0 4

dy X n, n,

17-21 0 4
12-16 4 12
7-11 6 8
2-6 4 2

16.3. Teniendo en cuenta lo expuesto en 16.2.1, compruebe el lector cémo,
en efecto, los valores de r,, obtenidos en todos los casos de los dos ejer-
cicios anteriores, no son mas que una aplicacién del coeficiente de correlacion
de Pearson.
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16.4. Calcular el coeficiente ¢ a partir de las tablas de frecuencias siguientes:

a) | 50 | 60 by | 36 | 30 ¢y | 15 | 10 d) | 70 | 100 ey | 50 | 60

80 | 10 24 | 30 10 | 15 130} 100 60 | 30

16.5. Teniendo en cuenta lo expuesto en 16.2.2, compruebe el lector como, en
efectos, los valores de ¢ obtenidos en todos los casos del ejercicio anterior no son
mas que una aplicacion del coeficiente de correlacién de Pearson.

16.6. Calcular el coeficiente de correlacion biserial, teniendo en cuenta los mis-
mos cuadros a partir de los cuales ha calculado r,, en el ejercicio 16.1. Ahora su-
ponemos que X e Y son continuas, aunque Y aparece dicotomizada. Nétese como
r, €s mayor {en valor absoluto) que r,, para unos mismos datos numéricos.

16.7. Calcular el coeficiente de correlacion biserial, teniendo en cuenta los mismos
cuadros a partir de los cuales ha calculado r,, en el ejercicio 16.2. Nétese, de nuevo,
cémo 1, es mayor (en valor absoluto) que r,, para unos mismos datos niméricos.

16.8. Calcular el coeficiente de correlacion tetracdrica, teniendo en cuenta los
mismos cuadros a partir de los cuales ha calculado ¢ en el ejercicio 16.4. Ahora
suponemos que X € Y son continuas, aunque ambas aparecen dicotomizadas.
Compruébese como r, es mayor (en valor absoluto) que ¢ para unos valores nu-

méricos y, ademas, como se verifica la relacién |r,| ~ 3 lo].
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Correlacion y regresion

17.1. Introduccion

Desde ahora estudiaremos conjuntamente tres variables. En el presente capitulo
vamos a exponer tres temas:

a) Correlacién existente entre dos variables, eliminando el influjo de la ter-
cera (correlacion parcial).

b) Prondstico de las puntuaciones en una de ellas, conociendo las puntuaciones
en las otras dos (regresion multiple).

¢) Correlacién de una de ellas con las otras dos consideradas conjuntamente
(correlacion multiple).

17.2. Correlacion parcial

17.2.1. Fundamento y formula

En el capitulo 10, apartado 10.2.5b, considerabamos un grupo de nifios cuyas
edades oscilaban entre cuatro y doce afios, planteandonos el problema de calcular
el coeficiente de correlacion de Pearson, respecto a dicho grupo, entre el peso y
la habilidad en realizar operaciones aritméticas. Es claro que al ir aumentando
su edad, van aumentando, simultdneamente, el peso y la habilidad numeérica. En
general, los nifios de corta edad (de cuatro a seis afios, por ejemplo) pesaran poco
y mostrardn escasa habilidad en ¢l manejo de ntimeros. En cambio, los mas mayores
(de diez a doce afios, por ejemplo) pesaran mas, ordinariamente, que los primeros
y, a la vez, seran mas habiles que ellos en operar aritméticamente. Ello hace que el
coeficiente de correlacion de Pearson entre peso y habilidad numérica sea alto y po-
sitivo por culpa de la edad. Es, pues, necesario eliminar el influjo de ésta si deseamos
captar la verdadera relacion entre el peso y la habilidad en realizar operaciones
aritmeéticas. ;Como llevar a cabo esta eliminacion? Vamos a presentar dos caminos
posibles: )



314 / Estadistica para Psicélogos

) Eliminacién empirica. Es decir, empiricamente formamos subgrupos, cada
uno de ellos con nifios de la misma o parecida edad y calculamos r,, dentro de cada
grupo. Asi, la correlacion entre peso y célculo numérico quedard libre del influjo
de la edad. Esta eliminacién, no obstante, presenta dos inconvenientes. En primer
lugar, deberemos calcular varios coeficientes de correlacion (uno para cada sub-
grupo). En segundo lugar, cada uno de estos coeficientes habra sido calculado con
muy pocas personas y serd poco fiable.

b) Eliminacion estadistica. Es decir, utilizamos los datos del grupo total
de nifios y eliminamos el influjo de la edad valiéndonos del siguiente razonamiento
«estadistico».

Dentro de las edades propuestas, podemos suponer razonablemente que son
lineales las relaciones entre peso y edad y entre habilidad numérica y edad. Por
tanto, utilizando puntuaciones diferenciales, tendremos:

~ . E
° xi—x1 Yy =]
L] .
2. £
\: §y w2 I .-g
B 27en 1> Xy ~
28 B o
j.‘\¢‘ Xy 1' >
i
f
X, (edad)
, s e .
X} = r;3 = x; (prondstico del peso, mediante la edad)
$3
Xy = rp3 2 x5 (prondstico de la habilidad numérica, mediante la edad).
s

Donde s,, s,, 5 son las desviaciones tipicas del grupo total de nifios en peso,
habilidad numérica y edad, respectivamente; r,5 y r,3 son los coeficientes de co-
rrelacion de Pearson obtenidos a partir del grupo total entre peso y edad, y entre
habilidad numérica y edad, respectivamente.

Segtin ya sabemos (véase 11.3), x; — x; y X, — x5 (errores en los prondsticos)
no dependen de la variable predictora (edad).

Pues bien, calcular la correlacién entre peso y habilidad numérica, independien-
temente de la edad, equivaldrd a calcular la correlacion entre aquella parte del
peso y aquella parte de la habilidad numérica que no dependen de la edad, o sea,
entre x; — X y X, — Xj.
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Segtn lo visto en 11.1, tendremos ahora:

a)

1y =1
13 S%
= — x})? .
de donde, var (x; — x}) = Tlu = x) s2(1 — r2;) que designaremos por s7 3
b)
2. = 1 — z (XZ — Xé)z/l’l
23 3
52
x — x5)? .
de donde, var (x, — x3) = Zlp = x) _ s2(1 — r%3) que designaremos por s3 5
n

Teniendo en cuenta estas consideraciones previas, el coeficiente de correlacidn
de Pearson entre el peso (X;) y el calculo numérico (X,), eliminado el influjo de la
edad (X;), (y que designaremos por ry, 3), vendra dado por

s s
Tlxy — =t xs) [x, — rs 2 x
% (6 = x{)0r = x3) _ ss JNE s

F12.3 = Ty —x)(x2—x%) =
nS1382.3 nS1.3852.3
85 8 S182 2
Loxpxy — ra3 =X X X3 — I'y3 — L XpX3 + Iyalaz - X X3
_ 53 S3 5383 _
nsS, \/1 — iy \/1 — 13y
Pyg = TFa3lys — F13faz + I'13i; Fia = I'13l23

(17.1)

\/1“"%3\/1_"%3 =\/1_"%3\/1”"§3
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17.2.2. Calculo

Es una mera aplicacién de (17.1).

EyempLo 17.1. Supongamos que hemos calculado, de modo ordinario, r,
entre el peso (X;) de un grupo de nifios y su habilidad en el manejo de simbolos
numéricos (X,), obteniendo ry, = 0,50. Calculemos, ahora, r,; entre peso (X,)
y edad (X;)y r,5 entre habilidad numérica (X,) y edad (X,). Los siguientes valores
hipotéticos son muy razonables: r;; = 0,80, r,; = 0,60. Esto supuesto, veamos
lo que sucede aplicando (17.1).

_ 050 - (080060) _ 002 _ 4,

r = -
12.3 \/1 — 0,64 \/1 - 0,36 (0,60)(0,80)

En conclusidn, el coeficiente de correlacion de Pearson entre peso y habilidad
numérica, en vez de valer 0,50, es practicamente nulo, en cuanto hemos eliminado
el influjo de la edad.

Este y otros muchos ejemplos nos ensefian con qué cautela debemos proceder en
algunos casos al analizar el valor de r,, encontrado entre dos variables. Es posible
una relacién verdadera entre las mismas. Pero, también, es posible que esa relacion
sea solo aparente y se deba totalmente o, al menos, en gran parte, al influjo de otra
u otras variables.

17.2.3. Propiedades

Sefialaremos como tUnica propiedad del coeficiente de correlacion parcial, que
no puede valer menos que — 1, ni mas que 1. En efecto, dicho coeficiente no es mds
que un coeficiente de correlacidon de Pearson.

17.3. Regresiéon mualtiple

17.3.1. Introduccion

Recordemos el caso de dos variables. Alli teniamos una variable predictora,
X, y un criterio, Y, que ahora nos conviene designar por X, y X, respectivamente.
La recta de regresion de X, sobre X, era una recta tal que hacia minima la suma
de errores cuadraticos, T (X, — X})?, es decir, la suma de las diferencias cuadra-
ticas entre las puntuaciones obtenidas, de hecho, en el criterio y las pronosticadas
en el mismo mediante dicha recta. Ahora tenemos dos variables predictoras, X, y
X5, y un criterio, X,. Pues bien, en vez de la recta de regresion de X, sobre X,,
tendremos un plano de regresién de X, sobre X, y X5 tal que haga minima la suma
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de errores cuadraticos, £ (X, — X;)?, es decir, la suma de las diferencias cuadra-
ticas entre las puntuaciones obtenidas, de hecho, en el criterio y las puntuaciones
pronosticadas en el mismo mediante dicho plano.

"~ Hablaremos de regresién multiple, siempre que aparezcan dos o mds variables
predictoras. Por ahora nos limitaremos al caso de sélo dos variables.

17.3.2. Ecuacion del plano en un espacio tridimensional

La ecuacién de la recta en el plano (espacio bidimensional) era Y = ¢ + bX
(6 X, =a + b,X,). La ecuacién del plano en un espacio tridimensional viene
dada por X, = a + b, X, + b3X;, donde a, b, y b5 son tres constantes caracte-
risticas de cada plano. La constante ¢ nos determina el punto en que ¢l plano corta
el eje OX,, o sea, el punto de coordenadas (¢, 0,0). Cuando a = 0, el plano pasara
por el origen de coordenadas (0,0,0) y reciprocamente. Las constantes b, y b5 nos
determinan la inclinacién del plano.

17.3.3. Ecuaciones de los planos de regresion de X, sobre X, y X,
segn el criterio de minimos cuadrados

Supongamos un grupo de » personas de las que conocemos sus puntuaciones
en las dos variables predictoras, X, y X3, y en el criterio, X;. Por ejemplo, en dos tests
de aptitud y en el examen final de curso. Consideremos tres ejes ortogonales, OX |,
0X, y OX;. (Véase figura 17.1.) Cada persona i viene representada por un punto

X,
PP C
P X, - X,
S ¥,
X/~ :
|
1
|
|
/ g
A
Xia
X
0 X 2

Figura 17.1
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cuyas coordenadas (X;;, X;», X;3) no son mas que las puntuaciones obtenidas en
las dos variables predictoras y en el criterio. El gripo total de las # personas vendra
representado por una nube de puntos que sera de forma elipsoidal (algo asi como
un baldén de rugby) si existe correlacion entre las tres variables. Sea un plano 4BCD.
Hagamos pasar por el punto (X;;, X;,, X;3) una perpendicular al plano determinado
por los ejes OX, y OX;. Esta perpendicular cortard al plano ABCD en un un punto
(X/{» X3, X;3). Si a la persona i/ que ha obtenido, de hecho, la puntuacién X, en el
criterio le atribuimos la puntuacién X/, (dada por el plano ABCD), cometeremos
elerror (X;, — X;)y, consiguientemente, el error cuadratico (X;, — Xj,)*. Haciendo
lo mismo con las restantes personas, tendremos n errores cuadraticos y, por tanto,
una suma de errores cuadraticos expresada por X (X;; — Xi;)%

Con cada plano del espacio ird asociada una suma de errores cuadréticos. Pues
bien, el plano de regresion de X, sobre X, y X es aquel plano cuya suma de errores
cuadraticos asociada, T (X;; — X/,)?, es mas pequefia que la suma de errores cua-
draticos asociada a cualquier otro de los infinitos planos del espacio. Mds breve-
mente, es aquel plano que hace minima la suma de errores cuadrdticos X (X;; —
— X))

Notese que para construir el plano de regresion necesitamos un grupo de personas
cuyas puntuaciones en X, en X, y en X; debemos conocer. En cambio, lo aplicare-
mos a otras personas, semejantes a las anteriores, de las que solo conoceremos sus
puntuaciones en X, y en X5. Supongamos que X, y X; son dos tests de aptitud para
la Estadistica y X, el rendimiento en la misma, manifestado mediante un examen.
Queremos construir la ecuacion del plano que nos permita pronosticar del mejor
modo posible el rendimiento, conocido el resultado en ambos tests. Pues bien,
para construir ese plano, necesitamos unas personas cuyas puntuaciones en los dos
tests y en el examen nos sean conocidas. Una vez construido, lo aplicamos a otras
personas, semejantes a las anteriores, de las que s6lo conoceremos sus puntuaciones
en los dos tests de aptitud.

Dada la semejanza entre los dos grupos de personas, es de esperar que ¢l plano
de regresién que fue dptimo en la reduccién de los errores cuadraticos respecto al
primer grupo, serd, también, razonablemente bueno en la reduccion de los errores
cuadraticos respecto al segundo.

Expuestas estas consideraciones previas, veamos cudl es el plano de regresion de
X, sobre X, y X;.

a) Expresado en puntuaciones directas

Comenzamos con la ecuacion

X = A + ByX, + By X, (17.2)

Nuestro propdsito es determinar 4, B, y B; de modo que ® = X (X; — 4 —
— B,X, — B3X;)* sea minima. Segun se demuestra en Célculo, ello equivale a
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. oD oo o0 o0 0D ¢
resolver las tres ecuaciones — = 0, — = 0, — = 0 donde —> —> — son
oA B, 0B, 0A 0B, B,
las derivadas parciales de ® respecto a 4, a B, y a B;. Es decir,

) - . _ 2
CLX, =4 =BX = BXs) 55 (x, — 4 - BX, - ByXy) = 0

04
. _ _ 2
0L (X, — A= BXy = BXy) —2% (X, —A—B,X, — B;X;)X, =0
0B,
_ _ _ 2
cri, -4 P?XZ BsXs) 2% (X, —A— ByX, — B3X;)X; =0
D3

0O, lo que es equivalente:
X (X, — A— BX, — B;X;) = 0, de donde,

XXy, =nd+ B, XX, + B; ¥ X, (17.3)
Z(Xy — 4 - B,X, — B;X3)X, = 0, de donde,

TX X, =AZX, + B, T X} + B, T X,X, (17.4)
Z(X; — 4 —- B,X, — B;X;)X; = 0, de donde,

2X, Xy =AZX; + B, £ X, X5 + B; X X} (17.5)

Las ecuaciones (17.3), (17.4) y (17.5) suelen ser llamadas normales. Ellas nos
permiten despejar 4, B, y B (véase NoTA 3, al final de este capitulo). Sus valores son:

A =X, — BX, — BX, (17.6)

5 X, X, —2X, ZX,][nE X3 — (T X,)] B
I - CE XX - CXP] - NY XL EXP

(17.7)
_ [nZX1X3—ZX12X3}[712X2X3—2X22X3]
(X3 — CXPIEX; - CX)P] - [nZ XX, — X, T X,
B = (M X, X; — X, ZX;]|[nZ X} — (ZX,)] B
P EX - CXPnEX: - CX,P] - [nE XX, - X, Z X, ]
(17.8)

_ [MZX X, - E2X, ZX]nE XX, —2X;2 X,]
rZX; - CXP]nZX; - CX)P] - ZXX -ZXGEX)

Teniendo en cuenta (17.2) y (17.6), nos queda
1 =4+ B,X, + ByXy = (X, — B,X, — ByX;) + B, X, + B;X; (17.9)

De (17.9) se infieren inmediatamente las siguientes consecuencias:

o8 z X o = = X
1) X1:~—1:(X1—BZX2~B3X3)+BZ 2+332X3=
n n n
= X/l - BZXZ - B3)?3 + Bz)zz + Ba/‘;z = Xl (17.10)
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Es decir, son iguales la media de las puntuaciones directas pronosticadas, X1,
y la media de las puntuaciones directas obtenidas, X .

2) Sustituyendo X, por X, y X; por X5 en (17.9),
X, =X, — BX, — ByX, + B, X, + BX, = X, (17.11)
Es decir, el plano de regresion de X, sobre X, y X5, en puntuaciones directas,
pasa por el punto (X, X,, X;). (Lo mismo les sucede al plano de regresion de X,
sobre X, y X, y al plano de regresiéon de X, sobre X, y X,.)
b) Expresado en puntuaciones diferenciales
Comenzamos con la ecuacion
-X/l =aq + b2X2 + b3X3 (1712)
Nuestro propdsito es determinar a, b, y by de modo que T (x; — a — b,x, — b3x;)?

sea minima. Segln un razonamiento analogo al seguido en el caso de las puntuacio-
nes directas, llegamos a:

Ex,=na+ b, X x, + by X x5 (17.13)
Tx;X, =aZx, + by Zx3 + by Z xx, (17.14)
T XXy = aXxy + by T xyxy + by a3 (17.15)

Las ecuaciones (17.13), (17.14) y (17.15) suelen ser llamadas normales. Ellas
nos permiten despejar a, b, y b5 (véase Nota 1 al final de este capitulo). Sus valo-
res son:

a=0 (17.16)

CExx, X x5 — Zxxs ZxyXs

b, = 17.17
? Tx3T X3~ (T xyx;3)° ( )
by = lexszi x§2~— 2x1x2253x2 (17.18)
ExiZx; — (2 x3x,)
Recordando que X x;x; = nry;s:s; y que r; = 1, nos quedard:
b, = ”"125152?532“ n"laslsan’bzsszs} Sl — "123"23 (17.19)
nsansy — (nry35,53) S2 1 =7,

- 2 . .

b. = M1aS1SaNSy T MIypSiSaNiaaSasy Sy (Tis T Tialas (17.20)

3T 2,2 =\ 2 .
nsinsy — (nry38,53)° 53 1 —r3;
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Teniendo en cuenta (17.12) y (17.16), nos queda
X, =a + byxy + byxs =0+ byx; + bsx; (17.21)
De (17.21) se deducen inmediatamente las siguientes consecuencias

Z x, 2 X

+ by = (52)(0) + (b3)0) =0 (17.22)

1) ')Z.l. =b2

Es decir, la media de las puntuaciones diferenciales pronosticadas, xi, vale 0,
lo mismo que la media de las puntuaciones diferenciales obtenidas, %, = 0.

2) Sustituyendo x, por X, = 0y x5 por %3 = 0 en (17.21), x; = 0 (17.23)

Es decir, el plano de regresion de X, sobre X, y X;, en puntuaciones diferen-
ciales, pasa por el origen (0,0,0). (Lo mismo les sucede al plano de regresion de X,
sobre X, y X, y al plano de regresién de X sobre X,y X;.)

Notese que:

i

nExx;=nE X, — XX - X) = nT XX, — XX =nI XX, - ZXZX,
De donde,
nEx}=nXX? - X))

i

Por tanto, teniendo en cuenta estas relaciones en (17.7) y en (17.8), y recordando
(17.17) y (17.18), nos queda

_EZxxh X X3 — B Z X X300 T XX

B, = =) 17.24

2SR E A — 7 (E xpa) : (17:24)
X X X3 X x% — B Z X X0 T X3,

= =b 17.25

ST RIAE A~ PE ) ) 17.23)

Las igualdades (17.24) y (17.25) nos indican que son paralelos el plano de regre-
sién en puntuaciones diferenciales y el correspondiente plano de regresion en
puntuaciones directas.
¢) Expresado en puntuaciones tipicas

Comenzamos con la ecuacién

zi = a* + bz, + b3z, (17.26)
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Nuestro propdsito es determinar a*, b3 y b5 dé modo que X (z; — a* — b}z, —
— b%z;)* sea minima. Segun un razonamiento andlogo al seguido en el caso de
las puntuaciones directas llegamos a

Yz = na* +b5Xz, + b5z, (17.27)
Y2z, =a*%z, + b5 Tz + b Y 2,24 (17.28)
Szizy3 =a*Ezy + b5 T zyzy + DY 2 (17.29)

Las ecuaciones (17.27), (17.28) y (17.29) suelen ser llamados normales. Ellas
nos permiten despejar a*, b3 y b%. (Véase Nora 1 al final de este capitulo.) Sus

valores son:

=0 (17.30)

by — %_zg (17.31)
23

bt = ’mT“_L’tgz'_z_s (17.32)
3

Teniendo en cuenta (17.26) y (17.30), nos queda

7y = a* + biz, + b¥zy = 0 + b¥z, + biz, (17.33)
De (17.33) se deducen inmediatamente las siguientes consecuencias:

Xz 2z,

=bf—+b
n

w2 23
3

1) zZy = (63)(0) + (b5)0) =0 (17.34)

n

Es decir, la media de las puntuaciones tipicas pronosticadas, z{, vale 0, lo mismo
que la media de las puntuaciones tipicas obtenidas, Z, = 0.

2) Sustituyendo z, por z, = 0 y z3 por z; = 0, nos queda z; = 0.

Es decir, el plano de regresiéon de X, sobre X, y X;, en puntuaciones tipicas,
pasa por el origen (0,0,0). (Lo mismo les sucede a los planos de regresién de X,
sobre X| y X; y de X; sobre X, y X,.)

Notese que, segun (17.19), (17.20), (17.31) y (17.32),

Y

by = bt (17.35)
2
A}

by =L b} (17.36)

$3
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En el capitulo siguiente veremos que sz, = ——— < 1. En otras palabras, las
n

. puntuaciones z; no cumplen con una de las condiciones necesarias con las que cum-

plen las auténticas puntuaciones tipicas, a saber, que su varianza vale siempre 1.
Por esta razon, las puntuaciones z; deberian ser llamadas pseudotipicas.

EjempLO 17.2. Comenzaremos introduciendo un miniejemplo que ayude al
lector a comprender mejor la aplicacion de las férmulas anteriores. Después ofre-
ceremos otro ejemplo algo mas largo, con unos datos obtenidos en la vida real.

Supongamos cinco personas con puntuaciones en dos variables predictoras,
X, y X5, y un criterio X, segiin las tres tablas siguientes:

TABLA 17.1
(puntuaciones directas)
X, X, x |xx xx, xXx, x x} Xx} X
5 9 8 45 40 72 25 81 64 4.2
1 0 4 0 4 0 1 0 16 1,4
3 6 0 18 0 0 9 36 0 2,6
7 18 12 126 84 216 49 324 144 7,0
4 12 6 48 24 2 16 144 36 4.8
20 45 30 237 152 360 100 585 260 20,0

TABLA 17.2
(puntuaciones diferenciales)
X, X, X3 X1X;  X1X3  XpXy X2 X3 x3 X
1 0 2 0 2 0 1 4 st=4 5 =2 0,2
-3 -9 -2 | 27 6 18 9 81 4 2=36 5,=6 || —26
-1 -3 -6 3 6 18 1 36 £2=16 s;,=4 || —1,4
3 9 6 27 18 54 9 81 36 3,0
0 3 0 0 0 0 0 9 0 0,8
0 0 0 57 32 90 20 180 80 0,0
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TABLA 17.3
(puntuaciones tipicas)
7, z, 73 702, ZyZy  ZyZ3 7 z}?
0,5 0,0 0,5 0,00 0,25 0,00 0,1 0,01
-1,5 —-1,5 -0,5 2,25 0,75 0,75 -1,3 1,69
—-0,5 -0,5 -1,5 0,25 0,75 0,75 -0,7 049
1,5 1,5 1,5 2,25 225 2725 1,5 2,25
0,0 0,5 0,0 0,00 0,00 0,00 04 0,16
0,0 0,0 0,0 4,75 4,00 3,75 0,0 4,60
4,75 4 3,75

Fyp = 5 = 095, Fiy = 3 = 0,80, Fay = 5 = 0,75

a) Plano de regresion a partir de puntuaciones directos
Segun (17.7):
B — [(5)237) — (20)(45)][(5)(260) — (30)°]
2 7 [5)(585) — (5P 1[(5)260) — (30)*] — [(5)(360) — (45)(30)*
_ [(5)(152) — (20)(30)][(5)(360) — (45)(30)] _
[(5)(585) — (45)*][(5)(260) — (30)*] — [(5)(360) — (45)(30)]
42.000

= = 0,267
157.500

Segun (17.8):

[(5)(152) — (20)30)][(5)(585) — (45)*] _

By = 157.500
_ [(9)@37) — 0)A9)][(5)360) — (30)45)] _ 15750 _ 100
157.500 157.500

Seguin (17.6):

A =4 — (0,267)(9) — (0,1)(6) = 0,997
Por consiguiente,

X = 0,997 + (0,267) X, + (0,100) X,

Aplicando esta ecuacion a los correspondientes valores X, y X5 obtenemos la co-
lumna encabezada por X{ en la tabla 17.1.
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Noétese como:
TX, =XX, =20, 6 X, =X =4
y como:
X = 0,997 + (0,267)(X,) + (0,1)(X5) = 0,997 + (0,267)(9) + (0,1)(6) = 4 = X,
b) Plano de regresién a partir de puntuaciones diferenciales
Segun (17.24): b, = B, = 0,267.

Segun (17.25): by = B3 = 0,100.
Segin (17.16): a = 0.

il

Por consiguiente,
x; = (0,267) x, + (0,100) x;

Aplicando esta ecuacion a los correspondientes valores de x; y x3, obtenemos
la columna encabezada por x; en la tabla 17.2.
Noétese como:

Tx; =Zx; =06 X =x=0
y c6mo
xj = (0.267)(%,) + (0,1)(%) = (0.267)(0) + (0.1)(0) = 0 = ¥,

¢) Plano de regresién a partir de puntuaciones tipicas

Segin (17.31): bt = 225 = (0800.73) 0,35

1= (0757 04375
, 0,80 — (0,95)(0,75)  0,0875
Segtin (17.32): b3 = = —((0 75))(2 ) _ 02

Segin (17.30): a* = 0.
Por consiguiente:
Zi = (058) Zy + (0,2) Z3

Aplicando esta ecuacion a los correspondientes valores z, y z3, obtenemos la
columna encabezada por zj en la tabla 17.3.
Nétese como:

Yz =2z1=0, 6, Zz, =2 =0
y cémo:

zy = (0,8)(2;) + (0,2)(z3) = 0 =

bu
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EsempLo 17.3. En el ejemplo 11.2 hemos cpnstruido las rectas de regresién Segun (17.8).

de X, (rendimiento escolar) sobre X, (razonamiento abstracto) a partir de las pun-
| (rendimi ) 2 ( Jap P  [(22)(2.633,9) — (133,6)@19)][(22)(5.972) — (350)*] _

tuaciones obtenidas en X, y X, por 22 alumnos de Ensefianza General Bdsica. : : B,
Vamos ahora a considerar como nueva variable predictora la comprension verbal 85.726.784
(X5). La tabla 17.4 nos presenta las puntuaciones o}a'tenidas por dichos 22 alumnos [(22)(2.217,8) — (133,6)(350)][(22)(6.742) — (419)(350)] _
en X, X, y X;. Construyamos los planos de regresion de X, sobre X, y X;. - -
: 85.726.784
TABLA 17.4 ‘ _ 14.077.483,2 0.1642
- 133,6 B 17.6
43 2 16 2,828 —32499  —19633 X, === = 60727 Segtin (17.6).
7,5 20 27 8,1876 2,1149 1,2777
5,0 12 17 4,9640 —1,1087 —0,6698 a @ — 15.9091 A = 6,0727 — (0,1977)(15,9091) — (0,1642)(19,0455) = —0,1998
6,9 21 20 7,2359 1,1632  —0,2305 Y T
5,2 19 13 5,6911 —0,3816 0,7028 419 Por consiguiente:
4.4 17 18 6,1167 0,0440 0,0266 X; = —= = 19,0455 .
63 14 17 53594 —07133  —0,4309 2 X, = —0,1998 + 0,1977 X, + 0,1642 X,
5,6 13 23 6,1469 0,0742 0,0448 XX, = 22178 :
87 21 22 7,5643 14916 0,9011 S X X. = 2.633.9 Aplicando esta ecuacién a los correspondientes valores X, y X3, obtenemos la
7.6 19 18 65121 0,4394 0,654 e columna encabezada por X| en la tabla 17.4
7,0 14 18 55236 —0,5491  —0,3317 T XX, = 6.742 ! o
9,2 20 25 7,8592 1,7865 1,0793 2 . Notese como:
65 16 18 59190  ~0,1537  —0,0029 L AT = 871,62 o
6,3 17 20 6,4451 0,3724 0,2250 £ X2 =597 ‘ TX, =X, =1336 6, X, =Xi=060727
8,8 18 30 8,2848 2,2121 1,3363 R
7,9 21 14 6,2507 0,1780 0,1075 X X5 = 8433 ; c
50 1103 57515 —03212  —0,1940 ‘ y como:
42 17 10 4,8031 —1,2696 —0,7670 s; = 1,6556, s, = 4,2843 . - 42)(19.0455) = 6.0727 = X
41 16 20 6.2474 0.1747 0.1055 _asis X, = —0,1998 + (0,1977)(15,9091) + (0,1642)(19, ) ) 1
52 13 16 49975  —1,0752  —0,6496 375
3,6 13 19 5,4901 —0,5826 —0,3519 ri; = 0,5918, r; = 0,5411 . X . .
43 16 15 5,4264 —0,6463 —0,3905 0.1779 : b) Plano de regresion a partir de puntuaciones diferenciales
a3 = U,
1336 350 419 133,592 —0,0002  —0,0001 Segin (17.24): b, = B, = 0,1977
Segtiin (17.25): by = By = 0,1642
Segun (17.16): a =0

a) Plano de regresion a partir de puntuaciones directas
. Por consiguiente,
Segtin (17.7). &

[(22)(2.217,8) — (133,6)(350)][(22)(8.433) — (419)*] x| = 0,1977 x, + 0,1642 x;

B, = _
[(22)(5.972) — (350)*][(22)(8.433) — (419)’] — [(22)(6.742) — (350)(419)]? Aplicando esta ecuacion a los correspondientes valores x, y x;, obtenemos la
B [(22)(2.633,9) — (133,6)(419)][ (22)(6.742) — (350)(419)] columna encabezada por x; en la tabla 17.4.
[(22)(5.972) — (350)*][(22)(8.433) — (419)2] — [ (22)(6.742) — (350)@19) 2 _ Nétese como:
_ 16.951.466,4 — 0,1977 ; Tx, =Xx1 =0 6 X =x=0

85.726.784
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y como:

xi = (0,1977)0) + (0,1642)(0) = 0 = x,

¢) Plano de regresién a partir de puntuaciones tipicas

. 0,5918 — (0,5411)(0,1779)
Segun (17.31): b% = 1 -((0 177)9)2

= 0,5117

0,541 — (0,5918)(0,1779)

Segun (17.32): b% [ (0.0779)

= 0,4501

Segun (17.30): a* =0

Por consiguiente,
zi = (0,5117) z, + (0,4501) z,

Aplicando esta ecuacion a los correspondientes valores z, y z;, obtenemos la
columna encabezada por z; en la tabla 17.4.

Notese cOmo:
Yz, =%z =0, 6, z; =2z =0
1 1 1 1
y cdémo:

z, = (0,5117)(0) + (0,4501)(0) = 0 = 3,

17.3.4. Aplicacion de los planos de regresiéon

Una vez construidos los planos de regresion, los podemos aplicar a otras per-
sonas con tal que sean semejantes a aquellas con las que los hemos construido.
En realidad, suponemos que tanto el grupo con el que hemos construido los pla-
nos como el grupo al que se los aplicamos, no son mas que dos muestras de la
misma poblacion.

Sean X, y X dos tests de aptitud y sea X, el aprovechamiento escolar o notas
en el examen de fin de curso. Supongamos que para las personas del grupo pri-
mero (mediante las cuales hemos construido los planos) ¥, = 24, X, = 25, X, = 15,
Sy =4, 8, =75, 8= =2, ry, =080, r;5 =040, r,; = 0,20. A partir de estos
datos tendremos las siguientes ecuaciones de regresién:
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X{ = 1,50 + (0,60) X, + (0,50) X, (17.37)
xp = (0,60) x; + (0,50) x; (17.38)
zy = (0,75) z, + (0,25) z, (17.39)

Un nuevo alumno (semejante a los primeros) hace los dos tests de aptitud y
obtiene las puntuaciones directas X, = 30, x; = 20. ;Qué puntuacién directa,
diferencial y tipica le pronosticaremos como nota de fin de curso?

Para obtener la puntuacion directa pronosticada, basta con aplicar (17.37).

Es decir:

X; = 1,50 + (0,60)(30) + (0,50)(20) = 1,50 + 18 + 10 = 29,50

Para obtener la puntuacién diferencial pronosticada podemos seguir dos ca-
minos:

a) Transformar 30 y 20 en diferenciales y aplicar (17.38). Es decir:
x; = (0,60)(30 — 25) + (0,50)(20 — 15) =3 + 2,5 = 5,5

b) Transformar la puntuacion directa pronosticada, 29,50, en diferencial pro-
nosticada. Es decir:

x; =295—-24=255
el mismo resultado que en a).

Para obtener la puntuacidén tipica pronosticada podemos seguir dos caminos:

a) Transformar 30 y 20 en tipicas y aplicar (17.39). Es decir:
zy = (0,75)(30 — 25)/(5) + (0,25)(20 — 15)/(2) = 0,75 + 0,625 = 1,375

b) Transformar la puntuacién directa (o diferencial) pronosticada en tipica
pronosticada. Es decir:

7y = (29,5 — 24)/(4) = (5,5)/(4) = 1,375

el mismo resultado que en a).

Evidentemente, este nuevo alumno no pertenece al grupo primero mediante
el cual hemos calculado X, X,, X, 5, 5,, 55. Sin embargo, podemos referir sus
puntuaciones directas a esas medias y desviaciones tipicas (para calcular sus pun-
tuaciones diferenciales y tipicas) porque suponemos que pertenece a la misma
poblacion a la que pertenecia el grupo primero.
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17.4. Correlacion multiple

17.4.1. Definicion

El coeficiente de correlacién multiple es un indice que nos mide la relacion
existente entre una variable, X,, y otras variables, X,, X3, X4, ..., consideradas
conjuntamente. Por ahora sélo consideraremos tres variables. Por tanto, sera un
indice que nos mide la relacion existente entre X, y las dos variables X, y X5 consi-
deradas conjuntamente. Definamos este indice de un modo més preciso. De las
varias definiciones posibles {equivalentes entre si) elegimos la siguiente:

Sean X,,, X,.,..., X, las puntuaciones directas obtenidas por n personas
en el criterio, X,.
Sean X4,, X5, ..., X, las puntuaciones directas pronosticadas a esas n per-

sonas mediante el plano de regresion de X, sobre X, y Xj.
Pues bien, definimos el coeficiente de correlacion multiple de X; con X, y X,
(designandolo por R ,3) como el coeficiente de correlacion de Pearson entre (X,

XZla LR ] an) y (Xila Xéla ) Xy’d)' ES deCir:
Ry 3 = ryy (17.40)

Aceptamos esta definicién de R, ,; por dos razones. En primer lugar, X} es fun-
cion conjunta de X, y X; (recuérdense las ecuaciones de regresion). Por tanto,
correlacionar X, con X es correlacionar X; con una funcién conjunta de X, y X,
es decir, es correlacionar X, con X, y X; consideradas conjuntamente. En segundo
lugar esta definicién es muy parecida a la del coeficiente de correlacién de Pearson
entre dos variables, X, y X,. En efecto, sabemos que el coeficiente de correlacion
de Pearson entre un criterio, X; y la variable predictora, X,, no es mas que el mismo
cocficiente entre las puntuaciones obtenidas en el criterio (X;) y las puntuaciones
pronosticadas en el mismo (X7), es decir, ry ., = Iy, x-

Dada esta definicidon, como coeficiente de correlacién de Pearson, es claro
que R, ,5 valdra lo mismo tanto si lo calculamos a partir de puntuaciones directas,
como si lo hacemos a partir de puntuaciones diferenciales o tipicas. Mds atn, no
tienen por qué ser del mismo tipo las puntuaciones obtenidas y las pronosticadas.
Asi, por ejemplo, las obtenidas en el criterio pueden ser directas y las pronosticadas
en el mismo, diferenciales.

De la definicion expuesta, Ry ;3 = 7y, s¢ deducen otras formulas mds aptas,
tal vez, que ella misma para el cdlculo efectivo de R; ,;. Vamos a deducir dos,
una de las cuales suele ser presentada, con frecuencia, como definicidon de R, ,;.
Pero antes hagamos algunas aclaraciones introductorias que creemos necesarias.

En primer lugar, dividiendo por n (17.28) y (17.29), nos queda

bY + birys = 1y, (17.41)
bY + b3rys =1y (17.42)

Correlacion y regresicn / 331

En segl_lndo lugar, veamos lolque vale sfi, es decir, la varianza de las puntuaciones
pseudotipicas pronosticadas, z;.

» _ Xz I b3z, + b%z4)?

z1

2
Zzy

2
. S ER o 0% e

n n n n n
= b¥> 4 2bFbr,, + bY = bE 4 bibkry, + bY + bibkr,, =
= b¥(b3 + birys) + Y05 + birys) = biry, + birys

(de acuerdo con (17.41) y (17.42).
Por consiguiente,

S, = J%r, + b¥rys (17.43)
En este supuesto, aplicando la definicién de correlacién propuesta:

’ ’ * *
Ry yy = 1y = 2zyzy _ Xzyzy  Xzy(biz, + bzs)
v 3 2121 - - -

ns, 8y, ns,; ns,,

1 E 2 b*« b*.
_ *—(b; 212y + b’gl: 2123) _ 2;12 + 3;13 — \/b§I‘12 r bg}:rls (]744)
S, n n Vb3, + by

21

Por consiguiente, teniendo en cuenta (17.44) y (17.43).

R} ,3 = 8% (17.45)
Si en (17.44) sustituimos b% y b% por sus valores en (17.31) y (17.32),
R2 _ Fip — Fi3la3 + i3 — T12F23 . "%z — 2ryr3hps + "%3
1.23 = ) 12 2 T3 = 2 (17.46)
1 — 15, 1 —r5; 1 — 15,

17.4.2. Calculo

Es una aplicacién de las férmulas anteriores.
EsempLo 17.4. Calculemos R, , 5 a partir de los datos contenidos en la tabla 17.5
El lector se encargard de comprobar que:
X, =3 X,=4,X,=6,5,=2;5,=2;5,=4;r;, =0,85; r{3=0,55; ryy = 0,45
b3 = 0,755; b3 = 0,210; s5,, = /3,7841/5 = /0,75682 = 0,87
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TABLA 17.5
X, X, X z4 7y zf 7,2}
0 1 4 -1,5 —1,2375 1,53140625 1,85625
4 3 6 0,5 —0,3775 0,14250625 —0,18875
3 5 0 0,0 0,0625 0,00390625 0,00000
2 4 8 -0,5 0,1050 0,01102500 —0,05250
6 7 12 1,5 1,4475 2,09525625 2,17125
15 20 30 0,0 0,0000 3,78410000 3,78625

Tendremos, por tanto:

3,78625

segun (17.40): Ry ;3 = W =4,

segin (17.44): Ry, = 1/(0,755)(0,85) + (0,210)(0,55) = 0,87

segn (17.45): Ry ,5 = +/3,7841/5 = 0,87

J(o,ss)z — (2)(0,85)(0,55)(0,45) + (0,557
1 — (0,450 B

segin (17.46): Ry ,; 0,87

EjempLo 17.5. Calculemos R, ,; a partir de la tabla 17.4.
Recordemos que:

Fi, = 0,5918, 5 = 0,541, rp3 = 0,1779, b% = 0,5117, b% = 0,4501
Compruebe, ademas, el lector que:

T 2 = 12,0201, s,, = /12,0201/22 = 0,74
% z,2; = 12,0196

En este supuesto:

12,0196
(22)(0,74)

J(0,5117)(0,5918) + (0,4501)(0,5411) = 0,74
J12,0201/22 = 0,74

(0,5918) — (2)(0,5918)(0,5411)(0,1779) + (0,5411)* _
1 — (0,1779)

segn (17.40): R, ,5 =

segin (17.44): R, ,5
segun (17.45): Ry 55

I

0,74

segun (17.46) R, ,;3 =\/
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17.4.3. Propiedades

a) El coeficiente de correlacién multiple, R, ,3, al cuadrado, no puede ser

- menor que cero ni mayor que uno. Es decir, 0 < R?,, < 1.

En efecto, serd no negativo por ser una expresion elevada al cuadrado. Sera
igual o menor que uno por su propia definicién como coeficiente de correlacion
de Pearson.

b) R?,, es igual o mayor que 1, y que ri;. Es decir, la correlacién miltiple
(al cuadrado) del criterio con las dos variables predictoras es igual o mayor que la
correlacién simple (al cuadrado) del mismo con cada una de las dos variables pre-
dictoras consideradas por separado. Asi, en el ejemplo 17.4, R? ,; = (0,87)* = 0,76
es mayor que r2, = (0,85) = 0,72 y que rZ; = (0,55)* = 0,30. Lo mismo sucede
en el ejemplo 17.5, donde R?,; = (0,74)* = 0,55 es mayor que (0,0918)> = 0,35
y que (0,5411)> = 0,29. En otras palabras, es mayor la correlacion entre el rendimien-
to escolar y los dos tests predictores («razonamiento abstracto» y «comprension
verbal») considerados conjuntamente, que la correlacién del rendimiento escolar
tanto con el «razonamiento abstracto», considerado solo, como con la «compren-
sion verbal», considerada sola.

¢) El coeficiente R, ,, es aceptado siempre como positivo. En realidad, casi
ni tiene sentido hablar del signo de R, ,; ya que es funcién de varias correla-
ciones simples con signos posiblemente distintos. Nos mide, sin mds, la intensidad
de la relacién entre el criterio y una combinacion lineal de variables predictoras.

d) En general, R, ,; tiende a aumentar cuando aumentan ry, y ry5 y dismi-
nuye r,3. Sin embargo, esta afirmacién necesitaria ser matizada algo mas. Las
relaciones entre R, ,3, 15, F13 ¥ 23 DO son tan sencillas como puede aparecer
a primera vista.

e) R, ,; serda mayor para la muestra mediante la cual hemos construido las
ecuaciones de regresion, que para otra muestra a la que aplicamos esas mismas
ecuaciones.

Nota. No hemos creido necesario hablar expresamente de ry3, y rp3.; de
los planos de regresion de X, sobre X, y X5, y de X3 sobre X; y X,;de Ry 13y R3 15.
No son nada nuevo y ni aun necesario. Basta con llamar siempre X; a la variable
que deseamos mantener constante y calcular r;, ;. Basta con llamar siempre X,
a la variable que actuard como criterio y calcular las ecuaciones de regresion de
X, sobre X, y X;. Es decir, llamar siempre X, a la variable que deseamos corre-
lacionar con las otras dos tomadas conjuntamente y calcular R, ,,. Con todo, puede
ser un ejercicio util para el lector intentar calcular ry3,, 7,3, y las ecuaciones
de regresién de X, sobre X; y X5 y las de X; sobre X; y X, y R, 13, R3.15-

17.5. Resumen: Definiciones y formulas

Cocficiente de correlacion parcial,r, 5. Coeficiente de correlacion de Pearson
entre aquella parte de X; que no depende de X; y aquella parte de X, que tampoco
depende de X5
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Fia — Fi3fas

Fi2.3 =
: / 2/ 2
1 —riz /1 — 133

Ecuaciones de regresion multiple de X sobre X, y X5: Ecuaciones que nos per-
miten pronosticar las puntuaciones en X; a partir de las puntuaciones obtenidas
en X, y en Xj.

a) Supuestas puntuaciones directas: X; = A + B,X, + By X,

A =X, — ByX, — BX,
CMEXX, —EX,EIX)NEXE - X))

B
2 H
EX X - IX IG|EXX - BX, B X
H
B. — [nZX1X3 - XX, ZXJ[nZX% — (ZX2)2_] _
3 H
[T XX, —EXEXN|I XN, - EXEX]
H
siendo:

H=[n2X: - CX,)InZX}; - CXP] - [nZXX; —ZX, X X517
b) Supuestas puntuaciones diferenciales: x| = byx; + b3X3
b, =B, , by=08;
c) Supuestas puntuaciones tipicas: z; = b3z, + b3z,

S 53
by ="2b, , bf=-—=0b
S1 S

Coeficiente de correlacion miltiple, R, ,5: Coeficiente de correlacién de Pearson
entre X;, y X{, donde X{ es el prondstico ofrecido por el plano de regresion de X,
sobre X, y X;.

Ry ;3 = ryx;

_ * .
= Jbiri, + biri;

_ \/E z?
n

2 P
_ [z = 2riarisfas + 1
1— 13,
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Nota 1. Las puntuaciones diferenciales y tipicas no son mds que las direc-
tas sometidas a ciertas condiciones restrictivas. Por tanto, las relaciones validas
entre las directas, seran también vdlidas entre las diferenciales y tipicas, con tal

- que impongamos a las directas las restricciones requeridas.

Ahora bien, introducir puntuaciones diferenciales equivale a imponer X x; =
=% =0, (i =1, 2 3) Consiguientemente, (17.6), (17.7) y (17.8) quedarén con-
vertidas en

A =04 (B,)0) + (B3)(0) =0, o sea, (17.16)

_ (nZxxy — NrZx:—0)— nZxx; —0mZxx; —0)

B =
? mEx2 —0)mZx:—0)— (nZxx3 — 0)
A xx, Zx% — 2 xx3 Z X,X3)
= ’ , (17.17
A EaTd - Eoxy O T
B, = (nZx;x3 = 0)nEx; —0) — (mEx;x; — 0)nXxzx, — 0)

mEZx3—-0)nZxt —0)— nIZxx, — 0)?

A (Exyx3 Txd = Exyx, Zxsx,)

A (EET AR — (Tx3x,)) o sea, (17.18)

A su vez, introducir puntuaciones tipicas equivale a imponer X z; = Z; = 0,
Zzz; =y (i, j = 1, 2, 3), con r; = 1. Consiguientemente, (17.6), (17.7) y (17.8)
quedaran convertidas en

A =0+ (B,)O) + (B5)(0) =0, o sea, (17.30)

(nnry, — 0)nn — 0) — (nnry3 — O)(nnrys — 0)

B - =
z (nn — 0)nn — 0) — (nnry; — 0)
- § Ll_zl_“Vlesrzg, o sea, (17.31)
- 23
5. _ (s = 0)en — 0) — (wnry, = 0)(wnry; = 0)
3 (nn — 0)nn — 0) — (nnryy — 0)2
zz_j ’131_—’122’23, o sea, (17.32)
— 123

NoTA 2. Segtn (17.21), (17.35) y (17.36):

S S
x; = —bix, + —bix;
Sy 53
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Dividiendo ambos miembros por s; y teniendo en cuenta (17.33), nos queda
U pk X2 4 px X3 _ p¥z, + bz, = zi. Por tanto, zj = *1. Esta igualdad nos
S1 S2 S3 Sy o
vuelve a recordar algo que ya conociamos, al saber que 73 no es auténtica puntuéli—
cion tipica, por ser cociente entre una puntuacion dlferenma.l pronosttcaa’a' (x1)
y la desviaci6n tipica de las puntuaciones obtenidas (s, ). Es decir, las puntuaciones

z, son puntuaciones pseudotipicas y no puntuaciones auténticamente tipicas.

NoTA 3. Deduccién de los coeficientes de los planos de regresion, a partir de
puntuaciones directas.

Recordemos las tres ecuaciones normales:

SX, =nd+ B, LX, + ByE X, (17.3)
SX,X, = AL X, + B, £ X2 + B L X, X, (17.4)
S X, Xy = AL X, + B, £ X, X3 + By X3 (17.5)

Dividiendo (17.3) por n, nos queda

%= A+ B, X, + ByX, (17.47)
A=2X — BX, — BX; , quees (17.6)

Multiplicando (17.47) por nX, y restando este resultado de (17.4),

TX X, —nX, X, = (AT X, + B, X} + By L X)X;3) -
— (AnX, + BnX5 + BinX,X3) = o
= AX X, — nX,) + B,(Z X3 — nX3}) + B3(Z X, X3 — nX,X;)

Esta igualdad puede ser escrita del modo siguiente:

nEX X, —IXEX, _ (A)0)  B0IX - EXP)
# # f
LB EXN,X — X2 X)

#

De modo andlogo, multiplicando (17.47) por nX, y restando este resultado
de (17.5),

(17.48)

nE X, Xy — L X, Z Xy = (4)0) + B(nZ X,X; — ZX, ZX3) +
+ Bi(nT X} — (T X,)) (17.49)

Hagamos

nEXX, - LX,ZX,=H; (17.50)
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Bajo este supuesto, (17.48) y (17.49) vendran expresadas asi:
Hy, = ByH,, + ByH,; (17.51)
H,, = ByH,, + ByH,, (17.52)
Multiplicando (17.51) por Hj;, (17.52) por H,; y restando
Hy,Hyy — Hi3Hyy = Bz(szHss - H%s)
De donde:

- H12H33 — H13H23

B,
H22H33 - }1%3

que, teniendo en cuenta (17.50), no es mas que (17.7).
Multiplicando (17.51) por H,5, (17.52) por H,, y restando,
}1121123 - }113}122 = B3(}1%”§ - }133}122)
De donde:

_ H\3Hy, — Hi,H,,
3 H,, Hy, — HZ,

que, teniendo en cuenta (17.50), no es mds que (17.8).

Recordando la Nota 1, podemos deducir inmediatamente los coeficientes
correspondientes a las ecuaciones de regresién en puntuaciones diferenciales y en
puntuaciones tipicas, a partir de 4,, B, y B, imponiendo las condiciones restric-
tivas propias de las puntuaciones diferenciales y de las tipicas, respectivamente.

EJERCICIOS
17.1. Calcular r,, 5 sabiendo que

a) ryy = 0,80; ri; = 0,60; ry; = 0,50.
b) Fia = 0130; iy = 0,40; Va3 = 0,60.
¢) ryp = 0,80; ry; = 0,70; r,; = 0,60.

17.2. Calcular el valor de r;,, sabiendo que ry, 3 = 0,60; r,; = 0,80; r,; = 0,60.
17.3. (Cuédnto valdrd ry, 5 si ri3=0y r,; = 0?

17.4. Supongamos que ry,, ;3 ¥ 7,3 tienen un mismo valor que llamaremos r.
Con estas condiciones, demostrar que ry, 3 = 13, = 13, = /(1 + r).

17.5. Comprobar lo demostrado en 17.4, para » = 0,60.
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17.6. Demostrar que r,3 = 1, tanto si rj, = ry3 = 1, como 8irg, =r;3=—L
17.7. Demostrar que r,3 = —1, tanto si ry, =+1y ri3 = —1, como siry, = -1
y ri3 = 1.

17.8. Demostrar que ry35 = Fyp.3 Sl F13 = Iy

17.9. Comprobar lo demostrado en 17.8, para ry, = ry3 = 0,80.

17.10. Suponiendo s, = 6, 5, = 3, 53 = 3, ry; = 0,50, 113 = 0,40, 53 = 0,20,
calcular las ecuaciones de regresion de X sobre X, y X3, en puntuaciones diferencia-
les y tipicas.

17.11. Suponiendo 5, = 4, 5, = 5, 53 = 2, r5 = 0,80, ry3 = 0,40, r,3 = 0,20,
calcular las ecuaciones de regresion de X, sobre X, y X3, en puntuaciones diferen-
ciales y tipicas.

17.12. Calcular las ecuaciones de regresion de X, sobre X, y X; a partir de los da-
tos siguientes:

QX X, X, b X, X, Xy o X, X, Xy d) X, X, X

0 2 1 2 1 1 3 9 12 1 1 0
4 0 9 6 3 7 5 12 8 1 0 1
8 4 5 10 4 5 4 0 4 0 1 1
6 6 13 8 5 3 7 18 6 2 2 2
12 3 7 14 7 4 1 6 0

17.13. Calcular las puntuaciones directas, diferenciales y pseudotipicas pro-
nosticadas en el criterio X, mediante las ecuaciones de regresiéon de X, sobre X,
y X,, teniendo en cuenta los datos del ejercicio 17.12.

17.14. Sean X,;, X{;, X1:» Xi; las puntuaciones directas (obtenida y pronosticada)
y diferenciales (obtenida y pronosticada) de la persona i. Demostrar que para toda
persona i se verifica: Xy; — Xi; = x;; — x5

17.15. Calcular el coeficiente de correlacion multiple, teniendo en cuenta los
datos del ejercicio 17.12.

18

El coeficiente de correlacion multiple

y los planos de regresién

18.1. R?,; como indice de reduccién
de error en los prondsticos

Vamos a considerar, en concreto, el plano de regresiéon de X; sobre X, y X;.
Algo parecido valdra para los planos de regresion de X, sobre X, y X; y de X,
sobre X, y X,.

Sea X; la puntuacion directa obtenida por una persona i en el criterio X, y
sea X la puntuacion directa pronosticada a esa misma persona mediante el pla-
no de regresion de X; sobre X, y X;. El error cuadratico cometido en ese pronds-
tico individual valdra (X; — X[)®> y 2 (X; — X{)? serd la suma de errores cua-
dréticos respecto a todas las personas de la muestra. Por su parte, la suma (X~ X,)?
queda descompuesta en dos sumas de términos cuadraticos. En efecto:

X - X)) =2Z[X - XD+ (X = X)P =2, - X))+ Z(X] - X)) (18.1)

pues:
T - XX - X)) =0

seglin se encargard de comprobar el lector en el ejercicio 18.4.
Ahora bien:

L, - X))
n

que solemos designar por s3 6 sfc,, es el error cuadratico medio (E2) cometido al
atribuir a cada persona, como puntuacidn, la media X,.
A su vez:

(X, — X))
n
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que designaremos por 52 5, es el E2 cometido al atribuir a cada persona la puntua-
cién X| obtenida mediante el plano de regresion.
Finalmente, segun (18.1):

S - X)) T -X) T -X)
n n n

que designaremos por s2,, no es mas que la diferencia entre el E2 cometido valién-
donos de X, y el E% cometido valiéndonos de Xj. En otras palabras, es aquella

m

parte del E2 primitivo que dejamos de cometer por el hecho de atribuir X| a cada

persona en vez de atribuirle X,
Por consiguiente:

%

I

52 parte de E2 climinada

X'y — =
52, + s?,, parte de E}, eliminada + parte de E% no eliminada

&

® N

S 1
= proporcién de EZ eliminado o, de otro modo, proporcién en que reducimos el
E2 primitivo, el que cometiamos valiéndonos de X,.

Si, por ejemplo, ese cociente fuera igual a 0,60, ello significaria que habiamos
reducido el E2 en un 60 por 100, es decir, que, valiéndonos de X' | s6lo cometeriamos
un 40 por 100 del E2 que habriamos cometido valiéndonos de X,.

Pero

2 R xP 1 D) Tzp
S o :_(gn/_ﬁ. =220 -2 = Ria (18.2)

X1

)

segun (17.44).

Por tanto, R? ,5 no es mas que la proporcién en que ha sido reducido el error
cuadratico primitivo, el que habriamos cometido si nos hubiéramos valido de X,
como puntuacion pronosticada.

En conclusion:

2 2 2
Sy, — S S
X3 1.23 1 — 1.223 (183)

Sx Sy

Consideremos los dos casos extremos posibles: s3 ,5 = 0 (equivalente a 53, =
=52,y s%, =0 (equivalente a s7,3 = s3,).

El primero nos indica que, valiéndonos del plano de regresién, hemos elimi-
nado o reducido por completo el E2 primitivo, el que habriamos cometido atribu-
yendo X, como puntuacién en X, a cada una de las personas de la muestra. Ahora
bien, si 52,5 = 0, entonces, segin (18.3), R} ;5 = 1; luego a reduccion total del
E2 primitivo, corresponde R} ,; = 1. Reciprocamente, si R? ,; = 1, entonces
segn (18.3), 52,5 = 0; luego a R},; = 1, corresponde reduccién total del E2

primitivo.
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El segundo caso extremo nos indica que, valiéndonos del plano de regresion,
no hemos reducido en nada el E2 que cometiamos atribuyendo X, como puntuacidn
en X,, a cada una de las personas de la muestra. Ahora bien, si s2., = 0, entonces,

segtin (18.3), R%,; = 0; luego a reduccidon nula del E2 primitivo, corresponde

R? ,, = 0. Reciprocamente, si R} ,; = 0, entonces, segin (18.3), s2, = 0; luego a
R? ,, = 0 corresponde reduccion nula del E} primitivo.
En conclusion, a:

R?,, = 1, corresponde reduccion total del E}, primitivo y reciprocamente.
R?,, = 0, corresponde reduccién nula del Ej, primitivo y reciprocamente.

El valor s, ,; suele ser llamado error tipico de estimacion.
Teniendo en cuenta (18.3), nos queda

512.23 = S)Zc, (1 - R%.zs) (18.4)

De acuerdo con lo dicho en el apartado 12.1, el paso de R, ,5 de 0,20 a 0,50,
por ejemplo, significa mucho menos que el paso de 0,65 a 0,95, en cuanto a reduc-
cién de F2.

Seglin (17.37), (17.44) y (18.2), vemos que, definiendo R} ,; como 17, = s7;,
llegamos a que R},; = s%,/s2 y vemos, también, que, definiendo R ,3 como
s2,/s2,, llegamos a que R} ,; = 3 =1}

zyz§"

La definicion de R?,; como s%/s2 =X (X; — X)/Z (X, — X)) =1~-
— X (X, — X})*/Z (X; — X, ) tiene la ventaja de su paralelismo con la definicion
de otros coeficientes de correlacién como indices de reduccién de error. Unos di-
feriran de otros en diversos aspectos accidentales, pero todos ellos coincidiran
en ser indices de reduccion de error.

En los ejercicios 18.12. y 18.13, al final del capitulo, el lector se encargara de
probar que .

Tx} =2 (x — xi)P + Zxp? (18.5)
22 =3%( —z) + 2z (18.6)

EsempLo 18.1. Comprobemos las relaciones acabadas de exponer con los da-
tos siguientes:

X, X, X, X, X, Xy x2 x3 X3 XX, XXz XX zy z, 7y 2,2, 2123 2373
39 12 -1 0 6 1 0 36 0 -6 0 -05 0,0 1,5 0,00 —0,75 0,00
5 12 8 1 3 2 1 9 4 3 2 6 0,5 0,5 0,5 0,25 0,25 0,25
4 0 4 0 -9 -2 0 81 4 0 0 18 0,0 -5 —0,5 0,00 0,00 0,75
7 18 6 3 9 0 9 81 0 27 0 0 1,5 15 0,0 2,25 0,00 0,00
i 6 0 -3 -3 —6 9 9 36 9 18 18 —-1,5 =05 —-1,5 0,75 2,25 0,75

20 45 30 0 0 0 20 180 80 39 14 42 0,0 0,0 0,0 3,25 1,75 1,75
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Del cuadro anterior es facil construir las ecuaciones de regresion:

X, = 1,77778 + 0,20038 X, + 0,060980 X3 , x; = 0,20038 x, + 0,06980 x,
zi = 0,60114 z, + 0,13960 z;

Con estas ecuaciones podemos formar el cuadro siguiente:

X, —X%)P= > , . : X, —Xi= _. X-xys Loy Xi=X)T= 2
! :x% 21 Xy Xy 2y —x—x, 2y =3 =(x,—,\'])1 (2, 1) =x2 2y

1 0,25 441880 0.41880 0,20940 —1,41880 —0,70940 2,01299 0,50325 0,17539 0,04385

1 0,25  4,74074 0,74074 0,37037 0,25926 0,12963 0,06722 0,01680 0,54870 0,13717

0 0,00 2,05698 —1,94302 —0,97151 1,94302 0,97151 3,77533 0.94383 3,77533 0,94383

9 2,25 580324 1,80432 0,90171 1,19658 0,59829 1,43180 0,35795 3,25232 0,81308

9 2,25 298006 —1,01994 -0,50997 —1,98006 —0,99003 3,92064 0,98016 1,04028 0,26007

20 5,00 20,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 11,20798 2,80199 8,79202 2,19800

Comprobacién de (18.1):
(X, — X))+ Z(X; — X,)* = 11,20798 + 8,79202 = 20,00000 = X (X, — X’
Comprobacién de (18.5):
T (x, — x})P? + T x;2 = 11,20798 + 8,79202 = 20,00000 = X x?

Segin sabemos,
2 2,19800

RE 23 = s = Z—— = 0,4396
Comprobacion de (18.2):
(8,79202)/(5) 2
2 g2 o S 7ENAID) 4396 = R
Sx;/SxI (20,0000)/(5) 1.23
Comprobacién de (18.3):
11,20798)/(5) "
_ 2 =1 — UL20VO) g 5604 — 04396 = R
1 — 57,53/5%, (20,00000)/(5) 1.23
Comprobacién de (18.4):
@a—R@g:%HL4MEQ=LMM=E%¥§=ﬁm

Comprobacién de (18.6):

Tz — 20)? + Xz} = 2,80199 + 2,19800 = 4,99999 ~ 5 = X z}
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NoTA. A pesar de lo expuesto, es posible que R} ,; = 0, valiendo s? ,, = 0.
Esto sucederia si todos los puntos estuvieran situados sobre el plano de regresién
y éste fuera paralelo al plano X,0X;. Ciertamente, s} ,; = 0. Ademds, s2, =0.
Por tanto, s2, = 0 — 0 = 0. Consiguientemente, R} ,; = s%/s7, = 0/0, quedaria
indeterminado. Sin embargo, tiene sentido admitir Ry ,3 = 0, ya que en esta situa-
¢ién, tanto a puntuaciones altas, como medias y bajas en X, y X, corresponde una
misma puntuacién, X, en X, y, por tanto, la covariacién entre X; y X, y X es nula.

18.2. R3,; como indice de aproximacion
de los puntos al plano de regresion

Hemos visto en el parrafo anterior que R?,3; = 1 — Z (X, — X{)*/Z (X, —
— X,)*. De aqui se deduce inmediatamente lo siguiente:

a) Si todos los puntos (representantes de las puntuaciones obtenidas) se en-
cuentran sobre el plano de regresion de X, sobre X, y X3, X; = X para toda per-
sona de la muestra. Por tanto, X; — X; = 0.Consiguientemente, X (X, — X1)* = 0.
Es decir, R? ,5 = 1.

b) Si R?,; =1, (X, — X1)* = 0. Ahora bien, como los » sumandos son
no negativos (por ser cuadraticos), si su suma es cero quiere decir que cada uno
de ellos tiene que valer cero. Por consiguiente, X; — Xi = 0, es decir, X; = X|,
para toda persona de la muestra. En otras palabras, todos los puntos se encuentran
sobre el plano de regresion de X, y X, sobre X;.

En conclusion:

Si todos los puntos se encuentran sobre el plano de regresién, R ,3; = 1.

Si R?,, = 1, todos los puntos se encuentran sobre el plano de regresion.

Por consiguiente, R ,; nos mide la aproximacién de los puntos al plano de
regresion. Noétese, por tanto, que lo que mide R ,5 es la aproximacién de los puntos
a un plano. Es posible que todos los puntos se encuentren sobre una superficie
no lineal (una superficie esférica, por ejemplo), que exista una relaciéon funcional
perfecta entre X, y X5 con X; que nos permita pronosticar un valor exacto de X,
para cada par de valores dados de X, y X3, y que R, ,3 valga 0. Asi, por ejemplo,
los seis puntos siguientes estdn situados sobre la superficie esférica de ecuacion
X2 + X2 + X2 = 4. Sin embargo, R, ,; = 0.

X, X, X,

DO O OO
SO OND
|
SO oOoONON
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Notese que R? ;3 no es solo funcion de s2 53, sino también de s2. Esto quiere
decir que para un mismo error cuadréatico medio (5% ,3), R%,; puede ser mayor o
menor segin que sea Mayor O Menor s .

Por supuesto, si operamos con puntuaciones tipicas:

sz =1
Por tanto,
2 )2
R? _I_S_z_l.-ﬁ_l_s2 _1_M
1.23 — 52 - Z1.23 n

Z1

Es decir, operando con puntuaciones tipicas, siempre que aumenta (disminuye)
3 (z, — 2,)?, disminuye (aumenta) R} ,; y reciprocamente. Por consiguiente, a
mayor (menor) aproximacién de los puntos a la recta al plano de regresion,
corresponde siempre mayor (menor) valor de R? ,..

18.3. R3,, como proporcion de la varianza de X,
asociada a la variacién de X, y de X,

La relacion
X, = X’1 + (X1 - X’1)

es una pura identidad que puede ser interpretada aceptando que la puntuacion
directa obtenida es igual al pronéstico (X7) mas el error en dicho prondstico
Xy — X9).

Sabemos que

Xy =a-+bX, + bX;

Esto nos indica que X, depende de, es funcion de, esta asociada a, X, y Xs.

Por el contrario, X, — X’ no depende, no es funcion de, no esta asociada a,
X, ¥ X3 De hecho, 7y, —x1) = Ty -xp = 0- A puntuacion baja en X, y/o en X3
puede corresponder error bajo, medio o alto en X;. Como se ve en la figura, tanto
entre las personas con X, = X,; (puntuacion baja en X,) y X3 = X3, (puntuacion
baja en X,), como entre las personas con X, = X,, (puntuacion media en X 2)
y X, = X,, (puntuacién media en X,), como entre las personas con X, = X3
(puntuacién alta en X,) y X3 = X35 (puntuacion alta en X 3), a unasles corresponden
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errores grandes (a las que sc alejan bastante del plano de regresidn), a otras medios
(a las que se alejan moderadamente del mismo) y a otras pequefios (a las que se ale-
jan muy poco de dicho plano).

A
X, x
X
X
b
x X', X
X n
* = Xs
X x
x X
bYs ' X X
1 X'tz - »
X * x
X x *
X x -
P *
x X
X x
*
/‘ X3
X g A
31
o X,
X, Xn Xy :

Por otra parte, hay variacién en los errores, cuando no la hay en la variables
predictoras. Es decir, a personas con una misma puntuacién en X, y en X, les corres-
ponden, en general, distintos errores en los prondsticos (a unas, pequefios; a otras,
medios; y a otras, altos). :

Sabemos, ademas, que:

(X, - X1)2 — Z(X] - )21)2 + Z (X, _Xi)z

n n n
2 — 2 2
S = Skt + $1.23

En otras palabras, la varianza total de X, (s2)) se descompone en dos partes
aditivas. Una, 52, asociada a, dependiente de, explicada por, la variacion de X, y
X,, ya que X; estaba asociada a, dependia de, era explicada por, la variacion de
X, v X;. Otra, s? ,3, no asociada a, no dependiente de, no explicada por, la varia-
cion de X, y X;.

Por estas razones, llamaremos a s2, varianza asociada, y a s7 ,3 la llamaremos
varianza no asociada.

Ahora bien, sabemos aue: R} ,, = s2,/s2,. Pero s% /s2 , dentro de este con-
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texto, no es mas que la proporcion de la varianza total de X; que estd
asociada a la variacién de X, y X5. Por tanto, R? ,; representard esa propor-
cién de varianza asociada. Si, por ejemplo, R, ,; = 0,80, diremos que 0,64 es
la proporcion de la varianza total de X, que estd asociada a la variacion de X,
y X5 y que 0,36 es la proporciéon que no esta asociada. De otro modo, diremos
que el 64 por 100 de las diferencias individuales en X, estd asociado, es atribui-

ble a, queda explicado por, ... las diferencias individuales en las dos variables
predictoras, X, y X, y el 36 por 100 restante no estd asociado, no es atribuible
a, no queda explicado por, ... las diferencias individuales en las dos variables
predictoras.

Igual que en el caso de dos variables, podemos exponer las ideas anteriores de
un modo algo mds intuitivo. De las n personas, unas son altas y otras son bajasen X
(criterio). Esa variabilidad es debida a la posesion en alto o bajo grado de ciertos
factores (quienes los poseen en alto grado, obtienen altas puntuaciones en Xi;
quienes los poseen en bajo grado, obtienen bajas puntuaciones en X ). Parte de esos
factores son tales que su posesion en alto o bajo grado hacen, también, que las per-
sonas obtengan puntuaciones altas o bajas, respectivamente, en X, y X; (varia-
bles predictoras). Pero el resto de los factores, aunque influyen en obtener altas
o bajas puntuaciones en X, no influyen en obtener sistematicamente puntuaciones
altas o bajas en X, y X;. Es decir, del hecho de poseer estos ultimos factores en alto
(bajo) grado, nada podemos concluir sobre si las puntuaciones en las variables
predictoras seran, también, altas (bajas). Pues bien, los primeros factores darian
razon de la varianza asociada y los restantes darian razén de la no asociada.

18.4. Resumen: Definiciones y formulas

T - X)) =20 - X))+ 2 - X))

2 _ 2 2
51 = Sx1 + $1.23
2 2
R? =Sy _ S1.23
123 T 3 = >

an ng
EJERCICIOS

18.1. A partir de los cuatro cuadros del ejercicio 17.12 (del capitulo anterior),
calcular 52, 53,3 = $2, 4, S22+

18.2. Demostrar que r,,(;, —.-, = 0. Es decir, que es nulo el coeficiente de corre-
lacién de Pearson entre los prondsticos, z{, y los errores en dichos prondsticos

(21 — 23).
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18.3. Demostrar qUe 75, —) = I2yey-21) = 0. Es decir, que es nulo el coefi-
ciente de correlacion de Pearson entre los errores cometidos en los prondsticos
(en X, )y las puntuaciones obtenidas en X, y entre los mismos errores y las puntuacio-
nes obtenidas en X;.

18.4. Demostrar que X (X; — X})(X; — X,) = 0.
18.5. Demostrar que Z (x; — x7)(x;) = 0.
18.6. Demostrar que Z (z; — z{)(z;) = 0.

18.7. Apoyandose en 18.6, demostrar que 1., .,,) = 0. Es decir, que es nulo
el coeficiente de correlacion de Pearson entre los prondsticos, zi, v los errores en
dichos prondsticos, z; — zj.
18.8. Demostrar que R, 13 = R3;, = 1,81 R, ,5 = 1.
18.9. Sean r,, y r3 las correlaciones simples entre un criterio, X, y dos variables
predictoras, X, y X;. Suponiendo que ambas correlaciones tienen un mismo valor
(que llamaremos r), demostrar que la correlacion simple, 13 ,, entre las dos variables
predictoras es igual o mayor que 2r* — 1.

Utilicese la féormula R? ,5 = (r1, — 2r ,F 3723 + 123)/(1 — 123) y del hecho
de que R?,; < 1)

18.10. A partir de 18.9, demostrar que si r;, = r;3 = 1, necesariamente r,5 = 1.

18.11. Sean 10, 14, 6, 2, 8 las puntuaciones directas pronosticadas en un criterio X,
mediante el plano de regresién de X, sobre X, y X;. Siendo s2, = 25, decir qué
parte de esta varianza no es atribuible a la variacion de X, y X5, y cudnto vale R, 5.

18.12. Demostrar que T x7 = Z (x; — x{)? + X x2.
18.13. Demostrar que £ z? = X (z; — z;)* + Z z}.
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1. SIGNO (SIMPLE) DE SUMAR, =
1.1. Definicion

Comencemos con algunos casos particulares.
Por definicion:

JO'y

Xi=X, + X, + X5 + X4 + X5 + X,

i
-
l

X;=X, + X, + X,

1t
—

Por definicion:

X; = 5P =X, =57 + (X, — 57 + (X5 = 5)° + (X, — 5

1O

I
—

i

n

X =35 =X =5V + (X, =50+ + (X, =5’

I

Por definicidn:

3. (24X, >2 (2)(1 >2 (2)(2 )2 <2X3 )2
i) =2 o) 4222 + =2 -1

2 ( 7 7 7 7
2X, 2 2X 2 2X 2 2X 2
=) = —‘—1) +<—~2—~1> +---+<—i—1)

MESUNE 7 7

De estos ejemplos particulares inferimos que el signo de sumar, %, viene a sig-
nificar lo siguiente: «Sume los # términos obtenidos sustituyendo el subindice /7 por
1, 2,...,nen la expresion afectada por dicho signo».
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1.2. Propiedades

n n
a) Y (¢X; + k)= c ) X;+ nk, donde ¢y k son dos constantes arbitrarias.
i=1 i=1

En efecto:
Y (eX; + k) = (X 4+ k) + (eXy + k) + 0+ (X, + k)=
i=1

=X, + X4+ X))+ k+k- + k)=

—cX;+ X, + 0+ X,) 0k =

=c Y X+ nk

i=1

by Y (X;+k)= Y. X, + nk. Es un caso particular de g), para ¢ = 1,k+#0.

i=1 i=1

Es un caso particular de a), parac#+ 0 , k = 0.

) Y oeXi=c ) X

dy Y k=nk. Es un caso particular de a), para c =0 , k + 0.
ey Y(Xi+ Y)= ZX+ZY<.
i=1 i=1

En efecto:

K4 V)= (K + V) + (X + V) o+ (X + V) =

i=1

:(XL+X1++Xu)+(yl+Y2++Yn):
= ZX,"’ Zyl
i=1 i=1

/) Z(X—k ZXZ——2kZX+nk2
i=1

i=1 i=1

En efecto:

Y X — kP = Y (- 2% X+ k)= ¥ X - 2 )X+ ok
i=1

i=1 i=1 i=1

g) En general, Z X%+ ( Y X) Es decir, la suma de los cuadrados es

distinta del cuadxado de la suma.
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En efecto:
<ZX> X +X, + -+ X)P=X+X}+ -+ X+ XX, +

FX XA XX, = XXX XX+

i=1
+ Xanfl
Asi, por ejemplo, para:

3
X, =2, X, =3, X,=4, Y X2 =243 4+ 4 =4+9+16=29

i=1

(

Sin embargo, es posible la igualdad, siempre que:

Mu

2
Xi) =2 +3+4?%=92=281

1

XIXZ + X1X3 + 0+ Xan—l = 0

Asi, por ejemplo, para:

3
X, ==L X, =2, X =2 X = (—1P + QP+ @’ =1+4+4=9

i=1

<.Z X,->2 S (142422 =3P =09

w

En este ultimo caso:

(D) + (D) + A-D+ A2+ A~ + )2 = -8 +8=0

h) En general, Z XY, + Z X; Z Y;. Es decir, la suma de los productos
i=1 i=1
es distinta del producto de las sumas.
En efecto:

XY Y=+ X+ )Y+ Y+ V) = (XY 4
+ XZYZ + +XnYn)+ (X’le +X1Y3 + +‘XnYn—1) =

=3y XY, + (XY, + XY+ -+ X,Y,_)

i=1
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Asi, por ejemplo, consideremos el cuadro ‘siguiente:

X, Y, XY
2 3 2)3) = 6 3 N N
4 6 (4)6) =24 ¥ ¥, =354 110 = (1N(10) = ¥ X; 3 Vi
5 ! (5)(1): 5 i=1 i=1 i=1
3 3 3
T X =11 Y ¥,=10 ¥ XY =35
i=1 i=1 i=1
Sin embargo, es posible la igualdad, siempre que:
X, Y, + X, Y3+ -+ XY = 0
Asi, por ejemplo, consideremos el cuadro siguiente:
X, Y, XY,
2 -2 @2)-2)= -4 2 2 2
1 1 Hay = 1 Z XY, = -3=03)-1)= > X >y
2 2 2 i=1 i=1 =1
Y X =3 YY=-1 YXY=-3

En este ultimo caso, 2)(1) + (=2)(1) =2 -2 =0.
NoTA. Ordinariamente, por sencillez, usaremos X X; en vez de Z X;, y aun
i=1
T X en vez de T X,, pero entendiendo que existe un subindice i que va delan(oaotro
valor concreto, de acuerdo con el contexto de que se trate).

2. SIGNO (DOBLE) DE SUMAR, zZZ

2.1. Definicién

Supongamos que un grupo total queda descompuesto en k subgrupos, con ny,
sy, ..., M, personas respectivamente.

G. 1o G. 2.0 G.j c. G. k

X1y X2 Xyj Xk

Xoi X;a Xy; pon

Xi1 Xi Xij Xk Hy+n,+ - ne=n
/Yn 11 anz /Ynjj )(nkk
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X; representa la puntuacion de la persona i perteneciente al grupo ;.

iy

La suma de las puntuaciones del grupo 1.° vendra dada por Y Xi
i=]
ny
La suma de las puntuaciones del grupo 2.° vendra dada por Y Xip
i=1
.................................................... | (4)
La suma de las puntuaciones del grupo j vendrd dada por i Xy
i=1

La suma de las puntuaciones del grupo k vendrd dada por ) Xy

i=1

k nj
La suma de las n puntuaciones del grupo total viene dada por Y. ) Xj;. En
j=1 i=1

k nj k n;
efecto, consideremos Y, X;= ( ) Xij> , es decir, el signo simple de sumar
j=1 i=1 i

i= j=1 \i=1

(con j variando de 1 a k) aplicado a la expresion 2 X,;. Sabemos que, por definicion,
i=1

k nj "y ny ny
y <Z X,-}-> =Y Xy + Y X+ + ) X,, que no es mas que la suma
j=1 \i=1 i=1 i=1 i=1
de las n puntuaciones, si tenemos en cuenta (4).

Supongamos ahora que nos ofrecen las puntuaciones de n personas en k pruebas.

Tendremos el cuadro siguiente:

Pruebas
1 2 Jj k
1 Xll X12 . le Xlk
2 X2 X Xz; Xk
. k
: 2 X
Personas i Xy X oo Xy Xa j=1
n an ){:12 e )(uj Xnk
X

]
-

En este cuadro la fila / representa las puntuaciones obtenidas por la persona i en
las k pruebas. La columna j representa las puntuaciones de las n personas en la
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prueba j. La puntuacion X;; no es mds que la puntuacion obtenida por la persona i en
la prueba j.
La suma de las puntuaciones de la persona i en las k pruebas vendra dada por

k
Xi1+Xi2+‘-‘+Xik: ZX,]

j=1

La suma de las puntuaciones de las n personas en la prueba j vendra dada por’
le+X2j+.‘ ”]—ZX

La suma de las puntuaciones de las n personas en las k pruebas vendra dada por
k

k n noo
Z Z X,;. En efecto, consideremos Z Z X;= Y < Y X,-j>, es decir, el sig-

= j=1 i= j=1

no (simple) de sumar aplicado a la expresion Z X;;. Sabemos que, por definicidn,
l 1

k n n n
Z(ZX11>=ZX;'1+ Y X+ ZXik=(X11+X21+”'+an)+
i=1 \i=1 i=1 iz1 i=1

Xy + Xpp + 0 4 X))+ + (X + Xy + - + X)) que no es mas
que la suma de las puntuacwnes de las » personas en la prueba prlmera mas la suma
de las puntuaciones de las n personas en la prueba segunda, . . , mas la suma de
las puntuaciones de las n personas.en la prueba k. Es decir, la suma de las puntuacio-

nes de las n personas en las k pruebas.
Notese que la suma de las puntuaciones de las n personas en las k pruecbas puede

venir dada de esta forma:

Xy + X+ + X)) + (le + Xog + o+ X)Xy + Xop +

k
o X)) = }: Xy + .Z X, +

j=
i

1
k k n
AREAPEOED

HM;:-

En otras palabras:

H

jil i; Xy ;2':

(IM:-

De todo lo dicho inferimos que el doble signo de sumar viene a significar lo
siguiente: «Sume todos los términos obtenidos sustituyendo los subindices i y j
por todos sus valores posibles en la expresién afectada por dicho signo».
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Ejemprlo A.1
Grupo 1.0 Grupo 2.0 Grupo 3.0
4 5 10
4 8
8 2 6 ng=4 , n,=3 , ny=>5
5 7
9
3 nj 4 3
Y X;= Y X ZX,Z+}:X,3_(4+2+8+5)+(5+4+2)

j=1 i=1 i=1 i=1 i=1

+ (10 +84+6+7+9) =194+ 11 4+ 40 =70

3 4 3

Z (Xij_4)2:Z(Xil_4)2+ Z(Xi2_4)2+§5:(Xi3_4)2:

=1 i=1 i=1 i=1 i=1
:[(4—4)2+(2—) B =4y + (5 —47] +
+ [(5 — 4y +(4~4) +(2—42]+[(10—4)+(8- 4y +
+ 6 —4PF + (7 -4 +09—-4*]=0+4+16 + 1) +
+(0+0+4)+ (36+16+4+9+25)=21+5+90 116

2.2. Propiedades

m

a) Y Y eX;j+ky=c), Z ;+mnk, donde ¢ y k son dos constan-
j=1 i=1 j=1 i=1
tes arbitrarias.

En efecto:

gl

Z (eXy + k)= (eXy + k) + Y (X +k)+ -+ Y (X + k) =
i= i<1

i=1 i=1

< 2 ,1+n/(> <Cl§:1X,-2+nk>+‘.‘+
(e

Z Xtm + l’lk> (Z Xll + ZXIZ + o+

HM

li

i=1

m n

M~

+ X,,,,) +mnk =3 ¢ Y Xy+mnk=cy Y X;+mnk
i=1 j i=1 j=1 i=1
b) Z (X; + kY= > 3 X+ mnk. Es un caso particular de a), cop
j=1 i=1 j=1 i=1 c=1k+#0.
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m h m
Ay Y Y eX;=c), Z X,;. Es un caso particular de a), con
j=1 i=1 j=1 i=1 c # 0 k — 0

d) Z Z k = mnk. Es un caso particular de a), con
j=1 0= c=0,k+0.

m m

o YT wrr=% Saty Y

j=1i=1 j=1 i=1 j=1i=1

En efecto:

ZZX+Y Z(Xi1+yi1)+Z(Xi2+Yi2)+"‘+

j=1 i=1 i=1 i=1

+ Z (Xim + Yun [Z X\II + Z Xl2 + - ZXimj| +

i=1 i=1

I:ZY11+ZY12+ +Zyin::|:
i=1

f) i Z (X;— kP =Y Y X;—2k} i Xy + mnk?. Su legitimacion

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

queda como ejercicio.

g) En general, Y Y Xi# (Z Z X,j / Su legitimacién queda como
j=1 i=1
ejercicio.

h) En general, ) Z XY # Y Y Xy ) Z Y, Su legitimacién que-

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
da como ejercicio.
Vamos a proponer ahora dos ejemplos comprobatorios de g) y /).
Para comprobar g), supongamos el cuadro siguiente conm = 3yn = 2.

EsemrLO A2

X} =443 + 52 462 +2°+4 =16+9 + 25+
— = lJ

j=1 i=1
45 2| 436+ 4+ 16 = 106
3 6 4 <Z ZX,J> 4+34+5+6+24+472=24=7576

j=11i=1

Para comprobar /), supongamos los dos cuadros siguientes, ambos con m = 2
y n=3.
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EiEMPLO A.3
X, Yy oo
22 XYy = Q)1 + G)S) + G)2) + ©)4) + @)1) +
26| |14 T +@0B) =2+ 15+ 10 + 24 + 4 + 6 = 61
3 4 51 m o mon
52 2 3 X, =Q2+3+5+6+4+2)1+5+
T a3 = 2236 = 32
EJERCICIOS
1. Siendo X, = 3, X, = —1, X; = 4, calcular el valor numérico de las siguientes
expresiones, donde suponemos que el subindice /i va de 1 a 3.
a) LX; VARDNC G}
b) X Xx? g) T[(x; —7)6]
) (ZXx)? h) T (X, + 2X?)
d) Z4X, i) TQRX?~X/34+4)
e) T (X/3) j) &~ 3)
k) [ZX; - 3)]
2. Supongamos:
a) X, =1,X,=1X,=-2 b) X, =2,X,= -2
Y, =—1,Y,=3Y,=2 Y,=1,Y, =4
) X, =2,X,=0,X;=1 dy X, =2,X,=1/2
Y, =3, Y, =—1,Y, = -2 Y, = =12, Y, = 13

En este supuesto, calcular el valor numérico de las siguientes expresiones:

21. T(2X, +7Y) 2.6. Z(6X;)(Y;/2)

22. T (X,Y) 27. T(Q2X, + V)2

23. T (X,7,? 28. T[(2X)? + ¥?]
24. (S X,Y,)? 29. [Z QX + V)]
25. TX, XY,

3. Demostrar que, en general, £ (X; + Y,)? #+ T (X? + Y?).
4. Demostrar que, en general, [X (X, + Y))]* # Z (X; + Y%
S. Demostrar que, en general, [Z (X; + Y;)]* # X (X? + Y?).
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6. Supongamos que a tres personas les han sido aplicadas dos pruebas. Llame-
mos X;; a la puntuacién obtenida por la persona 7 en la prueba j. Es decir, X;; es
la puntuacién obtenida por la persona primera en la prueba primera, X, es la
puntuacién obtenida por la persona primera en la prueba segunda, etc. Supon-
gamos, ademds, que las puntuaciones obtenidas por estas tres personas en las , . .
dos pruebas son las siguientes: Apendlce il. SOIUCIOHGS a los
ejercicios propuestos
Pruebas (j)
X1 =2 X, =1
Personas (i) Xy = —1 Xy, =2
Xy =3 Xiy = —2 CAPITULO 4
41. a) 145-—245 ; b) 6245 — 6855 ; ¢ 1995 - 2085 ;
. . d) 44,345 — 54,355
En este supuesto, desarrollar las siguientes expresiones y calcular su valor
NOMArico 42. a) 10 ; b) 610 ; ¢ 09 ; d) 10,010
43. a) 195 ; b) 655 ; «¢) 204 ; d) 4935
RIS b) ZZXz% ¢) < ZXi,->2
i i i
4.4
d) 7 e) 5X;; ny (Z Xr) 2 .
iz ; Z‘ ; ! T\ J ! X un Mg p Pa % ou
9 Y (Z X,.j)2 n TY (X +9) i) Z( X; + 9) 2626 S 40 0,125 1,000 125  100,0
i i i i J 23-25 6 35 0,150 0,875 15,0 87,5
) : 20-22 12 29 0,300 0,725 30,0 72,5
NEDY (Z Xij + 9)- 17-19 10 17 0250 0425 250 425
S 14-16 7 7 0175 0,175 17,5 17,5
r 5 r s
7. Demostrar que Z( S Xy + k> =Y Y X;+ k. 40 1,000 100,0
i=1 Jj=1 i=1 j=1
S r r S
8. Demostrar que j; (; Xi; + k) = ,-; j; Xi; + sk. También habrian sido posible los intervalos 13-15, 16-18, 19-21, 22-24 y 25-27.
r S ¥ s S r
9. Demostrar que Y. » Xj= ), (ZX,% =) (Z Xﬁ). 4.6.
i=1 j=1 i=1 \j=1 j=1 \i=1 o
X n; [ 14 Da 0/0 %a
r s 2 s
10. Demostrar que, en general, ( Yo X,.j» # Y X3 17-19 8 50 0,16 1,00 16 100
i=1J=1 =1 j=1 14-16 9 42 0,18 0,84 18 84
L UM roe 11-13 12 33 0,24 0,66 24 66
11. Demostrar que, en general, i; .; XY # i; .; X, i; .; Y. ‘810 10 21 0.20 0.42 % s
. J . , S’ ) ’2 5-7 7 11 014 0,22 14 22
12. Demostrar que, en general, » ( Y X,.j> + Y (Z X,-j> . 2-4 4 4 008 0,08 8 8
i=1 \j=1 j=1 \i=1 50 1,00 100
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4.7.
n; 14 VA
42.572 0,2267 22,67
25.683 0,1368 13,68
22.665 0,1207 12,07
8.083 0,0430 4,30
49.049 0,2612 26,12
37.578 0,2001 20,01
2.166 0,0115 1,15
187.796 1,0000 100,00
4.8.
X nj N, P Pa % %"
20-24 12 80 0,150 1,000 15,00 100,00
15-19 18 68 0,225 0,850 22,50 85,00
10-14 24 50 0,300 0,625 30,00 62,50
5-9 16 26 0,200 0,325 20,00 32,50
0-4 10 10 0,125 0,125 12,50 12,50
80 1,000 100,00
4.9.
X n; on p Pa % You
92-95 i 4 20 0,20 1,00 20 100
88-91 W 8 16 0,40 0,80 40 80
84-87 N 6 8 0,30 0,40 30 40
80-83 / 2 2 0,10 0,10 10 10
20 1,00 100
CAPITULO 5
51. a) 525 ; b) 20 ; o 28 d —-05 ; e 0633
f) —0,5875 ; g) —0,051
52 a) 12 ; by 91,2 ; ¢ 157 d)y 34237
e) 31,875 ; f) 0,1379 ; g) 10417

5.3. Al intervalo 11-13 le corresponde 5; al intervalo 2-4 le corresponde 2

54. 4y 12
5.6. 15

5.7.
5.8.
5.9.

© 5.10.
5.11.
5.12.
5.13.
5.14.
5.15.

5.16.

5.17.
5.18.
5.19.
5.20.
5.21.

5.22.
5.23.
5.24.
5.25.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.
6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

Apéndice Il. Soluciones a los ejercicios propuestos / 363

X, =220
3y 12
También, k
30

65,727

6.5
Médicos: 0,308; Abogados: 0,467; Ingenieros: 0,225
Solteros: 0,27; Casados: 0,51; Viudos: 0,22

(X = 2,25)

ay 49 ; b) 22 ; ¢ 2975 ; d) 42,278
e) 28324 , f)y 123,773 ; g) 885 ; h) 100,2

ay 5 ; b) 42 , ¢ 17 ; d) 18 ; e 11,75
) 49 ;g 7,625 ; h)y 2225 ; i) 3,6

a) Si ; b) No

Mediana

a) Mediana ; b) Mediana ; ¢) Media

4,375

a) P;s =702353 ; P,s =73,1765 ; Pye = 762105 ;
P, = 86,6667 ; Pg, = 89,0000

a) P,5s = 89,000 ; Pyo=091,625 ; P55 = 100,045

24,7 (percentil 12), 38,5 (percentil 88)
No tiene que serlo (aunque puede serlo)
No. Un percentil es una puntuacion que puede ser positiva, negativa o nula

CAPITULO 6

a) 9,20; 3,033 ; b) 1,50; 1,225 ; ¢) 4,40; 2,098 ; d) 2;
1,414 ; e) 533; 2,309 ; f) 8,67; 2944

a) 24 ; b)) 1 ; ¢ 2 ; d) 1,333 ; e 2
) 2,667

a) 7,5;2,739 ; b) 7,56:2,75 ; ¢) 6,56;2,561 ; d) 24,01:
49 5 e) 8,64;2939 ; f) 26,188; 5117 ; g) 7,29;
27T 5 h) 24,422; 4,942

a) 2 ; b) 24 ; ¢ 224 , d) 3,778 ; e) 24 ;
f) 385 5 gy 224 ; k) 4,07

a) 6,7451 ; b) 55225

(1—3P2+2-3P+6-32=14;(1 — 5 + (2 — S + (6 — 5)* = 26,

B)3 —5P =12; 14 =26 — 12

S (X, — 5P = 12, n(X — 51 = 8)(475 — 5)2 = 0.5
TX, - XP=12-05=115
Elegir k = 1,75, 52 = 1287,5 = 15,9375

69
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6.11. 65

6.12. a) 60,66 ; b) 40,833 ; ) 69933 d)y 70,70 ;
e) 57,725 5 f) 49,067

6.13. 25; 24

6.14. 100

6.15. X =5, Med =2

CAPITULO 7
71. 06
72, 2.2 '
74. a) ay = 0,545, As = 0,059
b) a3 = —0328, As = —0,355

75. a) a, = —0,6345, b) a, = —0,336
76. P,5 =125, CV = 40,32

7.7. 50
CAPITULO 8
81. a) dif.: —3;1;3;0; -1 ; tip.: —1,5; 0,5; 1,5; 0; -0,5
by dit. 3;0; =3;1; —1; tip.: 1,5; 0; —1,5; 0,5; 0,5
¢) dif.: —5;5;5: =5 : tip.: —151; 1 =1
. , 1 . 2 -1
d) dif.: —1;0; 2; —1 ;o tipr - —= 06, — ——
1,5 1,5 1,5
3 3
e) dif.: —3;0;3 ; tpri——fx 6, —&=
) NG NG
82. a) dif.: 8 ., directa: 28
b) dif.: 6 , directa: 26
c¢) dif.: —4, , directa: 16
d) dif.: —1 , directa: 19
e) dif.: 3,6 , directa: 23,6
84. 40
8.5. No (su varianza vale 2)
86. Y, = &_;_1 12450 ; 56 44, 50, 32, 68
8.7. 120

88 9,5 1.7 13

89. X;: 13,9, 7,10, 11 ; Y. 28, 12, 4, 16, 20
8.16. 10

811, ¥=20 , Y=12 , s=8 , 5 =6
8.12. a) aplicar la misma transformacién 3X + 45

b) media por debajo, media (aproximadamente) por encima, una por encima

8.13.

" 8.14.

8.15.
8.19.
8.23.
8.26.
8.29.
8.30.

8.34.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

Apéndice Il. Soluciones a Jos ejercicios propuestos / 365

a) 6,689 ; 10 5 b) 84,139/ 5 126 5 ¢) 69,159 ; 104
d) 22,669 34 ; ¢) 28579 ;43 :  f) 20290/ 30 -
g) 53,289/ ; 80 ’ ’
a) 40,16 ; b) 4880 ; ¢} 5040 ; d) 47,12
¢) 44,08; 5592  ; f) 48: 52
30,50 8.16. 16,48 8.17. 6 8.18. 4,50
60; 5 8.20. 34; 5 8.21. 37.900 8.22. 110
410 8.24. 58; 8 8.25. 75; 10
23,52; 192,48 ~ 192 8.27. 6,68 %, 8.28. 6,67
20; S
Si 8.31 No 8.32 No 8.33 No
ay T by T
66,4 67,5
59,9 59,9
55,5 54,1
50,5 48,0
42,9 40,1
32,5 29,5
CAPITULO 9
X
2-5 6-9 10-13
11-15 0 4 6 10
Y .
6-10 8 2 0 10
8 6 6 20
8,0375
Q) T15105 5 b) Xyg =43, Byopy =99, Tyoss =8,
Yyo7s=1133 ; Vy_1s=13 ;5 ¢) 11,04 ;6,25 ;
d) Siy=s = 2,56 , 52,13 =384, 5% 35 =0, s%_75 = 555 ,
Sme11,5 =0 5 e) 7
a) ?152 > 7>4 5 b) YY:S = 356 > XY=8 = 351 3 YX=2 = 757 s
Yyea =72 5 ¢) 096, 144 ; d) s2,_5 =064, 5% 4 =099 ,
2o, =081, 52, =176 ; ¢ —024
a) 5225,58 3 b) 5 ; ¢ 8154 ; d) 5125,1026
e) 45 : f) 5589 . g) 42075
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9.10.

10.1.

10.2.
10.5.

10.6.

10.10.
10.12.

10.14.
10.15.
10.16.
10.17.
10.18.

11.1.

11.2,

11.3.
11.4.
11.5.
11.7.

2 4 8
4 4 16
8 10 80
10 14 140

CAPITULO 10

ay 09 ; b)) =06 ; ¢ 018 ; d) —-0913 ;

ey 0,575 ; f) —0,789

a) 0356 ; b) —0853 ; ¢) 0519 ; d) —055 ; e) —0,657
Recuerde que el numerador de r,, es n Z XY — X X X Y, que serd necesa-
riamente 0 sir,, = 0

No 10.7. No 10.9. «) Tiene perfecto sentido ; b) El
mismo (recuerde las propiedades de r,,)

a) 244 . b) 484, ¢) 4

6 ; 1013. r,, = Sx — TSy , rSy = S,

Xv 2 2 l"yv
Sy F sy T 2r,8.s, \/ 52 4 8 — 2SS,
0,65

Para r,, = 1, 37; para r,, = 0, 41; para r,, = —1, 45
0,875

/
y

Cuando r,, =0 , s5,=13 ; cuandor, =1 , 5,=1
rpg = 0
CAPITULO 11

a) Y=03+09X,y =0Nx, z,=(09)z,
by Y=T7+(-06)X,y =(=06)x, z;, = (-0,6) z,
c) Y’—1786+(0071)X y' = (0,071)x , z, =(0,189) z,
d Y =35+ (-05X,y =(-05x, z, = (-0913) z,

(0,57 5)z

e Y =34+ (LIX, )y = (1,15, z,
f) Y =542+ (=0,692) X , y' = (—0,692)x , z, = (—0,879) z,
Y'(04; 10,0; 19,65 6,8; 132) , y(—9,6; 0; 9,6; —32; 3.2)

z(—1,2; 0; 1,2; —0,4; 0,4)

a) 20 ; b) 30 ; ¢ 40
Y=5+@Q)X , y=@Q)x
5, 7 11.6. ' = (0,50) x

Y'=6+ (0,8) X

122,

12.3.
12.4.
12.5.
12.6.

Apéndice Il. Soluciones a los ejercicios propuestos / 367

CAPITULO 12

Basta con recordar 10.2.3.5 y tener en cuenta que y’ = r,,(s,/5,) x, donde
Fy(8,/5;) €8 una constante
Basta con demostrar que Zx (y ~ ») =0, ¢ ZTxy=2Xxp

Basta con demostrar que £ y'(y — y') =0, 6, Zyy =Xyp?
Basta con recordar que ¥ = ¥V’
La igualdad propuesta equivale a £ (y — ')y’ = 0, que ha quedado demos-

trada en 124

12.7. Si 12.8. No necesariamente

12.9. 4 12.13 - 12.14.
x ' y'2 X Y
-6 -9 8l 1 6
-2 -3 9 13 10
6 9 81 4 7
0 0 0 —5 4
2 3 9 8

12.15. 0,80 12.18. 1,2 12.21. 1,44
CAPITULO 13

13.1. a) nﬁx:0,787 ; b) n§x=0,423 ;0 C) nﬁx:0,808

13.2. a) q§x=0,592 ; b) nfx=0,625 ;0 0) n§x=0,200;

d) n§x=0,663

13.4.
X X Y’
1 -3 5
6 2 5
4 0 5
5 1 5
CAPITULO 14

14.1. 0,57 14.2. 043 14.3. 0,69 144. 043

145. a) 07 ; b)) —-08 ; ¢ 0714 ; d) 0411

14.6. a) 0667 ; b)) —02 ; ¢ 0067 ;, d) -0524
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14.7.
14.8.

15.1.
15.2.

15.3.

15.4.
15.5.

16.1.
16.2.
16.4.

16.6.
16.7.
16.8.

17.1.
17.2.
17.3.
17.10.
17.11.
17.12.

17.13.

1=38 ; NI=I1%
a) 0739 5 b) —0806 ; ¢) —0606 ; d) 0601 ;
e) 0460 ; f) —0.28

CAPITULO 15
a) 0667 ; b) 06 ; ¢ -055% ; d) 0280

a) 24242 ; b) 0284 ; ¢ 15139 ; d) 1,778
e) 19,833 5 f) 59,686

a) 0442 ; b) 006 ; ¢ 0524 ; d) 0529
e) 0533 ; f) 0611

24

0,8485

CAPITULO 16

a) —041 ; b) 0,30 ; ¢ 0,75 ; d) 0,46

a) 0,32 ; b) 0,37 ; ¢ 030 ; d) —-0,38

a) 045 ; b) =010 ; ¢) —-020 ; d) 0,15
e) 0,21

a) —051 ; b) 0,38 ; ¢) 095 ; d) 0,58

a) 040 ; b) 047 ; o 038 ; d) —049
a) 072 ; by =016 ; ¢ =031 ; d 024
e) 0,33

CAPITULO 17

a) 0,722 ; b) 0,082 ; «¢) 0,665

0,768

F12.3 = I'np

z; = (0,438) z, + (0,312) z; , xi{ = (0,875) x, + (0,625) x4
zy = (0,750) z, + (0,250)z; , x; = (0,6) x, + (0,5) x3

a) z; = (0,250) z, + (0,250) z; , xi = (0,5) x5 + (0,25) x,
X1 =275+ (0,5 X, + (0,25) X,

b) z1 =1(092)z, +(0,12)z; , x7 = (1,84) x, + (0,24) x5
X; = —0,32 + (1,84) X, + (0,24) X

¢) zi = (0,60114) z, + (0,13960) z;  x{ = (0,20038) x, + (0,0698) x,
X; = 1,77778 + (0,20038) X, + (0,0698) X,

d) zy=(1/3)z, + (13)z5;  xi = (1/3)x; + (1/3) x3;
X =(1/3)X; + (1/3) X;

ay tip.:-050 ; -025 ; 000 ; 0,75 ; 0,00
dif.: -2,00 ; —-100 ; 000 ; 300 ; 0,00
dir.: 4,00 ; 500 ; 6,00 ; 900 ; 6,00

b)

¢)

d)

17.15. a)

18.1. «a)

b)

¢)

d)
18.11. 9

1 a) 6

tip.:
dif.:
dir.:

tip.:
dif.:
dir.:

tip.

dif.:
dir.:

Apéndice Il. Soluciones a los ejercicios propuestos / 369

~1,5% ; —028 ; 006 ; 040 ; 138
—-6,24 -1,12 ; 024 1,60 ;5,52

1,76 688 ; 824 ; 960 ; 13,52
0,20940 ; 0,37037 ; —0,97151 ; 0,90171 ; —0,50997
0,41880 ; 0,74074 ; —1,94302 ; 1,80342 ; —1,01994
441880 : 474074 ;  2,05698 ; 5,80342 ;  2,98006
C =23 =23 5 000 5 223
—13 ~13 ;000 ; 23

23 23 ;1,00 ;53

0,418 , b) 0957 , ¢ 0,663 , d) 0,577

2,8

CAPITULO 18

;132 5 0,175 5 0,825

14,656 ; 1,344 ; 0916 ; 0,084

8,79
1/6

>

C1121 ;2,802 5 2,198

;13 137 23
0,80

SOLUCIONES AL APENDICE |

b) 26, c) 36, d) 24, e) 2, fy =9

g) —15/6,

21 a) 4,

b)

22 a) -2,

23 a) 26,

24 a) 4,
25 a) 0,

b) 68, ¢) 40,
b) 36, ¢ 16,

By 70, i) 62, 4y 17, k) 9

s, ¢) 6, d) 29/6

by —6, ¢ 4, d) =56
d) 37/36
d) 25/36

B) 0, ¢ 0, d) —5/12

26 a) -6,

27 a) 30,
28 a) 38,
29 a) 16,

6. a) 5,

g) 17,

B) 25, ¢ 50,
b) 49, ) 34,
by 25, ¢ 36

by —18, ¢ 12, d) =512
d) 505/36
d) 625/36
d)y 841/36

by 23, ¢ 25, d) 42, € 25 ) 1
By 59, i) 32, j) 23



TABLA A. Distribuciéon normal. P(Z <z). (continuacién)

Apéndice Il

N
<
o
N
w
&~
Wi
(o)
~
*®
O

'5000 '5040 '5080 '5120 '5160 '5199 '5239 '5279 '5319 '5359
'5398 '5438 '5478 '5517 '5557 '5596 '5636 '5675 '5714 '5753
'5793 '5832 '5871 '5910 '5948 '5987 '6026 '6064 '6113 '6141
'6179 '6217 '6255 '6293 '6331 '6368 '6406 '6443 '6480 '6517
'6554 '6591 '6628 '6664 '6700 '6736 '6772 ‘6808 '6844 '6879
'6915 '6950 '6985 '7019 '7054 '7088 '7123 '7157 '7190 '7224
'7257 '7291 '7324 '7357 '7389 '7422 '7454 '7486 '7517 '7549
17580 '7611 '7642 '7673 '7703 '7734 '7764 '7794 '7823 '7852

TABLA A. Distribucién normal. P(Z <z).

z 2
0 ! > i > 6 7 8 ? '7881 '7910 '7939 '7967 '7995 '8023 '8051 :8078 :8106 :8133
1 Al A
_3'5 '0002 10002 Voooz |0002 '0002 '0002 10002 10002 '0002 '0002 '8159 '8186 '8212 :8238 '8264 '8289 '8315 v8340 '8365 ‘8389
~3! ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '8413 '8438 '8461 '8485 '8508 '8531 '8554 '8577 '8599 '8621
3'4 0003 '0003 '0003 '0003 '0003 '0003 '0003 '0003 '0002 '0002 ' ' ' . . '
-7 ' [ [ ' ' [ ' [ ' ' '8643 '8665 '8686 '8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
3'3 0005 0005 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 . . . ' . . ' '
_at ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' i 8849 '8869 '8888 '8907 '8925 '8944 '8962 '8980 '8997 '9015
3'2 0007 '0007 '0006 '0006 '0006 '0006 '0006 '0005 '0005 '0005 . , . , . . . . 19162 9177
_311 !0010 '0009 '0009 '0009 '0008 '0008 '0008 '0008 l0007 |0007 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9 2
' ' ' ' ' ' '9278 '9292 '9306 '9319
-3' '0014 '0013 '0013 ' '0012 '0011 '00I1 '00ll '0010 '0010 9192 '9207 '9222 '9236 '9251 '9265 '9
3'0 3 '00l12 '0012 '00 0 00 . , . , . . . , '94 Vo441
_2'9 '0019 '0018 10017 10017 '0016 '0016 |0015 v0015 1001& l0014 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9 30
; ' ' ' ' ' ' 9515 '9525 '9535 '9545
-2'8  '0026 '0025 '0024 '0023 '0023 '0022 '0021 '0021 '0020 '0019 9452 '9463 9474 19484 19495 19505
1 1 ] ¥ Al
=217 '0035 '0034 '0033 '0032 '0031 '0030 '0029 '0028 '0027 ‘0026 Y9554 '9564 '9573 '9582 '9591 9599 9608 9616 9625 9633
1 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '9641 '9648 9656 '9664 '9671 '9678 '9686 '9693 '9700 '9706
2'6 0047 '0045 '0044 '0043 '0041 '0040 '0039 '0038 '0037 '0036 ) ' ' ' '
' v ' ' ' ' [ " ' ' ' '9713 '9719 '9726 '9732 '9738 '9744 9750 9756 9762 9767
~2'5 0062 0060 0059 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048 . ' ' ' ¢ 19798 '9803 '9808 '9812 '9817
-2'4  '0082 '0080 '0078 '0075 '0073 '0071 '0069 '0068 '0066 '0064 9772 9778 19783 19788 19793 979

19821 '9826 '9830 '9834 '9838 '9842 '9846 '9850 '9854 '9857
'9861 '9864 '9868 '9871 '9874 '9878 '9881 '9884 '9887 '9890
'9893 '9896 '9898 '9901 '9904 '9906 '9909 '9911 '9913 '9916
19918 '9920 '9922 '9925 '9927 '9929 '9931 '9932 '9934 '9936
19938 '9940 '9941 '9943 19945 '9946 '9948 '9949 '9951 '9952
'9953 '9955 '9956 '9957 '9959 '9960 '9961 '9962 '9963 '9964
19965 '9966 19967 '9968 '9969 '9970 '9971 9972 '9973 '9974
'9974 '9975 '9976 '9977 '9977 '9978 '9979 '9979 '9980 '998l
'9981 '9982 '9982 '9983 '9984 '9984 '9985 '9985 '9986 '9986
19986 '9987 '9987 '9988 '9988 '9989 '9989 '9989 '9990 '9990
'9990 '9991 '9991 '9991 '9992 '9992 '9992 '9992 '9993 9993
19993 '9993 '9994 '9994 '9994 '9994 '9994 '9995 '9995 '9995
9995 '9995 '9995 '9996 '9996 '9996 '9996 '9996 '9996 '9996
19997 '9997 '9997 '9997 '9997 '9997 '9997 '9997 '9997 '9998
19998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998

-2'3 '0107 '0104 '0102 '0099 '0096 '0094 '0091 '0089 '0087 '0084
-2'2 '0139 '0136 '0132 '0129 '0126 '0122 '0119 'Olleé '0113 '0110
-2'1 '0179 '0174 '0170 '0166 '0162 '0158 '0154 '0150 '0146 '0143
-2'0 '0228 '0222 '0217 '0212 '0207 ‘0202 ‘0197 '0192 '0188 '0183
~-1'9 '0287 '0281 '0274 '0268 '0262 '0256 '0250 '0244 '0238 '0233
-1'8 '0359 '0352 '0344 '0336 '0329 '0322 '0314 '0307 '0300 '0294
-1'7 '0446 '0436 '0427 '0418 '0409 '0401 ‘0392 '0384 '0375 '0367
-1'6 '0548 '0537 '0526 '0516 '0505 0495 '0485 '0475 '0465 0455
~1'5 '0668 '0655 '0643 '0630 '0618 '0606 ‘0594 '0582 '0570 '0559
-1'4 '0808 '0793 '0778 '0764 '0749 '0735 '0722 '0708 '0694 '0681
-1'3 '0968 '0951 '0934 '0918 '0901 '0885 '0869 '0853 '0838 '0823
~-1'2 '1151 '1131 '1112 '1093 '1075 '1056 '1038 '1020 '1003 '0985
-1'1 '1357 '1335 '1314 '1292 '1271 '1251 '1230 '1210 '1190 '1170
-1'0 '1587 '1562 '1539 '1515 '1492 '1469 '1446 '1423 '1401 '1379
-0'9 '1841 '1814 '1788 '1762 '1736 '1711 '1685 '1660 '1635 '1611
-0'8 '2119 '2090 '2061 '2033 '2005 '1977 '1949 '1922 '1894 '1867
-0'7 '2420 '2389 '2358 '2327 '2297 '2266 '2236 '2206 '2177 '2148
-0'6 '2743 '2709 '2676 '2643 '2611 '2578 '2546 '2514 '2483 '2451
-0'5 '3085 '3050 '3015 '2981 '2946 '2912 '2877 '2843 '2810 '2776
~0'4 '3446 '3409 '3372 '3336 '3300 '3264 '3228 '3192 '3156 '3121
-0'3 '3821 '3783 '3745 '3707 '3669 '3632 '3594 '3557 '3520 '3483
-0'2 '4207 '4168 '4129 '4090 '4052 '4013 '3974 '3936 '3897 '3859 Los valores interiores indican probabilidades. Delante de la coma decimal, (), se entiende que
-0'1 Y4620 4562 '4522 4483 '4443  '4404 4364  '4325 4268 4247 va un cero. Asi, por ejemplo, '8925 equivale a 0’8925 e indica que P(Z < 1'24) = 0’8925,

-0'0 5000 '4960 '4920 '4880 '4840 ‘4801 '4761 4721 '4681 '4641
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. FuenTE: BLUM, J. R. y ROSEMBLATT, J. L., Probabilities and Statistics, Filadelfia, Launders,
(continta) ! 1972

Los valores interiores indican probabilidades. Delante de la coma decimal, (), se entiende que
va un cero. Asi, por ejemplo, '1292 equivale a 0’1292 e indica que P(Z < —1'13) = 0°1292.




TABLA B. Funciones de p, g ¢ y. (continuacion)

P B E
TABLA B. Funciones de p, g ¢ y. /p/q p/y
0'49 0'980 11229
T | RO
(o, q) % /p/q pa’y /paly p/y y (o, P) 8'32 01923 11159
] ] 1
0'99  0'0995 9'950 0'3715  3'733  37'148  0'02665 0'01 0aa 0 oot e
0'08  0'1400 7'000 0'4048 2'892 20'240 0'04842 0'02 0 a3 01869 11008
0'97  0'1706 5'686 0'4277  2'507 14'256 0'06804 0'03 , 0rget 11071
0'96  0'1960 4'899  0'4456  2'274 11'141 0'08617  0'04 042 , 11054
0'95  0'2179 4'359  0'4605 2'113  9'211 0'1031  0'05 0141 0'834 .
0'94  0'2375 3'958 0'4735 1'994  7'891 0'1191  0'06 0140 0816 11035
0'93  0'2551 3'645 0'4848 1'900  6'926 0'1343  0'07 0139 0800 11016
0'92  0'2713 3'391 0'4951 1'825  6'188 0'1487  0'08 0138 01783 01998
0'91  0'2862 3'180 0'5043 1'762  5'604 0'1624  0'09 0137 017ee 01980
0'90  0'3000 3'000 0'5128 1'709  5'128 0'1755  0'10 0iae 01720 01962
0'89  0'3120 2'844 0'5206 1'664  4'733  0'1880  0'11 0'35 01734 01945
0'88  0'3250 2'708 0'5279  1'625  4'399  0'2000  0'12 0'34 01718 01928
0'87  0'3363 2'587 0'5346 1'590  4'112 0'2115  0'13 0'33 01702 01911
0'86  0'3470 2'478 0'5409 1'559  3'864 0'2226  0'14 0132 01686 01895
0'85  0'3571 2'380 0'5468 1'532  3'646 0'2332  0'15 0131 01670 0879
0'84  0'3666 2'291 0'5524  1'507  3'452  0'2433  0'16 030 01655 01863
0'83  0'3756 2'210 0'5576 1'484  3'280 0'2531  0'17 '
0'82  0'3842 2'134  0'5625 1'464  3'125 0'2624  0'18 0'29 0'639 0'847
0'81  0'3923  2'065 0'5671 1'446  2'985 0'2714  0'19 0'28 0'624 01832
0'80  0'4000 2'000 0'5715 1'429  2'858  0'2800  0'20 027 01608 01817
1 1
0'79  0'4073 1'940 0'5756 1'413  2'741  0'2882  0°'21 920 S 8.?3;
0'78  0'4142 1'883 0'5796 1'399  2'634 0'2961  0'22 0 oed 01772
0'77  0'4208 1'830 0'5832 1'386  2'536 0'3036  0'23 0'24 075 01758
0'76  0'4271 1'780 0'5867 1'374  2'445 0'3109  0'24 { 0'23 01546 :
0'75  0'4330 1'732  0'5900 1'363  2'360 0'3178  0'25 0'22 0'531 01745
0'74  0'4386  1'687 0'5931 1'352  2'281 0'3244  0'26 0'21 0516 01729
0'73  0'4440 1'644  0'5961 1'343  2'208 0'3306  0'27 0'20 0'500 01714
0'72  0'4490 1'604 0'5989  1'334  2'139  0'3366  0'28 0119 01484 01700
0'71  0'4538 1'S65 0'6015 1'326  2'074 0'3423  0'29 018 01468 01686
1 L] | 1 1 1
0'70  0'4583  1'528 0'6040 1'318  2'013 0'3477  0'30 ﬂ 0117 01453 01672
0'69  0'4625 1'492 0'6063 1'311  1'956  0'3528  0'31 0'16 01436 01658
0'68  0'4665 1'458 0'6085 1'304  1'902 0'3576  0'32 0'15 01420 01643
0'67  0'4702 1'425 0'6106 1'298  1'850 0'3621  0'33 0114 01403 0629
0'66  0'4737 1'393 0'6124 1'293  1'801 0'3664  0'34 0113 01387 01615
0'65  0'4770 1'363 0'6142 1'288  1'755 0'3704  0'35 0'12 01369 01600
0'64  0'4800 1'333 0'6158 1'283  1'711 0'3741  0'36 : 01 1] 01353 01585
0'63  0'4828  1'305 0'6174 1'279  1'669 0'3776  0'37 0110 01333 01370
0'62  0'4854 1'277 0'6188 1'275  1'628 0'3808  0'38
0'61  0'4877 1'251 0'6200 1'271 1'590 0'3837  0'39 009 01314 0'554
0'60  0'4899  1'225 0'6212 1'268  1'553 0'3863  0'40 0'08 0'295 0'538
1
0'59  0'4918  1'200 0'6223 1'265  1'518  0'3888  0'41 0707 0274 0321
0'58  0'4936 1'175 0'6232 1'263  1'484  0'3909  0'42 0'06 01253 0504
0'57  0'4951 1'151 0'6240 1'260  1'451 0'3928  0'43 0'05 0'229 0485
0'56  0'4964 1'128 0'6247 1'259  1'420 0'3944  0'44 0'04 0'204 0'464
0'S5  0'4975 1'106  0'6253 1'257  1'390 0'3958  0'45 0'03 0'176 0'441
0'54  0'4984  1'083 0'6258 1'256  1'360 0'3969  0'46 0102 011453 01413
0'53  0'4991 1'062 0'6262 1'255  1'332  0'3978  0'47 0'01 0'100 01375
0'52  0'4996 1'041 0'6264 1'254  1'305 0'3984  0'48
0'51 074999 11020 0'6266 11253 11279 0'3988 0'49 FUENTE: GUILFORD, J. P., Fundamental Statistics in Psychology and Education, 4.* edicién,
0'50  0'5000 1'000 0'6267 1'253 1253  0'3989  0'50 1965, apéndice B, tabla G.

(contintia)



TABLA C. Cdlculo del coeficiente de correlacion tetracérica, r,. (¥)

T, cb/ad o ad/cb T, cb/ad o ad/chb T, cb/ad o ad/cb
0'00 1'000 0'35 2'492-2'563 0'70 8'500-8'910
0'01 1'013-1'039 0'36 2'564-2'638 0'71 8'911-9'351
0'02 1'040-1'066 0'37 2'639-2'716 0'72 9'352-9'828
0'03 1'067-1'093 0'38 2'717-21'797 0'73 9'829-10'344
0'04 1'094-1"'122 0'39 2'798-2'881 0'74 10'345-10'903
0'05 1'123-1'151 0'40 2'882-2'968 0'75 10'904-11'512
0'06 1'152-1"180 0'41 2'969-3'059 0'76 11'513-12'177
0'07 1r181-1'211 0'42 3'060-3'153 0'77 12'178-12'905
0'08 1'212-11242 0'43 3'154-3'251 0'78 12'906-13'707
0'09 1'243-1'275 0'44 31252-3'353 0'79 13'708-14'592
6'10 1'276-1'308 0'45 3'354-3'460 0'80 14'593-15'574
0'11 1'309-1'342 0'46 3'461-3'571 0'81 14'575-16'670
0*12 1'343-1'377 0'47 3'572-3'687 0'82 16'671-17'899
0'13 1'378-1'413 0'48 3'688-3'808 0'83 17'900-19'287
014 1'414-1'450 0'49 3'809-3'935 0'84 19'288-20'865
0'15 1'451-1'488 0'50 3'936-4'067 0'85 20'866-22'674
0'16 1'489-1'528 0'51 4'068-4'205 0'86 22'675-24'766
0't7 1'529-1'568 0'52 4'206-4'351 0'87 24'767-27'212
0'18 1'569-1'610 0'53 4'352-4'503 0'88 27'213-30'105
0'19 1'611-1'653 0'54 4'504-4'662 0'89 30'106-33'577
0'20 1'654-1'697 0'55 4'663-4'830 0'90 33'578-37'815
0'21 1'698-1'743 0'56 4'831-5'007 0'91 37'816-43'096
0'22 1'744-1'790 0'57 5'008-5'192 0'92 43'097-49'846
0'23 1'791-1'838 0'58 5'193-5"'388 0'93 49'847-58'758
0'24 1'839-1'888 0'59 5'389-5'595 0'94 58'759-71'035
0'25 1'889-1'940 0'60 5'596-5'813 0'95 71'036-88'964
0'26 1'941-1'993 0'61 5'814-6'043 0'96 88'965-117'479
0'27 1'994-2'048 0'62 6'044-6'288 0'97 117'480-169'503
0'28 2'049-2'105 0'63 6'289-6'547 0'98 169'504-292'864
0'29 2'106-2'164 0'64 6'548-6'822 0'99 292'865-923'687
0'30 2'165-2'225 0'65 6'823-7'115 1'00 923'688- 0
0'31 2'226-2'288 0'66 7'116-7'428
0'32 2'289-2'353 0'67 7'429-7'761
0'33 2'354-2'421 0'68 7'762-8'117
0'34 2'422-2'491 0'69 8'118-8'499

(*) Si cb>ad calcilese cb/ad y acéptese como positivo el valor obtenido; indica relacién
positiva entre la categoria 0 (1) de X y la categoria 0 (1) de Y. Si cb < ad, calciilese ad/ch y
acéptese como negativo el valor obtenido; indica relacion negativa entre la categoria 0 (1) de X y la
categoria 0 (1) de Y.

FUENTE: GLASS, G. V. y STANLEY, J. C.,Statistical Methods in Education and Psychology,
1970, apéndice A, tabla H.
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