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1

INTRODUCCION Y OBJETIVOS

«The history of science exhibs a steady
tendency to eliminate intellectual effort in the
solution of individual problems, by developing
comprehensive formulas which can resolve by
rote a whole class of them.»

Ernest Nagel, 1955

Las denominadas técnicas de remuestreo constituyen, sin duda, uno de los
avances mds importantes en la investigacién y el desarrollo de nuevos
procedimientos estadisticos. Estas técnicas permiten resolver de forma automdtica
una clase mds general de problemas de andlisis de datos que las técnicas
estadisticas cldsicas, ofreciendo soluciones de especial interés en muchas
situaciones en las que la estadfstica cldsica es poco eficaz.

La finalidad bdsica de las técnicas de remuestreo es la extraccién de la
mdxima informacién posible de un conjunto de datos para dar respuesta a las
preguntas que se formulan los investigadores; el punto en comin a todas ellas es
la utilizacién del procedimiento Monte Carlo para generar aleatoriamente, a partir
de un modelo de distribucién teérica o de una muestra de datos observados,
muchas muestras de datos y, a partir de las muestras simuladas, evaluar el error
estadistico, estimar pardmetros, u obtener el grado de significacién de una prueba
de contraste de hipétesis.



Desde la exposicién en 1979 por parte de Bradley Efron de una nueva y
prometedora técnica de remuestreo denominada bootstrap (descrita ya, aunque
informalmente, en 1969 por Julian L. Simon), y a medida que ha ido aumentando
la potencia y accesibilidad de los ordenadores personales, se han intensificado las
investigaciones sobre este tipo de técnicas, entre las que se encuentran también,
entre otras, las pruebas de aleatorizacién (o tests de permutacién), el jackknife y
la validacién cruzada. Todas ellas se pueden considerar derivaciones del muestreo
Monte Carlo (Manly, 1991); sin embargo, autores como Simon y Bruce (1991b),
no estdn de acuerdo en incluir al jackknife dentro de este grupo.

Completando el aspecto terminolégico, hay que sefialar que, ademds de la
denominacién "técnicas de remuestreo” (Simon y Bruce, 1991a; Westfall y
Young, 1993), con frecuencia se utiliza la denominacién "técnicas de computacién
intensiva" (Diaconis y Efron, 1983; Noreen, 1989) para referirse a estos
procedimientos, si bien este ultimo término también engloba otro tipo de técnicas,
como los algoritmicas (por ejemplo, el algoritmo EM; Dempster, Laird y Rubin,
1977) o el "Gibss sampler” (Geman y Geman, 1984; Gelfand y Smith, 1990).

Uno de los aspectos que ha despertado mds el interés por las técnicas de
remuestreo (0 de computacién intensiva en general) es, tal vez, el hecho de que
se presentan como "genmeral-purpose tools", es decir, como herramientas de
utilizacién general. Como comentibamos mds arriba, el término "general” hace
referencia aquf a que estos procedimientos tienen campos de aplicacién mds
amplios que las técnicas estadisticas cldsicas, al no requerir el cumplimiento de
supuestos tedricos, en ocasiones dificiles de comprobar, sobre la forma de las
distribuciones de los datos en las poblaciones y sobre las condiciones que deben
cumplir algunos pardmetros. En esta linea, Micceri (1989) demuestra que la
mayor parte de variables investigadas en las ciencias del comportamiento no se
distribuyen normalmente. Cuando estos supuestos no se cumplen, los métodos que
se fundamentan en ellos ofrecen resultados menos fiables, y a pesar de ello éstos
siguen aplicdndose. En opinién de Efron (1982b, p. 173), «la honesta respuesta
a ";Por qué asumir normalidad?", la mayorfa de las veces es "Porque entonces
podemos calcular el resultado”».

Por otro lado, las técnicas estadisticas de computacién intensiva permiten
utilizar indices cuyas distribuciones muestrales no son matem4ticamente
conocidas. Actualmente nada impide al estadistico utilizar el ordenador para
derivar, mediante métodos de simulacién Monte Carlo, la forma de la distribucion
muestral de cualquier indice. De hecho, la mayoria de nosotros no recurre ya a
tablas impresas de las distribuciones m4ds conocidas, como las de z, ¢, F o xz,
porque es mds ficil para nuestras calculadoras de bolsillo realizar el cédlculo del
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valor de la funcién en cada caso particular. «Estos métodos reemplazardn la
"teoria de libro”, tipificada por las tablas de t o de F, por la "teorfa de la
improvisacién”, generada de nuevo por el ordenador para cada problema de
andlisis de datos. Los tedricos no se quedardn, no obstante, sin trabajo. Los
métodos estadisticos por ordenador son en si mismos objetos perfectamente
dignos de atencion matemdtica. Su andlisis, comparacion y refinamiento es una
perspectiva formidable para el estadistico tedrico de finales del siglo XX» (Efron,
1982b, p. 181).

Sin embargo, a pesar de que los fundamentos tedricos de las técnicas de
remuestreo son ya el objeto principal de estudio para muchos estadisticos, y que
se han desarrollado procedimientos especificos que permiten su aplicacién casi
automadtica, su uso es todavia muy restringido debido a la falta de herramientas
informdticas adecuadas. En este sentido, creemos que los grandes paquetes de
andlisis estadistico como SAS, SPSS, BMDP, SYSTAT, etc. deben ir
incorporando plenamente estos nuevos procedimientos, ya que hasta ahora sélo
los han introducido de forma parcial en algunos de sus algoritmos, especialmente
en el caso del SAS (Carson, 1985; Bailey, 1992; Chant y Dalgleish, 1992; Chen
y Dunlap, 1993; Westfall y Young, 1993).

El avance en esta direccidn permitird utilizar las técnicas de remuestreo en
el andlisis de datos, pero no evitard a los investigadores tener que aprender el
sofisticado arte de la programacién de ordenadores para poder emplearlas en el
contexto de la investigacién y de la docencia de la estadistica, lentificando su
generalizacion. El objetivo del presente trabajo es ayudar a paliar este problema
mediante la construccién de un instrumento informdtico que, sobre una plataforma
estdndar y fiable, permita aplicar de forma correcta y ficil los procedimientos de
muestreo Monte Carlo, ajustdndose a las caracteristicas especificas de los dos
contextos mencionados.

La primera parte del trabajo contiene una exposicién sistemdtica de los
fundamentos de las técnicas de muestreo Monte Carlo, asi como de los criterios
comparativos y de seleccion de la técnica mds adecuada para cada problema de
inferencia estadfstica. La aplicacién de estas técnicas se ilustra de forma préctica
mediante sus algoritmos en pseudo-c6digo. Esta revisién constituye el punto
principal del andlisis de requerimientos del instrumento informdtico objeto de esta
tesis.

En la segunda parte se amplia el andlisis de requerimientos, concluyéndose
que los paquetes estadisticos estdndar en el entorno PC no satisfacen algunos de
los requisitos mds importantes (aunque algunos de ellos permiten alcanzar una
cierta flexibilidad mediante la implementacién de macros de programacién) y, por
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tanto, no son la herramienta adecuada. La opcién que se escoge es disefiar y
construir una librerfa de funciones y macro-mandatos que bautizamos con el
nombre MonteCarlo, para su uso en el sistema MATLAB/SIMULINK (en cuyo
entorno se utiliza el término "caja de herramientas” -toolbox- para referirse a las
extensiones del lenguaje base). Este sistema cumple plenamente con el andlisis de
requerimientos realizado, y constituye ademds, a nuestro juicio, uno de los
entornos de programacién especificos para andlisis numérico y visualizacién m4s
potentes hoy en dia.

Por 1ltimo, en la tercera parte del trabajo se valida el toolbox MonteCarlo
comprobando el correcto andlisis de sus mandatos, la precision de los resultados
que se obtienen, y la adecuacién de MATLAB como plataforma para la
simulacién estadistica. Esta comprobacién se realiza a través de la réplica de
diferentes experimentos cldsicos de simulacién publicados por relevantes
investigadores que trabajan en el 4mbito del remuestreo estadistico.



2

PRINCIPALES APLICACIONES
DE LOS METODOS MONTE CARLO
EN LA INFERENCIA ESTADISTICA

«Throughout history people had learned about
the odds in gambling games by experimental
trial-and-error experience. To find the chance
of a given hand occurring in a card game, a
person would deal out a great many hands
and count the proportion of times that the
hand in question occurred. That was the
resampling method, plain and simple.»

Julian L. Simon y Peter Bruce, 1991

2.1. INTRODUCCION

Los métodos Monte Carlo se inician en experimentos sobre series de
nimeros aleatorios, como las generadas por el lanzamiento sucesivo de un dado
o los resultados de una rueda de ruleta. El término Monte Carlo se generaliza por
esta analogia con los juegos de azar, y empieza a utilizarse hacia 1944, casi al
final de la Segunda Guerra Mundial, momento en que se inicia el desarrollo de
estos métodos, al ser aplicado por Fermi, von Neumann y Metropolis para dar
solucién a problemas relacionados con la fisién nuclear, que aparecen en la
construccién de la bomba atémica. Estos investigadores, ya utilizan técnicas de
reduccién de la variancia, concretamente la denominada “ruleta rusa" o la técnica
de la "divisién en partes” (splitting), para disminuir el nimero de simulaciones y
aumentar la eficiencia de las estimaciones (Hammersley y Handscomb, 1964). Al
poco tiempo, los métodos Monte Carlo se utilizan para resolver ciertas ecuaciones
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integrales que aparecen en la fisica y para las cuales no se puede obtener una
solucién analitica.

Como seiiala Gordon (1980), habitualmente se utiliza la denominacién
Monte Carlo para describir cualquier método de cdlculo que utilice nimeros
aleatorios, pero autores como Rubinstein (1981), Ripley (1987) y Lewis y Orav
(1989), subrayan la conveniencia de utilizar este término s6lo para usos
especificos como la "integracién Monte Carlo" o el "muestreo Monte Carlo", y
utilizar el término "simulacidn estocdstica” para los experimentos que hacen uso
de series de nimeros aleatorios generadas por ordenador. Rubinstein destaca las
siguientes diferencias entre el método Monte Carlo y la simulaci6n estocdstica:

» En el método Monte Carlo el tiempo no juega un rol tan importante como
en la simulacién estocdstica.

« En el método Monte Carlo las observaciones, por norma, son
independientes. En la simulacién, sin embargo, se experimenta con el
modelo en el tiempo y, como regla, las observaciones estdn correlacionadas
serialmente.

» En el método Monte Carlo es posible expresar la respuesta como una
funcién simple de las variables estocdsticas de entrada. En la simulacién la
respuesta es habitualmente muy compleja y sélo puede ser expresada
explicitamente por el propio programa informatico.

J.E. Gentle (1985, p. 612), ofrece una definicién general de los métodos
Monte Carlo, que incluye su aplicacién en el dmbito de la estadistica:

«Los métodos Monte Carlo son aquéllos en los que las propiedades de las
distribuciones de las variables aleatorias son investigadas mediante la
simulacion de niimeros aleatorios. Estos métodos, dejando a un lado el
origen de los datos, son similares a los métodos estadisticos habituales, en
los cuales las muestras aleatorias se utilizan para realizar inferencias
acerca de las poblaciones origen. Generalmente, en su aplicacion
estadlstica, se utiliza un modelo para simular un fenémeno que contiene
algiin componente aleatorio. En los métodos Monte Carlo, por otro lado,
el objeto de la investigacion es un modelo en st mismo, y se utilizan sucesos
aleatorios o pseudo-aleatorios para estudiarlo.»

Una de las contribuciones mds tempranas del muestreo Monte Carlo en el
dmbito de la investigacion en estadistica fue llevada a cabo por "Student" (W.S.
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Gosset), en 1908, al estudiar la distribucién del coeficiente de correlacién y del
estadistico ¢ que lleva su nombre. Para ello, utilizé los datos de 3000 criminales,
obteniendo de forma empirica, mediante muestreo Monte Carlo, la distribucién
muestral del estadistico ¢ antes de resolver el problema analiticamente (Stigler,
1978).

En 1963, G.A. Barnard aplica por vez primera el muestreo Monte Carlo para
evaluar la significacién en un contraste de hipétesis. Su objetivo es comprobar la
hipétesis de que un conjunto de datos constituye una muestra aleatoria de una
poblacién especifica cuya distribucién tiene pardmetros conocidos y estd
perfectamente definida. El procedimiento consiste en simular muestras a partir de
dicha poblacién, obtener el valor del estadistico de contraste para cada muestra
simulada, y ubicar posteriormente en la distribucién muestral de los valores
simulados el valor del estadistico de contraste obtenido al aplicar la prueba en la
muestra real.

Hoy en dia, el muestreo Monte Carlo se utiliza fundamentalmente en la
investigacion teérica de los métodos estadisticos, ya que en el contexto aplicado
el conocimiento de los pardmetros poblacionales es inusual. En la investigacién
aplicada generalmente se dispone s6lo de una muestra de datos extraidos de una
poblacién y desea conocer, a partir de estos datos, algunas caracteristicas de la
poblacién origen. Tal y como se mostrard en los siguientes apartados, el
procedimiento Monte Carlo se puede utilizar en estos casos para generar nuevas
muestras de datos mediante técnicas de muestreo (con o sin reposicién), a partir
de los datos de la muestra original.

Entre las técnicas que hacen uso del procedimiento de muestreo Monte
Carlo actualmente destacan por su aplicabilidad y generabilidad las pruebas de
aleatorizacion (randomization tests), el jackknife, la validacién reciproca y el
bootstrap.

Simon y Bruce (1991b), entre otros, utilizan el término técnicas de
remuestreo para referirse globalmente a este tipo de procedimientos. Estos autores
ofrecen la siguiente definicién del término remuestreo:

«Utilizando el conjunto completo de datos que se poseen, o utilizando un
mecanismo generador (a modo de dado) que sea un modelo del proceso que
se desea comprender, se producen nuevas muestras de datos simulados, y
se examinan los resultados de esas muestras... En algunos casos también
puede ser apropiado amplificar este procedimiento con suposiciones
adicionales.»



Entre las revisiones introductorias encaminadas a la aplicacién de estas
técnicas, cabe destacar a Noreen (1989), que presenta una exposicién de todas
ellas; Edgington (1980), que se centra exclusivamente en las pruebas de
aleatorizacién; Manly (1991), que revisa las pruebas de aleatorizacién y los
métodos Monte Carlo; Gray y Schucany (1972), Miller (1974), Frangos (1987) y
Hinkley (1983), que realizan una revisién de las principales investigaciones
realizadas acerca del jackknife y de sus aplicaciones; Bailey, Harding y Smith
(1984), Picard y Berk (1990) y Camstra y Boomsma (1992), que revisan las
aplicaciones de la validacién cruzada; y Lunneborg (1987), Stine (1990), Westfall
y Young (1993) y Mooeny y Duval (1993), que presentan los fundamentos
tedricos y aplicaciones del bootstrap.

A modo de predmbulo, antes de realizar una descripcién de las
caracteristicas y propiedades especificas de cada una de estas técnicas,
realizaremos una breve exposicion de las ideas generales que rigen la utilizacién
de las técnicas de remuestreo en el dmbito de la inferencia estadistica,
concretamente para la estimacién del error estadistico y de pardmetros
poblacionales, y para la estimacién del grado de significacién en las pruebas de
contraste de hipétesis.

2.1.1. Estimacion del error estadistico y de parametros poblacionales

Para realizar estimaciones vélidas del error estadistico -entendiendo como
tal el sesgo, el error estdndar y la probabilidad de error de prediccién (Efron y
Gong, 1983)- y estimaciones de parametros poblacionales, las técnicas de
remuestreo se basan en la generacién nuevas muestras de datos a partir de los
datos de la muestra original, y en el cdlculo posterior de la variabilidad del
estadistico de interés a partir de la variabilidad observada en la distribucién de
muestras generadas. Las diferencias entre estas técnicas reside principalmente en
el tipo de muestreo (o remuestreo) utilizado para generar los nuevos conjuntos de
datos.

La mds antigua de estas técnicas, el jackknife, fue ideada por Maurice
Quenouille (1949, 1956), y sistematizada mds tarde por John W. Tuckey (1958),
a quien debe también su nombre. Ha sido ampliamente estudiada desde entonces.
En el jackknife, las estimaciones se realizan a partir de las muestras resultantes
de la exclusién de una observacién (o varias) del conjunto inicial de datos.

En la técnica de la validacién reciproca ("cross-validation") los datos se
dividen en dos grupos (dos mitades, n—1 y I, etc.). Sobre el primer grupo se
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realizan las estimaciones de los pardmetros de interés y, por 1ltimo, se verifican
dichas estimaciones aplicdndolas (por ejemplo mediante ecuaciones predictivas)
al segundo grupo de datos, con lo cual se obtiene un indicador fiable de la validez
de las estimaciones para nuevos conjuntos de datos.

Por tltimo, la técnica bootstrap, expuesta por Bradley Efron en 1979, se
basa en la generacién aleatoria de nuevos conjuntos de datos mediante un
muestreo aleatorio con reposicién de los datos de la muestra original. Aunque esta
técnica requiere mucha mds potencia computacional que las anteriores, como
veremos mds adelante, parece ser mds versdtil y general.

Ademds, y atendiendo a los desarrollos tedricos recientes, las estimaciones
bootstrap del sesgo y del error estdndar de los estadisticos, y las variaciones que
sobre el cdlculo de estas estimaciones pueden realizarse, ofrecen globalmente
resultados mds fiables que sus homélogos obtenidos con base en el jackknife o la
validacién reciproca (Efron 1979b, 1982a; Efron y Gong, 1983; Diaconis y Efron,
1983). Sin embargo, en determinadas ocasiones, puede resultar ventajoso
combinar estas técnicas para obtener resultados mds 6ptimos, como, por ejemplo,
al utilizar el jackknife para reducir la variancia de las estimaciones bootstrap
(Beran, 1987; Frangos y Schucany, 1990; Efron, 1990b). En este trabajo, se
realizard una introduccién del jackknife y la validacién reciproca basada
dnicamente en el uso que puede realizarse de estas técnicas en los procedimientos
de estimacién bootstrap, que junto al muestreo Monte Carlo y las pruebas de
aleatorizacién, constituyen el objeto principal de este capitulo.

Existen otras técnicas que pueden incluirse en este grupo, como la técnica
de replicacion repetida y equilibrada, desarrollada por McCarthy (1965, 1976),
que efectda particiones sistemadticas de los datos con el objetivo de evaluar la
variabilidad de encuestas y de muestras censales, o el submuestreo aleatorio,
debido a Hartigan (1969), que lo disefi6 inicialmente para obtener intervalos de
confianza en situaciones particulares.

2.1.2. Contraste de hipoétesis

Como se verd en los siguientes apartados, mediante técnicas de remuestreo
se puede hallar el grado de significacién de una prueba estadistica de contraste
de hipétesis en cualquier situacién. Sin embargo, esto no es siempre cierto para
el caso de las pruebas cldsicas. De hecho, si para unos determinados datos se
cumplen los supuestos requeridos, la prueba de contraste de hip6tesis
convencional ofrece virtualmente el mismo grado de significacién que la técnica
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de computacién intensiva correspondiente. Noreen (1989), sefiala que cuando una
técnica de remuestreo es apropiada no estd claro por qué alguien desearia utilizar
una prueba paramétrica convencional, ya que, como se ha comentado
anteriormente, el descenso del coste de la computacién posibilita a cualquier
estadistico, mediante un ordenador personal, aplicar estos nuevos métodos de
cdlculo intensivo para contrastar hipétesis.

El propio muestreo Monte Carlo, las pruebas de aleatorizacién y el
bootstrap son las principales técnicas que se aplican para obtener el grado de
significacién de una prueba de contraste de hipétesis, asi como para estimar el
error respecto al nivel nominal fijado "a priori" y estimar su potencia.

El muestreo Monte Carlo y el bootstrap se utilizan cuando la hipétesis
concierne a la poblacién de la cual se supone que procede la muestra, aunque sus
procedimientos de aplicacién son distintos. Las pruebas de aleatorizacién,
desarrolladas en el contexto de los disefios experimentales y extendidas luego a
otros disefios de investigacién, se aplican cuando la hipétesis concierne
dnicamente a la relacién entre variables, sin realizar inferencia alguna a la
poblacién origen de los datos.
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2.2. MUESTREO MONTE CARLO

2.2.1. Obtencion del grado de significacién en el contraste de hipétesis

El fundamento del muestreo Monte Carlo para evaluar el grado de
significacién de una prueba de contraste de hipdtesis es el siguiente. Sea x una
variable aleatoria extraida de una poblacién y, sea #(x) una funcién que define el
estadistico de contraste de una prueba sobre x. Dado que x es una variable
aleatoria, #(x) serd también una variable aleatoria que tiene su propia funcién de
probabilidad. La probabilidad de que #(x) pueda ser mayor o igual a un valor
determinado (%), definida por la distribucién muestral de #(x), se describe

formalmente por:
prob[ t(x) 2 h ]

Si #(x,) es el valor obtenido al aplicar la prueba estadistica en la muestra
original de datos, la prueba de significacién consistird en calcular cudn inusual es
1(x,) en relacién a la distribucién muestral de #(x). Es decir, el grado de
significacién de la prueba estadistica es

prob[ #(x) 2 t(x,) ]
y la regla para rechazar la hipétesis nula (Hp) es
Rechazar H,, si prob[ #(x) 2 ¢(x,)) ] < «

siendo a el nivel de significacién establecido "a priori" (habitualmente 0.05).

Por tanto, el cdlculo del grado de significacion se basa en estimar la
distribucién muestral del estadistico de contraste #(x) bajo la hipétesis nula. De
este modo, el grado de significacién unilateral es, simplemente, la proporcién de
muestras simuladas en las cuales el valor de #(x) es mayor o igual (o inferior o
igual) al valor obtenido en la muestra original #(x,).

Sdlo si la hipétesis nula puede ser completamente especificada con base en
pardmetros poblacionales, entonces la distribucién muestral de #(x) puede ser
estimada utilizando el muestreo Monte Carlo. Como seiiala Noreen (1989, p.44),
«este método es particularmente valioso en situaciones en las cuales la
distribucion de la poblacién es conocida, pero la distribucion muestral del
estadistico de contraste no ha sido derivada analfticamente».
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El algoritmo general es el siguiente:

Decidir cudl es 1a prueba estadistica de interés {0)

Definir exactamente la poblacion bajo H,

Calcular 60 para la muestra de datos original X,

Inicializar el contador NSIG = 0

Fijar el n® de muestras (NSIM) 4 simular

Para i = 1 hasta NSIM:

6.1. X = DISTRND(n, pardmetros)

6.2. Calcular el estadistico 6: para la muestra generada X}

63. Sif 28, (o, seginelcaso 8 £6,): NSIG = NSIG + 1
7. Calcular el grado de significacion: p = (NSIG+1) / (NSIM+1)

SANBANE Ol S

ALGORITMO 1. Muestreo Monte Carlo para evaluar
el grado de significacion en una prueba de contraste de hipdtesis.

La funcién DISTRND(n, pardmetros) que aparece en el punto 6.1 del
algoritmo, es la encargada de generar una muestra con »n realizaciones extraidas
aleatoriamente y sin reposicién (con objeto de disminuir el error estdndar) a partir
de una funcién de distribucién de probabilidad tedrica cuyos pardmetros se
especifican.

Como se expone en los apartados 2.9. y 2.10., una prueba de contraste de
hip6tesis basada en el grado de significacién obtenido a partir del cociente

_ (NSIG + 1)
(NSIM + 1)

es vdlida, puesto que la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando ésta es
verdadera no es mayor que el nivel de significacién o fijado "a priori" (Dwass,
1957).

La principal desventaja del uso muestreo Monte Carlo para obtener el grado
de significacién de una prueba estadistica estriba en que debe conocerse la
funcién de distribucién de probabilidad de la poblacién.
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2.2.2. Evaluacién de las probabilidades de error Tipo I y Tipo II

El muestreo Monte Carlo no sélo se utiliza en el campo de la investigacién
aplicada, sino que es también una potente herramienta para evaluar las
consecuencias de la violacién de determinados supuestos en los que se
fundamentan las pruebas estadisticas, o la comparacién de las probabilidades de
error Tipo I y Tipo II entre diferentes' estadisticos de contraste en estas
situaciones.

En estos casos, generalmente los datos se extraen aleatoriamente a partir de
distribuciones que tienen caracteristicas distintas de las que asumen los tests
estadisticos (por ejemplo, distribuciones que difieren de la normal, asimetrias,
variancias o covariancias heterogéneas, variables con escalas de medida muy
limitadas, muestras muy pequeiias, etc.). El test estadistico de interés se aplica a
un gran niimero de muestras de datos simulados (tipicamente entre 1000 y 10000
muestras), registrando para cada una de ellas si el resultado del test (o de los
tests, si se estd comparando la robustez o la potencia de varias pruebas) es
significativo (p < o) o no significativo (p > ).

Si la distribucién tedrica se ha definido de forma que la hip6tesis nula (H,)
es cierta (por ejemplo, x; = u, en una prueba ¢ bilateral de comparacién de dos
medias), entonces podemos considerar la proporcién de resultados significativos
del test como una estimacién empirica de la probabilidad de cometer un error
Tipo I. Si las consecuencias de las violaciones de los supuestos son poco
importantes, entonces esta probabilidad deberfa ser similar al nivel nominal o
fijado "a prioni" (ver Figura I).

Si la distribucién teérica se ha definido de forma que H, es falsa (por
ejemplo, u; # u, en una prueba ¢ bilateral de comparacién de dos medias),
entonces la proporcién de tests significativos es una estimacién empfrica de la
potencia de la prueba estadistica, I — . Este valor puede compararse con el valor
tedrico de la potencia esperado para el test en esta situacién (aunque, como
sefialan Glass, Peckham y Sanders (1972), cuando las distribuciones tienen
variancias heterogéneas, los cdlculos tedricos de la potencia son problemadticos).
Si las consecuencias de la violacién de los supuestos del test son poco
importantes, entonces el valor empirico y el valor tedrico deberfan ser similares
(ver Figura 2).
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FIGURA 1. Evaluacion de la probabilidad de error Tipo I
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FIGURA 2. Evaluacion de la probabilidad de error Tipo 11
en un experimento Monte Carlo
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El algoritmo general en ambos casos es el siguiente:

Joeh
»

Decidir cudl es la prueba estadfstica de interés (0) y el nivel o
2. Definir exactamente la(s) distribucion{es) que sigue(n)
la(s) poblaci6n(es), especificando 1a hipétesis nula H, en el caso
de que se desee estudiar el nivel nominal &, o especificando 1a
hip6tesis alternativa H, si se desea estudiar la potencia de Ia
prueba.
Inicializar el contador NSIG = 0
Fijar ¢l n® de muestras (NSIM) a simular
5. Parai = 1 hasta NSIM:
51. X; = DISTRND([n,, n,, ...}, [pardmetros,, pardmetros,,...])
5.2. Calcular el pseudo-estadistico 6: para la muestra generada
X; y su grado de significacién p;
53. Sipi<a:
NSIG = NSIG + 1
6.  Proporcién de resultados significativos:
p = NSIG / NSIM
7. Comparar p con el nivel « fijado a priori, o con el valor teérico
I — B, segin se esté evaluando la robustez o la potencia del test.

ol

ALGORITMO 2. Muestreo Monte Carlo para evaluar los niveles
de error Tipo I 'y Tipo Il en pruebas de contraste de hipdtesis.

2.2.3. Aspectos computacionales

A nivel computacional, el aspecto principal en un muestreo Monte Carlo
(asi como en el resto de técnicas de computacion intensiva) es el generador de
secuencias de nimeros pseudo-aleatorios, dado que supone la principal fuente de
error en la simulacién. Los niimeros que produzca este generador deben ser
independientes y mostrar una distribucién uniforme en el intervalo [0,1].
Aplicando transformaciones sobre las series de niimeros pseudo-aleatorios
obtenidos se puede generar una variable aleatoria con una distribucién
determinada (Devroye, 1986; Bratley et al., 1987; Johnson, 1987; Lewis y Orav,
1989).
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No se revisardn aqui los métodos para generar series de nimeros aleatorios
U(0,1), ni las técnicas para transformarlos en variables aleatorias de distribucién
conocida, dado que existen ya muchas subrutinas en diferentes lenguajes de
programacién que pueden utilizarse para realizar una aplicacién basada en el
muestreo Monte Carlo o en cualquier otra técnica de computacién intensiva. De
entre estas subrutinas, cabe destacar las que se encuentran en las librerfas NAG,
IMSL o Numerical Recipes.

Por otra parte, existen pruebas que permiten comprobar el cardcter realmente
casual o aleatorio de las series de nimeros generadas, que siempre deberfan ser
aplicadas al ejecutar por primera vez las rutinas de generacién de variables
aleatorias. Ejemplos de este tipo de pruebas son, entre otras, la de v* de bondad
de ajuste, la de Kolmogorov-Smirnov, la de series, la de poker; la de corridas, etc.
(Fishman, 1978; Knuth 1981).

En el capitulo 3 se presentan los algoritmos de generacién de nimeros
pseudo-aleatorios segilin una distribucién uniforme y de variables aleatorias no
uniformes implementados en el instrumento informético que se desarrolla en la
tesis.
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2.3. PRUEBAS DE ALEATORIZACION

Noreen (1989, p. 32), describe perfectamente el contexto histdrico en el que
surgieron las pruebas de aleatorizacion:

«Fisher originé el concepto de prueba de aleatorizacion en su libro "The
Design of Experiments” publicado en 1935. En las dos décadas que
siguieron a la publicacion de este libro, las pruebas de aleatorizacion
atrajeron la atencidn de estadisticos tedricos como Pitman (1937a, 1937b,
1937c), Pearson (1937), Scheffé (1943), Noether (1949), Lehmann y Stein
(1949), y Hoeffding (1951, 1952). La aplicacion de las pruebas de
aleatorizacion para la comprobacion de hipdtesis reales fue impedida, sin
embargo, por el alto coste que suponifa recalcular manualmente la prueba
estadistica tantas veces. Los estadisticos acabaron con esta dificultad
prdctica construyendo tablas de probabilidad para datos genéricos (por
ejemplo, rangos y categorfas nominales). El resultado final de este esfuerzo
es el amplio rango de pruebas no paramétricas fundadas en aquellas
referencias estdndar como Siegel (1956) y Hollander y Wolfe (1973).
Genuinamente, todas las pruebas no paramétricas son casos especiales de
pruebas de aleatorizacion exactas en las cuales las observaciones son, o
han sido reemplazadas por, rangos o categorias nominales».

Edgington (1980, p. 1) define las pruebas de aleatorizacién como
«procedimientos para determinar la significacién estadistica directamente desde
los datos experimentales sin recurrir a tablas de significacion». En las pruebas
de aleatorizacién la poblacién de permutaciones representa el modelo de
independencia. En este sentido, es ficil comprobar que estas pruebas son un caso
especial de muestreo Monte Carlo en el que la poblacién estd formada por el
conjunto de todas las permutaciones de una variable en relacién a las otras, y las
muestras que se obtienen son cada una de las posibles permutaciones.

En estos procedimientos, la aleatorizacién es utilizada para comprobar la
hipétesis nula genérica de que una variable (o un conjunto de variables ) no estd
relacionada con otra variable (u otro conjunto de variables).

La significacién estadistica se obtiene mediante la permutacién de los
valores de una variable (o variables) respecto a otra (u otras). Por tanto, la
permutacion de los datos conduce al rechazo o no rechazo de la hipétesis nula de
independencia entre las variables. En efecto, cuando las variables estdn
relacionadas, el valor que se obtiene al aplicar la prueba a los datos originales
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serd un valor poco frecuente respecto al conjunto de valores que se obtendrian al
aplicar la misma prueba a las muestras de datos obtenidos a partir de la
permutaci6én de los datos originales.

La principal ventaja que ofrecen las pruebas aleatorizacin es, sin duda, su
gran versatilidad y aplicabilidad, ya que pueden ser empleadas para hallar la
significaci6n tanto de pruebas simples como de pruebas mds sofisticadas, incluso
cuando las distribuciones muestrales de los estadisticos de contraste de dichas
pruebas no estdn tabuladas, o en el caso de que no puedan utilizarse por incumplir
alguno de los supuestos teéricos en que se basan (muestreo aleatorio, normalidad,
homogeneidad de variancias, etc.). Como se expondrd mds adelante, la validez de
las pruebas de aleatorizacién depende sélo de la asignacion aleatoria de los
sujetos a cada uno de los niveles de la variable independiente.

2.3.1. Algoritmo general

Desde una perspectiva algoritmica, el término "prueba de aleatorizacién”
("randomization test") se refiere, concretamente, al procedimiento de determinar
el grado de significacién mediante la permutacién de los datos experimentales y
el célculo repetido de una prueba estadistica (en este sentido, segiin Noreen
(1989), quizd seria més apropiado el término "pruebas de permutacion”).

El algoritmo general de las pruebas de aleatorizacién es el siguiente:

Decidir cudl es la prueba estadistica de interés (0)
Calcular 60 para el conjunto de datos original X,
Inicializar €l contador NSIG = 0
Fijar ¢l n® de permutaciones (NP) que se realizardn con los datos
Para i = 1 hasta NP:
51. Xi = PERM(X)).
5.2, Calcular el pseudo-estadistico 6: para el conjunto de
datos generado X}
53. 5i8726, (o, seginel caso b} <8):
NSIG = NSIG + 1
6.  Calcular el grado de significacidn:
(NSIG+1) / (NP+1)

¥

P5

T ST R

*

ALGORITMO 3. Algoritmo general de las pruebas de aleatorizacion.
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En el paso 5.1. del algoritmo anterior, la funcién PERM(X) se encarga de
generar las permutaciones del vector (o matriz) X, que contiene los datos
originales. Un algoritmo rdpido propuesto por Knuth (1981) para permutar las
filas de una matriz X de dimensién (n X m) es el siguiente:

1. Asignar na j
2. Generar un nimero aleatorio U comprendido entre 0 y 1
3. Generar k = valor_entero( j U ) + 1
4. Intercambiar los valores X; y X;
5. Restar 1 a j.
«8ij>1 = volver al paso 2
+Sij=1 — acabar

ALGORITMO 4. Algoritmo para permutar los valores de un vector.
(Tomado de Knuth, 1981, p. 139)

Los datos pueden ser permutados de diferentes modos dependiendo de la
hipétesis planteada y del disefio de la investigacién. Un caso comiin implica una
variable dependiente y una o mds variables independientes o explicativas, y se
plantea la hip6tesis nula segiin la cual la variable dependiente no est4 relacionada
con las variables independientes. En esta situacién, los valores de la variable
dependiente se permutan repetidamente respecto a los valores de las variables
explicativas que se mantienen fijos. La permutacién de este vector de datos genera
muestras en las que la variable dependiente tiende a no estar relacionada con las
variables predictoras. En otros casos, sin embargo, debe aplicarse otro tipo de
permutaciones, como por ejemplo, permutaciones estratificadas. La permutacién
estratificada de los datos debe aplicarse, como seiiala Noreen (1989), siempre que
haya una razén para pensar que el valor de la variable dependiente estd afectado
por el valor que toma una variable categérica que no es de interés primario para
el contraste de hip6tesis planteado. En el apartado 2.3.3. se revisardn los aspectos
fundamentales que permitirfan determinar el disefio mds adecuado del tipo de
permutaciones a realizar.

El valor del grado de significacién obtenido a partir de una prueba de
aleatorizacién es de fécil interpretacién: no es mds que la interpretacién de una
proporcion observada, tal como ilustra la Figura 3. La distribucién de
probabilidad del estadfstico utilizado (distribucién pseudo-muestral) se genera a
partir de la poblacién de permutaciones. Por tanto, el grado de significacién
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obtenido en las pruebas de aleatorizacién se deriva directamente de las
permutaciones de los datos experimentales.

t,<t,
ta2t,

NS\G + 4
wWswk A

FIGURA 3. Interpretacion del grado de significacion
obtenido a partir de una prueba de aleatorizacién

Es importante destacar que una prueba de aleatorizacién no es una prueba
estadistica en el sentido habitual del término, sino una forma de determinar el
grado de significacién estadfstica de una hipétesis. En otras palabras, las pruebas
de aleatorizacién no son alternativas a las pruebas estadfsticas convencionales,
pero sf a las distribuciones muestrales de los estadisticos de contraste de dichas
pruebas.

Edgington (1980) insiste en que la determinacién de la significacién por
permutacién de los datos es un procedimiento no paramétrico y, en consecuencia,
el grado de significacién de cualquier prueba estadfstica que se determine por este
procedimiento también serd no paramétrico.

Por otra parte, un aspecto fundamental que caracteriza a las pruebas de
aleatorizacioén, es su validez para cualquier tipo de muestra, tanto si ha sido
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extraida aleatoriamente de una poblacién como si no. Esta es una de las

propiedades mds importantes de estos procedimientos, debido al uso comiin de

muestras no aleatorias en la experimentacién, y a que las pruebas basadas en las

distribuciones clésicas (¢, F, ...) pueden no ser vélidas para este tipo de muestras.
Siguiendo a Edgington (1980, p. 3):

«pocos experimentos en biologla, educacién, medicina, psicologia o
cualquier otro campo aplican un muestreo aleatorio de los sujetos, y
aquellos casos en los que se aplica, generalmente conciernen a poblaciones
tan especificas como de bajo interés. (...) En muchos experimentos, el
concepto de poblacién aparece en el andlisis estadistico porque el
investigador ha aprendido a interpretar los resultados de una prueba
estadistica en términos de inferencias a la poblacion, no porque este
investigador haya muestreado aleatoriamente una poblacion a la cual desee
generalizar».

El supuesto que subyace en las pruebas estadisticas convencionales es que
un procedimiento de muestreo aleatorio otorga la misma probabilidad a todas las
posibles muestras de # individuos que se extraigan de la poblacién, y "asegura”
que la forma de la distribucién de probabilidad empirica (obtenida a partir de los
datos de la muestra extraida) serd una buena aproximacién de la distribucién de
la poblacién. Asf pues, si no se ha aplicado un muestreo aleatorio no es licito
realizar inferencias sobre la poblacién de interés a partir del resultado obtenido
con una prueba de significacién paramétrica cldsica. Sin embargo, este tipo de
inferencias "no estadisticas" son practica comin en nuestra comunidad cientifica.
Los investigadores generalizan a partir de sus sujetos experimentales a otros
sujetos que son muy similares en aquellas caracteristicas que consideran
relevantes.

Una de las desventajas que presentan las pruebas de aleatorizacién es que
no permiten, en sentido estricto, realizar inferencias a la poblacién origen de la
muestra, aunque ésta haya sido extraida por procedimientos de muestreo aleatorio.
Sobre este inconveniente, Noreen (1989) apunta, sin embargo, que si se rechaza
una hipétesis nula con base en una prueba de aleatorizacién aplicada a una
muestra realmente representativa de la poblacién, es probable que también
pudiera rechazarse la hipétesis en dicha poblacién. Es decir, que los
procedimientos de extraccién o eleccién de los sujetos y/o el disefio de la
investigacion pueden utilizarse como soportes "casi-formales” para realizar
inferencias a la poblacién.
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Por otro lado, como sefiala Edgington (1966), en muchos casos, 1a hipétesis
que se desea contrastar no implica inferencias a la poblacién origen de los datos,
sino simplemente la relacién entre variables para un conjunto de sujetos
experimentales. Las pruebas de aleatorizacién, que permiten realizar inferencias
a partir de la distribucién obtenida al aplicar el estadistico de contraste a
permutaciones de los datos originales de los sujetos, s6lo necesitan que la
asignacion de los sujetos a los diferentes niveles de las variables independientes
se haya realizado aleatoriamente.

Por ultimo, se puede rodear esta limitacién aplicando la denominada prueba
de aleatorizacién de Fisher (1924), en los casos en que es razonable suponer que
las observaciones de una muestra son una muestra aleatoria extraida de una
distribucién simétrica alrededor de la media poblacional. En esta situacion, si se
resta a cada una de las observaciones el hipotético valor de la media poblacional
y se asume que el mimero de signos positivos de las diferencias obtenidas tienen
igual probabilidad al de signos negativos, la media observada en la muestra se
puede entonces comparar con la distribucién de medias que se obtiene asignando
aleatoriamente los signos positivos y negativos a los valores de las diferencias
observadas.

2.3.2. Determinacién del numero de permutaciones necesarias

Las pruebas de aleatorizacién se pueden aplicar realizando todas las posibles
permutaciones de los datos, o a partir de una muestra aleatoria de permutaciones.
Cuando se realizan todas las permutaciones posibles de los datos de unas
variables relativas a las otras (permutacion sistemdtica), la prueba se denomina
prueba de aleatorizacion exacta. Sin embargo, en situaciones en las que el
nimero de permutaciones posibles es tan grande que imposibilita la aplicacién de
la prueba de aleatorizacion exacta, se realizan permutaciones aleatorias de los
datos y, en este caso, la prueba se denomina prueba de aleatorizacion aproximada
(Noreen, 1989).

En las pruebas de aleatorizacién aproximadas, el procedimiento consiste en
calcular el estadistico de interés para el conjunto original de datos y para una
muestra aleatoria de permutaciones de estos datos. Esto supone generar un primer
conjunto de datos por permutacién aleatoria de los datos originales, y a
continuacién ir generando, también por permutaciones aleatorias, nuevos
conjuntos de datos, siempre a partir del ltimo conjunto de datos generado.
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Cuando se realizan pruebas de aleatorizacién aproximadas, es interesante
conocer entre qué valores oscilardn las estimaciones realizadas por aleatorizacién
aproximada para un determinado nivel de significacién p obtenido mediante la
realizacién de todas las posibles permutaciones (test de aleatorizacion exacto), y
un determinado nimero de permutaciones NP (Manly, 1991, p. 34). El nivel de
significacién estimado se distribuird aproximadamente segiin una ley normal
alrededor de p con variancia p(I-p)/N cuando del nimero de permutaciones
aleatorias NP sea grande:

p(1-p)
+ :z A
P (1-02)\| T NP

Aplicando la férmula anterior, se obtiene que serdn necesarias unas 5000
permutaciones aleatorias de los datos para que el intervalo del 99% de las
significaciones alrededor de un valor p = 0.05 oscile entre 0.042 y 0.058. Con
10000 permutaciones aleatorias y un valor p = 0.01, el intervalo que se obtiene
es [0.007 - 0.013].

Por otro lado, el niimero de permutaciones posibles (NP+1) de los datos se
determina con base en las férmulas de combinatoria presentadas en la Tabla 1,
donde n simboliza el nimero de casos de la muestra, y »; el nimero de efectivos
en cada uno de los k niveles de la variable independiente (k simboliza también el
nimero de variables en el disefio de datos apareados):

TABLA 1. Niimero de permutaciones en funcién del diserio de la investigacion.

Tipo de diseno N2 de permutaciones posibles (NP +1)

n!
Datos independi —_— 7
pendientes n! nto.ongl

Datos apareados ()% 7] n!

Supongamos a continuacién la siguiente matriz con los datos de 5 casos
para un disefio con 2 grupos independientes A; y A,, con n;=2 y n,=3
respectivamente, y una variable B registrada en dos momentos distintos B, y B,:
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Variable B
Caso Variable A B, B,

2 4
1 A,

4 8
2
i 7 14
5 A, 8 16

9 18

A partir de la matriz de datos anterior se pueden plantear, entre otras, las
siguientes hipétesis:

Hip6tesis 1.

Hipétesis 2.

Hipétesis 3.

(Existen diferencias entre las respuestas a B; de los dos grupos
de sujetos A; y A,

Hy: A=A

¢Existen diferencias entre las respuestas a B, y las respuestas a
B,?

Hy: By = B,

¢Las respuestas a B, estdn relacionadas con las respuestas a B,?
: = (0 (B, independiente de B
P12 1 p

El nimero total de permutaciones de los datos originales que se deben
realizar para contrastar cada una de las tres hipétesis planteadas es el siguiente:

Hipétesis 1.

Hipétesis 2.

Debido a que la hipdtesis implica la comparacién de los dos
grupos independientes A; y A, el ndmero total de
permutaciones diferentes viene dado por la férmula de las
permutaciones con repeticion:

n! 5!
Tn, 2031

NP =

Debido a que la hipétesis implica la comparacién de las
respuestas apareadas B, y B,, el niimero total de permutaciones
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diferentes viene dado por las k! permutaciones sin repeticion de
las respuestas para cada sujeto asociadas con las k! posibles
permutaciones para cada uno de los n—1 sujetos restantes:

NP = (k)" = 21)° = 32

Hipdtesis 3. Debido a que la hip6tesis implica la relacion entre las respuestas
apareadas B, y B,, el niimero total de permutaciones diferentes
viene dado por las n! permutaciones sin repeticién, que
representan todas las formas en que cada uno de los n datos B,
pueden asociarse con los n datos B,:

NP =n! = 5! =120

Formalmente, todas las permutaciones de una variable respecto a las otras
son equiprobables y, consecuentemente, los datos representan muestras de tamafio
uno de la poblacién de posibles permutaciones. Como sucede en el muestreo
Monte Carlo, una prueba de contraste de hipdtesis basada en el grado de
significacién obtenido a partir del cociente:

_ (NSIG + 1)
WP + 1)

es vdlida, dado que la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es
verdadera no es mayor que el nivel de significacién o fijado "a priori" -ver
apartados 2.9 y 2.10- (Dwass, 1957).

2.3.3. Consideraciones sobre la aplicacion de las permutaciones

La aplicacién de las permutaciones para generar nuevos conjuntos de datos
requiere que, previamente, se consideren dos aspectos fundamentales:

1. Cudl es la naturaleza de la hipdtesis nula planteada, es decir, qué variables
y/o niveles de las mismas estdn implicadas en la hipétesis.

2. Cudles han sido la unidades de asignacién, es decir, cudles han sido las
unidades que se han asignado aleatoriamente a cada nivel de las variables
independientes (tratamientos, momento de aplicacién de cada tratamiento,
etc.).
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La idea importante aqui es que en una prueba de aleatorizacién las
permutaciones se aplican sobre las unidades de asignacién, no sobre los sujetos
(generalmente denominados unidades de muestreo, las cuales, como ya se ha
sefialado en el apartado anterior, no son relevantes para la aplicacién de una
prueba de aleatorizacién). Asf, por ejemplo, en un experimento cldsico realizado
bajo un disefio de datos independientes, el investigador asigna aleatoriamente los
sujetos a los diferentes tratamientos. En este caso, cada sujeto (unidad de
muestreo) es una unidad de asignacién.

Sin embargo, en los disefios de medidas repetidas, aunque puede parecer que
los sujetos se asignan a todos los tratamientos, en realidad, la unidad de
asignacién es el momento en que se aplica cada tratamiento a cada sujeto. Por
tanto, conviene determinar precisamente cudles son las unidades de asignacién
(especialmente en el caso de disefios complejos), para as{ garantizar la correcta
aplicacién de las permutaciones.

Como ya se ha destacado anteriormente, las pruebas de aleatorizacién
pueden aplicarse para evaluar el grado de significacién de cualquier contraste de
hipétesis. En esta linea, y considerando a los disefios de caso tinico como un caso
particular de los disefios de medidas repetidas, las pruebas de aleatorizacién
también permiten obtener el grado de significacién a partir de las diferentes
observaciones realizadas en un solo sujeto (Edgington, 1980).

En las siguientes pdginas se presenta un conjunto de tablas que ejemplifican
la aplicacién de las permutaciones con base en la naturaleza de la hipétesis nula
y el tipo de diseiio de la investigacién, para el cdlculo del estadistico de contraste
F en un ANOVA. En estas tablas los disefios s6lo incluyen una variable
dependiente (Y).
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TABLA 2. Aplicacidn de las permutaciones para el cdlculo de la F
en un ANOVA unifactorial con un diserio de datos independientes.

Datos
Independientes
(1 Var. Indep.)

A Y

Hipétesis nula Hy: Op1 = 842
Unidad de Sujetos
Asignacién :

Valores a Variable Y
permutar

N? permutaciones n!
posibles ORROR:

TABLA 3. Aplicacion de las permutaciones para el cdlculo de la F
en un ANOVA unifactorial con un diserio de datos apareados.

Datos
Apareados
(1 Var. Indep.)

Hip6tesis nula

Hy: 041 = 042

Ay A,

Unidad de . .
. .l Tratamiento para cada sujeto
Asignacion
Valores a Valores A; y A,
permutar para cada sujeto

N? permutaciones
posibles

"
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TABLA 4. Aplicacidn de las permutaciones para el cdlculo de la F
en un ANOVA de dos factores con un diserio de datos independientes

Efectos principales de A:
Ho: 641 = Oaz

e .. Interaccién AxB:

Hipétesis nula

Hy: O4p11+9aB12 = OaB21+0aB22

Datos Efectos simples B en A;:

Independientes Hy 04511 = Oap12

(2 Var. Indep.)

Unidad de Suietos
A B Y Asignacién !
B,
A,
B Valores a permutar Variable Y
2
B, : Efectos principales de A:
A, ' "
: 1 n !
Interaccién AxB:
N? permutaciones n!
osibles ! ] 1 !
P OVIREOTIUEOVIRR TR

Efectos simples B en A;:
!
nAlc

nop ! !
ABll nABlZ
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TABLA 5. Aplicacidn de las permutaciones para el cdlculo de la F
en un ANOVA de dos factores con un disefio de datos apareados.

Efectos principales de A:
Hy 041 = 6x2

. . Interaccion AxB:
Hipétesis nula
Ho: Oap11+9aB12 = Oap21 *0aB22

Efectos simples B en A;:
Hy: Oap11 = Oapi2

Unidad de
Asignacién

Datos
Apareados
(2 Var. Indep.)

Sujeto-tratamiento

Efectos principales de A:
Valores (AB;;+AB;2)/2 y

A, A, | (ABy+AB,,)/2 para cada

sujeto

Interaccién AxB:

Valores a permutar Valores AB,;, AB,,,
AB,, y AB,, para cada
sujeto

Efectos simples B en A;:
Valores AB,; y AB,, para
cada sujeto

Efectos principales de A:
%
N® permutaciones Interacciéon AxB:
posibles (k4! kph)”
Efectos simples B en A;:
(kg))"
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En el caso de un disefio multivariable de datos independientes, la unidad de
asignacién son los sujetos y, por lo tanto, se permutardn los vectores fila
completos de la matriz Y, manteniendo constantes sus valores (es decir, sin
deshacer el caso). En el caso de un disefio multivariable de medidas repetidas, la
unidad de asignacién son las variables Y, y la permutacion se realizard entre los
valores de cada vector fila de la matriz Y.

Edgington (1980) y Manly (1991) presentan una revision de las
permutaciones que deben aplicarse para otros tipos de pruebas estadisticas
(correlacién, regresion, series temporales, etc.) y otros tipos de disefios (mixtos,
disefios de caso unico, etc.).

2.3.4. Aspectos computacionales

Légicamente, a nivel computacional, el aspecto fundamental para la
aplicacion de las pruebas de aleatorizacién son los generadores de permutaciones
(sistemdticas o aleatorias). No se profundizard aqui sobre los fundamentos y los
métodos de generacion de este tipo de secuencias numéricas. Se pueden encontrar
subrutinas desarrolladas en varios lenguajes de programacion en librerfas tales
como NAG, IMSL o Numerical Recipes. En el capitulo 3 se presentan los
algoritmos de generacién de permutaciones aleatorias implementados en el
instrumento informdtico que se desarrolla en la tesis.

Un tema de investigacién relevante en todas las técnicas de computacién
intensiva es el que se encamina a la biisqueda de algoritmos y procedimientos que
permiten optimizar el tiempo y la calidad de la propia computacién. En este
sentido, a continuacién se describen dos estrategias que permiten reducir el tiempo
de computacién de las pruebas de aleatorizacién, asi como dos métodos para
comprobar la calidad de las permutaciones que se realizan.

La primera estrategia que permite reducir el tiempo de computacién
necesario para llevar a cabo una prueba de aleatorizacién se basa en el concepto
de pruebas equivalentes. Edgington (1980, p.44) define estas pruebas del siguiente
modo:

«Dos pruebas estadisticas que conducen al mismo grado de significacion
en una prueba de aleatorizacion se denominan "pruebas estadisticas
equivalentes”. (...) Dos pruebas estadisticas son equivalentes si y sélo si
estdn perfecta y mondtonamente correlacionadas para todas las posibles
permutaciones de los datos».
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Es decir, podemos reducir el tiempo total necesario para evaluar el grado
de significacién implementando pruebas estadisticas equivalentes a las pruebas
cldsicas, pero més simples en cuanto a su cdlculo, puesto que pequeiias
diferencias, como la multiplicacién por una constante, pueden llegar a ser
importantes cuando el estadistico utilizado tiene que calcularse miles de veces.

Cabe destacar que las pruebas estadfsticas equivalentes s6lo afectan al
cdlculo, no a la interpretacién y, por tanto, no es necesario especificar la
utilizacién de las mismas en la interpretacién del resultado. Esta idea puede
generalizarse védlidamente para otras técnicas de remuestreo o de computacién
intensiva.

Asimismo, esta estrategia presenta una ventaja adicional que consiste en
permitir al investigador ensayar una prueba que esté mds acorde con la hipétesis
que realmente desea comprobar y que, simultdneamente, le proporcione un mayor
grado de comprensién en el momento de interpretar los resultados.

A continuacién, y a modo de ejemplo, se presentan las pruebas equivalentes
para evaluar el grado de significacién de la prueba F en un ANOVA con un
factor y de la prueba de correlacién r unilateral entre dos variables (Edgington,
1980):

k T2

k .
z |— | prueba F equivalente a
k=t | Py

n
N xy; prueba r equivalente a

i=1
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La segunda estrategia para reducir el tiempo de computacién sélo se puede
utilizar en el caso de que se aplique una prueba de aleatorizacién exacta para un
disefio de grupos independientes equilibrado en cuanto al nimero de sujetos de
cada grupo. Esta estrategia consiste en eliminar todas aquellas permutaciones de
los datos que sean redundantes, es decir, que ofrecen el mismo valor del indice
estadistico. En general, se demuestra que para k tratamientos aplicados al mismo
niimero de sujetos, s6lo una I/k! parte de todas las permutaciones posibles son
necesarias para determinar el grado de significacién exacto en pruebas bilaterales
(Edgington, 1980). Por otro lado, la presencia de grupos equilibrados presenta la
ventaja de proporcionar un mayor nimero de permutaciones posibles de los
mismos, con lo cual aumenta la potencia estadistica de la prueba de
aleatorizacién.

Es importante comprobar la calidad computacional cuando se aplican estas
pruebas. En el caso de que se realicen permutaciones sistemdticas de los datos,
para comprobar si la generacién de las permutaciones es correcta basta con
calcular la probabilidad te6rica de obtener el mdximo valor posible para la prueba
estadistica aplicada, y verificar si esta probabilidad es la que aparece una vez
realizadas todas las permutaciones posibles.

En el caso en que se esté aplicando una prueba de aleatorizacién
aproximada, no puede realizarse una estimacién exacta de la probabilidad en que
aparecerd un cierto valor de la prueba estadistica, pero puede evaluarse esta
probabilidad mediante la construccién de intervalos de probabilidad que son
funcién iinicamente del niimero de permutaciones aleatorias que se realizan NP,
y de la probabilidad teérica p -que puede obtenerse mediante una prueba de
aleatorizacién exacta- en que deberia aparecer el valor de la prueba estadistica
aplicada (Edgington, 1969b):

NPxp + (2o X/ (NPxpx(1p)) ) + 1
NP + 1

9

NPxp (2o (NPxpx(p)) ) + 1
NP + 1
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2.4. JACKKNIFE

Como ya se ha comentado en la introduccién, el jackknife (literalmente,
"navaja de usos miiltiples") es una técnica ideada por Maurice Quenouille (1949,
1956) y perfeccionada por John W. Tukey (1958), quien la denominé con este
nombre por su cardcter de aplicabilidad general para la estimacion del sesgo y del
error estdndar de un estadistico.

Este método consiste bdsicamente en, definida una muestra de observaciones
de tamafio n, suprimir cada vez un conjunto de observaciones g y calcular sobre
el conjunto restante de datos (n = g) el estadistico de interés. La aplicacién mds
generalizada se basa, empero, en excluir cada vez una tinica observacién, debido
a que, como indica Miller (1974), por un lado evita la arbitrariedad en la
formacién de los subgrupos y, por otro lado, parece haberse mostrado como la
mejor forma de aplicacién del jackknife para cualquier problema. En este trabajo
nos referiremos a esta modalidad en que, a partir de una muestra de tamaiio n, se
generan n grupos con n—1I observaciones cada uno.

Una vez obtenidas las n estimaciones del estadistico para cada una de las
submuestras jackknife, se puede calcular una estimacién del sesgo asociado a la
muestra original, asi como una estimacién no paramétrica del error estdndar del
estadistico. Dicho célculo se efectia a partir de las submuestras jackknife y de la
estimacién realizada con base en los n datos de la muestra original.

A pesar de que esta técnica también ha sido aplicada en la estimacién por
intervalo de pardmetros, en modelos de correlacién canénica, de anilisis
discriminante, etc. (Gray y Schucany, 1972; Miller, 1974; Parr y Schucany, 1980;
Hinkley, 1983), se expone aqui dnicamente su aplicacién a la estimacién del
sesgo y del error estdndar, dado que estas aplicaciones pueden combinarse en
ciertas situaciones con las estimaciones bootstrap que se revisardn en el apartado
2.6.

2.4.1. Estimacion jackknife del sesgo

Sea Y;, ... , Y, un conjunto de n variables aleatorias ii.d. Sea é\o un
estimador del pardmetro 6, basado en la muestra de tamafio n; y sea é\_,- el
estimador correspondiente a la submuestra de tamafio n—I de la cual se ha
excluido el i-ésimo dato. Se define el estadistico:

87 =nb, -(-1)B, (=1,

i
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El estimador jackknife del pardmetro 0 queda definido por:
1 1 ¢
8 == Y8, =nb, - n-1) = 18,
n i L]

Teniendo en cuenta que el sesgo de un estimador é\o se define como:
SESGo®,) = EB,) - 6

se demuestra (Quenouille, 1956), que el estimador jackknife tiene la propiedad de
eliminar el sesgo correspondiente al término de orden 1/n, en la expresién de la
esperanza matemdtica y de la variancia del estadistico desarrollada en las
siguientes expansiones (Efron, 1982a; Hinkley, 1983):

E(@) =0 + al(e) + az(e) +
et
LA NG
+ + ..

n n2

var(B)

La correccion jackknife del sesgo permite establecer que:
0" =8, - SESGO®,)

y que la estimacién jackknife del sesgo de é\o es:

ssGo®,) = -1 | L Y6, - 8,)

noj=1
Schucany, Gray y Owen (1971), Gray, Watkins y Adams (1972) y Bissell
(1977) describen métodos mds refinados y complejos para la estimacién jackknife
del sesgo en estadisticos de orden y en situaciones especiales.

2.4.2. Estimacion jackknife del error estandar

Aunque Quenouille y Tukey desarrollan inicialmente la técnica jackknife
para la estimacién del sesgo, posteriormente se generaliza para la estimacién del
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error estdndar. Tal como demuestran Efron y Gong (1983), la estimacién jackknife
del error estandar viene dada por:

5 - (n;l) E[@ (rlz Eé"D

Esta expresion presenta la ventaja de que es aplicable para estimar el error
estidndar de cualquier estadfstico. Coincide con el error estdndar de la media:

o2

EE®) = |—
n

2.4.3. Algoritmo general

De acuerdo con lo expuesto en los dos apartados anteriores, el algoritmo
general de la estimaci6n jakknife del sesgo y el error estdndar de 0 es:

1. Definir el estadistico de interés &
2. Calcular 60 para 1a muestra de datos original X,
3. Parai =1 hasta n (n es el tamafio de la muestra X ):
3.1, X=X, —x [exclusion del i-ésimo dato)
3.2, Calcular el estimador ﬁ,i para la submuestra X
4. Calcular la media de B
.8 = SUM(Bn .
5. Esnmamdn jackkmfe del parﬁmetm 0:
. = ne - {n~1) 9
6.  Estimacion jackknife del sesgo de
. SESGO(H, ) = (1) suM(B.; -8, m
7. Estimacién Jaz:kkmfk del error estdndar de 9
a, = SQRT( (n-1) SUM((6_, - 8" )

ALGORITMO 5. Estimacion jackknife del sesgo
y del error estdndar de un estadistico.
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2.5. VALIDACION RECIPROCA

Segun Efron (1982a), 1a validacién reciproca ("cross validation") parte de
una idea antigua (Larson, 1931) que ha sido retomada actualmente gracias al
advenimiento de las nuevas generaciones de ordenadores. Su principal aplicacién
es la estimacién de la probabilidad de error de prediccion para aquellas técnicas
estadisticas que permiten predecir valores de variables aleatorias. Otra aplicacién
frecuente de la validacién reciproca es la deteccién de observaciones con valores
extremos (outliers) (Sprent, 1989).

La técnica de validacién reciproca se basa en la divisién aleatoria de los
datos muestrales en dos grupos. Aunque puede realizarse cualquier tipo de
divisién de los datos, se han generalizado los dos tipos de divisiones siguientes:

a) Division en dos mitades. En este caso, se utiliza la primera mitad de los
datos para ajustar y estimar los pardmetros del modelo de prediccién (por
ejemplo, regresién multiple).

Seguidamente, el procedimiento consiste en estimar la probabilidad de
error de prediccién a partir de la aplicacién de la ecuacién predictiva,
obtenida en el primer paso para cada observacién de la segunda mitad de
la muestra (Efron 1979a, 1982a).

b) Division en n—1 y 1 (siendo n el tamaiio muestral). En opinién de Efron
(1982a), este tipo de divisién es la mds frecuente. Como en la divisién en
dos mitades, en este caso se utilizan los n~I datos para estimar los
pardmetros del modelo, y posteriormente se aplica la ecuacién obtenida para
probar si predice correctamente el i-€simo que habia sido excluido de la
estimacién de la ecuacioén.

Comparativamente, esta forma de validacién reciproca se asemeja al
Jjackknife tinicamente en el sentido de que se omite un dato cada vez. Sin
embargo, Efron (1982a) sefiala que en este caso no se calcula un estimador
especial y, por otro lado, las posibles conexiones propuestas entre ambas
técnicas han sido rechazadas en la literatura (Sprent, 1989).

2.5.1. Estimacién de la probabilidad de error de prediccion
En la exposicién de los conceptos bdsicos de la técnica de validacién

cruzada para la estimacién de la probabilidad error de prediccién, tomaremos
como referente su aplicacién en un problema de regresién (Efron, 1982a, 1983).
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En un modelo de regresién multiple cada caso consiste en parejas de
vectores X; = (1, ¥;) que son realizaciones de un vector aleatorio X = (T, Y) con
distribucién F en R?*!, donde T es un vector de variables aleatorias explicativas
de dimensién p e Y es la expresién vectorial de una variable aleatoria dependiente.
Formalmente:

Xp Xp o X, 2 OF

n e~

Habiendo observado X =x, un método para ajustar una regla de prediccién
que se pueda usar para predecir futuros valores de la variable dependiente seria:

valor predicho de y, =n(t,)
donde el subindice "o" indica un nuevo punto-dato x, = (t,, y,) distinto de los

valores x; originales, y 1] es la funcién de prediccion.
Por ejemplo, en un modelo de regresién lineal la regla de prediccién es:

) = 1B
donde:

B=(wylry

Si se define un indicador de error Q(y, 1) tal que otorgue la siguiente regla:

0 si y=m
oym) =
1 si y#n
en este caso, puede definirse:
20(y; M)

como el nimero de errores de prediccién, y la probabilidad aparente de error
err :

& = BIOIY, n@,i D1} = - 30D, e 2)
i=]

como un estimador de la verdadera probabilidad de error de prediccién err, don}\ie
se otorga masa I/n a cada observacion x; respecto a la distribucién empirica F,,.
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Siguiendo a Efron (1982a), esta estimacién es optimista, dado que es menor
que la verdadera probabilidad de error err. Por ello es interesante definir la
esperanza del exceso de error o sesgo de err como la variable aleatoria:

RXX, F) = err - &rr = E(QIY,; N(T )1} - E(QIY,; n(T,)])

La estimacién de la probabilidad de error que se obtiene mediante validacién
reciproca viene dada por:

erryp = _’12. gQ[v,-, n@,;, x_)1

donde x_; indica que ha sido suprimido el i-ésimo dato.

Es decir erryy es la estimacién del verdadero error para los datos observados
sin que el i-ésimo dato participe de la estimacién de la regla de prediccién para
€l mismo.

Como sefiala Efron (1982a), erryy es un estimador con menos sesgo que err,
y la estimacién de la esperanza del exceso de error o sesgo de err vale:

Oy = RX, F) = erry, - err
Stone (1974, 1977) seiiala que la aplicacién de validacién cruzada en la
regresion es, en ocasiones, peligrosa, debido a la desproporcionada influencia que
pueden tener los datos extremos. Bailey et al. (1984) apuntan también que, en
disefios experimentales altamente estructurados, la eliminacién de una observacién
puede destruir esta estructura, incrementandose el esfuerzo computacional.

2.5.2. Algoritmo general

El algoritmo general de la estimacién de la probabilidad de error de
prediccién aplicando la técnica de validacién reciproca es el siguiente:
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Definir el modelo de prediccién y = n[ t(x) ]
Definir el indicador de error Q(y, 1)
Inicializar el contador NE = 0
Estimar la probabilidad aparente de error:
4.1. Estimar los pardmetros del modelo de prediccién a partir
de los n datos de 1a muestra original X
4.2, Parai =1 hastan:
a.  Aplicar el indicador de error para el sujeto {:
NE = NE + Q[y, Nl t(x) 1}
4.3. Estimar la probabilidad aparente de error err:
err = NE/n
Inicializar el contador NE = 0
Para i = 1 hasta m:
6.1. X; =X, —x; (exclusién del i-ésimo dato)
6.2. Estimar los pardmetros del modelo de prediccién a partir
de los (n - 1) datos de la muestra X
6.3. Aplicar el indicador de error para la prediccién del
sujeto { excluido de X :
NE = NE * Qfy; nl t&xp) 1}
Obtener la estimacion de la probabilidad de error de prediccion:
emyg = NE/n
Obtener la estimacion del sesgo del error de prediccién:
Wyp = erryg = err

ALGORITMO 6. Estimacion por validacién reciproca del error
de prediccion y del sesgo del mismo
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2.6. REMUESTREO BOOTSTRAP

En el afio 1979, y a partir de un profundo y reflexivo andlisis sobre el
origen y evolucién de los métodos estadisticos, tanto a nivel teérico como
aplicado, Bradley Efron desarrolla la técnica bootstrap. El término bootstrap,
expresion inglesa que significa "levantarse tirando hacia arriba de las propias
correas de las botas", refleja el aspecto fundamental de esta técnica, su
autosuficiencia.

Concretamente, la idea bdsica sugerida por Efron (1979b) es la siguiente.
Si una muestra aleatoria contiene la mdxima informacién disponible sobre la
poblacién, ;por qué no proceder como si la muestra fuese la poblacién y,
entonces, estimar la distribucién muestral de un estadistico generando nuevas
muestras mediante un muestreo aleatorio con reposicién, a partir de los datos de
la muestra original?. Esta técnica, también denominada "remuestreo bootstrap" por
la utilizacién de la muestra como mecanismo generador de nuevas muestras
(Noreen, 1989), permite ampliar el uso del muestreo Monte Carlo en la
investigacién aplicada, al no precisar el conocimiento de los pardmetros
poblacionales, ni realizar supuestos sobre €stos.

Inicialmente Efron describe el bootstrap como una técnica 1til para evaluar
el error estadistico (error estindar, sesgo y probabilidad de error de prediccién)
y para realizar estimaciones de pardmetros, no obstante, rdpidamente se describen
diversas adaptaciones y desarrollos para obtener el grado de significacién en las
pruebas de hipétesis (Lunneborg, 1985, 1987; Noreen, 1989; Holms, 1990;
Westfall y Young, 1993).

Uno de los atractivos mds importantes del bootstrap es que para su uso, el
usuario s6lo debe ser consciente de que funciona y saber cémo llevar a cabo el
remuestreo de una forma adecuada a su problema de estimacion, sin necesidad de
efectuar sofisticados cdlculos matemadticos.

2.6.1. Estimacion bootstrap del error estadistico y de parametros
poblacionales

En los apartados siguientes se exponen las técnicas cldsicas de estimacion
bootstrap introducidas por Efron.
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a. Bootstrap no paramétrico

La estimacién b/o\otstrap se basa en el supuesto de que la funcién de
distribucién empirica F,, obtenida a partir de una muestra correspondiente a
extracciones aleatorias { x;,x,, ... ,x, } de n variables aleatorias independientes X;
con idéntica funcién de distribucién F:

X, Xy o X, O F

P
es la estimacién mdximo verosimil no paramétrica de F, fundamentada en la
asignacién de probabilidad 1/a a todos y cada uno de los datos muestrales (Efron
1979b, 1982a). En este sentido, Bickel y Freedman (1981), en su estudio sobre
las propiedades asintéticas del bootstrap demuestran el postulado anterior a partir
del teorema de Glivenko-Cantelli, principio que permite estall)\lecer una
convergencia casi segura, cuando n—eo, entre las distribuciones F y F,,,

|F —ﬁ,,] - 0c.s.

. A - .
Consecuentemente, se puede considerar que F =F,, proposicién que sustenta al
bootstrap no paramétrico.

Siguiendo a Sdnchez (1990a), la forma habitual de estudiar la distribucién
muestral (asint6tica) de un estadistico se realiza en dos etapas:

1. Encontrar una aproximacién (large sample approximation) para la
distribucién muRstral cuando n—oo,
2. Sustituir F por F, en la distribucién asintética.

El problema que presenta esta aproximacién reside en la complejidad de ll\a
distribucién asintética. El bootstrap soluciona este problema al sustituir F por F,,
antes de hallar la distribucién muestral, la cual es estimada a través del repetido
muestreo con reposicién a partir de los datos de la muestra original.

Considerando lo anterior, el algoritmo general de la estimacién bootstrap
no paramétrica se basard en la extraccion aleatoria y con reposicién de un
conjunto de muestras X;, partir de los datos contenidos en la muestra original X
calculando el estadistico o estadisticos é; de interés para cada una de las muestras
bootstrap (el supraindice asterisco "*" indica que se trata de una muestra extraida
a partir de X, y el subindice "b" indica que se trata de la b muestra extraida de
X,)-
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Se dispone de muiltiples demostraciones de la consistencia y exactitud
asintética del bootstrap (Singh, 1981; Babu y Singh, 1984; Bickel y Freedman,
1981; Sanchez, 1990a; Hall, 1992). Sin embargo, algunos de estos autores sefialan
diversos casos de inconsistencia de las estimaciones bootstrap.

Definir e}\estadfstico de interés 8

Calcular 6, para la muestra de datos original X,

Fijar el ndmero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

4.1, Parai = 1 hasta n {tamafio de la muestra):
a)  x, = elemento con posicion en X, = UNIFORM(1,n})
b)  Afadir x; 2 X} (muesrra bootstrap)

4.2. Calcular el estadfstico Bb para los datos de Xb

5. Calcular la estimacién boofstrap del pardmetro: 6% = 30}/B

BN

+

ALGORITMO 7. Algoritmo general del bootstrap no paramétrico.

b. Bootstrap paramétrico

En el caso de que la funcién de distribucién F a partir de la cual se han
extrafido los datos sea conocida excepto en su pardmetro 0, puede recurrirse a la
estimacién de este pardmetro considerando que 0 es una buena estimaci6én de ©
obtenida a partir de los datos muestrales y, por tanto, que
Fy = Fj.

En este caso, en lugar de extraer muestras aleatorias a partir de la muestra
original X, pueden extraerse directamente por muestreo Monte Carlo con base en
el modelo de distribucién Fj. Este proceso se corresponde con el denominado
bootstrap paramétrico.

El algoritmo general del bootstrap paramétrico es igual al del bootstrap no
paramétrico, excepto en el paso en que se extrae la muestra bootstrap X;:
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Definir e;\cstadfstico de interés 6

Calcular 8, para la muestra de datos original X,

Fijar el niimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B;

4.1. Extraer una muestra bootstrap Xb a partir del modelo de
distribucién Fy: X; = DISTRND( n, 9 )

4.2, Calcular el estadisnco éb para los datos deAXb

5. Calcular la estimacién boorstrap del pardmetro: 6 = X Ob /B

o

.

ALGORITMO 8. Algoritmo general del bootstrap paramétrico.

c. Bootstrap suavizado (smoothed bootstrap)

Una solucién intermedia entre el bootstrap no paramétrico y el bootstrap
paramétrico es el bootstrap suavizado. La idea consiste en sustituir la distribucién
empirica Fg por otra distribucién F°j previamente suavizada. El proceso de
suavizado puede realizarse mediante la "perturbaci6n” (término utilizado por
Holmes, 1990) de cada observacién de la muestra original afiadiéndole una
variable aleatoria con funcién de distribucién suave, como por ejemplo, la normal
o la uniforme (Silverman y Young, 1987).

Siguiendo a Efron (1979b), esta "perturbacién” de los datos se efectuaria
con base en la siguiente combinaci6n lineal de ponderacién de dos datos x° y x*
con funciones de distribucién Fj y F°3 respectivamente:

X =y-c? x° + cx, 0<c<1

correspondiendo los valores intermedios del coeficiente "c" a distintas
combinaciones entre ambas funciones de distribucién.
Efron (1982a) muestra un ejemplo de suavizado con base en una
distribucién normal, para la estimacién bootstrap del coeficiente de correlacion.
Una vez suavizadas las observaciones contenidas en la muestra original X,
el proceso es idéntico al del bootstrap no paramétrico, siendo el algoritmo general
del bootstrap suavizado el siguiente:
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Definir e;\estadx‘stico de interés 6
Calcular 8, para 1a muestra de datos original X,
Fijar ¢l ndmero B de remuestras a efectuar
Para i = 1 hasta n (tamafio de la muestra);
4.1. x; = elemento con posicién en X, = UNIFORM(1,n)
4.2, xi = SUAVE(x)
5. Parab =1 hasta B:
3.1. Parai= 1 hasta n (tamaiio de la muestra);
a) x; = RAN(, n)
b)  Afadir xj a Xb (muestra bootstrap)
5.2. Calcular el estadistico eb para los datos de XI, N
6.  Calcular 1a estimacion bootstrap del pardmetro: 9 =Y 6; /B

B b

ALGORITMO 9. Algoritmo general del bootstrap suavizado.

d. Estimacién bootstrap del sesgo

. 3 . A Ve
Atendiendo a la definicién de sesgo de un estimador 6 de un pardmetro 6:

SESGO(8) = E8) - 0

y 51cndo 9\ la estimacién bootstrap de un pardmetro, el sesgo se calcula a partir
de 6" -8 Enla préctica, la estimacién del sesgo se aproxima a partir del
promedio de las dlferenmas entre las estimaciones realizadas en cada muestra
bootstrap y la estimacién 6 obtenida a partir de la muestra original; esto es:

SESGO(B) = E(é -8 -9 -6

Efron (1982a) demuestra que la estimacién bootstrap del sesgo es
asintéticamente igual a (n—1)/n multiplicado por la estimacién jackknife del sesgo

que, como se mostrd en el apartado 2.4.1. viene dada por:

ssGo®) = m-n| 13>, - )
ni=
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e. Estimacion boostrap del error estdndar

La estimacion bootstrap del error estdndar se realiza a partir de la
desviacién estdndar de la distribucién muestral generada empiricamente a partir
del remuestreo Monte Carlo, constituyendo, como indica Efron (1982a), la
estimacién médximo verosimil no paramétrica del verdadero error estdndar o(F):

B
> (6 -7y
b=1

A
Spoor = E-D

siendo 0*:

Y 8;
-9-4 - b=1
B

Al igual que sucedfa enel caso de la es;émacién Jackknife del error estdndar,
la estimacidén bootstrap es independiente de 0, y los estudios teéricos demuestran
que coincide con el verdadero error estdndar 6 cuando B—eo (Efron 1982a; Efron
y Tibshirani 1986). Efron y Tibshirani (1986) sefialan que, en la mayor parte de
casos, el nimero B de muestras bootstrap adecuado para la estimacién del error
estdndar puede oscilar entre 50 y 200. Paralelamente, estos autores también
remarcan que si el tamaﬁoAn de las muestras bookvtrap difiere del tamafio de la
muestra original, entonces Oppor NO CONverge en .

Efron (1979b), sugiere otro método para estimar el error estdndar a partir
de la distribucién bootstrap del estadistico, consistente en escoger dos valores 6;
y qup de dicha distribucién correspondientes a los percentiles 16 y 84. De este
modo obtenemos el intervalo [}, 6;,,] que encierra el 68% central de los
valores del estadistico obtenidos a partir de las muestras bootstrap. A partir de
estos limites se puede definir una estimacién robusta del error estdndar de la

siguiente forma:

A (é‘ - éaﬂ

sup
(9 T e
Boor )
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f. Intervalos de confianza bootstrap

La construccién de intervalos de confianza para un pardmetro a través de
los métodos bootstrap requiere la participacién de dos conceptos importantes, el
estadistico pivote y la precision, que seguidamente presentamos.

En general, resulta dificil obtener intervalos de confianza exactos, es decir,
que recubran exactamente la regién paramétrica fijada "a priori" para ellos (por
ejemplo, 1-at). Esto se consigue sélo en aquellos casos en que se dispone de un
estadistico pivote.

Un estadistico pivote es una funcién continua y monétona del pardmetro 6
y de la muestra, que presenta una distribucién conocida independiente de dicho
pardmetro, de la muestra, y de cg\alquier otro pardmetro desconocido.
Simbolizaremos estas funciones por g( 0, X ). En esta situacién, cuando puede
definirse una funcién de este tipo, entonces, fijado el nivel /-« para el intervalo,
siempre es posible encontrar dos valores 6, y 6, que cumplan la condicién de que
el 100(1-a)% de las veces contengan el verdadero pardmetro 6. Por ejemplo, las
cantidades pivote para los pardmetro 4 y o2 de una variable normal N(u;6%) son:

2 (n-1)s? _ 5
~ - "2 ——— " X

y los intervalos I — a que pueden construirse sobre estos pardmetros son:

p - ['x’ = Y ti1-0/2) shn', X+ En1:1-02) s/\/;z-]
0'2 - [ (n—l) 32 / X?n—l;(xﬂ) N (n—l) S2 / X(Z;;-l;l.q'a) ]

Por otra parte, existe un modo de evaluar la precision de los intervalos de
confianza a partir del desarrollo asintético de los puntos criticos o de la funcién
de distribucién de un estadistico (generalmente mediante desarrollos en series de
Edgeworth; Hall, 1992).

Segin Efron (1987) y Hall (1988a, 1988b, 1992), los limites superior e
inferior de los intervalos de confianza, calculados en una muestra de tamafo n,
pueden expresarse en la siguiente forma:
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A@ B@®
8+6| 2@ "

ﬁ{ n

A partir de este desarrollo puede establecerse el grado de precisién de los
intervalos, en funcién del nimero de términos que coinciden. Por ejemplo, si
coinciden sélo en el primer término:

G (z(“))

+ .

se denominardn precisos de primer orden ("first order accurate” o también "first
order correct"), si coinciden en los dos primeros términos:

A®
Gl z@ 4+ 2

Jn

se denominardn precisos de segundo orden, y asi sucesivamente. A

E/s\tos autores también seflalan que los intervalos estdndar del tipo O *
Z(1-2)© son precisos de primer orden, y que el segundo orden es el que tiene
mayor efecto en el caso de muestras pequeiias.

En diversas publicaciones de Efron (sintetizadas en Efron, 1987), se han
desarrollado tres procedimientos para construir intervalos de confianza
aproximados, con base en la estimacién de la distribucién muestral bootstrap de
un estadistico, denominados método percentil, método percentil con correccion
del sesgo y método percentil con correccion acelerada del sesgo.

Cada uno de estos procedimientos presenta un grado de generalidad mayor
que el anterior y, ademds, el tercero de ellos aparece como preciso de segundo
orden, frente a los otros dos, que ofrecen precisiones de primer orden en el
sentido comentado anteriormente. Ademds, debe tenerse en cuenta que estos
métodos pueden aplicarse siempre en situaciones bootstrap no paramétricas,
paramétricas o suavizadas. En general, segiin Efron (1987) serd necesario simular
entre 1000 y 2000 muestras para obtener estimaciones Optimas de los limites de
los intervalos.

Empezaremos por revisar las caracteristicas de los intervalos de confianza
estdndar y el denominado bootstrap-t, para, seguidamente proceder a la exposicién
de los conceptos y procedimientos que fundamentan los tres métodos percentil de
Efron.
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f.1. Intervalos de confianza estdndar

Se denominan asf los intervalos de la forma:

A A
9 + Zy_ o2 o

donde z;;_,;, es el valor del percentil 100(1-0/2) de la distribucién normal
estandamzz}\da N(0O;1), y cs es un estimador (como, por ejemplo, el estimador
bootstrap ¢') del error estdndar de 6. Noreen (1989, p. 69) denomina a este
procedimiento "método de la aproximacién normal”

Estos intervalos son de gran utilidad dado que tienen la ventaja de ser
automdticos, féciles de calcular y requieren un nimero de remuestreos entre 50
y 200 para conseguir que s aproxime el verdadero valor 6 (Efron y Tibshirani,
1986). Contrariamente, presentan el inconveniente de que, como ya se ha
comentado antes, sélo son precisog de primer orden y se basan en el supuesto de
normalidad de la distribucién de 6.

Para solucionar los casos en que no es licito aceptar el supuesto de
normalidad, puede recurrirse a un estadistico pivote mediante una transformacién
de los datos en otra escala, calcular a continuacién los limites del intervalo vy,
finalmente, aplicar la transformacién inversa para obtener estos limites en la
escala original.

Pero esta solucién, a pesar de que es satisfactoria, requiere conocer el
estadistico pivote y ademds, y este es el punto mds importante, despoja a los
intervalos de confianza estdndar de su cardcter automético.

Como se verd en los siguientes apartados, la técnica bootstrap permite
definir intervalos de confianza con la misma o mayor precisién que los intervalos
estdndar, y de aplicabilidad mds general y automdtica, dado que el usuario no
debe recurrir a estadisticos pivote si éstos no son conocidos.

f-2. Método percentil-t (o bootstrap estudentizado)

Este método se basa en el supuesto de que existe un estadistico pivote tal
como:

|16-6l/6
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que permite construir un intervalo de confianza /—o con base en:

6+ aF)o

siendo a(F) el valor del percentil 100(1-0/2) de la distribucién muestral del
pivote.

Si se desconoce O puede realizarse una buena aproximacién a partir de la
distribucién bootstrap del pivote:

6 -8] /5"

El intervalo 6 + a(F) 3 que se obtiene es simétrico y por ello recibe
también el nombre de "método percentil simetrizado".

Este método también puede aplicarse para estimar los percentiles 100(c/2)
y 100(1-0/2), correspondiendo entonces al "método percentil de colas iguales".
Hall (1988b) demuestra que ambos métodos ofrecen intervalos de confianza
precisos de segundo y cuarto orden respectivamente y, en su opinién, el
percentil—t representa la técnica mds eficiente de todas. El Algoritmo 10 presenta
el proceso del cdlculo del método percentil de colas iguales, dado que éste incluye
al percentil simetrizado.

Definir e;\esta/c\ifstico de interés 6

Calcular 0, y 0, para la muestra de datos original X,

Fijar ¢l nimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

4.1. Parai =1 hasta n (tamafio de la muestra):
a) X, =¢lemento con posicién en X, = UNIFORM(1,n)
b) Afadir x; a X; (n}ueStra bootstrap)

4.2, Calcular el estadistico 8;, para los datos de X}

4.3. Calcular la desviacién estdndar: 0‘1)\ O(X* )

4.4, Calcular el pwote a(Xh) (eb - 6 )/cb

4.5. Afiadir a(Xy) a A(Xy)

5. Calcular los percentiles q(0/2) y q(1-0/2) de A(X )

Calcular el lfmite inferior del intervalo: = 6 + Qg X 5,

7.  Calcular el limite superior del intervalo: Iy = 9 + Qpan X O,

Sl )

o

ALGORITMO 10. Método percentil-t o bootstrap estudentizado.
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Sin embargo, a pesar de la gran precisién de este método, tiene el gran
inconveniente de requerir un estimador estable y consistente de o(F). Una
posibilidad cuando no se posee este estimador, como sefialan Holmes (1990) y
Sdnchez (1990c), es utilizar en el paso 4.3. del Algoritmo 10 el estimador
bootstrap del error estdndar (lo cual requerirfa un doble nivel bootstrap, es decir,
B remuestreos), o el estimador jackknife como solucién intermedia que tiene un
menor coste computacional. Tibshirani (1988b) presenta otra via para mejorar las
estimaciones del procedimiento bootstrap-t, con base a un algoritmo mds
complejo que permitiria encontrar de forma automdtica una transformacién
estabilizadora de la variancia del estimador, y requerirfa menos iteraciones que el
doble nivel bootstrap o jackknife.

De todos modos, Sdnchez (1990c) apunta que en este caso podria subsistir
el problema de la inconsistencia de estos estimadores para algunos casos, y
ademads, este tipo de intervalos no son invariantes frente a cambios de escala, es
decir, que si se construye el intervalo sobre una transformacién de los datos, este
intervalo puede resultar luego incorrecto al aplicar la transformacién inversa.

f.3. Métodos percentil de Efron

Se revisan en este punto los tres métodos desarrollados por Efron en
publicaciones sucesivas, que se encuentran sintetizadas en Efron (1987).

f.3.1. Método percentil

Este método es el que mayor repercusién ha tenido entre los investigadores,
debido en gran medida a su sencillez y a su cardcter intuitivo una vez asumida
la idea basica del bootstrap (Hall, 1988b). El concepto fundamental del método
percentil es simple: los limites inferior y superior del intervalo de confianza /-«
serdn los percer}\tiles 100(1-0/2) y 100(c/2) de la distribucién muestral bootstrap
del estadistico 6.

El algoritmo de cédlculo es el siguiente:
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Definir el estadistico de interés @

Fijar el nivel o para el intervalo de confianza

Fijar el nimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

4,1, Parai = 1 hasta n (tamafio muestral):
a) % = eclemento con posicién en X, = UNIFORM(1,n}
b)  Afiadir x; a X,

4.2. Calcular Gb = 0(Xp)

43. Afiadir 6 a

5. Calcular los percentiles ooy ¥ Qiooa-os2) 98 &

WD e

ALGORITMO 11. Método percentil de Efron.

Este método presenta pues la gran ventaja de que es sencillo de ejecutar No
se requieren férmulas analiticas complejas para estimar el pardmetro 9 de la
distribucién muestral, ni tampoco tablas de valores de probabilidad para los

untos de una distribucién muestral estandarizada. Sélo se requiere calcular los
0, (sobre las 1000 veces), ordenarlos, y recontar por encima y por debajo de los
percentiles definidos.

Efron (1987) justifica la validez de este proced/i\miento si se cumple el
supuesto de que existe una transformacién monétona g(0, X), que no es necesario
conocer, que normalice el pardmetro.

Como sefala este autor, los intervalos que se obtienen por este
procedimiento son invariantes frente a transformaciones monétonas de los datos.
A pesar de su aplicabilidad y sencillez, los intervalos obtenidos sélo son precisos
de primer orden y a menudo resultan muy inexactos y sesgados, especialmente en
muestras pequeiias, debido a la gran importancia de las colas de la distribucién
muestral en este método (DiCiccio, 1986; DiCiccio y Romano, 1988). Para
solucionar estos problemas Efron introduce el método percentil con correccion del
sesgo.

f.3.2. Método percentil con correccion del sesgo
Este método se basa en el método percen/{il expuesto anteriormente, pero
introduciendo una correccién para el sesgo de 6. Generalmente se le denomina

"método BC".
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Como ya se ha indicado, la transformacién monétona g( 6 X ) sobre la que
se basa el método percentil presenta un sesgo de orden 1/\/_ Para correﬁlr este
sesgo, Efron (1982a, 1987), en lugar de suponer que las diferencias 8" - @ y 8-
0 estan centradas en el valor O (es decir, que 6" y 8 son estimadores insesgados
de ) y O, respectivamente), asume que estas diferencias estdn distribuidas
alrededor de una constante, z,T, donde T es la desviacién estindar de la
distribucién respectiva. Esta cantidad z, es una constante de sesgo para la que
debe ajustarse la distribucién bootstrap de 8.

Siguiendo a Efron, para realizar este aJuste s6lo es necesario asumir la
existencia de ciertas transformaciones ¢ = g( ) )y ¢ = g( 0 ), monétonas crecientes
y estabilizadoras de la variancia, cuyas diferencias estén normalmente distribuidas
y centradas en z,T:

A

© -9, -NOD
T

donde T y z, son constantes para todo ¢.

La d1ferenc1a ¢ — ¢ es una cantidad pivote, con la misma distribucién bajo
F( 6 )y P ( 6 ) -ver apartado 2.6.1.f-. Asumiendo la existencia de estas
transformaciones normalizantes (aunque pueden utilizarse otras funciones de
distribucién conocidas; DiCiccio y Romano, 1988), la constante z, serd el
resultado de aplicar la funcién inversa de la func10n de distribucién acumulada
normal para el cuantil correspondiente al valor de 6 en la distribucién bootstrap.
Légicamente, en el caso de que este Gltimo cuantil sea igual a 0.5, lo cual indica
que no hay sesgo, entonces z; = 0.

El método percentil con correccién del sesgo tiene pues como limites ¢/2
y 1-0/2 los percentiles de la distribucién bootstrap correspondientes a los valores
z:

22yt 2y_op

Como puede observarse, si z, = 0, entonces las estimaciones obtenidas por
este método y el método percentil coincidirdn. Al igual que en el caso del método
percentil, no es necesario conocer la transformacién monétona ¢, aunque si se
conociera, entonces el intervalo de confianza construido serfa exacto, y en caso
de no conocerse, se obtiene un intervalo preciso de primer orden (Efron, 1987;
Hall, 1988a, 1988b).
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El procedimiento de célculo del método BCa es el siguiente:

Definir el estadistico de interés 8

Calcular 9, para la muestra original de datos X

Fijar el nivel o para el intervalo de confianza

Fijar el niimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

5.1. Parai= 1 hasta n (tamafio muestral);
a)  x; = elemento con posicion en X, = UNIFORM(1,n)
b)  Afiadir x; 2 Xj

5.2 Calcular 8 = 6(Xy)

5.3. Afiadir 6, a8 .

Hallar p(6,) = pecentil de rango 80 en la distribucién 8"

Hallar z; = zpu’;‘ 0~ N(0,1)

Calcular [ 2(BCy) + z(BCyp) 1 = [225 + 2y » 2% + Zgep

Hallar [ p(z(BCyrp) p(z(BCW,,)gl ~ N(0.1)

0. Hallaren 6‘ (dsitr. bootstrap de 0) el limite inferior del intervalo:

Ly = percg:ntil ( 100 x p( Z(BCin;;)) )
11. Hallar en 6" (dsitr. bootstrap de 8) el limite superior del intervalo:
lyp = percentil ( 100 x p( z(BCm,)) )

iRl o A

=0 N

ALGORITMO 12. Método percentil con correccion del sesgo.

f.3.3. Método percentil con correccién acelerada del sesgo

Este método es introducido por Efron en 1987, con el objeto de generalizar
el método percentil con correccion del sesgo, dado que existen transformaciones
que, como la de Wilson-Hilferty (Schenker, 1985), a pesar de que consiguen
aproximaciones a la normal, no constituyen cantidades pivote porque su
distribucién depende del pardmetro 6.

Al método percentil con correccién acelerada del sesgo se le denomina, de
forma abreviada, "método I/3\Ca". En este caso, la validez se basa en la existencia
de una transformacién g(©, X ) mondtona creciente, pero no necesariamente
estabilizadora de la variancia, y de dos constantes z, y a que satisfacen:

- 53 .



AN
© -9, ~wnvo
T
donde T = 1 + ab.

Como puede observarse, la distribucién depende del valor de la constante
a (denominada "constante de aceleracién”), lo cual implica que q> ¢ no es una
cantidad pivote.

Esta transfoxmacmn tiene por objeto principal ajustar la asimetria de la
dlstnbucmnF ( 6 ) medlante la constante @ basada en esta asimetria, que permite
ajustar los percentiles de F * 0 ) y aumentar de este modo la precisién de la
estimacion de los limites del intervalo de confianza bootstrap.

Los limites de dicho intervalo se obtienen de la misma forma que en el
método BC, aunque en este caso los limites o/2 y 1-0/2 son los valores de los
percentiles de rango 100(0/2) y 100(1-0/2) de la distribucién bootstrap
correspondientes a los valores z :

(2o *+ 2p) (zgp *+ 29)

- a(zy+2,p) 1 - a(zy+z,,)

Como puede observarse, si a = 0, y por tanto no existe asimetria, entonces
los métodos BC y BC, coinciden. Si, ademds, z, = 0, porque no existe sesgo,
entonces estos métodos coincidirdn también con el método percentil.

Al igual que en el caso del método percentil y el método BC, en el método
BC, no es necesario conocer la transformacién monétona ¢, aunque si es
necesario determinar la constante de aceleracién "a"

El principal problema que presenta el método BCa reside en el hecho de que
todavia no se dispone de un procedimiento automdtico de hallar el valor de la
constante @ Unicamente a partir de los datos (DiCiccio y Romano, 1988; Hall,
1988b). Efron (1987) sugiere estimar a, por ejemplo, por funciones basadas en el
coeficiente de asimetria (en el caso del bootstrap paramétrico) o en la funcién de
influencia empirica (en el caso del bootstrap no paramétrico). Frangos y Schucany
(1990) sugieren utilizar una estimacion jackknife de la constante @, aunque este
procedimiento requiere una mayor potencia computacional y no es todavia
automdtico.

Asi pues, los intervalos construidos mediante el método BC, son mds
exactos que los obtenidos mediante los otros dos métodos percentil desarrollados
por Efron, ya que tienen precisién de segundo orden. No obstante, en la prictica
no pueden ser utilizados hasta que no se establezca un método automdtico para
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estimar la constante de aceleracion a. El Algoritmo 13 presenta el procedimiento
de cdlculo del método BC,;:

»

NP S

Lo

10.
11

12.

Definir el estadistico de interés 6

Calcular 8, para la muestra original de datos X

Fijar ¢l nivel o para el intervalo de confianza

Fijar el nimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

5.1, Parai = 1 hasta n (tamafio muestral):
a)  x; = elemento con posicion en X, = UNIFORM(1,n)
b) Aﬁadxr X a Xb

5.2. Calcular 9,, = G(Xb)

5.3. Anadn' 6,, af"

Hallar p(eo) percentil de rango 6 en la distribucién 8

Hallar 2y = 2,4, ~ N(0,1)

Estimar la constante de aceleracion a

Calcular [ z(BCayy) , z(BCa,p)] =

%o * 2y oz %o * Ziapm
b-alzy + zg) L -alz + 24.0n)

B

z *

Hallar [p(z(BCamf)) . p(z(BCas »1 ~ NI

Hallar en 6" (dsitr. bootstrap de 6) el limite inferior del intervalo:
Ly = percentil { 100 % p( z(BCaR‘f)) }

Hallar en 6 (dsitr. bootstrap de 8) el limite superior del intervalo:
Ly = percentil ( 100 x p(z(BCay,,) } )

ALGORITMO 13. Método percentil con correccion acelerada del sesgo.

En sintesis, los procedimientos de construccién de intervalos de confianza
presentados (excepto el método percentil con correccién acelerada del sesgo),
pueden implementarse de forma automdtica y relativamente sencilla para casi
cualquier estadistico calculado a partir de una simple muestra aleatoria (Efron y
Gong, 1983; Tibshirani, 1988a). Bickel y Freedman (1984) y Rao y Wu (1988),
entre otros autores, ilustran diversos usos del bootstrap en situaciones con
muestreos complejos.
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Al final de este capitulo (apartado 2.8), en la Tabla 6, se resumen las
caracteristicas de los diferentes métodos de construccién de intervalos bootstrap
revisados, para facilitar la eleccién del procedimiento mds adecuado en cada caso.

2.6.2. Contraste de hipétesis bootstrap

Desde el enfoque bootstrap, los fundamentos para obtener el grado de
significacién de una prueba de hipétesis son los siguientes. Sea x, una muestra de
datos extraida aleatoriamente de una poblaci6n. Sea x; una muestra bootstrap
extraida aleatoriamente y con reposicién a partir de los datos contenidos en la
muestra original (recuérdese que el supraindice asterisco "*" indica que se trata
de una muestra extraida a partir de x,, y el subindice "b" indica que se trata de
la b muestra extraida de x,). Sea #(x;) el valor de un estadfstico aplicado a la
muestra bootstrap x,. La probabilidad de que #x*) sea mayor o igual a un valor
determinado (4), dada por la distribucién muestral de 1(x"), se describe
formalmente por prob( (x*) = h ). Esta distribucién muestral puede utilizarse de
distintos modos para estimar la distribucién muestral real de #(x).

Una forma directa de obtener el grado de significacién a partir de la
distribucién muestral bootstrap de t(x") es la siguiente. Si t(x,) es el valor
obtenido al aplicar la prueba estadistica en la muestra original de datos, la prueba
de significacién consistird en calcular cudn inusual es #(x,) en relacién a la
distribucién muestral bootstrap de t(x"). Es decir, el grado de significacién de la
prueba estadistica es

prob[ #(x") 2 (x,) ]
y la regla de decisién para rechazar la hip6tesis nula (Hy) es
Rechazar Hyy si prob[ #(x") 2 t(x,) ] € «

siendo a el nivel de significacién establecido "a priori” (habitualmente 0.05).
La principal ventaja que ofrece el remuestreo bootstrap frente al muestreo
Monte Carlo reside en su generalidad. El remuestreo bootstrap puede aplicarse
para cualquier prueba estadistica, aunque no se conozca la distribucién muestral
ni se tenga tampoco informacién sobre la forma y los pardmetros de la poblacién
origen de los datos. Respecto a las pruebas de aleatorizacion aproximadas ofrece
también ventajas, puesto que permite realizar inferencias vdlidas sobre la
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poblacién, si bien este es un punto no falto de controversia (Schenker, 1985;
Hinkley, 1986; Rasmussen, 1987a, 1987b, 1988, 1989; Efron, 1988; Strube, 1988).
En el apartado 2.6.2.f se revisa un método basado en la combinacién de las
pruebas de aleatorizacién aproximadas y el remuestreo bootstrap.

a. Algoritmo general

Se han desarrollado diferentes variaciones de la técnica bootstrap para
evaluar el grado de significacién de una prueba estadistica. El algoritmo general
que subyace en todas ellas corresponde al denominado método directo (Noreen,
1989). Este método es la aplicacién mds intuitiva de la técnica de remuestreo
bootstrap en el contraste de hip6tesis, aunque, también es el procedimiento que
ofrece una menor potencia y validez.

En el paso 5.1. del Algoritmo 14 se aplica la funcién UNIFORM(1,n) para
elegir los elementos de la nueva muestra de datos bootstrap (X;). Este proceso se
realiza mediante extraccion aleatoria con reposicién a partir de la muestra original
X, Cabe sefialar que X; pueden ser varias muestras, dependiendo del tipo de
disefio y el nimero de variables que estén involucradas en la hipétesis nula que
se desee comprobar.

1.  Decidir cuél es la prueba estadistica de interés (8)
2.  Calcular 90 para la muestra de datos originales X,
3,  Inicializar el contador NSIG = 0

4.  Hijar el nimero de B de remuestras a efectuar

5. Parab =1 hasta B:

5.1. Parai =1 hasta n (tamafio de la muestra):
a)  x; = elemento con posicion en X, = UNIFORM(1,n)
b)  Afiadir x; a X,
5.2, Catcular el pSGUdO*CStadetICO Bb para la muestra generada Xp
5.3. Si Gb 2 9 (0, segin el caso Gb < 60)
NSIG = NSIG + 1
6.  Calcular el grado de significacién unilateral: (NSIG+1) 7 (B+1)

ALGORITMO 14. Remuestreo bootstrap: método directo
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Asi, por ejemplo, si se desea comparar las medias de una variable para dos
grupos de sujetos (por ejemplo, dos tratamientos experimentales), deberdn
extraerse aleatoriamente y por separado muestras partir de los datos de cada uno
de los dos grupos de sujetos en la muestra original. En el caso de que la prueba
estadistica se refiera a dos variables cuantitativas en un disefio de medidas
repetidas (por ejemplo, una correlacién lineal, una comparacién de dos medias,
etc.), se extraerdn las muestras bootstrap a partir de los vectores de datos de todos
los sujetos de la muestra original. En el apartado 2.6.2.g. se revisardn con detalle
los aspectos relativos al disefio del remuestreo bootstrap.

Como ya se ha comentado, existen diversas variaciones del algoritmo
general de remuestreo bootstrap con objeto de utilizarlo en el contraste de
hipétesis. El método del desplazamiento (con transformacién pivotal para
aumentar la validez), el método de la aproximacion Normal y el método de la
aleatorizacion bootstrap son las tres principales variantes. A continuacién se
revisan estas tres adaptaciones del método directo que permiten aumentar la
potencia y validez de las pruebas.

Antes de pasar a exponer estos procedimientos, revisaremos los principios
generales o directivas que deben tenerse en cuenta para aplicar el algoritmo
bootstrap en las pruebas de contraste de hip6tesis.

b. Reglas para la aplicacion del contraste de hipotesis bootstrap

A raiz de los polémicos articulos de Wahrendorf, Becher y Brown (1987)
y Becher (1993), Hall y Wilson (1991, 1993) exponen dos reglas fundamentales
que deben guiar la implementacién de una prueba de hip6tesis bootstrap:

«La primera regla dice que debe tenerse cautela para asegurar que incluso
en el caso de que los datos hayan sido extraldos de una poblacién que no
se ajusta a la hipotesis nula (Hy), el remuestreo debe realizarse de modo
que refleje la Hy. La segunda regla sostiene que la prueba de hipétesis
bootstrap deberta utilizar aquellos métodos de los que se conoce su buen
Juncionamiento en el problema estrechamente relacionado de la
construccion de intervalos de confianza. Esto conlleva a menudo utilizar
cantidades pivote, lo cual significa usualmente corregir la escala.» (Hall
y Wilson, 1991 p. 757)
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Siguiendo a estos autores, la primera directriz puede tener un profundo
efecto en la potencia de la prueba, ya que si no se aplica, entonces el resultado
del test bootstrap puede tener una potencia realmente muy baja, incluso en los
casos en que la hip6tesis alternativa mantenga una considerable distancia respecto
a la hipétesis nula. En la préctica, esta regla implica lo siguiente. Supongamos,
por simplicidad, que la hipé6tesis que se desea probar es H,: 6 = 6, en contra de
la hipétesis alternativa bilateral H;: 6 # 6,. Sea 0 el valor de una funcién de la
muestra original X;, ... , X,, que constituye el estimador del pardmetro 6
desconocido, y sean 8}, los valores de 8 calculados en las B muestras Xj, ... , X,,
extraidas aleatoriamente y con reposicién de la muestra original. Siendo 6, el
hipotético valor del pardmetro bajo el supuesto de ﬂue se cumple I,?o la regla
implica que, en lugar de comparar las d1fcrenc1as (8, — 6,) con (8 — 6,), se
deben comparar las diferencias ( Gb -9 ) con (6 — 6, ). De este modo, mcluso
si es cierta la hipétesis alternativa, la distribucién muestral boots/t\rap ( Gb -8 )
serd similar a la verdadera distribucién bajo la hipétesis nula (8 — 6,) en el
sentido de que ambas estardn centradas en el valor 0.

La segunda regla no tiene una influencia directa sobre la potencia, pero si
reduce el error en el nivel de significacién, es decir, la diferencia entre el nivel
de 51gmﬁca010n actual de la prueba bootstrap y el nivel nominal o ﬁJado "a
priori". Esta regla implica que, siendo C un estlmador de la escala de 9 con la
propiedad de que la distribucién de ( 6 - 0p)/ G es virtualmente libre de
desconocidos cuando H), es cierta (por ejemplo, podria ajustarse aproximadamente
a una ley normal N(0,1)), y siendo 8,, el valor de 9 calculado para la b remuestra,
entonces, la dxsmbucmn bootstrap de ( é\b -8 ) /cb serd un buen estimador de la
distribucién de ( 9 0p)/ G bajo H,.

¢. Método del desplazamiento

A vpartir de la primera regla, Noreen (1989) presenta el método del
desplazamiento (shift method), que asume que la distribucién muestral bootstrap
y la distribucién muestral bajo la hip6tesis nula tienen la misma forma, pero
diferente esperanza matemdtica (diferente localizaci6n). Para obtener el grado de
significacién del valor de la prue/t\)a estadistica, la esperanza matemdtica de la
distribucién muestral bootstrap 6° debe corregirse desplazdndola hasta que
coincida con la esperanza matemadtica de la distribucién de 6. De este modo, el
proceso de remuestreo refleja realmente la y permite detectar H, la H,.
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Este método representa, pues, una mejora respecto al método directo en
términos de potencia, si bien todavia se puede conseguir que su actual nivel de
significacién esté mds préximo al nivel nominal & fijado "a priori" (mejorando
de este modo su validez). Esto puede conseguirse aplicando la segunda regla
propuesta por Hall y Wilson, esto es, transformando la escala para conseguir que
el estadistico de contraste sea una cantidad pivote.

1. Decidir cudl es la prueba estadistica de interés 8 y cudl es

la esperanza matemitica ¥ de su distribucién muestral bajo H,

Calcular 9 para ¢l conjunto de datos original X

Inicializar el contador NSIG =0

Fijar el niimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

5.1. Parai = 1 hasta n (tamafio de la muestra):
a) X, = elemento con posicién en X, = UNIFORM(1,n)
b)  Afiadir x, a X;

5.2. Calcular el pseudo-estadistico Qh para la remuestra X5

53. i 6, -8,28, -9 (o, segin el caso &, - §, < 8, - B):
NSIG = NSIG +1

6.  Calcular el grado de significacién unilateral: (NSIG+1) 7 (B+1)

+

IS

ALGORITMO 16. Método del desplazamiento ("shift method")

4 * 3
A T
[ RS-
tixe) et
-+ |

FIGURA 4. Método del desplazamiento de la distribucion muestral bootstrap.
(Adaptada de Noreen, 1989)
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d. Método del desplazamiento con transformacion pivotal

La aplicacién de la segunda regla de Hall y Wilson procede como sigue. La
regla enuncia que el estadistico de contraste O debe ser un pivote. Esto es, su
distribucién muestral, bajo la hip6tesis nula en este caso, debe ser independiente
del pardmetro 6, de la muestra, y de cualquier otro pardmetro desconocido.

Como se ha visto en el apartado 2.6.1.f., por ejemplo, las cantidades pivote
para los pardmetros x y ¢ de una variable normal N(x,;0%) son:

= 1\e 2
x-p - o® = (n-1)s

2
s¥n

n— -~ xi-l

; o

A partir del ejemplo, si los datos son una muestra aleatoria de una poblacién no
normal con media u y variancia o7, entonces el estadistico es asintdticamente
pivotal, es decir, sin reparar en u, ¢, o la distribucién poblacional actual, la
distribucién del estadistico pivote aproxima N(0,l) a medida que aumenta #,
consecuencia directa del teorema central del limite. Siguiendo el ejemplo,
(55—}1)/\/; no serfa pivotal ya que su distribucién asintética es N(0,0%).

Como demuestran Babu y Singh (1984), Abramovitch y Singh (1985) y Hall
y Wilson (1991, 1993), la aplicacién del remuestreo bootstrap para estadfsticos
pivote tiene mejores propiedades asintéticas, y la velocidad de convergencia del
nivel de significacién actual hacia el nivel de significacién nominal es méds rapida
cuando se remuestrea este tipo de estadisticos.

El Algoritmo 17 es una modificacién del Algoritmo 16 incluyendo el uso de
un estadfstico pivote.

A continuacién se presentan dos métodos propuestos por Noreen (1989), que
permiten obtener buenos resultados de la aplicacién del bootstrap para obtener el
grado de significacién de una prueba de hipétesis, y cuya aplicacion es automdtica
(no es necesario, por ejemplo, conocer el estadistico pivote) si se cumplen los
supuestos: el método de la aproximacién normal y el método de la aleatorizacién
bootstrap.
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1. Decidir cudl es la prueba estadfstica de interés 8 y cudl es

la esperanza mateménca ¥ de su distribucién muestral bajo H,

Calcular 9 y oo para el conjunto de datos original X,

Inicializar el contador NSIG = 0

Fijar el niimero B de remuestras a efectuar

Para b = 1 hasta B:

5.1. Para i = 1 hasta n {tamafio de la muestra):
a)  x; = ¢lemento con posicion en X, = UNIFORM(1,n)
b)  Afadir x; 2 X}

5.2. Calcular el estadfstico 9,& ¥ O para X4

5.3. Sx(Bb-6 y/o, 2 (8, ~ 15)14:50 (6 < segiin el caso);
NSIG = NSIG + 1

6.  Calcular el grado de significacién unilateral: (NSIG+1) / (B+1)

.

oA 0

ALGORITMO 17. Mérodo del desplazamiento
con transformacion pivotal.

e. Método de la aproximaciéon Normal

Noreen (1989) seiiala que si la muestra de datos es suficientemente grande,
y se aceptan los supuestos de que la distribucién muestral de un estadistico de
contraste bajo H, sigue una ley normal y que su desviacioén estdndar ¢ puede
. . . * . o .
aproximarse por la desviacién estdndar ¢ de la distribucién muestral bootstrap
(ver apartado 2.6.1.e.), puede aplicarse la siguiente regla:

Rechazar Hy si prob[z2z,] <«
donde:

=(eo_."‘)/0f

El algoritmo para implementar este método es el siguiente:
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1. Decidir cudl es la prueba estadistica de interés 0 y cudl es la
esperanza matemética 8 de su distribucién muestral Hy
2. Calcular 8, para el conjunto de datos original X
3.  Fijar el nimero B de rémuestras a efectuar
4. Parab =1 hasta B:
4.1. Parai = 1 hasta n (tamafio de la muestra):
a)  x; = elemento con posicién en X, = UNIFORM(1,n)
b)  Afadir x; a X
4.2. Calcular el pseudo-estadistico é; para la muestra generada X,
4.3. Afadir 8} a 6" (distribucién muestral bootstrap de 6)

5. Calcular la desviacion estdndar ¢~ de ©° (distr. muestral bootstrap)
6. Calcularz, = (6, ~9)/c"
7. Hallar el grado de significacién unilateral: p(z 2 zy) ~ N(0,1}

ALGORITMO 18. Método de la aproximacion Normal.

f. Método de la aleatorizacion bootstrap

Noreen (1989) y Holmes (1990), describen este método como una
combinacién de las pruebas de aleatorizacién y el remuestreo bootstrap. La
aplicacién de este método permite ampliar el alcance de las conclusiones de las
pruebas de aleatorizacién. Como se ha revisado en el apartado 2.3., en las pruebas
de aleatorizacién no se realiza ningin supuesto sobre el hecho de que las
observaciones sean una muestra aleatoria de alguna poblacién, por lo que no
pueden realizarse inferencias formales sobre la poblacién a partir de los resultados
de estas pruebas. Por el contrario, el supuesto que subyace en el remuestreo
bootstrap es que los datos son una muestra extraida aleatoriamente de alguna
poblacién y, por tanto, aplicando el remuestreo bootstrap se pueden realizar
inferencias sobre la poblacién. La combinacién de ambas técnicas debe permitir,
entonces, contrastar la hipétesis nula de que, por ejemplo, dos variables son
independientes en la poblacién origen.

El algoritmo de la aleatorizacién bootstrap es similar al de una prueba de
aleatorizacién aproximada. Sin embargo, en lugar de permutar los valores de una
variable (o grupo de variables) respecto a otra(s), se extraen muestras bootstrap
para una o todas las variables. Si una variable (o grupo de variables) es controlada
(variable independiente), entonces las muestras bootstrap se extraen a partir de
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la(s) otra(s) variable(s) (por ejemplo, prueba t, ANOVA, etc.). Si ambas variables
(o grupos de variables) no son controladas (por ejemplo, correlacién), entonces
las muestras bootstrap se extraen a partir de cada una de las dos variables (o
grupos de variables) de forma independiente. En este caso, la independencia de
la extraccién de muestras bootstrap constituye la premisa principal que debe
tomarse en consideracion.

Noreen (1989) destaca que al aplicar el método de la aleatorizacién
bootstrap, ademds de la hipétesis de independencia entre variables en la
poblacién, se estd probando también otro supuesto: que las distribuciones
marginales de las variables en la muestra aproximan satisfactoriamente las de las
variables en la poblacién. Por tanto, la prueba de aleatorizacién bootstrap serd
védlida para contrastar la hipétesis conjunta de que los datos son una muestra
aleatoria de una poblaciébn en la cual las variables son estocdsticamente
independientes, y de que las distribuciones marginales de las variables en la
muestra aproximan satisfactoriamente las distribuciones marginales de las
variables en la poblacién.

Decidir cuél es la prueba estadfstica de interés (8)
Calcular 60 para el conjunto de datos original X,
Inicializar el contador NSIG = 0
Fijar el niimero B de remuestras a efectuar
Para b = 1 hasta B:
5.1. Para cada variable j que interviene en Hy:
a) Parai = 1 hasta n (tamaifio de la muestra):
a.l. x; = elemento con posicién en
X, = UNIFORM(1,n)

a2. Afiadir x; a X N
5.2. CalACuIar el pscudo-estadxsnco Ob para la muestra generada X,
53. Sif. 20, (o, segin el caso O <B,): NSIG = NSIG + 1
6.  Calcular el grado de significacion unilateral: (NSIG+1) / (B+1)

i o o ol

ALGORITMO 19. Método de la aleatorizacion bootstrap.
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g. Eleccion del esquema de remuestreo bootstrap

Se revisan en este apartado las consideraciones previas a la aplicacién de
un disefio de remuestreo bootstrap. Los tres aspectos fundamentales a tener en
cuenta antes de iniciar el procedimiento de remuestreo son los siguientes
(Lunneborg, 1987):

» (Cudl es la unidad de muestreo segin la hip6tesis nula planteada, los
valores observados o los errores asociados a cada uno de estos valores?.

Se trata de reproducir en las muestras bootstrap los mismos supuestos
que se asumen para los datos de la muestra original.

Wu (1986) y Doss y Chiang (1994) utilizan las denominaciones
"método libre del modelo" (model-free method) y "método basado en el
modelo" (model-based method) para identificar estos dos tipos de
remuestreo. Estos autores también realizan andlisis comparativos de la
aplicacién de estos dos métodos en situaciones complejas, aunque sin llegar
a establecer reglas generales que permitan decidir de forma automadtica cudl
de ellos hay que aplicar en cada caso.

« (Cudl es el miimero de poblaciones que han sido muestreadas?.

La respuesta a esta pregunta puede depender de la respuesta a la
pregunta anterior. El remuestreo bootstrap deberd llevarse a cabo de forma
independiente para los datos de cada una de las poblaciones muestreadas.

Asf, por ejemplo, en un disefio factorial de andlisis de la variancia con
grupos independientes, el remuestreo bootstrap se realiza de forma
independiente para cada submuestra de observaciones asociadas a cada nivel
de los factores (o interaccién de factores), puesto que cada uno de ellos
representa una poblacién distinta.

Si, por el contrario, el disefio factorial es de medidas repetidas, el
remuestreo se aplica sobre todo el conjunto de vectores fila de datos.

 ¢;La hip6tesis es univariante o multivariante?.

El remuestreo bootstrap no deshace nunca la unidad de muestreo vy,
consecuentemente, en el caso de que la hip6tesis incluya varias variables
dependientes, entonces la unidad de remuestreo serd el vector de valores Y;
para cada caso.
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Por ejemplo, en un ANOVA unifactorial con un disefio de grupos
independientes, cada observacidn se conceptualiza como un componente de media
de grupo mds un componente de error para cada sujeto:

Yi =W + &;

El componente media es fijo, determinado por la asignacién al grupo de
tratamiento, mientras que el componente error se asume que es aleatorio y
normalmente distribuido con variancia igual en cada grupo.

El supuesto de normalidad no interviene en el remuestreo bootstrap. El
supuesto de homogeneidad de variancias en el remuestreo bootstrap es mis
flexible ya que puede afrontarse de dos formas (Lunneborg, 1987): suponiendo
que realmente existe homogeneidad o suponiendo que los grupos son heterogéneos
en cuanto a sus variancias.

En el caso de que se suponga homogeneidad, el remuestreo se realizard a
partir de una 1inica muestra (poblacién) compuesta por los errores de los n sujetos
de la muestra original (g;) -conceptualizando cada error como la distancia respecto
a la media del grupo al cual pertenece cada sujeto-. Si por el contrario, se supone
heterogeneidad de variancias, el remuestreo se realizard a partir de k& muestras
compuestas por los errores de los n, sujetos de cada uno de los £ grupos.

La tdnica excepcién a las reglas mencionadas, concretamente a las dos
primeras, se produce al aplicar el método de aleatorizacién bootstrap revisado en
el apartado anterior. Este método se rige por las reglas expuestas en el apartado
2.3.3. para la aplicacién de las permutaciones en las pruebas de aleatorizacién.
Esto es asf, debido a que el principio de generacion de la distribucién que refleja
la hipétesis nula de independencia entre variables se basa en el mismo
procedimiento, es decir, en "mezclar" los datos de una(s) variable(s) respecto a
la(s) otra(s) variable(s).

La diferencia entre las pruebas de aleatorizacién y el método de la
aleatorizacién bootstrap, estriba inicamente en que en las primeras la poblacién
estd formada por todas las posibles permutaciones de una variable respecto a la
otra, mientras que en el método de la aleatorizacién bootstrap, la poblacién estd
constituida por todas las posibles mezclas por remuestreo bootstrap
independientemente para cada variable.

Asf, por ejemplo, para hallar el grado de significacién de la correlacién
entre dos variables, el procedimiento de aleatorizacién bootstrap consistird en
extraer cada vez dos muestras bootstrap, una para la primera variable y otra para
la segunda variable, y emparejar luego los valores de cada una de ellas atendiendo
para ello al orden en que fueron extraidos c.iichos valores de la muestra original.
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2.7. CRITERIOS COMPARATIVOS Y DE SELECCION DE LA TECNICA
MAS ADECUADA

Después de haber revisado los fundamentos de las principales técnicas
estadisticas de remuestreo aplicadas a la estimacion de pardmetros y al contraste
de hipétesis, quedan todavia diversas cuestiones por abordar. ;Cudndo deberia
aplicarse una técnica de remuestreo en lugar de una técnica cldsica?. En caso de
optar por la aplicacién de una técnica de remuestreo, ;cudles son los criterios para
decidir cudl es la més adecuada?. Las dos cuestiones planteadas son, en realidad,
una sola, puesto que las técnicas de remuestreo y las técnicas cldsicas no son
opuestas, sino complementarias.

Las caracteristicas de las distintas técnicas bootstrap revisadas para construir
intervalos de confianza se resumen en la Tabla 6.

En la Tabla 7 se resumen los siguientes aspectos que intervienen en la
eleccién de la técnica mds adecuada para aplicar en las pruebas de hipétesis:

« Cuidl es la naturaleza exacta de la hipGtesis nula que se desea comprobar.
Cudl es el proceso de cdlculo de la significacién estadistica en el que se
basa cada técnica.

Cudles son las ventajas que ofrece cada técnica respecto a las otras (o en
qué situaciones es méis adecuada).

Cudles son los inconvenientes y los problemas en la aplicacién de cada una
de las técnicas (por ejemplo, incumplimiento de supuestos).

.

L 3
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La Figura 4 ilustra el proceso de seleccién de la técnica mds adecuada para
obtener el grado de significacién en una prueba de hipétesis, atendiendo a los
cuatro aspectos mencionados anteriormente.

Como puede observarse, la primera distincién se basa en el tipo de hipétesis
nula que se desea comprobar. Si se desea comprobar la relacién entre variables,
sin realizar inferencias a la poblacién origen de los datos, entonces la prueba miés
adecuada es la de aleatorizacion.

Si por el contrario, la hipétesis nula se plantea en términos de si la muestra
puede provenir de una poblacién determinada, entonces debe plantearse una nueva
cuestién: ;se conoce la forma y los pardmetros que definen la distribucién de la
hipé6tesis nula en la poblacién?.

En caso de que no sea asi, las técnicas de remuestreo bootstrap son las mds
adecuadas para obtener el grado de significacién de la prueba estadistica.

En el caso de que sf se conozca la forma de la distribucién y los pardmetros
poblacionales, y existan tablas de la distribucién de probabilidad muestral,
entonces no existen técnicas mas adecuadas que las paramétricas convencionales.

Por dltimo, en el caso de que no haya sido derivada analiticamente la
distribucién muestral del estadistico de contraste para la poblacién definida puede
aplicarse el muestreo Monte Carlo.
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FIGURA 4. Seleccidn de la prueba o técnica mds adecuada para la obtencién
de la significacion en el contraste de hipdtesis. (Adaptada de Noreen, 1989).
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2.8. AUMENTO DE LA EFICIENCIA DE LA SIMULACION

De los apartados anteriores se desprende que las técnicas de remuestreo
ofrecen soluciones para la estimacién estadistica en general, incluso en aquellas
situaciones en las que no se poseen modelos paramétricos de referencia, aunque,
como indican Davison, Hinkley y Schechtman (1986), estos procedimientos de
simulacién no estdn desprovistos de error y, por tanto, requieren todavia que se
investiguen nuevos métodos para aumentar la eficiencia y la validez de las
estimaciones, controlando las fuentes de error que introducen estas técnicas.

La primera fuente de error que se produce en los procedimientos de
remuestreo se deriva del hecho de que el estimador 6" obtenido no aproxima con
precision el verdadero valor 0, debido a que la funcién de distribucién empirica
no aproxima precisamente la distribucién real (F° # F). Los distintos
refinamientos en la construccién de los intervalos de confianza (Efron, 1990;
DiCiccio, 1992; DiCiccio y Efron, 1992; Shi, 1992), el uso de cantidades pivote
(Hall y Wilson, 1991), y la correcta eleccién del esquema de remuestreo (Wu,
1986; Doss y Chang, 1994), constituyen ejemplos de procedimientos o estrategias
para reducir este tipo de error.

La segunda fuente de error proviene de la propia simulacién Monte Carlo,
dado que los estimadores se obtienen mediante un nimero finito de remuestreos.
Este tipo de error requiere soluciones a nivel de algoritmos mds eficientes, es
decir, que ofrezcan resultados més precisos (con menor variabilidad). Se trata de
aumentar la velocidad de la convergencia estocdstica sin tener que aumentar para
ello el nimero de iteraciones (remuestreos) del algoritmo Monte Carlo, dado que
el aumento del nimero de iteraciones constituye una solucién "lenta", en el
sentido que la precisién aumenta, generalmente, en un factor de 1/\/; (Naylor et
al., 1982) -en esta linea, si deseamos, por ejemplo, que el error aleatorio se
reduzca a la mitad, es necesario cuadruplicar el tamafio n de la muestra-.

El uso de las técnicas cldsicas de reduccién de la variancia (también
denominadas Monte Carlo swindles), como el "muestreo de importancia”
(Therneau, 1983; Johns, 1988; Hinkley y Shi, 1989; Do y Hall, 1991), o las
variables antitéticas, que pueden dividir por dos el nimero de iteraciones
necesarias (Hall, 1989a, 1989b; Do, 1992), y el uso de esquemas de remuestreo
mds sofisticados, como el "remuestreo balanceado" (Davison, Hinkley vy
Schechtmann, 1986; Graham, Hinkley, Jhon y Shi, 1987; Gleason, 1988; Do,
1992), o la "simulacién acelerada" (Ogbonwman y Wynn, 1986), que aceleran la
convergencia de " hacia 0, constituyen las principales vias para controlar el error
Monte Carlo. Utilizando una analogia, el uso de estos métodos en la simulacién
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juega el mismo papel que el control de variables de confusién en los disefios de
investigacién.

Como seflala Sdnchez (1990b), en la préctica es dificil separar las dos

fuentes de error descritas, y los métodos sefialados a menudo las reducen de
forma simultinea.

En el siguiente capitulo se presenta el uso del esquema de remuestreo
balanceado aplicado en el instrumento informdtico que se desarrolla en la tesis.
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2.9. YALIDEZ

Segiin el enfoque de la teorfa estadistica del contraste de hipétesis, una
prueba es vdlida si la probabilidad de rechazar la hipétesis nula (H,) cuando ésta
es cierta, no es superior al nivel de significacién o fijado "a priori". Asi, una
prueba de hip6tesis es exactamente vdlida cuando la probabilidad de rechazar
incorrectamente la Hj, es exactamente igual al valor a fijado para la prueba.

Muchos estadfsticos tedricos han demostrado la validez de las diferentes
técnicas de remuestreo para evaluar el grado de significacién de una prueba de
contraste de hipétesis (Hoeffding, 1952; Box y Andersen, 1955; Dwass, 1957;
Edgnington, 1969, 1980; Foutz, 1980, 1981). Noreen (1989) seiiala que la
demostracién mds general es la propuesta por Foutz (1980, 1981), puesto que, a
diferencia de otros autores, no realiza supuestos sobre propiedades asintéticas y
resuelve la posible presencia de empates en los valores de la prueba estadistica
mediante el empleo de una variable aleatoria auxiliar para deshacerlos. Ademds,
esta demostracién es general en el sentido de que demuestra la validez de todas
las técnicas derivadas del muestreo Monte Carlo (como las pruebas de
aleatorizacién y las técnicas de remuestreo bootstrap).

Noreen (1989) amplia esta demostracién para €l caso de que no se emplee
ninguna variable para deshacer los posibles empates. Siguiendo a Noreen, la
demostracién de la validez de las técnicas estadisticas de remuestreo se
desarrollaria de acuerdo con los pasos que se exponen a continuacion.

Sea t(X,) un estadistico funcién de una matriz de datos X,. Sean t(X,),
t(X5,), ... » t(Xnspv) 1os resultados de esta funcién para las NSIM matrices de datos
generadas a partir de la matriz original X,,. Si se ordenan los valores de t(X,) del
siguiente modo:

(X)) 2 t(Xy) 2 ... 2 tXysim)
puede definirse:
NSIG = mdx[ k | t(X,) 2 t(Xy) parak =0, ... , NSIM ]
La hipétesis nula (Hy) es rechazada al nivel « si:

(NSIG+1)/(NSIM+1) £ «
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La posibilidad de empates entre los diferentes t(X;) dificulta la
comprobacién de que:

prob[ (NSIG+ 1) /(NSIM+1)] £ o

Para eliminar estos empates, se generan NSIM+1 variables aleatorias
auxiliares &, &, ... , Eygiy Uniformemente distribuidas en un intervalo (-3, +9),
tal que & < min[|«(X)) - t(Xj)I > 0]. Seguidamente se transforman los resultados
de las pruebas estadisticas sumando a cada valor t(X;) el correspondiente valor
aleatorio g;:

v'X) =tX) +¢g parai=0,..,NSIM

De esta forma quedan eliminados los posibles empates, y los t’(X;) ahora
aparecen ordenados del siguiente modo:

'X) > (X)) > . > Xy

El valor transformado del estadistico para los datos originales t’(X) estard
comprendido en uno de los NSIM+1 intervalos:

(_°°’ t,(XNSIM)]y ees g (t,(X2), t’(Xl)]’ (t,(Xl)’ °°)

Bajo Hy, el valor observado para t’(X,) es una muestra de tamafio 1 de una
distribucién i.i.d. a la distribucién de t’(X). Puede deducirse entonces, que la
probabilidad de que t’(X;) esté comprendido en uno de los intervalos
anteriormente especificados es 1/(NSIM+1). La variable aleatoria NSI’ queda
ahora definida por:

NSIG’ = méx[ k | (X)) 2 '(X,) parak =0, ..., NSIM ]

0, NSIG’ es el nimero de intervalos antes descritos que estdn comprendidos en
el intervalo [t’(X(), *). Es decir, NSIG’ puede ser cualquier valor entero
comprendido entre 0 y NSIM, y cada uno de esos valores enteros tienen igual
probabilidad bajo Hy. Por tanto, dado un nivel «, si se selecciona NSIM de tal
modo que o(NSIM+1) sea un entero, entonces:

prob[ (NSIG+1) € o(NSIM+1) ] = o(NSIM+1) / (NSIM+1) = o
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[®N

prob[ (NSIG+1) / (NSIM+)sa ] = «o

lo cual demuestra que si se selecciona un NSIM tal que a(NSIM+1) sea un
entero, y si se lleva a cabo la aleatorizacion auxiliar para asegurar que no haya
empates, entonces el grado de significacién (NSIG+1)/(NSIM+1) es exactamente
vélido. Es decir, la probabilidad de rechazar la hipétesis nula Hy cuando ésta es
cierta es exactamente igual al nivel de rechazo « fijado para la prueba.

Si se establece NSIM = 100k~-1, siendo k cualquier niimero entero positivo,
se satisfard la condicién de que o NSIM+1) sea un entero. Por ejemplo, NSIM=99
6 199 6 999 satisfacen la condicién para o = 0.01, 0.05 y 0.10.

Si no se hace uso de una variable aleatoria para eliminar empates, el grado
de significacién (NSIG+1)/(NSIM+1) no serd necesariamente exactamente vélido,
pero puede asegurase que no superard en ningin caso el nivel de rechazo « fijado
para la prueba.

El efecto de afiadir una variable aleatoria auxiliar provoca dos tipos de
desempates cuando t(X;) = t(Xp): aquellos en que t(X;) pasa a ser mayor que t(X,)
y, aquellos en que t(X;) pasa a ser menor que t(X;). Dado que NSIG es igual al
nimero de t(X;) 2 t(X,), al calcular NSIG’, los casos en que (X)) = t(X,) pasa a
ser t(X,) < t(X,) dan como resultado que NSIG’ siempre sea superior a NSIG. Por
tanto:

prob[(NSIG+1)/(NSIM+1)<a] < prob[(NSIG’+1)/(NSIM+1)<cr] = o
En conclusién, puede decirse que las técnicas estadisticas de remuestreo

aplicadas al contraste de hipdtesis, que se basan en el cociente
(NSIG+1)/(NSIM+1) para calcular el grado de significacién, son vilidas.
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2.10. POTENCIA

Con objeto de estudiar la potencia de las técnicas de remuestreo para el
contraste de hipétesis, se han llevado a cabo muchas investigaciones en las que
se han comparado los resultados obtenidos por estos procedimientos con los
obtenidos al aplicar las pruebas paramétricas convencionales. En estos estudios
se evalua cudl es el procedimiento mds potente atendiendo al criterio de mdxima
potencia (optimalidad) de Neyman-Pearson. Es decir, se considera mds potente
aquella prueba que, fijado un nivel o, es capaz de rechazar la hipétesis nula (Hy)
un mayor nimero de veces cuando ésta es realmente falsa (en el apartado 2.2.2
se ha revisado la aplicacién del muestreo Monte Carlo para investigar la potencia
de las pruebas de hipétesis).

Los datos de estas investigaciones sobre potencia parecen indicar sin lugar
a dudas que no existe pérdida de potencia cuando un procedimiento de remuestreo
es utilizado en lugar de una prueba paramétrica convencional (Hoeffding, 1952;
Kempthorne y Doerfler, 1969; Edgington, 1969a, 1980; Noreen, 1989; Romano,
1989).

Hope (1968) y Noreen (1989), entre otros, ofrecen demostraciones de que
la potencia, para un determinado nivel o, es una funcién incremental del nimero
de muestras simuladas que se generan. En otras palabras, cuanto mayor sea el
nimero de permutaciones aleatorias en una prueba de aleatorizacién, o mayor el
ndmero de muestras simuladas a partir de los datos en un remuestreo bootstrap,
o a partir del modelo poblacional en un muestreo Monte Carlo, mayor serd la
potencia de la prueba estadistica. Otros autores, como Hall y Wilson (1991) -
véase apartado 2.6.2.b-, presentan reglas especificas para aumentar la potencia a
nivel del propio procedimiento.
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3

CONSTRUCCION DE UN INSTRUMENTO
INFORMATICO PARA APLICAR

LOS METODOS MONTE CARLO:

EL TooLBOX MONTECARLO

«Fisher was able to provide a statistical
theory that took full advantage of the
computational facilities of the 1920’s. The
goal now is to do the same for the 1980°s.»

Persi Diaconis y Bradley Efron, 1983

El contenido de lo expuesto en el capl’t\ulo anterior permite determinar cudles
son los principales procedimientos y algoritmos que intervienen en las técnicas
de remuestreo. El objetivo de este capitulo es el andlisis, disefio y desarrollo de
una herramienta informadtica, de cardcter universal, que constituya un laboratorio
de investigacidn estadistica con base en el muestreo Monte Carlo y en las técnicas
de remuestreo que de €l se derivan.

En primer lugar, se realiza un andlisis de los aspectos que deben caracterizar
el instrumento informdtico, asf como los aspectos logisticos y de infraestructura
que se requieren para su elaboracién. Seguidamente, se revisan los diferentes
sistemas informdticos que actualmente existen en el entorno de los ordenadores
personales, y que permiten programar o utilizar las técnicas estadisticas de
remuestreo; esta revisién estd encaminada a la eleccién de la plataforma de
programacién mds adecuada para la construccién de la herramienta final.
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Por iltimo, se diseflan y desarrollan los médulos necesarios para
implementar las técnicas de muestreo Monte Carlo y de remuestreo estadistico
expuestas en el capitulo anterior, presentdndose la sintaxis de los mandatos
creados, asf como diversos algoritmos que ilustran su facilidad de uso.

El producto final pretende abarcar el conjunto de herramientas para llevar
a cabo los experimentos bdsicos de muestreo Monte Carlo y para aplicar de un
modo estandarizado las técnicas de aleatorizacién y las técnicas bootstrap
revisadas en el capitulo anterior.

- 80 -



3.1. ANALISIS DE REQUERIMIENTOS

Antes de iniciar el desarrollo de un instrumento informaético es preciso
especificar claramente cudles son las caracterfsticas que deberd poseer. Este
andlisis permitird guiar el estudio de la viabilidad del proyecto, estableciendo un
marco preciso para evaluar y comparar las diferentes plataformas existentes en la
actualidad, con el objetivo de decidir cudl de ellas es Ia mds adecuada para
implementar la herramienta final (Hawryskiewycz, 1990; Bell et al., 1992).

La primera consideracién importante que se plantea al analizar las
caracteristicas adecuadas para un entorno de simulacién estadistica es, sin duda,
si dicho entorno debe consistir en un sistema totalmente abierto, en el que el
usuario puede ir escribiendo los mandatos en un lenguaje de programacién
especfifico, o bien, si el entorno debe ser cerrado, ofreciendo las distintas opciones
a través de la seleccién de comandos de mends y cuadros de didlogo.

La flexibilidad inherente a los sistemas basados en lenguajes de
programacién parece ser un argumento de peso para abogar por este tipo de
entorno. Ademds, mediante el uso un lenguaje de programacion, el investigador
tiene pleno control sobre todos los factores que intervienen en el proceso de
simulacién. En este sentido, tampoco puede olvidarse que el uso de un lenguaje
algoritmico es uno de los aspectos mds relevantes de la aplicacién diddctica de
la tecnologfa de simulacién Monte Carlo en la ensefianza de la estadfstica
(Travers, 1981; Clements, 1986; Zimmerman y Shavilk, 1987; Holmes, 1990;
Khamis, 1991). En este dmbito, la caracteristica interactiva del lenguaje es un
factor importante (Norusis, 1980; Moahmoud y Davidson, 1985; Rosebery y
Rubin, 1990), por lo que son preferibles los lenguajes que funcionan en modo
intérprete.

Por otro lado, la facilidad de uso de los sistemas guiados por menis es una
caracteristica deseable en cualquier herramienta informdtica aunque ello implica,
generalmente, una menor libertad en el momento de especificar las caracterfsticas
de las tareas a realizar, dado que s6lo pueden manipularse aquellos pardmetros
que han previsto los analistas del sistema.

La solucién idénea puede ser un entorno que aglutine los aspectos positivos
tanto de los lenguajes de programacién como de los programas cerrados. Esto se
puede conseguir con los actuales lenguajes de programacién de alto nivel que
funcionan en modo interactivo. Algunos de estos sistemas estdn disefiados de
forma que el usuario puede definir nuevos mandatos, ampliando el lenguaje a su
conveniencia, y ademds, este lenguaje puede incorporar las funciones necesarias
para la creacién de programas completos que funcionen de forma independiente
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bajo el entorno intérprete, con lo que se pueden programar aplicaciones completas
para realizar familias de experimentos especificos.

Uno de los aspectos de los lenguajes intérprete que tradicionalmente han
recibido mds criticas es su lentitud respecto a los lenguajes compilados (Bishop,
1991). Esta critica no tiene sentido actualmente, dado que la mayor parte de
sistemas aparecidos en los dos dltimos afios realizan una pre-compilacién de los
grupos de mandatos que se ejecutan, lo cual tan sélo supone un pequeiia demora
en el momento de iniciar la ejecucién (en realidad, esta tarea se realiza en menos
tiempo del que habitualmente se necesita para realizar un proceso completo de
compilacién y enlace -linkage- de un programa ejecutable en cualquier lenguaje
de programacién). ‘

El verdadero problema de los lenguajes intérprete estriba, en realidad, en el
hecho de que acostumbran a ser de propésito general, mostrandose poco eficaces
para tareas que requieran rutinas altamente especificas, como sucede en la
simulaci6n estadistica. Por este motivo, el lenguaje debe estar disefiado para el
andlisis numérico, o bien poseer suficientes funciones de bajo nivel especializadas
para este uso.

Por ltimo, el entorno debe proporcionar funciones para la visualizacién
gréfica del progreso de los procesos de simulacién y de sus resultados, aspecto
de especial relevancia en la aplicacién didédctica de estas técnicas (Gentleman,
1977, Bland, 1984; Goodman, 1986; Gordon y Hunt, 1986).

En sintesis, las principales caracteristicas que deberfa cumplir la herramienta
informdtica m4s adecuada para implementar las técnicas de muestreo Monte Carlo
son, en nuestra opinién, las siguientes:

» Debe tratarse de un lenguaje de programacién y no de un programa cerrado.
+ El lenguaje debe funcionar en modo intérprete (interactivo).

» El lenguaje debe estar disefiado de forma especifica para el andlisis
numérico (o debe proveer las funciones de bajo nivel necesarias para ello).

+ El lenguaje debe ser ampliable mediante la definicién de nuevos mandatos.

+ El lenguaje debe proporcionar las funciones necesarias para construir sub-
programas que funcionen de forma independiente en el entorno.

+ El lenguaje debe incorporar los mandatos y funciones para la visualizacién
gréfica (a ser posible, el propio entorno de trabajo deberfa ser gréfico).

-82-



3.2. ESTUDIO DE LA VIABILIDAD
3.2.1. Plataformas existentes para el entorno PC

En general, 1a implementacién de las técnicas de remuestreo se lleva a cabo
mediante el desarrollo de programas escritos en uno de los lenguajes de
programacién estindar, como FORTRAN, PASCAL, C o BASIC, entre otros
(Fishman, 1978; Gordon, 1980; Ripley, 1987; Bratley et al, 1987; Lewis y Orav,
1989). Los lenguajes de programacién ofrecen la ventaja de ser muy adaptables
y amplios permitiendo, a su vez, resolver cualquier problema de simulacién
estadistica.

El esfuerzo y la cantidad de tiempo requeridos para construir los programas
es bastante elevado (Naylor et al., 1982; Thisted, 1988; Kleignen y Groenendaal,
1992), incluso tomando rutinas estdndar de las librerfas mas conocidas como
NAG, IMSL o Numerical Recipes (Press et al., 1989). Cualquier programa que
se construya debe ser revisado y probado con mucha atencién antes de poder
asegurar que los resultados que ofrece son correctos. Ademds, una vez escrito y
revisado un programa, su alcance acostumbra a ser muy limitado, dado que
generalmente se construye para resolver un problema propio de una investigacién
en particular.

Se han desarrollado algunos lenguajes de programacién especializados para
la construccién de programas de simulacién estadistica, como DATASIM
(Bradley, 1988, 1989), GAUSS (1992), Resampling Stats (Simon y Bruce, 1991a,
1991b, 1992), SIMSTAT (Péladeau y Lacouture, 1993), StatLab (Hodges et al.,
1975; Farnum, 1991), etc. Estos lenguajes reducen el tiempo de desarrollo a una
fraccién del necesario con lenguajes de propdsito general. A pesar de ello, su uso
no se ha generalizado debido, en parte, a que son sistemas cerrados que no poseen
la flexibilidad y potencia de los lenguajes estdndar, si bien estdn provistos de un
gran nimero de funciones especificas para construir algoritmos de simulacién
estadfstica.

Como ya se ha comentado, los lenguajes de programacién no son la tdnica
plataforma elegida por los investigadores para llevar a cabo sus experimentos de
simulacién. Entre las plataformas alternativas a los lenguajes de programacion,
pueden destacarse las siguientes:

 Los paquetes de andlisis estadistico, como True Epistat (Goldstein, 1988),
SAS, BMDP, MINITAB, SPSS, SYSTAT, etc.

)
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« Las hojas de cdlculo, como Excel, Lotus 1-2-3, Quattro-Pro, etc. (Lee y
Soper, 1985, 1986; Coe, 1989; Hewett, 1988; Stent y McAlevey, 1991;
Collier, 1992; Wood, 1992; Willeman, 1994), y las hojas de cdlculo
adaptadas para el an4lisis y programacién estadistica, como PREDICT (Coe,
1991) y SpreadStat (Roos, 1988).

« Los programas disefiados especificamente para realizar inferencias
estadisticas con base en técnicas de remuestreo, como los desarrollados por
Lunneborg (1987, 1988) y Edgington y Khuller (1992), el programa BOJA
(Boomsma, 1990; Boomsma y Molenaar, 1991), PITMAN (Dallal, 1988),
RANOVA, TESTR y TTESTS (Koslov y Enright, 1985), RT (Manly, 1991),
etc.

Goldstein (1990), realiza un andlisis comparativo de algunos de estos
programas.

3.2.2. MATLAB como plataforma para simulacién en estadistica

Después de revisar la mayor parte de los sistemas mencionados, se ha
escogido MATLAB (1992a, 1992b), en su versién 4.2, como plataforma de
desarrollo. MATLAB cumple la totalidad de los requisitos enunciados en el
apartado anterior, y permite realizar cualquier experimento de simulacién Monte
Carlo con precisién y eficacia. Se trata de un completo lenguaje de programacion
que funciona en modo intérprete (interactivo).

MATLAB estd disefiado especificamente para el andlisis y visualizacién
numérica, € incorpora un gran nimero de funciones matemadticas. El aspecto
fundamental de MATLAB es el manejo de matrices de datos (su nombre es el
acrénimo de "matrix laboratory"). En este sentido, una de las caracteristicas mds
sobresalientes de MATLAB es su capacidad para dimensionar de forma dindmica
las matrices de datos, 1o cual permite trabajar de forma sencilla y rdpida con estas
estructuras. Por otra parte, el hecho de funcionar bajo el entorno MS-Windows,
y de poseer un gran nimero de funciones de bajo y alto nivel para el control
gréfico, lo hacen idéneo para un entorno de investigacién.

Respecto a los otros lenguajes examinados (C, FORTRAN, DATASIM,
GAUSS, PASCAL, Resampling Stats, SIMSTAT, SAS, SPSS y SYSTAT),
MATLAB ofrece la ventaja de requerir unos conocimientos minimos de
programacion y de ser totalmente abierto, admitiendo la extensién sin limite del
lenguaje base mediante la definicién de nuevos mandatos, que pueden ser
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utilizados del mismo modo que los originales, de forma totalmente transparente.
Esto permite, por ejemplo, crear un entorno de alto nivel especifico para llevar
a cabo los experimentos de simulacién Monte Carlo.

Por otro lado, aunque MATLAB es una plataforma de programacién
completa, posee un potente sistema de extensién que permite utilizar rutinas y
programas escritos en lenguaje C y FORTRAN, ya sea para aprovechar las
inversiones realizadas en estos lenguajes, o bien para aumentar la velocidad de
ejecucién de procesos repetitivos clave de un experimento de simulacién. Este
sistema, denominado external interface (MATLAB, 1993a), es compatible con las
versiones mds conocidas de los dos lenguajes mencionados.

A través del extenal interface pueden utilizarse, pues, las rutinas estdndar
de librerfas como NAG, IMSL o Numerical Recipes, que se convierten en
archivos MEX que MATLAB maneja como funciones o mandatos propios. Estos
archivos MEX pueden ser de tipo REX (Relocatable Executable), que utiliza
codigo de 32 bits al igual que MATLAB, o de tipo DLL (Dinamic Link Library),
que maneja cédigo de 16 bits en el formato estdndar de MS-Windows,
permitiendo el acceso a todos los recursos de este sistema operativo (impresoras,
tarjetas de expansién, protocolos de comunicacién, etc.).

El external interface de MATLAB incluye también el protocolo de
intercambio dindmico de datos DDE estandar en MS-Windows, a través del cual
se puede establecer ficilmente una "conversacién" (transmisién y recepcién de
datos) con cualquier aplicacién de funcione bajo este sistema operativo como, por
ejemplo, paquetes estadisticos y hojas de cdlculo. En esta situacién, MATLAB
puede actuar como cliente, iniciando la conversacién, o como servidor,
proporcionando respuesta a las solicitudes de otros programas.

a. Desarrollo de cajas de herramientas (Toolboxes)

Los investigadores pueden implementar los mandatos que consideren
oportunos para realizar un experimento concreto, y estos mandatos pueden
utilizarse de nuevo en futuras investigaciones, ya sea directamente, o aumentando
su alcance mediante reparametrizaciéon. En este sentido, MATLAB es un
verdadero repositorio en el que se van acumulando algoritmos a medida que se
utiliza.

Las estructuras que MATLAB incorpora para la ampliacién de su lenguaje
son las denominadas "cajas de herramientas" (toolboxes en terminologia
MATLAB). En realidad se trata simplemente de directorios que contienen
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archivos de macros, funciones o programas completos, que una vez creados
MATLARB reconoce automdticamente.

Las 4reas para las que ya existen toolboxes especificos son, entre otras, el
andlisis de series temporales, el disefio de sistemas de control, la simulacién del
funcionamiento de redes neuronales, la simulacién de sistemas dindmicos
(denominado SIMULINK, y que se distribuye actualmente junto con MATLAB),
el andlisis estadistico descriptivo y las distribuciones de probabilidad (mediante
el toolbox Statistics; Bradley, 1993). Existen varias publicaciones, como la de
Stark y Woods (1994), que recogen las aplicaciones de MATLAB en diferentes
disciplinas cientificas. The MathWorks (1994) edita periédicamente un resumen
de estas publicaciones.

El objetivo del presente trabajo se concreta, pues, en el andlisis y desarrollo
de un nuevo toolbox, denominado MonteCarlo, que contenga los mandatos
necesarios para la aplicacién del muestreo Monte Carlo, y de las técnicas de
remuestreo estadistico descritas en el capitulo 2. Con el diseiio de este toolbox se
pretende que MATLAB se convierta en un laboratorio de estadistica con base en
este tipo de técnicas. En el apartado 3.3. se describen los médulos que conforman
el toolbox y su funcionamiento.

b. Elementos de programacion

En este apartado se describen, de forma sucinta, las principales
caracteristicas de MATLAB como lenguaje de programacién. El objetivo de esta
exposicién es ofrecer una visién panordmica que permita entender la sintaxis y
facilite la lectura de los algoritmos de simulacién Monte Carlo que se presentan
posteriormente. Por otro lado, los conceptos que aqui se presentan constituyen la
seleccion minima de mandatos MATLAB, que junto con los mandatos
implementados en el toolbox MonteCarlo conforman el cuerpo bdsico de
instrucciones necesarias para construir los algoritmos de simulacién estadistica.

b.1. Manejo de matrices

MATLAB trabaja esencialmente con un unico tipo de objeto, una matriz
numérica rectangular, de forma tal que todas las operaciones y mandatos permiten
indicar las operaciones matriciales de forma andloga a como se escriben en papel.
Como ya se ha indicado antes, las matrices no requieren un dimensionado previo,
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lo cual permite resolver muchos problemas numéricos en una fraccién del tiempo
necesario para escribir un programa en un lenguaje como FORTRAN, BASIC, o
C (Jones, 1993). A continuacién se indica brevemente la forma de operar con las
matrices.

La forma habitual de crear una matriz consiste en escribir su nombre, el
operador de asignacién "igual" (=), y la lista de valores (o recuperar esta lista
desde un fichero externo) separando las columnas mediante una coma o un
espacio en blanco, y las filas mediante un punto y coma. Ejemplo:

12
X=[12;34;56] = X=[3 4]
56

Para referenciar los elementos de una matriz deben indicarse sus indices
entre paréntesis, a continuacién del nombre de la matriz. Ejemplo:

X(22) = 4

Para expresar una submatriz se utiliza el nombre de la matriz indicando entre
paréntesis las listas de fndices de fila y de columna separados por una coma. Estas
listas se escriben con la expresién ini : fin, o bien dos puntos (;) para simbolizar
los indices de toda la fila o la columna. Ejemplo:

X(2:3,:) = [gg]

Para eliminar un elemento (o una submatriz), debe realizarse la siguiente
asignacion nula. Ejemplo:

X(2,:)=[1 = X=[§%]

Por ultimo, para afiadir nuevos elementos a una matriz basta con realizar la
asignacién, indicando la lista de indices de fila y columna. La matriz se
redimensiona automiticamente. Ejemplo:

12
X(3,:)=[78] = x{s 6]
78
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MATLAB distingue dos tipos de operaciones aritméticas: las definidas por
las reglas del algebra lineal y las operaciones matemdticas que se realizan
individualmente, elemento a elemento. Para indicar una operacién elemento a
elemento, debe escribirse un punto (.) antes del operador aritmético. La siguiente
tabla resume los operadores aritméticos basicos:

TABLA 8. Operadores aritméticos

OPERADOR SIGNIFICADO
A+B Adicién
A-B Sustraccion

A*B 6 A*B Multiplicacién
A/B 6 AJ/B Divisién
AAB 6 AAB Potencia

A’ 6 AY Transposicién

Finalmente, MATLAB contiene una completa librerfa con méds de 400
funciones, que permiten realizar operaciones légicas, matemdticas (bdsicas y
especializadas), de ordenacidén, de representacién grdfica (en dos y tres
dimensiones), etc.

b.2. Bifurcacién condicional

Para indicar una bifurcacién condicional MATLAB posee el mandato IF,
cuya sintaxis es la siguiente:

IF condicion_1
mandatos

ELSEIF condicién_2
mandatos

[ ELSEIF condicién_3
mandatos ...]

ELSE
mandatos

END
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Pueden utilizarse los siguientes operadores 16gicos y relacionales:

TABLA 9. Operadores légicos y relacionales.

OPERADOR SIGNIFICADO

& Y

Operadores | o
logicos
& ~ No

< Inferior

<= Inferior o igual
Operadores > Superior
relacionales >= Superior o igual

== Igual

~= Distinto

b.3. Estructuras de repeticion

Las dos estructuras de repeticién que pueden utilizarse en MATLAB son los
bucles FOR y WHILE. La sintaxis de la iteracién FOR es la siguiente:

FORi=1:n,
mandatos que requieren ejecucion iterativa

END

Para indicar un incremento (o decremento) determinado, debe indicarse un valor
numérico positivo (o negativo) del siguiente modo:

FOR i = 1:incremento:n,
mandatos que requieren ejecucion reiterada

END

Por su parte, la sintaxis de la estructura WHILE es la siguiente:
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WHILE condicién
mandatos que requieren ejecucion reiterada
mientras se cumple la condicion indicada
END

Para finalizar la ejecucién reiterada antes de que se cumpla la condicién de
salida, debe utilizarse el mandato BREAK (generalmente dentro de una
bifurcacién condicional):

FORi=1:n,
mandatos que requieren ejecucion reiterada
IF condicién_salida/
BREAK
END
END

c¢. Cuadros de didlogo para representar familias de experimentos

Ademds de las estructuras de programacion bdsicas expuestas en el apartado
anterior, MATLAB contiene un conjunto de funciones y mandatos que permiten
crear aplicaciones completas que funcionen con el interface de usuario grifico
(GUI) caracteristico de MS-Windows, con base en mends y cuadros de didlogos
(MATLAB, 1993b).

Para el disefio de los cuadros de didlogo pueden utilizarse los principales
tipos de controles existentes en MS-Windows: botones de comando, casillas de
verificaci6n, botones de opcidn, listas de opciones, recuadros de texto y barras de
desplazamiento y de seleccion.

Este tipo de funciones tienen un gran interés para el toolbox MonteCarlo,
dado que permiten definir cuadros de didlogo que encierren familias concretas de
experimentos Monte Carlo. En el apartado 3.3.6. se ilustran las posibilidades de
este enfoque, a través de la presentacién del programa DMUESTRAL, que
permite estudiar la distribucién muestral de un estimador manipulando diferentes
aspectos, como la funcién de distribucién de probabilidad de la poblacién, el
nimero de muestras aleatorias que se generan y el tamafio de las muestras. Los
cambios en los pardmetros se ven reflejados al instante en el histograma que
muestra la forma de la distribucién muestral.
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3.3. ESPECIFICACION Y DISENO DE MODULOS:
EL TOOLBOX MONTECARLO

En este apartado se analizan y describen los diferentes mddulos que
conforman la “caja de herramientas" MonteCarlo para llevar a cabo experimentos
de muestreo Monte Carlo. El andlisis de los mandatos programados se realiza a
partir de los algoritmos y procedimientos expuestos en el capitulo 2 y de la
revision de las instrucciones que incorporan los lenguajes de programaciéon
especificos para simulacién como DATASIM (Bradley, 1988, 1989), GAUSS
(1992), Resampling Stats (Simon y Bruce, 1991a, 1991b, 1992), SIMSTAT
(Péladeau y Lacouture, 1993) y StatLab (Hodges et al., 1975; Farnum, 1991).

La exposicién de cada médulo se realiza a dos niveles: (1) presentacién de
un algoritmo creado a partir de los mandatos bdsicos de MonteCarlo, que ilustra
el proceso de resolucién del problema y, (2) presentacién del macro-mandato (que
en este trabajo denominaremos "algoritmo encapsulado") que resuelve el problema
mediante una tnica instruccién parametrizada.

En la dltima seccién de este apartado se presentard el tercer nivel de
actuacién previsto en MonteCarlo, correspondiente a los subprogramas (cuadros
de didlogo en terminologia MS-Windows) que encierran las distintas familias de
experimentos Monte Carlo.

La Figura 5 muestra un organigrama de los mdédulos del roolbox
MonteCarlo, asi como la conexiéon de MATLAB con otras herramientas
informdticas utilizadas para simulaci6n.

3.3.1. Muestreo aleatorio

Los algoritmos que se construyen para llevar a cabo un experimento de
muestreo Monte Carlo se inician con la especificacién del mecanismo de
generacién de las nuevas muestras. Este mecanismo generador puede ser la
definicién teérica de una(s) distribucién(es) de probabilidad con pardmetros
conocidos, o bien una muestra de datos observados. En este segundo caso, se
deberd decidir si el remuestreo (nétese que utilizamos este término cuando el
mecanismo generador es la propia muestra de datos original) se realiza sin o con

reposicion.
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Por tanto, el toolbox MonteCarlo debe proveer tres mandatos distintos para
realizar el muestreo: (1) el mandato DISTRND, que permite generar muestras de
datos aleatorios con distribuciones de densidad de probabilidad conocidas, (2) el
mandato RANDOMIZE, que genera una muestra de datos mediante la
permutacién aleatoria de los datos de la muestra original (remuestreo sin
reposicién) y, (3) el mandato RESAMPLE, que genera una nueva muestra de
datos escogidos de forma aleatoria y con reposicién a partir de la muestra
original. Por otro lado, MonteCarlo también permite inicializar la semilla de los
generadores de nimeros aleatorios con el mandato SEED, con la finalidad de
poder replicar exactamente los experimentos realizados.

a. Muestreo aleatorio a partir de una distribucion de probabilidad conocida

El mandato DISTRND genera muestras de datos mediante la especificacién
del tipo de distribucién de densidad de probabilidad de la variable y sus
pardmetros. Ademds, como ultimo argumento, debe indicarse el tamaifio de la
muestra. Por ejemplo, la sintaxis para generar una muestra de 30 datos
distribuidos aleatoriamente segiin una ley normal con media 100 y desviacién
estdndar 15 es la siguiente:

DISTRND( ’Normal’, 100, 15, 30 )

Se han creado también los mandatos DISTCDF, DISTPDF y DISTINV, que
permiten obtener la probabilidad acumulada, la densidad de probabilidad, y la
inversa de la distribucién acumulada, respectivamente. La sintaxis de los
mandatos DISTCDF, DISTPDF y DISTINV es la siguiente:

DISTCDF( ’Distribucion’, valor, parl, par2, par3)
DISTPDF( ’Distribucién’, valor, parl, par2, par3 )
DISTINV( ’Distribucién’, probabilidad, parl, par2, par3 )

La Tabla 10 muestra las etiquetas y los pardmetros que se deben especificar
para cada una de las funciones de distribucién implementadas actualmente en

estos mandatos.
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TABLA 10. Funciones de distribucién de probabilidad implementadas
en los mandatos DISTRND, DISTCDF, DISTPDF y DISTINV.

DISTRIBUCION ETIQUETA ] PARAM. 1 PARAM. 2 PARAM. 3
Beta ! "beta’ A T
Binomial 1 ’binomial’ | n® de ensayos | probabilidad |-------e-=m--aem-
i chi2’ gl
Exponencial ™ "exp’ lambda
Fl ' glt v R F—
Gamma 2 'gamma’ A S (S
Geométrica ! 'geom’ | probabilidad
Hipergeométrica ) ‘hiperg’ tamaf.io n? ftem c?n n? muestras
poblacién caracterfstica | extrafdas
Normal P! 'normal’ media desviacion |
estdndar
Poisson ! *poisson’ lambda
T iy gl
Uniforme continua ¥ *unic’ mfnimo MAKIMO  femrmmmemmmmmmcaee
Uniforme discreta™ *unid’ minimo MEXIMO  |-mmomemmmmmmmeee
Weibull 1 *weibull’ A - S (O

U1 Devroye (1986).

21 Cody (1975) y Devroye (1986).

B3] Forsythe, Malcom y Moler (1977).

] park y Miller (1988).
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b. Remuestreo aleatorio sin reposicién

El mandato RANDOMIZE genera una nueva muestra aleatoria de
datos mediante remuestreo sin reposicion (por permutacidén) a partir de los
datos de la muestra original.

La sintaxis completa del mandato RANDOMIZE es la siguiente:

RANDOMIZE(X [, nPerm [, n] ])

El dnico argumento obligatorio que debe indicarse es el nombre del
vector o matriz que contiene los datos originales. Si el argumento es un
vector columna, la permutacién se realiza a nivel de las filas (casos); si el
argumento es una matriz (o un vector fila), la permutacion se realiza a nivel
de las columnas (variables) de cada vector fila, a no ser que se indique el
valor I en el segundo argumento (que es opcional), en cuyo caso, la
permutacidén se realizard a nivel de los vectores fila de la matriz indicada
en el argumento 1. Como tercer argumento puede indicarse el tamafio de la
nueva muestra (si se omite este argumento, se genera una muestra con el
mismo tamafio que la muestra original).

La tabla siguiente muestra los posibles resultados de RANDOMIZE:

TABLA 11. Posibles resultados del mandato RANDOMIZE.

MANDATO MATRIZ DE ENTRADA RESULTADO
1 2
RANDOMIZE(X) | x =] 2 R =|3
3 1
RANDOMIZE(X) | X =[123] R=[231]
[1 5] (51
RANDOMIZE(X) | X =[2 6 R=[26
137 |7 3 |
[1 5] (2 6 |
RANDOMIZE(X,1)| X =|2 6 R=[37
(37 (15 |




¢. Remuestreo aleatorio con reposicion

El mandato RESAMPLE genera una nueva muestra de datos mediante
remuestreo aleatorio con reposicién a partir de los datos de la muestra
original.

La sintaxis completa del mandato RESAMPLE es la siguiente:

RESAMPLE( X [, nRes [, n] ])

El Gnico argumento obligatorio que debe indicarse es el nombre del
vector 0 matriz que contiene los datos originales. Si el argumento es un
vector columna, el remuestreo se realiza a nivel de las filas (casos); si el
argumento es una matriz (o un vector fila), el remuestreo se realiza a nivel
de las columnas (variables) de cada vector fila, a no ser que se indique el
valor 1 en el segundo argumento (que es opcional), en cuyo caso, el
remuestreo se realizard a nivel de los vectores fila de la matriz indicada en
el argumento 1. Como tercer argumento puede indicarse el tamafio de la
nueva muestra (si se omite este argumento, s€ genera una muestra con el
mismo tamafio que la muestra original).

La tabla siguiente muestra los posibles resultados de RESAMPLE:

TABLA 12. Posibles resultados del mandato RESAMPLE

MANDATO MATRIZ DE ENTRADA RESULTADO
1 2
RESAMPLE( X ) X =|2 R =| 3
3 2
RESAMPLE(X) | X =[123] R=[232]
(1 5] (1 5]
RESAMPLE( X ) X =26 R=(22
13 7, (7 3
(1 5] (2 6 |
RESAMPLE(X,1) | X =|2 6 R=|37
(3 7 |2 6 |
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d. Inicializacion de la semilla para los generadores de niimeros aleatorios

La semilla de los generadores de niimeros aleatorios, al igual que los
algoritmos concretos que utilizan estos generadores deben indicarse siempre
en las publicaciones para poder replicar correctamente los experimentos. El
mandato SEED permite inicializar la semilla de todos los generadores de
secuencias de nimeros aleatorios que maneja MonteCarlo. La sintaxis es la
siguiente:

SEED( n®_entero_positivo )

3.3.2. Mandatos para construir algoritmos Monte Carlo

En este apartado se describen los mandatos de MonteCarlo que, junto
con los mandatos de (re)muestreo expuestos en el apartado anterior y los
mandatos propios de MATLAB para manejar matrices (y realizar cdlculos
sobre ellas), estructuras de repeticién y bifurcaciones condicionales,
completan el juego de instrucciones bdsicas para construir algoritmos que
permitan llevar a cabo los experimentos Monte Carlo. Por motivos
pricticos, s6lo se describird la finalidad y la sintaxis de los mandatos; en los
apartados siguientes se ilustrard su utilizacion en los algoritmos de
construccion de intervalos de confianza y de contraste de hipétesis.

a. Recuentos y significacion estadistica

Los mandatos COUNT y SIGRES permiten efectuar recuentos y
obtener el grado de significacién en las pruebas de contraste de hipétesis.
La sintaxis del mandato COUNT es la siguiente:

COUNT( X, min [;max] )

El primer argumento es el vector o matriz sobre el que se desea realizar el
recuento. El segundo y tercer argumentos indican el rango de valores a
contar. El corchete "[ 1" indica que el tercer argumento es opcional. Si no
se indica el argumento mdx, entonces se recontardn soélo los valores iguales
a min. Se pueden utilizar los valores —inf y +inf para indicar los valores
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minimo y mdximo, recontdndose en este caso los valores inferiores o
iguales o superiores o iguales a min o mdx, respectivamente.

El mandato SIGRES permite obtener el grado de significacién en las
pruebas de contraste de hipdtesis por (re)muestreo Monte Carlo. La sintaxis
es la siguiente:

SIGRES( X, valor, direccién )

donde X es el vector que habitualmente contiene los resultados de la
aplicacién del estadistico de contraste en cada una de las muestras
simuladas, valor es el valor del estadistico en la muestra de datos original,
y direccion es el tipo de hipdtesis alternativa que se desea obtener
(unilateral superior o inferior, o bilateral). El argumento direccion permite
indicar tres valores distintos: I para recontar los valores superiores o
iguales, —1 para recontar los valores inferiores o iguales, o 0 para recontar
los valores superiores o iguales en valor absoluto. Una vez realizado el
recuento, SIGRES aplica el siguiente célculo:

(NSI+1)/(NSIM + 1)

donde NSI es el nimero de valores que cumplen la condicién especificada
en el argumento direccién, y NSIM el niimero total de valores en el vector
especificado como primer argumento. Como se puede observar, tanto el
numerador como el denominador se incrementan en 1 para incluir el valor
del estadistico en la muestra original.

b. Recodificacion de valores

El mandato RECODE permite cambiar unos valores por otros. La
sintaxis de este mandato es la siguiente:

RECODE( X, nuevo_valor, min [, max] )

El primer argumento es el vector o matriz sobre el que se desea realizar el
recuento. El segundo argumento es €l nuevo valor por el que se desea
reemplazar los valores que se encuentren entre min y mdx (ambos
incluidos). Si no se indica el argumento mdx, entonces s6lo se cambiardn
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los valores iguales a min. Se pueden utilizar los valores —inf y +inf para
indicar los valores minimo y maéximo, recodificindose en este caso los
valores inferiores o iguales o superiores o iguales a min o mdx,
respectivamente.

c. Obtencién de rangos de ordenacién

Los mandatos RANKS y TAGSORT devuelven las posiciones de los
valores ordenados. La diferencia entre estos dos mandatos estriba en el
hecho de que RANKS devuelve un vector con las posiciones que ocuparian
los valores del vector original si fueran ordenados, mientras que TAGSORT
ordena los valores y devuelve un vector con las posiciones originales de los
valores en el vector original. La ordenacién se realiza siempre de forma
ascendente, y los empates se resuelven por interpolacién lineal simple en el
mandato RANKS. El unico argumento que debe indicarse en ambos casos
es el nombre del vector de valores X.

La tabla siguiente ilustra el resultado de ambos mandatos:

TABLA 13. Posibles resultados de los mandatos RANKS y TAGSORT.

MANDATO MATRIZ DE ENTRADA RESULTADO
8 [ 4
RANKS( X ) X = g R=|2%
6 | | 25
KN [ 3
TAGSORT(X) | X =|$ R=|%
| 6 | |1

d. Evaluacién de series y repeticiones

Los mandatos DUPLICATES y RUNS devuelven el niimero de
repeticiones de valores no consecutivas o consecutivas (series),
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respectivamente:

DUPLICATES( X [, min [, max]] )
RUNS( X [, min [, max]] )

El primer argumento es el vector o matriz sobre el que se desea
realizar el recuento. El segundo y tercer argumentos permiten indicar la
longitud minima y méxima de las repeticiones. Si no se indica el argumento
mdx, entonces se recontard sélo el niimero de repeticiones iguales a min. Se
pueden utilizar los valores —inf 'y +inf para indicar los valores minimo y
mdximo, recontdndose en este caso los valores con nimero de repeticiones
inferiores o iguales o superiores o iguales a min o mdx, respectivamente,

La tabla siguiente ilustra el resultado de ambos mandatos:

TABLA 14. Posibles resultados de los mandatos DUPLICATES y RUNS.

MANDATO MATRIZ DE ENTRADA RESULTADO
8
6
DUPLICATES( X, 2, +inf) | X = g R =2
8
b 8 -
8
6
RUNS( X, 2, +inf) X = g R =1
8
- 8 —

e. Borrado de valores

MATLAB permite eliminar un elemento (o un vector) de una matriz
igualando su valor a "[ ]" (que indica el valor nulo). MonteCarlo incluye los
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mandatos DEDUP y WEED, que permiten borrar grupos de vectores fila
de una matriz. El mandato DEDUP borra las filas que contengan valores
duplicados, mientras que el mandato WEED borra las filas que contengan
algiin valor dentro de un rango especificado.

La sintaxis de estos mandatos es:

DEDUP( X))
WEED( X, min [,méax] )

donde X es el vector o matriz del cual se desea borrar sus elementos, y el
segundo y tercer argumentos indican el rango de valores a eliminar (ambos
inclusive). Si no se indica el argumento mdx, entonces se eliminarin sélo
las filas con algin valor igual a min. Se pueden utilizar los valores —inf'y
+inf para indicar los valores min y mdx, borrdndose en este caso los valores
inferiores o iguales o superiores o iguales a min o mdx, respectivamente.

3.3.3. Indices estadisticos y graficos

MATLAB contiene los mandatos correspondientes a los graficos e
indices estadisticos bdsicos. MonteCarlo completa estos mandatos
afiadiendo, ademds, los graficos e indices estadisticos descriptivos propios
del andlisis exploratorio de datos (EDA):

TABLA 15. Mandatos para grdficos estadisticos.

MANDATO INDICE ESTADISTICO ORIGEN

BAR( X [, aPos] ) Gréfico de barras Matlab
BOXPLOT(X [, ...]) Gréfico de caja Statistics
HIST( X, [, aPos] ) Histograma Matlab
NORMPLOT( X ) Normal probability plot Statistics
PLOT(X [, Y, [, char]]) Grdfico lineal 2-D Matlab
PLOT3( X, Y, Z [, char} ) Gréfico en 3-D Matlab
QQPLOT( X, Y [, vprct] ) Quantile-quantile plot Statistics
STAIRS( X [, aPos] ) Griéfico de escalera Matlab
STEMLEAF( X [, nR ...1) Diagrama de tallo y hojas MonteCarlo
TUKEYDISP( X ) Diagrama de Tukey MonteCarlo
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TABLA 16. Mandatos para indices estadisticos.

MANDATO INDICE ESTADISTICO ORIGEN
CORR(X [, YD) Coef. de correlacién r de Pearson MonteCarlo
COV(XIL YD) Covariancia MonteCarlo
FSPREAD( X)) Rango intercuartil basado en cuartos | MonteCarlo
GEOMEAN( X)) Media geométrica Statistics
HARMMEAN( X ) Media harménica Statistics
IQR( X)) Rango intercuartil Statistics
KURTOSIS( X) Apuntamiento MonteCarlo
MAD( X)) Media de las desviaciones absolutas Statistics
MANDREWS( X [, c]) M-estimador de loc. de Andrews MonteCarlo
MEAN(X) Media aritmética Matlab
MEDIAN( X) Mediana Matlab
MHAMPEL(X [, A, B, C]) M-estimador de loc. de Hampel MonteCarlo
MHUBER( X [, c]) M-estimador de loc. de Huber MonteCarlo
MODE( X) Moda MonteCarlo
MTUKEY( X [, c}) Me-estimador de loc. de Tukey MonteCarlo
NPRCTILE({( X, valor) Percentil correspondiente a un valor | MonteCarlo
ODD( X, min {, m4x] ) QOdd MonteCarlo
PRCTILE( X, valor ) Percentil Statistics
PROP( X, mfn [, méx] ) Proporcién MonteCarlo
RANGE( X) Rango Statistics
RMAD( X)) Mediana de las desv. absolutas MonteCarlo
RVARCOEF( X)) Coeficiente de variacién robusto MonteCarlo
SEMEDIAN( X)) Error estdndar de 1a mediana MonteCarlo
SKEWNESS( X)) Asimetria MonteCarlo
STD( X)) Desviacién estdndar Matlab
TRIMEAN( X ) Trimedia MonteCarlo
TRIMMEAN( X, % ) Media recortada Statistics
VAR( X)) Variancia Statistics
VARCOEF( X ) Coeficiente de variacién MonteCarlo
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3.3.4. Intervalos de confianza

Como se ha expuesto en el capitulo 2, una de las principales
aplicaciones de las técnicas de remuestreo es la estimacién por intervalo de
pardmetros poblacionales. A continuacién se exponen los algoritmos y
mandatos implementados en el toolbox MonteCarlo para realizar dichas
estimaciones. Se han programado los mandatos que permiten obtener los
intervalos de confianza cldsicos y los intervalos de confianza bootstrap.
Ademds, en estos tltimos, se han implementado diferentes algoritmos, todos
ellos revisados en el capitulo anterior, que permiten aumentar la precision
y la eficiencia de las estimaciones: la estimacién del error estindar del
estadistico mediante un doble nivel bootstrap o jackknife, y el remuestreo
balanceado.

a. Intervalos de confianza cldsicos

Los intervalos de confianza cldsicos implementados en MonteCarlo
son los siguientes:

TABLA 17. Mandatos para estimacion por intervalo cldsicos.

MANDATO DESCRIPCION

ICMEAN( X, o/2) IC de una media (con base en la distribucién t)

ICMEDIAN( X, o/2) | IC de una mediana (con base en la distribucién t)

ICPROP( prop, n, &/2) | IC de una proporcién (con base en distribucién F)

ICVAR( X, 0/2) IC de una variancia (con base en la distribucién %?)

b. Intervalos de confianza bootstrap
Se han programado cuatro macro-mandatos en MonteCarlo que

realizan la estimacién bootstrap de los limites de un intervalo de confianza,
segiin los métodos percentil-t, percentil, percentil con correccién del sesgo
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(BC) y percentil con correccion acelerada del sesgo (BCa). Estos mandatos
permiten, por otro lado, visualizar grificamente el proceso constructivo de
la distribucién muestral del estadistico durante el proceso de remuestreo, asi
como la variacién que se produce en los limites del intervalo de confianza.

La tabla siguiente presenta los nombres y sintaxis de estos mandatos:

TABLA 18. Mandatos para estimacion por intervalo bootstrap.

MANDATO DESCRIPCION

ICBT( X, B, 0/2, *Estadistico’
[, xEE, nBalance, nDib, nHist, nTpo] )

IC bootstrap: método percentil-t

ICBP( X, B, 0/2, ’Estadistico’
[, nBalance, nDib, nHist, nTpo] )

IC bootstrap: método percentil

ICBBC( X, B, o/2, ’Estadistico’
[, nBalance, nDib, nHist, nTpo] )

IC bootstrap: método BC

ICBBCA( X, B, ¢/2, ’Estadistico’
[, a, nBalance, nDib, nHist, nTpo] )

IC bootstrap: método BCa

Los argumentos de estos mandatos indican lo siguiente:

X

B

'Estadistico’

[ /2]

Es el nombre del vector columna o matriz que contiene los
datos observados en la muestra.

Es el nimero de remuestreos a realizar.

Es el nombre de la funcién que calcula el estadistico. Se
puede utilizar cualquiera de los indices estadisticos
presentados en el apartado anterior, o los estadisticos de
contraste que se detallan mds adelante. El nombre de la
funcidn se debe escribir entre comillas simples (’ °), utilizando
el cardcter ventana (#) para representar la matriz de datos
sobre la cual se desea realizar los cdlculos. Ejemplos:
‘mean(#)’, ’corr(#)’, ’ttestg(#, 0.05)’, *mhampel(#, 1.7, 3.4,
8.5)°, etc.

Es la precisién unilateral del intervalo.
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[ XxEE ] Indica el tipo de estimacidn del error estdndar que se desea,
pudiéndose especificar una férmula de cdlculo, un entero
positivo que especifique el nimero de remuestreos a realizar
para obtener la estimacién bootstrap del error estandar (lo
cual representa un doble nivel bootstrap), 6 —1 en el caso de
que se desee utilizar la estimacién jackknife del error estdndar
para cada una de las remuestras.

[ nBalance ] El valor 0 indica que se realizard un remuestreo simple. El
valor I indica que se aplicard el algoritmo de muestreo
balanceado propuesto por Gleason (1988).

[ nDib ] Especifica cada cudntos remuestreos se desea actualizar el
histograma que ilustra la construccién de la distribucién
muestral bootstrap, asi como los valores de la estimacién por
intervalo. Indicando el valor —/ se suprime la visualizacién
grafica y sélo se muestra el resultado final.

[ nHist ] Indica el mimero de intervalos de clase para el eje de abcisas
del histograma. Por defecto se realizan 50 intervalos de clase.

[ nTpo ] El valor I especifica que se vaya mostrando el tiempo
transcurrido en el proceso de obtencién del intervalo.

Las Figura 6 muestra el aspecto de la ventana que aparece en pantalla
durante la ejecucién de estos mandatos, concretamente en el caso del
intervalo de confianza bootstrap por el método percentil para el coeficiente
de correlacién:

ICBP( X, 5000, 0.025, ’corr( #)’, 1, 100, 99, 1)

Con esta ventana se ilustra de forma progresiva la evolucién de los
remuestreos, la construccién del histograma de la distribucién muestral
bootstrap, el valor del estadistico y el tamafio de la muestra original, la
estimacién puntual y por intervalo, el sesgo del estimador, y el tipo de
remuestreo que se utiliza.

En los siguientes apartados se presentan los algoritmos
correspondientes a cada uno de estos procedimientos. Estos algoritmos estén
escritos utilizando los mandatos MonteCarlo y MATLAB descritos hasta el
momento.
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Tiempo Wranscunido: 8 seqg. Remuestia 192 de 5000
- B T L St St S e

06
IC 95%: 0.3602 - 0.9543
Valor muestral: 0.7764 Estimador: 0.7413
Tamafio muestral: 159 Sexgo: -0.03504

0
02

Remuestreo con seposicion balanceado

WMétadn percent

_ Tiempo tanscunido: 447 seg. Remuestra 5000 de 5000

e o g — v N

44 ¥ 1 08
IC 95%: 0.4637 - 0.9627

VYalor muestial 0.7764 Estimador: 0.7701
Tamafio muestial: 15 Sezqgo: -D.00625

Remuestreo con reposicidn balanceado

FIGURA 6. Ventanas de los mandatos IC bootstrap.
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b.1. Método percentil-t

El algoritmo para obtener los limites del intervalo de confianza por el
método percentil-t, por ejemplo, del parimetro media es el siguiente:

mo = mean( Xo );

stdo = std( Xo );

forb=1:B,
Rb = resample( Xo );

. Xb = (mean(Rb) mo ) / std( Rb );

en

prc = pretile( Xb, (2.5, 97.5] );
[mo-(prc(2}*stdo), mo—(pre(1)*stdo) ]

h1st( Xb .* stdo + meano )

FIGURA 7. Intervalo de confianza bootstrap: método percentil-t

b.1.1. Estimacion bootstrap del error estdndar

Cuando no se posee un estimador estable y consistente del error
estdndar del estadistico, se puede utilizar el estimador bootstrap, lo cual
requiere un doble nivel de remuestreo. El siguiente algoritmo presenta este
procedimiento para el caso de la estimacion por intervalo del coeficiente de
correlacién de Pearson:

mo = mean{ Xo );

forb=1:B,
Rb = xesample( Xo)
for d = 1:50,

Rd = resample( Rb );
stdd(d ) = std( Rd );

end
stdb( b ) = mean( stdd );
J Xb( b ) =({mean( Rb ) —~mo ) / stdb( b );

en
stdb = mean( stdb );
pre = pretile( Xb, [2.5, 97.5] );
ic = [mc«—( rc(Z)*stdb), mo-~(prc(l)*stdb) ]
hist( Xb .* stdb + meano )

FIGURA 8. Método percentil-t: estimacion bootstrap del error estdndar.
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b.1.2. Estimacion jackknife del error estdndar

Otra posibilidad para estimar el error estindar del estadistico es utilizar
la estimacion jackknife como solucién intermedia que tiene un menor coste
computacional. El algoritmo es el siguiente:

n = length( Xo );
ma = mean( Xo );
forb=1:B,
Rb = resample( Xo );
for j = Lin,
Rj = Rb;
Ri(j)=1[L
stdj( j ) = std( Rj );
end
stdj( b ) = mean( stdj );
Xb(b)=(mean( Rb) -~ mo ) /stdj(b),
end
stdj = mean( stdj );
prc = pretile( Xb, [2.5, 97.5] );
ic = [mo~(pre(2)*stdj), mo~(prc(1)*stdj) ]
hist( Xb .* stdj + meano ) \

FIGURA 9. Intervalo de confianza bootstrap: método percentil-t,
con estimacién jackknife del error estdndar del estadistico.

b.1.3. Remuestreo balanceado

A continuacién se presenta el algoritmo propuesto por Gleason (1988)
para realizar el remuestreo balanceado (Davison, Hinkley y Schechtmann,
1986). Este procedimiento permite aumentar la eficiencia de la estimacién
bootstrap equiparando la probabilidad de aparicion de cada uno de los datos
al final del proceso de remuestreo.
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% Inicializacién del algoritmo de balanceo

n = Jength{ Xo );
c—zeros(B x

p=
M*:z"Bl—l;
fori=1:n,
¢(i) =B,
pli)=1i
end

k=mn;
I=k;
C=B;
t=C/M;
% Estimacion bootstrap del 1C
mo = mean( Xo );
stdo = mean( Xo );
forb=1:B,
% Iteracxdn para remuestreo balanoeado
fori=1:n
whlle 1,
s = ceil( distnd("Uniform"0,LD *{M - 1) X
j=1+rem{s, k)
if{s*t<c(j)), break, end;
IencI )
g C( -5
if (’

1f(()3 c(;)>‘ﬁx(8~b+k}1k§

fori=1:
f{c(iiy>»>c(l)), I=1i, end;
end
=c(l)
t=C/IM;
end
efn?c(j) -0)
i Eey
if (J==k)
p(i) = p(k )
3)-- (k).
end b
end

% Se elige el elemcnto Xo(1, 1)
Rb(i, ;) =Xo(L: )
end

Xb(b ) = ( mean{ Rb } -« mo ) / std( Rb );

end
pre = pretile( Xb, {2.5, 97.5] );
= [mo~(prc(2)*stdo), mo—(pre(ly*stdo) ]

FIGURA 10. Intervalo de confianza boostrap: percentil-t con remuestreo balanceado.

- 109 -



El algoritmo anterior se puede utilizar en cualquiera de los métodos
percentil que se presentan a continuacién.

b.2. Método percentil
El algoritmo del método percentil para obtener los limites del intervalo de

confianza, por ejemplo, del pardmetro de localizacién M-estimador de Andrews
(Andrews et al., 1972) es el siguiente:

ma = mandrews( Xo );

forb=1:B, -
Rb = resamplel Xo )y o a0
Xb( b ) = mandrews{ Rb %

end

ic = pretile Xb, [2.5, 97.5] 3
hist{ Xb * stdo + meano

FIGURA 11. Intervalo de confianza bootstrap: método percentil.

b.3. Método BC

El algoritmo del método percentil con correccién del sesgo (método BC)
para obtener los limites del intervalo de confianza, por ejemplo, del pardmetro
variancia es el siguiente:
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varo = var{ Xo };
20 = distinv{ "Normal’, 0, 1, 0,975 );

forb=1:B,
Rb = resample( Xo )
Xb( b ) = var( Rb J;
end

zh = distinv( "Normal”, §, 1, count( Xb, ~inf, varo )/ B %
beinf = distedf( "Nomal’, 0, 1, (2 * zb) =~ z0 );

besup = distedf( "Normal’, 0, 1, {2 * zb) + zo };

ic = pretile( Xb, [beinf*100, besup*100] );

hist( Xb )

FIGURA 12. Intervalo de confianza bootstrap: método BC.

b4. Método BCa

El algoritmo del método BCa de Efron para obtener los limites del intervalo
de confianza, por ejemplo, de una proporcién es el siguiente:

po = prop( Xo, 1 );
zo = distiny( *Normal’, 0, 1, 0.975 );
forb=1:B,
Rb = resample( Xo );
Xb( b )=prop(Rb, 1)
end
zb = distinv( *Normal’, 0, 1, count( Xb, po, +inf } / B );
beinf = distedf( *Normal’, 0, 1, zb + ((zb-z0) / (1 ~ a*(zb-z0)))):
besup = distedf( 'Normal’, 0, 1, zb + ((zb+20) / (1 =~ a*(zb+20))));
ic = pretile( Xb, [beinf*100, besup*100] );
hist( Xb )

FIGURA 13. Intervalo de confianza bootstrap: método BCa.
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3.3.5. Contraste de hipoétesis
a. Pruebas cldsicas

Las pruebas de contraste de hip6tesis cldsicas implementadas en el toolbox
MonteCarlo son las siguientes:

TABLA 19. Mandatos para pruebas cldsicas de contraste de hipdtesis.

MANDATO " DESCRIPCION

ZTEST(X,p, 0, 0/2) Prueba z de conformidad de una media observada vs tedrica

TTEST(X, py, o/2) Prueba t de conformidad de una media observada vs teérica

TTESTG(X, Y,0/2,h) | Pruebatde comparacién de 2 medias: grupos independientes

TTESTP(X, Y,0/2,h) | Pruebatde comparacién de 2 medias: datos apareados

ZCORR(X, Y, /2,h) Prueba de significacién del coeficiente de correlacion de Pearson

CHI2TEST(X, 0/2,h) Prucba x2 de conformidad de reparticién observada vs tefrica

CHIR2TEST2( X ,0/2,h) | Prucha x2 de independencia (cdlculo de PD, PR y OR si procede)

CHD2MN(X,/2,h) | Prucbay?de McNemar

Estos mandatos devuelven un vector con los siguientes resultados:

h Variable binaria con valor 0 6 1 si el resultado es o no
significativo al nivel o fijado "a priori", respectivamente.
sig Grado de significacion.
ic Intervalo de confianza del estadistico de contraste.

b. Muestreo Monte Carlo
El mandato MTEST de MonteCarlo permite realizar una estimacién del
grado de significacién de una prueba de conformidad entre el valor observado y

el valor teérico de un pardmetro. La sintaxis del mandato MTEST es la siguiente:
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MTEST( X, S, *Estadistico’, *Distribucién’, P1, P2, P3 [, nDib, nHist, nTpo] )

Los argumentos del mandato MTEST (y del resto de mandatos para el
contraste de hipdtesis que se revisan mds adelante) indican lo siguiente:

X

Y

BO6ROG6S

'Estadistico’

[ o2 ]

[h]

[ nDib ]

[ nHist ]

[ nTpo ]

Es el nombre del vector columna que contiene los datos
observados en la muestra para la variable X.
Es el nombre del vector columna que contiene los datos
observados en la muestra para la variable Y.

Es el nimero de remuestreos (B o R) o de muestreos (S) a realizar.

Es el nombre de la funcién o la expresiébn que calcula el
estadistico. Se puede utilizar cualquiera de los indices estadisticos
revisados anteriormente. El nombre de la funcién se debe escribir
entre comillas simples (* *), utilizando el cardcter ventana (#) para
representar el vector de datos X, y el caridcter arroba (@) para
representar el vector de datos Y. Ejemplos: ’mean(#)’,
’mean(#) — mean(@)’, ‘'mean(# - @)’, etc.

Es el nivel o unilateral fijado "a priori". El valor por defecto en
caso de que no se indique el argumento es 0.025.

El valor 0, que es el valor por defecto, indica que se realizard una
prueba bilateral. El valor / indica que se trata de una prueba
unilateral por la derecha (superior o igual). El valor —1 indica una
prueba unilateral por la izquierda (inferior o igual).

Especifica cada cudntos muestreos o remuestreos se desea
actualizar el histograma que ilustra la construccién de la
distribucién muestral, asi como los valores de la estimacién del
grado de significacién y del intervalo de confianza del estadistico.
Indicando el valor —/ se suprime la visualizacién gréfica y sélo se
muestra el resultado final. El valor por defecto es 0, que indica que
se realizar4 la visualizacidn del histograma y de los resultados sélo
al final del proceso.

Indica el niimero de intervalos de clase para el eje de abcisas del
histograma. El valor por defecto es 50.

El valor I especifica que se vaya mostrando el tiempo transcurrido
en el proceso de estimacion.

- 113 -



En los mandatos de contraste de hipétesis de MonteCarlo, si se indica el
nombre de una variable en el momento de la ejecucién, sélo se devuelve el valor
dicotémico 0 6 I que indica si el resultado es significativo o no significativo,
respectivamente. Ejemplo:

h = MTEST( X, 'mean(#)’, 'Normal’, 100, 15)

Si se indica un vector de resultados del tipo [h, sig, ip, dm] (también se
puede indicar [h, sig] o [h, sig, ip]) como, por ejemplo:

[h, sig, ip] = MTEST( X, 'mean(#)’, 'Normal’, 100, 15)

se obtienen los siguientes resultados:

h Variable binaria con valor 0 6 I si el resultado es o0 no
significativo al nivel o fijado "a priori", respectivamente.
sig Grado de significacioén.
ipoic Intervalo de prediccién o de confianza del estadistico.
distm Vector de la distribucién muestral del estadistico.

Las siguientes figuras muestran el aspecto de la ventana que aparece en
pantalla durante la ejecucién de estos mandatos, concretamente de la prueba de
conformidad entre una media observada y una teérica por muestreo Monte Carlo
de una poblacién Exponencial:

MTEST( X, 1000, ’Exp’, 10, 100, 99, 1)

En esta ventana se muestra progresivamente la evolucién de la simulacién,
la construccién del histograma de la distribucién muestral del estadistico, el
tamafio de la muestra original, el tipo de hipétesis (bilateral o unilateral), la
estimacién del grado de significacién, y los limites del intervalo de prediccién o
de confianza.
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Remuestren con seposicién balanceado

FIGURAS 14-15. Ejemplos de las ventanas de los mandatos MonteCarlo
para el contraste de hipcdtesis.
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Se puede ejecutar la prueba de conformidad por muestreo Monte Carlo, por
ejemplo, de una media observada respecto a una poblacién con distribucion
normal y pardmetros p y ¢ conocidos, con el siguiente algoritmo:

mo = mean{ Xo );

for sim = 1 : NSIM,
Xs = distrnd( "Normal’, mu, sigma, 30 );
msim{ sim ) = mean( Xs );

end

sig = sigres{ msim — mu, mo -~ mu );

ip = pretile{ msim, [2.5, 97.5] );

hist( msim )

FIGURA 16. Prueba de conformidad por muestreo Monte Carlo.

Como se revisé en el capitulo 2, una de las principales aplicaciones del
muestreo Monte Carlo es el estudio de la validez y potencia de las pruebas de
contraste de hipétesis cldsicas en situaciones en las que no se cumple alguno de
sus supuestos. El siguiente algoritmo es un ejemplo de este tipo de experimentos,
que permite estudiar la probabilidad de error Tipo I de la prueba z de
conformidad de una proporcién observada respecto a una tedrica con probabilidad
pequeiia (0.03), en muestras de tamafio 100:

zeriterio = distinv( *Normal’, 0, 1, 0.975 );
for sim = 1 : 5000,
Xs = distrnd( *Binomial’, 1, 0.03, 100 );
ps = prop( Xs, 1),
zsim( sim ) = ( ps ~ 0.03 ) / sqrt( ps*(1-ps)/100 );
end
alphauni = prop( zsimy’, zcriterio, +inf );
alphabi = prop( abs(zsim”), zcriterio, +inf );
hist( zsim )

FIGURA 17. Estudio de la probabilidad de error Tipo I en una
prueba z de conformidad para una proporcién con muestra pequena.

- 116 -



La ejecucidn de este experimento ofrece un resultado unilateral de 0.0038
y bilateral de 0.1920, muy alejados del nivel a = 0.05 fijado "a priori". La
siguiente figura muestra el histograma de las 5000 puntuaciones z obtenidas, en
el cual se puede constatar la asimetria de la distribucién muestral:

FIGURA 18. Distribucion muestral de las puntuaciones z.

c. Pruebas de aleatorizacién aproximadas

Se han programado cuatro macro-mandatos en MonteCarlo que realizan una
estimacién del grado de significacién en una prueba de contraste de hipétesis
mediante pruebas de aleatorizacion aproximadas. Paralelamente, estos mandatos
permiten visualizar cdmo se va construyendo la distribucién muestral del
estadistico de contraste durante el proceso de remuestreo, as{ como la variacién
que se produce en la estimacién del grado de significacién y en los limites del
intervalo de confianza del estad{stico.

La siguiente tabla presenta los nombres y sintaxis de estos mandatos:
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TABLA 20. Mandatos para estimacién del grado de significacion
mediante pruebas de aleatorizacion aproximadas

MANDATO DESCRIPCION

RFISHER( X, R, ’Estadistico’, p | Prueba de aleatorizacién de Fisher (prueba de
[, o/2, h,nDib, nHist, nTpo] ) | conformidad).

RTESTG( X, Y, R, ’Estadistico’ | Prueba de independencia entre dos variables: disefio de
[, /2, h, nDib, nHist, nTpo] ) | grupos independientes.

RTESTP( X, Y, R, ’Estadistico’ | Prueba de independencia entre dos variables: disefio de
[, o/2, hynDib, nHist, nTpo] ) | datos apareados (0 de medidas repetidas).

RASOCIA(X, B, ’Estadistico’ | Prueba de asociacién entre dos variables: disefio de
[, /2, h, nDib, nHist, nTpo] ) | medidas repetidas.

La prueba de independencia para grupos independientes se fundamenta en
la permutacién del vector completo de datos de forma tal que, a partir de [Xo ;
Yo], el mandato RANDOMIZE genera un tnico vector a partir de los dos
vectores de datos originales:

nx = length( Xo );
ny = length( Yo );
difo = mean( Xo ) — mean{ Yo );
forr=1:R,
Cr = randomize( [ Xo ; Yo ]);
difr( r ) = mean( Cr( 1 : nx ) ) — mean( Cr( nx+1 : ny+nx ) );
end
sig = sigres( difr, difo );
hist{ difr )

FIGURA 19. Prueba de independencia por aleatorizacion:
diseno de grupos independientes.
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Por otro lado, en la prueba de independencia para datos apareados (o
medidas repetidas), la permutacién se realiza entre las parejas de valores de cada
caso:

n = length( Xo );

difo = mean( Xo -~ Yo );

forr=1:R,
Cr = randomize( [ Xo 4, Yo ] );
difr(r ) = mean( Cr(:, 1} - Cr(:, 2) )

end

sig = sigres( difr, difo );

hist( difr )

FIGURA 20. Prueba de independencia por aleatorizacion:
disefio de datos apareados (o medidas repetidas).

Para obtener el grado de significacién para una prueba de asociacion entre
dos variables en un diserio de medidas repetidas, 1a permutacién se aplica a uno
de los vectores de datos, manteniendo fijo el otro, con lo cual se deshace la
posible relacién entre las variables, y se simula, por tanto, el modelo de
independencia que permite calcular la proporcién de resultados con valores
superiores o iguales al obtenido al aplicar la prueba en la muestra original.

El algoritmo es el siguiente:

n = length( Xo );
asociao = corr{ Xo, Yo );
forr=1:R,
Xr = randomize( Xo );
asociar( r ) = corr( Xr, Yo );
end
sig = sigres( asociar, asociao );
hist( asociar )

FIGURA 21. Prueba de aleatorizacion para evaluar
la relacion entre dos variables: diserio de medidas repetidas.
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Por ultimo, se presenta el algoritmo de la prueba cldsica de aleatorizacién
de Fisher (1924), que permite evaluar la conformidad entre una muestra y una
poblacién tedrica con una distribucién supuestamente simétrica:

Xf = Xo - mu;

mo = mean{ Xf );

signos = Xf / abs( Xf )

Xf = abs( X£);

forr=1:R,
signos = randomize( signos );
mr( r ) = mean( Xf * signos );

end

sig = sigres( mr, mo );

hist( mr }

FIGURA 22. Prueba de aleatorizacion de Fisher.

d. Contraste de hipdtesis bootstrap

MonteCarlo contiene nueve macro-mandatos para realizar la estimacién
bootstrap del grado de significacién en una prueba de contraste de hipétesis. Estos
mandatos permiten aplicar los tres métodos bootstrap revisados en el capitulo 2,
a saber, el método del desplazamiento de la distribucién (con transformacion
pivotal), el método de la aproximacién normal, y el método de la aleatorizacién
bootstrap. Se presentan los mandatos y sus algoritmos agrupados para cada uno
de los métodos.

d.l1. Método del desplazamiento bootstrap
La siguiente tabla presenta los nombres y sintaxis de los tres mandatos

MonteCarlo que permiten aplicar el método del desplazamiento de la distribucién
muestral bootstrap:
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TABLA 21. Mandatos para estimacion del grado de significacion
por el método bootstrap del desplazamiento de la distribucion.

MANDATO DESCRIPCION
BTEST( X, B, ’Estadistico’, p ]
Prueba de conformidad.
[, o/2, h, nDib, nHist, nTpo] )

BTESTG(X, Y, R, *Estadistico’ | Prueba de independencia entre dos variables: disefio de
[, o/2, h, nDib, nHist, n'Tpo]) | grupos independientes.

BTESTP(X, Y, R, *Estadistico’ | Prueba de independencia o de asociacién entre dos
[; /2, h, nDib, nHist, nTpo] ) variables: disefio de datos apareados (o de m. repetidas).

El algoritmo de la prueba de conformidad por el método del desplazamiento
de la distribucién es el siguiente:

mo = mean{ Xo );
forb=1:B,
Xb = resample( Xo );
mb( b ) = mean( Xb };
end
sig = sigres( mb ~ mo, mo -~ mu );
ic = prctile( mb, [2.5, 97.5] );
hist( mb )

FIGURA 23. Prueba de conformidad bootstrap. Método del desplazamiento.
Para aplicar la prueba de independencia en un disefio con dos grupos

independientes, debe realizarse el remuestreo para cada uno de los dos vectores
de datos de forma independiente:
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difo = mean( Xo ) — mean( Yo );
forb=1:B,

Xb = resample( Xo );

Yb = resample( Yo );

difb( b ) = mean( Xb ) — mean( Yb );
end
sig = sigres( difb ~ difo, difo );
ic = pretile( difb, [2.5, 97.5] );
hist( difb )

FIGURA 24. Prueba de independencia bootstrap.
Método del desplazamiento: disefio de grupos independientes.

A diferencia de lo que sucede en las pruebas de aleatorizacién, el
procedimiento bootstrap no requiere un esquema de remuestreo distinto para el
caso de las pruebas de independencia y las pruebas de asociacién entre dos
variables en un disefio de datos apareados (o de medidas repetidas). En la técnica
bootstrap, la unidad de remuestreo aleatorio es el vector fila, con lo que no se
deshace el caso; esto se consigue indicando el valor / en el segundo argumento

del mandato RESAMPLE:

difo = mean( Xo - Yo );
forb=1:B,
Cb = resample( [ Xo, Yo, 1 );
difb( b ) = mean{ Cb(:, 1) - Cb(:2) )
end
sig = sigres( difb ~ difo, difo );
ic = pretile( difb, [2.5, 97.5] );
hist({ difb )

FIGURA 25. Prueba de independencia o de asociacion bootstrap.
Método del desplazamiento: datos apareados (0 medidas repetidas).
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d.2. Método de la aproximacion normal bootstrap

La siguiente tabla presenta los nombres y sintaxis de los tres mandatos
MonteCarlo que permiten aplicar el método de la aproximacién normal bootstrap:

TABLA 22. Mandatos para estimacion del grado de significacion
por el método bootstrap de la aproximacién normal.

MANDATO DESCRIPCION
BNORMAIL( X, B, ’Estadistico’, p .
. Prueba de conformidad.
[, o/2, h, nDib, nHist, nTpo} )

BNORMALG(X, Y, R, ’Estadistico’ { Prueba de independencia entre dos variables:
[, o/2, h, nDib, nHist, nTpo] ) disefio de grupos independientes.

Prueba de independencia o de asociacién entre dos
variables: disefio de datos apareados (o de medidas
repetidas)

BNORMALP( X, Y, R, ’Estadistico’
[, o/2, h, nDib, nHist, n'Tpo] )

El algoritmo de la prueba de conformidad por el método de la aproximacién
normal es el siguiente:

mo = mean( Xo );
forb=1:B,
Xb = resample( Xo );
mb( b } = mean( Xb );
end
deb = std( mb );
sig = 1 — distcdf( *Normal’, 0, 1, abs( mo — mu ) / deb );
ic = pretile( mb, [2.5, 97.5] )
hist( mb )

FIGURA 26. Prueba de conformidad bootstrap.
Método de la aproximacion normal.
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Las siguientes figuras muestran los algoritmos bootstrap para las pruebas
de independencia y de asociacién en los disefios de grupos independientes y de
datos apareados (o medidas repetidas).

difo = mean{ Xo ) — mean( Yo );
forb=1:B,
Xb = resample( Xo );
Yb = resample( Yo );
difb( b ) = mean( Xb ) — mean( Yb );
end
deb = std( difb );
sig = 1 — distcdf( "Normal’, 0, 1, abs( difo ) / deb );
ic = pretile( difb, [2.5, 97.5] );
hist( difb )

FIGURA 27. Prueba de independencia bootstrap.
Método de la aproximacidon normal: grupos independientes.

difo = mean{ Xo — Yo );
forb=1:B,
Cb = resample( [ Xo, Yo}, 1 );
difb( b ) =mean( Cb(;, 1)~ Cb(:,2));
end
deb = std( difb );
sig = 1 ~ distcdf( "Normal’, 0, 1, abs( difo ) / deb );
ic = pretile( difb, [2.5, 97.5] );
hist( difb )

FIGURA 28. Prueba de independencia o de asociaciéon bootstrap.
Método de la aproximacion normal: datos apareados (o medidas repetidas).
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d.3. Método de la aleatorizacion bootstrap

La Tabla 23 presenta los nombres y sintaxis de los tres mandatos
MonteCarlo que permiten aplicar el método de la aleatorizacién bootstrap.

A diferencia de los dos métodos bootstrap anteriores, en el método de la
aleatorizacion bootstrap para disefios de datos apareados (o de medidas repetidas),
las pruebas de independencia y las pruebas de asociacién tienen mandatos
separados, puesto que requieren distintos esquemas de remuestreo (al igual que
sucede en las pruebas de aleatorizaci6n).

Es importante destacar que no se ha programado el mandato para la prueba
de conformidad por este método, dado que su algoritmo coincide con el método
del desplazamiento de la distribucién bootstrap.

TABLA 23. Mandatos para estimacion del grado de significacién
por el método de la aleatorizacion bootstrap.

MANDATO DESCRIPCION

RBTESTG( X, Y, B, *Estadistico’ | Prueba de independencia entre dos variables: disefio
[; o/2, h, nDib, nHist, nTpo] ) de grupos independientes.

RBTESTP( X, Y, B, ’Estadistico’ | Prueba de independencia entre dos variables: disefio
[, /2, h, nDib, nHist, nTpo] ) de datos apareados (0 de medidas repetidas).

RBASOCIA( X, Y, B, *Estadistico’ | Prueba de asociacién entre dos variables: disefio de
[, /2, h, nDib, nHist, nTpo] ) medidas repetidas.

En la prueba de independencia para un diserio de grupos independientes el
modelo de independencia se genera mediante el remuestreo aleatorio del vector
total de datos (creado por la concatenacién de los vectores originales Xo ¢ Yo):
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nx = length( Xo );
ny = length( Yo );
difo = mean( Xo ) = mean{ Yo );
forrb = 1:RB,
Crb = resample( { Xo ; Yo ] )
difrb( b )} = mean( Crb(1:nx ) ) — mean{ Crb( nx+1 :ny+nx) J;
end
sig = sigres( difrb, difo );
hist( difrb )

FIGURA 29. Prueba de independencia por aleatorizacion bootstrap:
diserio de grupos independientes.

En la prueba de independencia para un disefio de datos apareados (o de
medidas repetidas), el modelo de independencia se crea por el remuestreo
aleatorio de los datos de cada caso, puesto que la unidad de asignacién aleatoria
es el momento de aplicacién o registro de las variables apareadas.

El mandato RESAMPLE actia de este modo cuando recibe como primer
argumento una matriz.

Como se puede comprobar, el esquema de remuestreo coincide con el
esquema de aplicacién de las permutaciones en las pruebas de aleatorizacion.

n = length( Xo );
difo = mean( Xo - Yo );
fortb = 1 : RB,
Crb = resample( [ Xo, Yo 1 );
difrtb( rb ) =mean( Crb(:, 1)~ Crb(: 2) );
end
sig = sigres( difrb, difo );
hist( difrb )

FIGURA 30. Prueba de independencia por aleatorizacién bootstrap:
diserio de datos apareados (o de medidas repetidas).
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Finalmente, el algoritmo de la prueba de asociacién bootstrap entre dos
variables para un disefio de medidas repetidas es el siguiente:

n = length( Xo );
asociao = corr{ Xo, Yo );
forrb = 1:BR,
Xrb = resample( Xo );
Y1b = resample( Yo );
asociarb( rb ) = corr( Xrb, Yrb );
end
sig = sigres( asociarb, asociao );
hist( asociarb )

FIGURA 31. Prueba de relacion entre dos variables por
aleatorizacion bootstrap: disefio de medidas repetidas.

3.3.6. Aplicaciones didacticas del toolbox MonteCarlo: estudio de la
distribucion muestral de un estadistico

En los cursos de introduccion a los métodos estadisticos, muchos estudiantes
tienen problemas para comprender conceptos tedricos como probabilidad,
poblacién, muestra, variable aleatoria, independencia de las observaciones,
distribucién muestral, error estdndar, etc., que requieren un elevado grado de
abstraccién. Las dificultades también aparecen en el momento de seleccionar y
aplicar la técnica de andlisis mds adecuada, debido, por un lado, a la gran
diversidad de éstas y, por el otro, a 1a complejidad de su formulacién matemadtica.

Ante esta situacion, desgraciadamente, el alumno a menudo se conforma con
intentar aprender la forma de solucionar correctamente cada uno de los problemas
particulares, sin llegar realmente a entender los principios generales que los rigen.

En los ultimos afios, la incorporacion de los ordenadores en la docencia de
la estadfstica ha eliminado progresivamente los tediosos cdlculos matemdticos,
mejorando en parte esta situacion, aunque paradéjicamente, en ocasiones, el uso
de los programas informdticos de andlisis de datos ha afiadido nuevas dificultades
por la precipitacién con la que se introducen, cayendo incluso en la tentacion de
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realizar andlisis complejos sin un correcto conocimiento previo de la metodologia
estadistica (Searle, 1989; Dallal, 1990; Paton, 1990). Pero a nuestro juicio, éste
no es el papel mds importante que pueden jugar los ordenadores en la didictica
de la estadistica.

La estadistica se fundamenta en el modelo matemdtico de la teorfa de la
Probabilidad, es decir, «el modelo de las regularidades que se observan en las
series de frecuencias correspondientes a los fendmenos aleatorios.» (Rios, 1967,
p- 20).

Se trata del modelo matemdtico de un proceso dindmico, pero, como en
todo modelo matemético, las predicciones se obtienen a través de la deduccién
I6gico-matemdtica (Jafiez, 1981), expresada generalmente con formulas
totalmente alejadas del proceso subyacente que exigen al alumno un alto grado
de abstracci6n. La rama izquierda de la Figura 32 ilustra este camino.

Hoy, los ordenadores permiten utilizar el muestreo Monte Carlo para
simular el proceso de muestreo (y de remuestreo) del cual se derivan conceptos
como el Teorema Central del Limite, los intervalos de confianza y las pruebas de
hipétesis, sustituyendo las férmulas matemdticas por algoritmos que reflejan los
procesos estadisticos y probabilisticos subyacentes.

Modelo matemético
de la Probabilidad

L l

Deducci6n Simulacién
16gico-matemidtica Monte Carlo

Predicciones

FIGURA 32. Procedimientos para derivar predicciones a partir
del modelo matemdtico de la Probabilidad.
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De este modo, «el alumno alcanza la comprension mediante la interaccion
y la experimentacién. El hecho de que muchos estudiantes sean incapaces de
conseguir estos objetivos mediante métodos tradicionales sugiere que el
ordenador, con su habilidad interactiva natural, puede ser muy litil en estos
casos.» (Gordon y Hunt, 1986). De lo que se trata es de sustituir el principio de
"debes calcularlo para comprenderlo” por el de "debes experimentarlo para
comprenderlo"'.

Por otra parte, Gordon y Hunt sefialan que es necesario involucrar a los
alumnos en investigaciones que requieran de ellos lo siguiente:

« Aplicar técnicas conocidas a problemas o situaciones nuevas.

» Realizar preguntas pertinentes acera de problemas con los que no estdn
familiarizados.

» Relacionar los modelos estadisticos con las situaciones reales, y tener la
intuicién suficiente para apreciar cudndo un modelo es mds apropiado.

« Extraer conclusiones correctas a partir de los resultados observados.

Para Walton (1990), estas investigaciones deben motivar a los estudiantes
a explorar diferentes métodos de solucién de un problema, combinando datos
empiricos (mediante ensayos reales y registro de resultados), simulaciones
(mediante la ejecucién reiterada y sistemdtica de los procesos), y soluciones
analitico-tedricas (mediante cdlculos matemadticos).

Los experimentos de simulacién con monedas, cartas, dados, bolas, etc., que
se realizaban en los inicios de la teorfa de la probabilidad y la estadistica eran
excesivamente tediosos y requerian demasiado tiempo. El ordenador es la
herramienta que puede substituye estos objetos ofreciendo una solucién rdpida y
sencilla. A nivel docente, la aplicacién mds simple del muestreo Monte Carlo sélo
requiere conocer la interpretacién de un histograma y ser capaz de generar
muestras de datos mediante un proceso de muestreo aleatorio.

Segin Gordon y Hunt (1986), hay dos tipos de procesos que se deben
implementar en un ordenador personal:

» Experimentos grdficos que permitan investigar los aspectos mds tedricos. El
profesor debe ofrecer las herramientas (y algunas ideas en una Guia de
Usuario) al alumno para que éste pueda llevar a cabo las investigaciones.

+ Experimentos de simulacién que estimulen la participacién del alumno. Esto
significa, en un primer nivel, que exista la posibilidad de alterar pardmetros
de la simulacién para observar los efectos que estos cambios producen en
los resultados. En un segundo nivel, el alumno podrfa alterar el
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procedimiento de simulacién en s{ mismo. Estos experimentos deben ser
rdpidos y deben incorporar animacién, efectos sonoros, etc. que permitan
mantener la atencién del alumno, y aumenten la impronta visual y
mnemotécnica después de la simulacién.

Siguiendo esta linea, hemos incorporado en el toolbox MonteCarlo el
mandato DMUESTRAL, que encierra en un cuadro de didlogo una familia de
experimentos cuyo objetivo es el estudio gréfico e interactivo de las distribuciones
muestrales de los estadisticos. Este cuadro de didlogo permite seleccionar o
manipular los siguientes aspectos:

El estadistico a investigar.

La funcién de distribucién de probabilidad de la poblacién.

El nimero de muestras aleatorias que se generan.

El tamaifio de las muestras generadas.

Los cambios que se realizan en estos pardmetros se ven reflejados al
instante en el histograma que muestra la forma de la distribucién muestral.

Las Figuras 33 a 35 muestran los distintos controles del cuadro de didlogo
y el contenido del meni ’Distribucién’ del mandato DMUESTRAL.

5 Tiempo transcunido: 8 seg. Remuestia 192 de 5000

. E—

Valor muestial: 0.7764 Estimador: 0.7413
Tamafio muestiak: 15 Sesgo: -0.03%504

Pemuestrieo con 1eposicién balanceado

FIGURA 33. Mandato DMUESTRAL: controles del cuadro de didlogo.
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Tiempo transcunido: 8§ teg.
§ R e

——

06 07
IC 95%: 0.3602 - 0.9543
Valor muestral: 0.7764

Estimador: 0.7413
Tamafio muestral: 15

Sesgo: -0.03504

Remuestieo con reposicién balanceado

FIGURA 34. Mandato DMUESTRAL: menit ’Distribucién’.

a Tiempo ranscunido: 447 seq. Remuestra 5000 de 5000
e i b

e T T

. z‘f
_W‘Mwmwmmmmmﬂﬂi’m{l

0 0.2 04
1C 95X 0.4637 - 0.9627

Valor muestial: 0.7764

Estimados: 0.7701
Tamafio muestial: 15

Sesgo: -0.00625

Remuestreo con reposicion balanceado

FIGURA 35. Mandato DMUESTRAL: histograma
de la distribucion muestral.

- 131 -



3.4. SINTESIS DE LOS MANDATOS DEL To0oLBOX MONTECARLO

La figura siguiente muestra la salida del mandato:
HELP MonteCarlo

que visualiza la lista de mandatos que conforman el toolbox MonteCarlo.

» help Montelarlo

Toolbar para experimentes de simiulacién Mente Carle
Versidn 1.8, 20-Septiembie~1984

MUESTREO ALEATQRIO:

DISTRND = Muestreo aleatoric a partipr de distribucidn de probabilidad
RANDOMIZE » Remuyestree aleqtorio sin reposicidén (por permutacida}
RESAMPLE  ~ Rempiestrec aleaterio con repesicibn

SEED « Inleializar semilla para generadores de numeres aleatorios

MANRATOS PARA CONSTRUIR ALGORITMOS MONTE CARLO

Distribuciones de probabilidad:
DISTCDE =~ Funceidn de distribueidn acumylada
DISTREE  « Funeién de densidad de prebabilidad
RISTINV  ~ Inversa de la funcidn de distribucidn acumilada

Recuentoss
CQUNY ~+ Namere de filas con valores entre [min,méx]
SIGRES ~ Grade de sigpificacién en técnicas de mueskrec Monte Carlo

Recodificacidn de valeres:
RECODE ~ Cambia valores entre [min, mix] por valer espesificado

Obtencidn de ratgos de erdenacidn:
RANKS ~ Pevuelve las posiciones que ocuparan los valeres ordenados
TAGSORY =~ Devuelve ut vector de posiaiones de los valeres oidenades

Contintia ...
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Evaluacién de series y repeticianes:
BURLICATES~ Nimero de repeticlones de leongitud Imin,max}

RUNS

- Numero de repeticiones consecutivas de longitud [min,max}

Eliminacidn de wvalores:

DERUR
WERE

~ Blimina las filas con valores duplicados
~ Elimina las filas gne contengan un valor entre [min, max}

INTERVALOS DE CONFIANZA:

Intervalos alésicos:

ICMEAN

ICMEDIAN

ICEROP
ICVAR

~ Il de una media {con base en la distribucién t)

- ¥¢ de una mediana {con base en la distribucidén t}
~ IC de una proporcién {(con base an la distribuaién F}
~ I¢ de una variancia {con base en la distribraidn 3%

Intervalos de confianza bootstrap:

lcsy
ICRE
1CBRC
ICRBCa

- I¢ hootstrap: método percentil~t

« IC boaotstrap: método percentil
~ IC hoatstrap: métoda BC
~ ¢ bootstrap: método BCa

CONTRASTE DE HIPOTESIS:

Pruebas clasicas:

CHIZTEST

~ Prueba i cuadrade de conformidad

CHI2TESTZ2 ~ Prueba iji onadrado de independencia {(FD, PR y OR si procede}

CHI2MN
TIRST
TLESTG
TTESTR
ZCORR
ZTEST

~ Brueba ji cuadrade de MaNemar

-~ Prutha t de conformidad de una media observada a una tebrica
~ Prueba t de comparacidn de 2 medias;: grupos independientes
~ Prueba t de comparacién de 2 medias: datos apareados

~ Brueba de significacidn del coef. de correlacién de Pearson
- Prueba z de conformidad de una media observada a una tebrica

Muestrea Monte Carlo:

MTEST

~ Prueba de conformidad por muestreoc Monte Carlo

Pruehas de aleatorizaciéa:

REISHER
REESTG
RTESTP
RCORR

- Prueba de aleatorizacifén de Fisher

~ Frueba de independencia: grupos independientes

-~ Prueba de independencia: datos apareados {o medias repetidas)
~ Asogiacién entre dos variables: medidas repetidas

Contina ...
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Bootstrap:

BNORMAL  ~ Métode de la aproximacidn normali prueba de conformidad
BNORMALG ~ Método de la aproximacidn normal: grupos independientes
BNORMALP ~ Métode de la aproximacidn normal: datos apareados

RIEST - Método del desplazamiento: prueba de conformidad
BIESTG ~ Método del desplazamiento: grupos independientes
RTESTR ~ Método del desplazamiento: datos apareados (o m. repetidas}

RBIEST Método de la aleatorizacidn bootstrap: prueba de conformidad
RBIESTG Método de la aleatarizacidén bhootstrap: datos independientes
RBTESTR  ~ Método de la aleatorizacidn bootstrap: datos apareados
RBOQRR Método de 1a aleatorizacidén bootstrap: asociacién 2 variables

3

]

{

EXPERIMENTOS PE MUESTREG MONTE CARLO:

DMUESTRAL ~ Estudic de la distribucibén muestral de un estadistico

INDICES RSTADISTICOS:

F5RPREAR ~ Range intercuartil basado en los cuartos
MBNDREWS  ~ M-BEstimador de localizacidn de Andrews

MHAMPEL -~ M~Estimador de localizacién de Hampel
MHUBER ~ #-Bstimador de loealizacidn de¢ Huber
MOBE - Valor o valores mis frecuentes para aada vector columna

MTUKEY ~ M-Estimador de localizacidn de Tukey

NPRCTILE  ~ Percentil de range del valor o valores especificades

oD - Odd

BROP - Proporaidn de valores entre [min,max}

RMAD Mediana de las desviaciones absolutas respecto a 13 mediana
RVBRCOEEF -~ Coeficiente de variacidn robuste (basado en los cuartos)
SEMEDIAN -~ Brror estandar de la mediana

TRIMEAN ~ Trimedia {basada en los cuartoes ¥ la mediana)

TUKRYDISP ~ Grafico de Tukey {(mediana, cuartos, octavas, min. y méx.)
VARCOER ~ Coeficiente de variacidn

i

FIGURA 36. Resumen de los mandatos del toolbox MonteCarlo.

Puede obtenerse la descripcion del propdsito y sintdxis de cualquiera de los
mandatos mediante la instruccién:

HELP nombre_mandato

La siguiente figura muestra un ejemplo de este tipo de ayuda:
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» help ICRP

ICBR ~ Intervalo de conflanza bootstrap. Métoda percentil.

Sintaxis: icbpi{X, B, cEstad, alpha/2, xEE, nBalance, nDib, nHist, nTpa}

X
B1
aBEstad:

alpha/2:
XEE:

nBalance:

nDik:

nHist:

RIpO:

nombre del vector eolumna gue contiene las datas
nimera de remuestreas a efectuar

debe escrikir la llamada a la funcibdn que calroula el
estadistico entre comillas simples, utilizamde el
cardcter # para representar la matxiz de datas sobre
la que desea caleoular el estadistica.

Ejemplos: ‘mean{#}’, ‘whampeli#, 1.7, 3.4, 8.5), ete.
precisién unilateral del intezvale

tipo de estimacién del error estandar, pudiends indicar:
* ¢ailculats férmula de calaule

*  0: sin cileulo del error estindar

* »0: nimera de remuestreas para estimacidn boptstrap
* «1: estimacidn jackknife

* 0: se realizard un remuestrea simple

* 1: se aplicars el algoritmo de remuestres balanceado
* B: se vispalizarad el histograma al final

* >0: se visualizazd el histegramz cada k remuestras
¥ ~1: no se visualizard el histograma

nimero de intervalos de clase para &l eje de abeisas
del histograma

* ¢: no se mostrard el tiempo empleade en la estimacién
¥ 1: se mostrard el tiempo empleado en la estimacidn

FIGURA 37. Ejemplo de ayuda obtenida mediante el mandato HELP ICBP.
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4

EXPERIMENTOS DE SIMULACION MONTE CARLO
PARA VALIDAR EL FUNCIONAMIENTO
DEL TOOLBOX MONTECARLO

«For Neyman, the idea of probability is fairly
straightforward: It represents an idealization
of long-run frequency in a long sequence of
repetitions under constant conditions.»

E.L. Lehmann, 1993

En este capitulo se presentan diversos experimentos de simulacién Monte
Carlo disefiados para comprobar el correcto funcionamiento y andlisis de los
mandatos que conforman el roolbox MonteCarlo, asi como la adecuacién de
MATLAB como plataforma de simulacién estadistica.

Para ello se han seleccionado experimentos llevados a cabo por
investigadores relevantes en el campo de las técnicas de remuestreo que
incorporan el mayor niimero posible de estas técnicas.
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4.1. PRECISION DE LOS INTERVALOS DE CONFIANZA BOOTSTRAP

Para comprobar el correcto funcionamiento de los mandatos ICBT, ICBP,
ICBBC ¢ ICBBCA, se realizan dos tipos de pruebas.

En primer lugar, y a partir de los famosos datos de Diaconis y Efron (1983)
y Efron (1987), se compararan los resultados obtenidos por estos autores y los
obtenidos con el toolbox MonteCarlo respecto a la estimacion por intervalo del
coeficiente de correlacién de Pearson.

Diaconis y Efron (1983), relacionan los datos de las variables PAU (prueba
de acceso a la universidad) y TFD (test de admisién a facultades de derecho),
correspondientes a una muestra de 15 facultades de derecho, y obtienen un
coeficiente de correlaciéon de Pearson de .7764. La estimacién por intervalo
bootstrap del 68% por el método percentil, con 1000 remuestreos, da como
resultado [.654, .909]. Por su parte, Efron (1987) presenta los resultados para la
misma muestra de datos, aplicando esta vez el método percentil con correccién
acelerada del sesgo, con una cobertura del 90%, y utilizando el valor —.0817 para
la constante de aceleracién a; los limites del intervalo de confianza obtenido,
efectuando 100,000 remuestreos, es [.43, .92].

La Tabla 24 contiene los resultados de aplicar los mandatos ICBT (con 50
remuestreos para la estimacién bootstrap del error estdndar), ICBP, ICBBC ¢
ICBBCA de MonteCarlo. En todos los casos se han realizado 1000 remuestreos
(la semilla utilizada ha sido 65536).

Los resultados obtenidos concuerdan con los presentados por Diaconis y
Efron. Asimismo puede constatarse que la estimacién por el método percentil-t
es la menos exacta, debido al fuerte supuesto de normalidad de la distribucién que
se impone en este procedimiento.

Por otra parte, el segunto tipo de pruebas consiste en la realizacién de un
experimento de muestreo Monte Carlo para estimar la distribucién muestral de un
estadfstico y, una vez estimada, obtener los limites del intervalo de confianza.
Seguidamente, los limites del intervalo construido se comparan con los que se
obtienen al aplicar los diferentes métodos bootstrap. Por tanto, se trata de un
estudio dirigido a comprobar la precisién de estas técnicas de estimacién por
intervalo.

En este experimento se generan 1000 muestras aleatorias segiin una
distribucién normal con parimetros p = 100 y o = 225. Para cada una de las
muestras se realizan las estimaciones por intervalo bootstrap (con extraccién de
1000 remuestras) de la media aritmética y de la variancia. El experimento se
realiza para dos tamafios muestrales distintos: 16 y 32.
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TABLA 24. Resultados de la aplicacion de los mandatos IC bootstrap con
1000 remuestreos (50 remuestreos para estimar error estdndar en ICBT).

Mandato L.C. 68% L.C. 90%
ICBT (método percentil-t):
estim. bootstrap del EE [ 5114, .8729 ] [ .1270, .9280 ]
estim. jackknife del EE [ .4634 , .8586 ] [ .0569 , .9247 ]
ICBP (método percentil):

Toolbox MonteCarlo [ .6557, .9078 ] [ .5456, .9500 ]
Diaconis y Efron (1983) [.6540,.9090] |  —emmemmemmeeeeee-
ICBBC (método BC) [ .6006 , .8807 ] [.4850, .9374 ]

ICBBCA (método BCa):
Toolbox MonteCarlo [ .5743 , .8725 ] [ 4255, .9273 ]
Efron (1987). a = —-.0817 |  ---omcemememceme- [ .4300,.9200 ]

La Tabla 25 resume, para cada método bootstrap aplicado y para los
intervalos ¢ y %2 cldsicos, el porcentaje de intervalos estimados que contienen los
verdaderos valores de los pardmetros 1 y 62 poblacionales.

Puede comprobarse que los intervalos de confianza bootstrap para la
variancia contienen el verdadero valor poblacional en un porcentaje inferior al
nivel 1-o fijado "a priori”. Este hecho puede ser debido a que, al tratarse de
muestras pequefias (especialmente para n = 16), no se produce la normalizacién
de la distribucién muestral bootstrap que predice el teorema central del limite
para muestras grandes, resultando una distribucién demasiado asimétrica.

Las Figuras 38 a 41 muestran las distribuciones muestrales obtenidas para
los estadisticos media y variancia y para los tamafios muestrales 16 y 32.

TABLA 25. Porcentajes de inclusion del pardmetro en 1000 IC 95% (B =1000)

N=16 N=32
METODO
MEDIA VARIANCIA MEDIA VARIANCIA
Cldsico 94.9% 94.8% 95.0% 94.9%
Percentil-t 94.8% 81.5% 94.7% 88.4%
Percentil 93.9% 81.5% 94.5% 88.4%
BC 93.2% 85.1% 94.1% 90.3%
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FIGURA 38. Distribucion muestral de 1000 medias (n = 16).

FIGURA 39. Distribucion muestral de 1000 medias (n = 32).
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FIGURA 40. Distribucion muestral de 1000 variancias (n = 16).
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FIGURA 41. Distribucion muestral de 1000 variancias (n = 32).



La siguiente figura muestra el algoritmo utilizado para este experimento:

function sim = simic( SIM, B, n, alpha );
%SIMIC - Simulacién Monte Carlo para comprobar la precisién de
% los intervalos de confianza bootstrap.

%

% Inicializacién de variable para registro del tiempo de ejecucion
tpo = clock;

% Pre-dimensionamiento de los vectores
sim = zeros(SIM,2);

res = zeros(8,1);

boot = zeros(B,2);

kb = zeros(n,1);

t = distinv(T’,1-alphan-1);

jil = distinv(’Chi2’,1-alpha,n-1);

ji2 = distinv(’Chi2’ alpha,n~1);

% Muestreo Monte Carlo
for m = 1:SIM,

x = distrnd("Normal’,0,1,n) .* 15 + 100;
sim(m,;} = [mean(x) ; var(x)];
zo = distinv(’Normal’ (1-alpha),0,1);

% Remuestreo bootstrap
for b = 1:B,
kb = resample(x,1);
boot(b,1) = mean(kb);
boot(b,2) = var(kb);
boot(b,3) = (boot(b,1) — sim(m,1))/sqrt(boot(b,2));
boot(b,4) = {(n—1)*boot(b,2))/sim(m,2);
end

Continia ...
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% Método clasico
% Media

ic = {sim{m,I)~(t*sqrt(sim(m,2)/n)) ; sim(m,+(t*sqre(sim(m,2)/n))];

if (ic(1) <= 100) & (ic(2) >= 100)
res(Iy =res(1) + 1;
end
% Variancia
ic = [(n—1)*sim(m,2)/jil ; (n—1)*sim(m,2)/ji2};
if (ic(1) <= 225) & (ic(2) >= 225)
res(2) = res(2) + 1;
end

% Método percentil-t
% Media
pret = pretile(boot(:,3), [alpha*100 (1~alpha)*100]1);
ic = [sim(m,1) — (prct(2)*sqrt(sim(m,2))) ;...
sim(m,1) ~ (prct(1)*sqrt(sim(m,2)))];
if (ic(1) <= 100) & (ic(2) >= 100)
res(3) = res(3) + 1;
end
% Variancia
pret = pretile(boot(:,4), [alpha*100 (1-alpha)*100]);
ie = [pret(1)*sim(m,2)/(n~1) ; pret(2)*sim(m,2)/(n-1)];
if (ic(1) <= 225) & (ic(2) >= 225)
res(4) = res(4) + 1;
end

% Método percentil
% Media
ic = pretile(boot(:,1), [alpha*100 (100-(alpha*100))]);
if (ic(1) <= 100) & (ic(2) >= 100)
res(3) = res(5) + 1;
end
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% Variancia
ic = pretile(boot(:,2), [alpha*100 (1-alpha)*100]);
if (c(1) <= 225) & (ic(2) >= 225)
res(6) = res(6) + 1;
end

% Método BC
% Media
zb = distinv("Normal’ Jength(find(boot(:,1)<=sim(m,1)))/B,0,1);
beinf = distedf(’Normal’,(2*zb)-z0,0,1);
besup = distedf("Normal’ {2*zb)+z0,0,1);
ic = pretile(boot(:,1), [beinf*100, besup*100]);
if (ic(1) <= 100) & (ic(2) >= 100)
res{(Ty =res(7) + 1;
end
% Variancia
zb = distinv(’Normal’ Jength(find(boot(:,2)<=sim(m,2)))/B,0,1);
beinf = distcdf("Normal’,(2*zb)-20,0,1);
besup = distedf("Normal’,(2*zb)+20,0,1);
ic = pretile(boot(:,2), [bcinf*100, besup*1001);
if (c(1) <= 225) & (ic(2) >= 225)
res(8) = res(8) + 1;
end

end

fprintf(["Tiempo transcurrido: * int2str(etime(clock,tpo)) * seg.’]);

fprintf([° Meétodo clasico. Media: * num2str(res(1)*100/SIM) *%"...
' Var: " num2str(res(2)*100/SIM) *%’1);

fprintf(["Método percentil-t. Media; * num2str(res(3)*100/SIM) *%’...
' Var: ' num2str(res(4)*100/SIM) *%’));

fprintf([* Método percentil. Media: * num2str(res(5)*100/SIM) *%’...
> Var: * num2str(res(6)*100/SIM) *%’]);

fprintf([* Método BC, Media: * num2str(res(7)*100/SIM) *%"...
' Var: ’ num2str(res(8)*100/SIM) *%’]);

FIGURA 42. Simulacién Monte Carlo para evaluar la precision de IC bootstrap.

- 144 -



4.2. PROBABILIDAD DE ERROR TIPO I EN EL CONTRASTE
DE HIPOTESIS BOOTSTRAP

Los experimentos realizados para comprobar el correcto funcionamiento de
los mandatos bootstrap para el contraste de hipdtesis son una réplica de los
realizados por Noreen (1989) y Westfall y Young (1993).

En el primer experimento, realizado por Noreen (1989), el procedimiento
experimental consiste en extraer 1000 muestras aleatorias e independientes de
datos, con tamafios muestrales 20, 40, 80 y 160, de una poblacién con distribucién
Normal estandarizada. Para cada muestra, se aplican las pruebas de conformidad
bootstrap, con 99 remuestreos, de la media observada respecto a la media teérica
0, asi como la prueba ¢ cldsica para comparar los resultados. Puesto que la
verdadera media poblacional es 0, si la prueba es vdlida la hip6tesis nula deberia
de rechazarse aproximadamente un 5% de las veces cuando el nivel o fijado "a
priori” es igual a 0.05, y un 10% de las veces cuando este nivel o es igual a 0.10.

Las pruebas de conformidad bootstrap aplicadas son las siguientes:

» Meétodo del desplazamiento bootstrap.
» Meétodo de la aproximacién normal bootstrap.

* Bootstrap conjunto (resultado significativo al nivel o fijado "a priori” tanto
en el método del desplazamiento como en el método de la aproximacién
normal).

» Método del desplazamiento bootstrap con transformacién pivotal. Este
método sélo se aplica en nuestro estudio.

La Tabla 26 muestra los resultados de nuestro experimento (columna
MonteCarlo) y del experimento de Noreen (1989). Se puede constatar que las
estimaciones de la probabilida de error Tipo I son muy cercanas en ambos casos.
Las pequeiias diferencias entre los resultados de nuestro experimento y los de
Noreen pueden explicarse debido al relativamente pequefio nimero de muestras
extraidas (1000) y de remuestreos realizados (99), asi como al hecho de que este
autor no indica ni los algoritmos concretos que utiliza para la generacién de
valores aleatorios uniformes y segin ley Normal, ni la semilla utilizada para
dichos generadores. En nuestro experimento, la semilla utilizada para los
generadores de nimeros aleatorios ha sido 65536.
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En cuanto a la validez de los métodos bootstrap, puede comprobarse que
cuando la muestra es pequeiia (N = 20) la hipétesis nula es rechazada un 5%
(5.9% segin el resultado de Noreen) de las veces al nivel 0.05 al aplicar la prueba
t clasica y la hipétesis alternativa es que la media observada es superior a la
media poblacional. La prueba bootstrap, segiin el método del desplazamiento de
la distribuci6n, ofrece un 6.8% de rechazos (7.6% en el experimento de Noreen),
el mismo resultado que al aplicar el método de la aproximacién Normal. Si se
utilizan los dos métodos bootstrap conjuntamente, rechazando la hipétesis nula
s6lo si ambos métodos rechazan esta hip6tesis, el resultado obtenido es también
del 6.8%. Cuando la hipétesis alternativa es que la media observada es inferior
a la poblacional, o cuando el nivel o es igual a 0.10, el resultado del bootstrap
conjunto es mds conservador que cuando se evalian los dos métodos por
separado.

Aplicando el método bootstrap con transformacién pivotal, y variando el
nimero de muestras extraidas (4000) y de remuestreos (999), la hipétesis nula es
rechazada el 5.2% de las veces. En general, esta prueba ofrece los mismos
resultados que la prueba ¢ cldsica tanto para los niveles o 0.05 y 0.10, como en
los dos tipos de hipétesis alternativa unilateral, y para los diferentes tamaiios
muestrales utilizados. Los resultados que se obtienen aplicando los métodos
bootstrap del desplazamiento de 1a distribucién sin transformacién pivotal y el
método de la aproximacién Normal se alejan 1 6 2 puntos porcentuales cuando
los tamafios muestrales son 20 6 40.

El segundo experimento realizado es similar al primero, pero en este caso
la poblacién se distribuye segiin una ley Lognormal estandarizada, incumpliéndose
el supuesto de normalidad de la prueba ¢ cldsica. Dado que los métodos bootstrap
no asumen ningin tipo de distribucién en particular, deberfan de ofrecer en esta
situacién mejores resultados que la prueba # cldsica. Los valores de las muestras
extraidas de la poblacién Lognormal se definen por la relacién x = exp(z), donde
z es una variable Normal estandarizada. La media de esta poblacién es \/(,T , valor
utilizado para las pruebas de conformidad unilaterales aplicadas. El nimero de
muestras que se extraen es de 1000, con 99 remuestreos, al igual que en el
estudio de Noreen (1989). Westfall y Young (1993) también replican el estudio
de Noreen, pero utilizando el método bootstrap del desplazamiento de la
distribucién con transformacién pivotal, y extrayendo 4000 muestras y realizando
999 remuestreos para cada una de ellas (nuestro experimento también utiliza este
nimero de iteraciones para contrastar los resultados de Westfall y Young).

La Tabla 27 muestra los resultados de nuestro experimento y del
experimento de Noreen (N en la tabla) y de Westfall y Young (WY en la tabla).
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Los resultados obtenidos en nuestro experimento son semejantes a los que
presentan estos autores. La semilla utilizada para los generadores de nimeros
aleatorios ha sido 65536 (Noreen y Westfall y Young no indican cudl es el valor
de la semilla utilizada en sus experimentos).

A partir de los resultados obtenidos se puede constatar que el método del
desplazamiento con transformacién pivotal aproxima los niveles nominales fijados
"a priori" mejor que la prueba ¢ y que el método del desplazamiento sin
utilizacién de un estadistico pivote.

Westfall y Young (1993) realizan unos comentarios generales sobre la
eleccién del nimero de muestras Monte Carlo y el nimero de remuestreos
bootstrap que deberian aplicarse en este tipo de experimentos, concluyendo que
es mds importante el nimero de iteraciones en el bucle externo (muestreo Monte
Carlo) que en el interno (remuestreo bootstrap). En la mayor parte de situaciones,
el nimero de iteraciones del bucle externo deberia oscilar entre 5000 y 10000,
cifra adecuada también para el mimero de remuestreos bootstrap. Hope (1968) y
Oden (1991) presentan complejos andlisis que permiten evaluar la magnitud de
error de la simulacién debida al nimero finito de iteraciones.

La siguiente figura muestra el algoritmo utilizado para este experimento:

function simtest{ SIM, B, n, alpha )
%SIMTEST Simulacién Monte Carlo para comprobar la validez de los métodos

% bootstrap de contraste de hip6tesis. Poblacién Lognormal,
%
% Media poblacional

mu = sqrt( exp(1) );

% Inicializacion de valores criterio
teritl = distinv(’T’,alpha,n-1);

teritu = distinv(*T’ 1-alpha,n-1);
zeritl = distinv(’Normal’,alpha,0,1);
zeritu = distinv(’Normal’,1-alpha,0,1);

Continiia ...
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% Inicializacién de contadores
tsigl = 0;
tsign = 0;
bssigl = 0;
bssigu = 0;
bnsigl = 0;
bnsigu =0
besigl = 0;
bcsigu = O;
bpsigl = 0;
bpsigu = 0;

% Muestreo Monte Carlo
for sint = 1:SIM

x = exp( distrnd(’Normal’,0,1,n) );

m = mean(x);
$§ = std(x);
difmu = (m — mu);

% t-test
t = difmu/(s/sqrt(n));
if t <= teritl
tsigl = tsigl + 13
end
if t >= teritu
tsigu = tsigu + 1;
end
nbssigl = 0;
nbssigu = 0;
nbpsigl = 0;
nbpsigu = 0;
Ibssigl = 0;
lbssigu = 0;
Ibnsigl = Q;
Ibnsigu = 0;
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% Remuestreo bootstrap
for boot = 1:B

xb = resample(x,1);
mb(boot) = mean(xb);

dif = mb(boot) ~ m;

if dif <= difmu, nbssigl = nbssigl + 1, end;
if dif >= difmu, nbssigu = nbssigu + 1, end;

tb = (mb(boot) — m)/(std(xb)/sqrt(n));
if tb <=1, nbpsigl = nbpsigl + 1, end;
if tb >=t, nbpsigu = nbpsigu + 1, end;

end

% Shift-method
nbssigl = (nbssigl+1)/(B+1);
nbssigu = (nbssigu+1)/(B+1);
if nbsigl <= alpha
Ibssigl = 1;
bssigl = bssigl + 1;
end
if nbsigu >= (I~aplha)
1bssigu = 13
bssigu = bssigu + 1;
end

% Normal-approximation
zb = difmu/std(mb);
if zb <= zcritl

Ibnsigl = 1;

bnsigl = bnsigl + 1;
end
if zb >= zcritu

Ibnsigu = 1;

bnsigu = bnsigu + 1;
end
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% Bootstrap Conjunto (shift & normal-approximation)

if Tbssigl & Ibnsigl
besigl = besigl + 1;
end

if Ibssigu & Ibnsigu
besigu = besigu + 1;
end

% Shift & pivot method
nbpsigl = (nbpsigl+1)/(B+1);
nbpsigu = (nbpsigu+1)/(B+1);
if nbpsigl <= alpha
bpsigl = bpsigl + 1;
end
if bssigu >= (1-alpha)
bpsigu = bpsigu + 1;
end

end

fprintf([’n = * in2str(n) "\n’]);

fprintf([\nAlpha = * int2str(alpha) "\n’);
fprintf(*Upper-Tail\n’);

fprintf({” t-test: " num2str(tsigu/SIM) "\n’});
fprintf([>  shift-method: * num2str(bssigu/SIM) "\n’]);
fprintf([> normal-method: * num2str(bnsigu/SIM) \n’]);
fprintf([’ boot-conjunto: * num2str(besigu/SIM) “\n’]);
fprintf([°  pivot-method: * num2str(bpsigu/SIM) n’]);
fprintf(’Lower-Tail\n");

fprintf([* t-test: * num2str(tsigl/SIM) “\n’]);
fprintf([*  shift-method: * num2str(bssigl/SIM) "\n’]);
fprintf(° normal-method: * num2str(bnsigl/SIM) "\n’]);
fprintf([> boot-conjunto: * num2str(besigl/SIM) \n’]);
fprintf([”  pivot-method: > num2str(bpsigl/SIM) "n’]);

FIGURA 43. Simulacién Monte Carlo para evaluar la probabilidad de error Tipo |
de las pruebas de contraste de hipotesis bootstrap y de la prueba t cldsica.
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A simple vista se constata que los algoritmos presentados son mds simples
que los que deberfan realizarse con otros lenguajes de programacién para llevar
a cabo estos mismos experimentos. Hay que sefialar también, que se podrian
simplificar todavia mds si se incluyeran en ellos las llamadas a los mandatos de
estimacién por intervalo o de contraste de hip6tesis del toolbox MonteCarlo; no
se ha hecho asf para que los algoritmos mostraran la totalidad del proceso, asi
como para aumentar la velocidad de ejecucién ya que se incluye un tnico bucle
de remuestreo comin para todos los métodos bootstrap que se comparan en cada
experimento.
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