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REGRESIÓN LINEAL SIMPLE 25

Por lo anterior, se ve con frecuencia a to escrito en la forma

(2.27)

Se puede usar un procedimiento parecido para probar hipótesis acerca de la ordenada al
origen. Para probar

Ho: /30 = /300

H, : /30 "# /300 (2.28)

se podría usar el estadístico de prueba

/30 - /300
to = --.=======

(
1 - 2 )

MS - + ~
Res n Sxx

/30 - /300

se( ,80) (2.29)

en donde se(fio) = VMSRes(lIn + x2/Sxx) es el error estándar de la ordenada al origen.
La hipótesis nula Ho: /30= /300se rechaza si Itol > ta/2. n _ 2'

2.3.2 Prueba de significancia de la regresión

Un caso especial muy importante de la hipótesis en la ecuación (2.24) es el siguiente:

Ho: /3, = O
H,: /3, "# O (2.30)

Estas hipótesis se relacionan con la significancia de la regresión. El no rechazar Ho: /31 = O
implica que no hay relación lineal entre x y y. Este caso se ilustra en la figura 2.2. Nótese
que eso puede implicar que x tiene muy poco valor para explicar la variación de y y que el
mejor estimador para cualquier x es y = y (Fig. 2.2a), o que la verdadera relación entre x
y y no es lineal (Fig. 2.2b). Por consiguiente, si no se rechaza Ho: /31 = O, equivale a decir
que no hay relación lineal entre y y X •

•
••• • • •••y • •• • • • •• •• •• •• • ••

• • •y • •
• • •• • ••

Figura 2.2
Casos en los que
no se rechaza la

hipótesis
Ho: f3, = O.

x
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x
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Figura 2.3 
Casos en los que 
no se rechaza la 

hipótesis 
Ha: /31 = o. 
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También, si se rechaza Ho: /31 :: O, eso implica que x sí tiene valor para explicar la va­
riabilidad de y. Esto se ilustra en la figura 2.3. Sin embargo, rechazar Ho: /31 :: O podría 
equivaler a que el modelo de línea recta es adecuado (Fig. 2.3a), o que aunque hay un efec­
to lineal de x se podrían obtener mejores .resultados agregando términos polinomiales en x 
(Fig.2.3b). 

El procedimiento de prueba para Ho: f31 :: O se puede establecer con dos métodos. El 
primero tan sólo usa el estadístico t en la ecuación (2.26), con f310 :: O, es decir, 

/31 
to :: -se-( -c-(3I-) 

La hipótesis de la significancia de la regresión se rechazaría si Itol > ta /2, n _ 2' 

Ejemplo 2.3 Datos del propelente de reacción 

A continuación se probará la significancia de la regresión en el modelo del propelente de 
reacción del ejemplo 2.1. El estimado de la pendiente es :: -37.15 , y en el ejemplo 2.2 
se calculó el estimado de ()2 , que resultó MSRes :: e2 

:: 9 244.59. El error estándar de la 
pendiente es 

( A) _ ¡ MSRes _ se /31 - ---
Sxx 

Por consiguiente, el estadístico de prueba es 

9244.59 

1 106.56 
= 2.89 

- 37.15 

2.89 
:: -12.85 

Si se escoge a :: 0.05, el valor crítico de tes tO.025 , 18 :: 2.101 . Así, se rechazaría Ho: f31 :: O 
y se llegaría a la conclusión que hay una relación lineal entre la resistencia al corte y la 
edad del propelente. 
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138 INTRODUCCiÓN AL ANÁLISIS DE REG RESiÓN LINEAL 

Una excelente descripción general de los problemas con valores atípicos se encuentra en 
Barnett y Lewis [1994]. También véase Myers [1990], para una buena discusión del tema. 

Los valores atípicos se deben investigar con cuidado, para ver si se puede encontrar una 
razón de su comportamiento extraordinario. A veces, los valores atípicos son "malos" y se 
deben a eventos desacostumbrados, pero explicables. Entre los ejemplos están la medición 
o el análisis incorrectos, el registro incorrecto de los datos y la falla de un instrumento de 
medición. Si éste es el caso, el valor atípico se debería corregir (si es posible) o eliminar del 
conjunto de datos. Es claro que el eliminar valores malos es conveniente, porque los míni­
mos cuadrados jalan la ecuación ajustada hacia el valor atípico, ya que eso minimiza la su­
ma de cuadrados de residuales, sin embargo, se hace notar que debe contarse con una 
fuerte evidencia no estadística de que el valor atípico es malo, para entonces descartarlo. 

A veces se encuentra que el valor atípico es una observación extraordinaria, pero perfec­
tamente factible. Puede ser peligroso eliminar estos puntos para "mejorar el ajuste de la 
ecuación", porque puede dar al usuario una sensación falsa de precisión de la estimación 
o la predicción. A veces se ve que el valor atípico es más importante que el resto de los da­
tos, porque puede controlar muchas propiedades clave del modelo. También, los valores 
atípicos pueden hacer resaltar inadecuaciones en el modelo, como la falla de tener un buen 
ajuste con los datos en cierta región del espacio de x. Si el valor atípico es un punto de res­
puesta especialmente deseable (por ejemplo, bajo costo o alto rendimiento), sería en extre­
mo valioso conocer los valores de los regresores, cuando se observó esa respuesta. Los 
análisis de identificación y de seguimiento de los valores atípicos con frecuencia dar co­
mo resultado mejoras en el proceso, o nuevos conocimientos acerca de factores cuyo efec­
to sobre la respuesta se desconocía antes . 

Se han propuesto diversas pruebas estadísticas para detectar y rechazar los valores atí­
picos. Por ejemplo, véase Barnett y Lewis [1994]. Stefansky [1971, 1972] ha propuesto una 
prueba aproximada para identificar puntos atípicos, basada en el residual máximo normado 
le¡1 / 1 et ' cuya aplicación es bastante fácil. Ejemplos de esta prueba y de otras referen­
cias relacionadas se encuentran en Cook y Prescott [1981], Daniel [1976] y Williams 
[1973], además véase también el apéndice C.9. Si bien esas pruebas pueden tener utilidad 
para identificar valores atípicos, no se debe creer que los puntos identificados con ellas de­
ben eliminarse en forma automática. Como se ha dicho, esos puntos pueden ser claves im­
portantes que contienen información valiosa. 

El efecto de los valores atípicos sobre el modelo de regresión se puede comprobar con 
facilid,ad eliminándolos y volviendo a ajustar la ecuación de regresión. Se podrá encontrar 
que los valores de los coeficientes de regresión, o de los estadísticos de resumen como t, 
F o R2, y que el cuadrado medio de residuales pueden ser muy sensibles a los valores atí­
picos. Los casos en los que un porcentaje relativamente pequeño de los datos tiene un gran 
impacto sobre el modelo podrán no ser aceptables para el usuario de la ecuación de regre­
sión. En general, uno se siente más cómodo suponiendo que una ecuación de regresión es 
válida si no es muy sensible a unas pocas observaciones. Se preferiría que la relación de 
regresión estuviera embebida en todas las observaciones, y no sólo fuera un artificio de unos 
pocos puntos. 

Ejemplo 4.7 Datos del propelente de reacción 

La figura 4.11 muestra la gráfica de probabilidad normal y la gráfica de valores R de Stu­
dent, en función de las Ji predichas para los datos del propelente de reacción presentados en 
el ejemplo 2.1 . Se ve que hay dos residuales negativos grandes, muy apartados del resto (ob­
servaciones 5 y 6, en la Tabla 2.1). Esos puntos son atípicos potenciales; tienden a producir 
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166 INTRODUCCiÓN Al ANÁLISIS DE REGRESiÓN LINEAL
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Los estadísticos de resumen para este modelo son R2 = 0.9800, MSRes = 0.0089 Y Fa =
1 128.43 (el valor P es < 0.0001).

Los valores ajustados y los residuales correspondientes al modelo transformado están
en la columna B de la tabla 5.6. La figura 5.8 muestra una gráfica de los residuales R de
Student del modelo transformado, en función de y. En esta gráfica no ~e advierte proble-
ma grave alguno de desigualdad de varianza. La gráfica de probabilidad normal, que mues-
tra la figura 5.9, parece indicar que los errores provienen de una distribución de colas más
gruesas que la normal (nótense las ligeras curvaturas, hacia arriba y hacia abajo, en los ex-
tremos). Como no hay fuerte indicación de inadecuación del modelo, se llega a la conclu-
sión que el modelo transformado es satisfactorio.

5.4 MÉTODOS ANALlTICOS PARA SELECCIONAR UNA TRANSFORMACiÓN

Si bien en muchos casos las transformaciones se seleccionan en forma empírica, se pue-
den aplicar técnicas más formales y objetivas para ayudar a especificar una transformación
adecuada. Esta sección describirá e ilustrará procedimientos analíticos para seleccionar
transformaciones, tanto de la variable de respuesta como de las variables regresoras.

5.4.1 Transformaciones de y: el método de Box-Cox

Supóngase que se debe transformar y para corregir la no normalidad y/o la varianza no
constante. Una clase útil de transformaciones es la de la transformación de potencia l,
donde A, es un parámetro que se debe determinar. Por ejemplo, A, =i quiere decir usar y co-
mo respuesta. Box y Cox [1964] indican cómo se pueden estimar en forma simultánea los
parámetros del modelo de regresión y A" con el método de la máxima posibilidad.

Al imaginarse la transformación de potencia l surge una dificultad cuando A, = O:
cuando A, tiende a cero, l tiende a la unidad. Es obvio que es un problema, porque no tiene
sentido tener todos los valores de respuesta iguales a uno. Un método para resolver esta di-
ficultad (lo llamaremos discontinuidad en A, = O) es usar (yA - 1)/A, como variable de res-
puesta. Con esto se resuelve el problema de discontinuidad, porque cuando A, tiende a cero
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(l- l)/A tiende al límite In y. Sin embargo, sigue habiendo un problema, porque cuando 
cambia A, los valores de (yA - l)/A cambian en forma dramática, por lo que sería difícil com­
parar los estadísticos de resumen de modelos con distintos valores de A. 

El procedimiento correcto es usar 

(5.1) 

A= O 

en las que ji = ln-I[(l /n)L¡: l ln y¡] es el promedio geométrico de las observaciones, yajus­
tar el modelo 

y(A) = Xf3 + E (5.2) 

por mínimos cuadrados (o por máxima posibilidad). Sucede que el divisor ji A- t se relacio­
na con el jacobiano de la transformación que convierte la variable de respuesta yen y(A). 

Es, de hecho, un factor de escala que asegura que las sumas de cuadrados de residuales 
sean comparables para modelos con distintos valores de A. 

Procedimiento de cálculo 

El estimado de A por máxima posibilidad corresponde al valor de A para el cual es mínima 
la suma de cuadrados de residuales del modelo ajustado, SSRes(A). Este valor de A se sue­
le determinar ajustando un modelo a lA) para diversos valores de A, graficando la suma de 
cuadrados de residuales SSRes(A) en función de A y viendo el valor de A que minimiza 
SSRes(A) en la gráfica. En general, son suficientes de 10 a 20 valores de A para estimar el 
valor óptimo. Se puede hacer una segunda iteración con una malla más fina, si se desea. 
Como se vio arriba, no se puede seleccionar A sólo comparando en forma directa las sumas 
de cuadrados de residuales de las regresiones de l respecto a x, porque para cada A, la su­
ma de cuadrados de residuales se mide en una escala distinta. La ecuación 5.1 escala las 
respuestas de tal modo que las sumas de cuadrados de residuales se pueden comparar en 
forma directa. Se recomienda al analista usar valores sencillos de A, porque es probable 
que la diferencia práctica en los ajustes para A = 0.5 Y A = 0.596 sea pequeña, pero es más 
fácil interpretar el primer valor. 

Una vez seleccionado un valor de A, el analista queda libre para ajustar el modelo 
usando a l como variable de respuesta si A::j:. O. Si A = O, se usa en y como variable de res­
puesta. Es totalmente admisible usar lA) como respuesta para el modelo final; este mode­
lo tendrá una escala diferente y un origen trasladado en comparación del que usa l (o que 
usa In y). De acuerdo con nuestra experiencia, la mayor parte de los ingenieros y los cien­
tíficos prefieren usar l (o In y) como respuesta. 

Un intervalo de confianza aproximado para íL 

También se puede determinar un intervalo de confianza aproximado para el parámetro de 
transformación A. Este intervalo de confianza puede servir para seleccionar el valor definiti­
vo de k Por ejemplo, si .t= 0.596 es el valor que minimiza la suma de cuadrados de resi­
duales y si A = 0.5 está en el intervalo de confianza, sería preferible usar la transformación 
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En esta sección se desarrollarán los mínimos cuadrados ponderados para el modelo de 
regresión múltiple. Se comenzará considerando un caso un poco más general que concier­
ne a la estructura de los errores del modelo. 

5.5.1 Mínimos cuadrados generalizados 

Las suposiciones que se suelen hacer acerca del modelo de regresión lineal y = Xf3 + E son 
que E(E) = O Y que Var (E) = (J2I. Como se ha observado, a veces esas premisas son irra­
zonables, por lo que ahora se examinará qué modificaciones se necesitan para este proce­
dimiento de mínimos cuadrados ordinarios, cuando Var (E) = (J2V, siendo V una matriz 
conocida de n X n. Este caso tiene una interpretación fácil: si V es diagonal pero con ele­
mentos diagonales distintos, las observaciones y son no correlacionadas, pero tienen va­
rianzas desiguales, mientras que si algunos de los elementos fuera de la diagonal de V son 
distintos de cero, las observaciones son correlacionadas. 

Cuando el modelo es 

y = Xf3 + e 

E( e) = O, Var ( e) = (J2V (5 .13) 

el estimador de mínimos cuadrados ordinarios ~ = (X'XrIX'y ya no es adecuado. Se re­
solverá este problema transformando el modelo en un nuevo conjunto de observaciones 
que satisfagan las premisas estándar de mínimos cuadrados. A continuación se usarán mí­
nimos cuadrados ordinarios con los datos transformados. Como (J2V es la matriz de cova­
rianza de los errores, V debe ser no singular y positiva definida, y en consecuencia existe 
una matriz K, no singular y simétrica, de n X n, tal que K'K = KK = V. A menudo se le 
llama raíz cuadrada de V a la matriz K. En forma típica, (J2 se desconoce, y en ese caso 
V representa la estructura supuesta de las varianzas y covarianzas entre los errores aleato­
rios, aparte de una constante. 

Se definen las nuevas variables 

(5.14) 

por lo que el modelo de regresión y = Xf3 + e se transforma en K-1y = K-1Xf3 + K- I e, es 
decir 

z = Bf3 + g (5.15) 

Los errores en este modelo transformado tienen valor esperado cero, esto es, E(g) = 
K-1E(e) = O. Además, la matriz de covarianza de g es 

Var(g) = {[g - E(g)] [g - E(g)] ' } 

= E(gg) 

= E(K-1ee ' K- 1) 

K - 1E( ee')K- 1 

(j2K- 1VK- 1 

(j2 K - 1 KKK- 1 

(j21 (5.16) 
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Por lo anterior, los elementos de g tienen media cero y varianza constante, y no están corre-
lacionados. Como los errores g en el modelo (5.15) satisfacen las prernisas acostumbradas,
se pueden aplicar los mínimos cuadrados ordinarios. La función de mínimos cuadrados es

S( {3) = g'g = e'V-le

= (y - X{3 )'V-1(y - X{3) (5.17)

Las ecuaciones de mínimos cuadrados son

(5.18)

y la solución de esas ecuaciones es

(5.19)

Aquí, la /3 se llama estimador de mínimos cuadrados generalizado de [3.
No es difícil demostrar que /3 es un estimador in sesgado de [3. La matriz de covarian-

za de /3 es

(5.20)

En el apéndice C.10 se demuestra que /3 es el mejor estimador lineal insesgado de [3.El
análisis de varianza en términos de los mínimos cuadrados generalizados se resume en la
tabla 5.8.

5.5.2 Mínimos cuadrados ponderados

Cuando los errores e no están correlacionados, pero tienen varianzas desiguales de modo
que la matriz de covarianza de e sea, por ejemplo

1
O

w1

a2V = a2 w2

1
O

wll

TABLA 5.8 Análisis de varianza para rrúnimos cuadrados generalizados

Grados de Cuadrado
Fuente Suma de cuadrados libertad medio Fo

Regresión SSR = P'B'z p SSR/P MSR/MSRes
= y'V-1X(X'V-1X)-IX'V-1y

Error SSRes = iz - P'B'z n -P SSRes/(n - p)
= y'V-1y

-y'V-1 X(X'V-I X)-I X'V-I y

Total iz = y'V-1y n
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I

al procedimiento de estimación se le suele llamar mínimos cuadrados ponderados. Sea
W = V-l. Como V es una matriz diagonal, W también es diagonal y sus elementos diago-
nales, pesos, o factores de ponderación, son w¡, w2, ... , wn• De acuerdo con la ecua-
ción (5.18), las ecuaciones normales de mínimos cuadrados ponderados son

(X'WX) S= X'Wy

Éste es un análogo, en regresión múltiple, de las ecuaciones normales de mínimos cuadra-
dos ponderados para la regresión lineal simple, deja ecuación (5.12). En consecuencia,

es el estimador ponderado de mínimos cuadrados. Nótese que las observaciones con
varianzas grandes tienen menos peso que las de varianzas pequeñas.

Los estimados por mínimos cuadrados ponderados se pueden obtener con facilidad
con un programa ordinario de cómputo de mínimos cuadrados. Si se multiplica cada uno de
los valores observados de la i-ésima observación (incluyendo el 1 de la ordenada al ori-
gen) por la raíz cuadrada del peso de esa observación, se obtendrá entonces un conjunto
de datos transformados.

1[W; xll [W; Xlk[W; y¡[W;

B
1,fW; X21,fW; X2k,fW; Y2,fW;

z

1F: xnlF: xnkF: YnF:
odo

Ahora si se aplican los mínimos cuadrados ordinarios a esos datos transformados, se ob-
tendrá

S = (B'BrIB'z = (X'WXrIX'Wy

que es el estimado de f3 por mínimos cuadrados ponderados.

5.5.3 Algunos asuntos prácticos

Para usar mínimos cuadrados ponderados se deben conocer los pesos wi' A veces se pue-
de recurrir a la experiencia o conocimientos anteriores, o a la información de un mode-
lo teórico, para determinar los pesos. Véase un ejemplo de este método en Weisberg
[1985]. También, el análisis de residuales puede indicar que la varianza de los errores
puede ser una función de uno de los regresores, por ejemplo, Var (é:¡) = a2x¡j, de modo
que wi = v-« En algunos casos, en realidad Yi es un promedio de n¡observaciones en Xi' y
si todas las observaciones originales tienen varianza constante a2

, entonces la varianza de
Y¡ es Var (y¡) = Var (é:¡) = a2/n¡, y los pesos se escogerían como w¡ = ni' A veces, la fuente
principal de error es la del error de medición, y distintas observaciones se miden con dis-
tintos instrumentos de precisión desigual (pero bien estimada). En ese caso los pesos se
podrían elegir inversamente proporcionales a las varianzas del error de medición. En
muchos casos prácticos se podrán adivinar los pesos, hacer el análisis para después volver a
estimar los pesos con base en los resultados. Pueden ser necesarias varias iteraciones.
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Sebert, Montgomery y Rollier [1998] investigan el uso de análisis de 
para determinar el conjunto de observaciones influyentes en regresión. El análisis de con- . 
glomerado es una técnica de varias variables para determinar grupos de observaciones se­
mejantes. El procedimiento consiste en definir una medida de similaridad entre las 
observaciones para después aplicar una serie de reglas y clasificar las observaciones en 
grupos, con base entre sus similaridades interobservacionales. Usan un procedimiento de 
conglomerado de un solo eslabón (véase Johnson y Wichem [1992] y Everitt [1993]) apli­
cado a los residuales y a los valores ajustados por mínimos cuadrados para agrupar n-m 
observaciones en un grupo "limpio" y un grupo potencialmente influyente de m observa­
ciones. Este grupo se evalúa en subconjuntos de tamaño 1,2, . .. , m, con la versión de la 
medida de distancia de Cook para observaciones múltiples. Los autores informan que es­
te procedimiento es muy efectivo para determinar el subconjunto de observaciones influ­
yentes. Hay cierto "exceso", esto es identificar demasiadas observaciones como 
influyentes, pero el empleo de la distancia de Cook elimina con eficiencia las observacio­
nes no influyentes. Al estudiar nueve conjuntos de datos publicados, los autores inform' 
que no hubo incidentes de "encubrimiento", esto es, no poder determinar el subconjUl 
correcto de puntos influyentes. También informan buenos resultados con un extenso eSI 
dio de desempeño, hecho con simulación Monte CarIo. 

6.7 TRATAMIENTO DE LAS OBSERVACIONES INFLUYENTES 

Los diagnósticos de balanceo e influencia son parte importante del arsenal de herramien­
tas de quien construye modelos. Pretenden ofrecer al analista mejor comprensión de los 
datos y señalar cuáles observaciones merecen más escrutinio. ¿Cuánto esfuerzo se debe 
dedicar al estudio de esos puntos? Es probable que dependa de la cantidad de puntos influ­
yentes identificados, de su impacto real sobre el modelo y de la impr ,ancia del problema 
de construcción del modelo. Si el lector dedicó un año a reunir 30 observaciones, es proba­
ble que se justifique mucho análisis de seguimiento para los puntos dudosos, Esto es válido 
en especial si se obtiene un resultado inesperado debido a una sola observación influyenty, 

¿Se deben desechar las observaciones influyentes? Esta pregunta se parece a la cues­
tión de descartar los valores atípicos, Por regla general, si hay un error al anotar un valor 
medido, o si el punto de la muestra realmente es inválido o no es parte de la población que 
se pretendía muestrear, será adecuado descartar la observación, Sin embargo, si el análisis 
indica que un punto influyente es una observación válida, no hay justificación para su eli­
minación. 

Un "compromiso" entre eliminar una observación y retenerla es considerar una técni­
ca de estimación que no sea tan sensible a los puntos influyentes como lo son los mínimos 
cuadrados. Esas técnicas robustas de estimación en esencia aligeran las observaciones en 
proporción con la magnitud o influencia residual, de tal modo que una observación muy 
influyente recibirá menos peso que en el ajuste de mínimos cuadrados, En el capítulo 11 
se describirán métodos robustos de regresión. 

PROBLEMAS 

6.1 Hacer un análisis minucioso de influencia con los datos de pruebas de energía térmica que 
aparecen en la tabla B.2 del apéndice. Comentar los resultados. 
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segmentos del polinomio como las restricciones de continuidad que no degraden en forma 
sustancial el ajuste, usando. los métodos estándar de prueba de hipótesis para regresión 
múltiple. 

Como ilustración, se tiene una función local cúbica con un solo nudo en t, y sin res­
tricciones de continuidad, como la siguiente: 

E(y) = S(x) = f300 + f301 x + f302 x2 + f303 x3 + f3JO(x -

+ f311(x - t) ¡ + fJ12(x - t)¡ + f313(x - t): 
Nótese que ni S(x), S' (x) ni S' I (x) son necesariamente continuas en t, por la presencia de los 
términos con f3JO' f311 y f312 en el modelo. Para determinar si al imponer restricciones de con­
tinuidad se reduce la calidad del ajuste, se prueban las hipótesis Ho: f3JO = O [continuidad de 
S(x)], Ho: f3JO = f311 = O [continuidad de S(x) y S' (x)] y Ho: f3JO = f311 = f312 = O [continuidad 
de S(x), S'(X) y S"(x)]. Para determinar si la spline cúbica se ajusta a los datos mejor que un 
solo polinomio cúbico dentro del rango de x, sólo se prueba Ho: f310 = f311 = f312 = f313 = O. 

En Smith [1979] se presenta una excelente descripción de este método para ajustar 
funciones spline. Una desventaja potencial de este método' es que la matriz X'X se vuelve 
mal acondicionada si hay una gran cantidad de nudos. Este problema se puede resolver 
usando una representación distinta de la función spline, llamada spline B cúbica. Las spli­
ne B cúbicas se definen en función de las diferencias divididas 

y 

3 
(x - 1) + 
¡ 

TI (tj - tm) 

111 = i-4 
m#j 

h+4 

1,2, .. . , h + 4 

E(y) = S(x) = I, 'Y¡B¡(x) 
i = 1 

(7.5) 

(7.6) 

en donde )i, i = 1, 2, . . . , h + 4 son parámetros por estimar. En la ecuación (7.5) hay ocho 
nudos adicionales, e3 < e2 < el < to, Y th+ 1 < th+2 < th+3 < th+4· Se suelen igualar to = xrnín 

y th+ I = xmáx; los demás nudos son arbitrarios. Para mayor documentación acerca de fun­
ciones spline véanse Buse y Lim [1977], Curry y Schoenberg [1966], Eubank [1988], Ga­
llant y Fuller [1973], Hayes [1970, 1974], Poirer [1973, 1975] y Wold [1974]. 

Ejemplo 7.2 Datos de caída de voltaje 

La caída de voltaje en la batería del motor de un misil guiado, que se observa durante el 
tiempo de vuelo del misil, se muestra en la tabla 7.3. El diagrama de dispersión de la figu­
ra 7.6. parece indicar que la caída de voltaje se comporta en forma distinta en diferentes in­
tervalos de tiempo, por lo que se modelarán los datos con una spline cúbica usando dos 
nudos en tI = 6.5 Y t2 = 13 segundos después dellarrzamiento, respectivamente. La coloca­
ción de los nudos concuerda en forma aproximada con los cambios de curso del proyectil 
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También se puede investigar si el modelo de spline cúbica mejora el ajuste, probando
la hipótesis Ho: /31= ~ = 0, con el método de la suma extra de cuadrados. La suma de cua-
drados de la regresión para el polinornio cúbico es
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con tres grados de libertad. La suma extra de cuadrados para probar Ho: f31 = f32 = O es

SSR (/31' /321/300' /301,/302' /303) = SSR ( /301' /302' /303' /32, /321/300)

- SSR ( /301' /302' /3031/300)
= 260.1784 - 230.4444
= 29.7340

con dos grados de libertad. Ya que

29.7340/2

0.0717
= 207.35

que se compararía con la distribución F2. 35' se rechaza la hipótesis que Ho: f31 = f32 = O.La
conclusión es que el modelo de la spline cúbica proporciona mejor ajuste.

Ejemplo 7.3 Regresión lineal por segmentos

Un caso especial, de interés práctico, implica ajustar modelos de regresión lineal por seg-
mentos. Esto se puede manejar con facilidad usando spline lineales, por ejemplo, supón-
gase que hay un solo nudo en t, y que en él podría haber un cambio de pendiente y una
discontinuidad. El modelo de spline lineal resultante es

E(y) = S(x) = f300 + f30lx + f31O(x - t)~ + f311(x - t)~
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Ahora bien, si x :s; t, el modelo de línea recta es

E(y) = f300 + f301x

y si x > t, el modelo es

E(y) = f300 + f30lx + f31O(1) + f311(x - t)
= (f300 + f310 - f311 t) + ( f301 + f311)X

"' ..... ,

Esto es, si x :s; t, el modelo tiene ordenada al origen f300 y pendiente f301' mientras que si
x > t, la ordenada al origen es f300 + f3IO - f311t Y la pendiente es f301 + f311' La función de
regresión se muestra en la figura 7. lOa. Nótese que el parámetro f3IO representa la diferencia
en la respuesta promedio en el nudo t.

Si se pidiera que la función de regresión sea continua en el nudo se obtendría una fun-
ción más lisa. Eso se hace con facilidad eliminando el término f3lO(x - t) ~ del modelo ori-
ginal, y se obtiene•••

E(y) = S(x) = f300 + f301x + f311 (x ~·t)!

Ahora bien, si x :s; t, el modelo es

E(y) = f300 + f301x

I

Y I /310
I

/300 + /310 - /311 t
/300

I
"

X

a)

yFigura 7.10
Regresión lineal

por intervalos:
a) discontinuidad

en el nudo;
b) modelo de

regresión lineal
continua por

intervalos.

7.3

x

/300

/300 - /311 t L- L- _

b)
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TABLA 7.12 Coeficientes de los polinomios ortogona1es para el ejemplo 7.5

Po(x¡) p¡(x) Pz<x)

1 1 -9 6

2 1 -7 2

3 1 -5 -1

4 1 -3 -3

5 1 -1 -4
6 1 . 1 -4
7 1 3 -3

8 1 5 -1

9 1 7 2

10 1 9 6

10 10 10

I,P6(x¡) = 10 I,Pr(xi) = 330 I,piÜi) = 132
i= I i= I i= I

Al = 2 A2 = 1/2

Entonces,

10

loPJ(xi) O O 10 O O
i= I

10

X'X = O 2. Pt(xi) O O 330 O
¡= I

10

O O 2. pi( Xi) O O 132
i= I

10

loPO(X¡)Yi 3243
i= ¡

10

X/y = 2. p¡( Xi )Yi 245
i= ¡

10

loP2(x¡)Yi 369
i= ¡

y

O
O J[3243J [324.3000J
O 245 = 0.7424
r 5132 369 2.795

1
330

O

El modelo ajustado es

y = 324.30 + 0.7424PI(x) + 2.7955P2(x)

229
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TABLA 7.13 Análisis de varianza para el modelo cuadrático del ejemplo 7.5

Suma de Grados de
Fuente de variación cuadrados libertad Cuadrado medio Fo Valor P

Regresión 1213.43 2 606.72 159.24 < 0.0001

Lineal, al (181.89) 1 181.89 47.74 < 0.0002
Cuadrática, ~ (1031.54) 1 1031.54 270.75 < 0.0001

Residual 26.67 7 3.81
Total 1240.10 9

La suma de cuadrados de regresión es

•••••,•• I '''I'~I••••

SSR( al' a2) = j~¡ aj[i~¡lj(Xi)Yi]

= 0.7424(245) + 2.7955(369)

= 181.89 + 1031.54 = 1213.43

El análisis de varianza se ve en la tabla 7.13. Tanto los términos lineales como los cuadrá-
ticos contribuyen en forma significativa al modelo. Como esos términos explican la ma-
yor parte de la variación en los datos, se adoptará el modelo cuadrático en forma tentativa,
a reserva de hacerle un análisis satisfactorio de residuales.

Se puede obtener una ecuación ajustada en términos del regresor original, sustituyen-
do P/x) como sigue:

y = 324.30 + 0.7424P¡ (x) + 2.7955P2( x)

= 324.30 + 0.7424(2) (X - 162.5 )
. 25

+ 27955 ~ [ ( x - 2~625)' - (10)1: - 1 1

= 312.7686 + 0.0594(x - 162.5) + O.0022(x - 162.5)2

Ésta es la forma de la ecuación que se debe proporcionar al usuario.

PROBLEMAS

x = 1.00, 1.70, 1.25, 1.20, 1.45, 1.85, 1.60, 1.50, 1.95, 2.00

7.1 Para los valores de x mostrados a continuación:

Supóngase que se desea ajustar un modelo de segundo orden, utilizando estos valores de
la variable regresora x. Calcular la correlación entre x y x2

. ¿Se ven algunas dificultades
potenciales para ajustar el modelo?
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7.2 Un combustible sólido para cohetes pierde peso después de haber sido producido. Se dis-
pone de los siguientes datos:

Meses después de producido, x Pérdida de peso, y (kg)

0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
1.75
2.00
2.25
2.50

1.42
1.39
1.55
1.89
2.43
3.15
4.05
5.15
6.43
7.89

a. Ajustar un polinomio de segundo orden que exprese la pérdida de peso en función de
la cantidad de meses después de haber sido producido.

b. Pruebe la significancia de la regresión.
c. Pruebe la hipótesis Ha: /32 = O. Comente la necesidad del término cuadrático en este

modelo.
d. ¿Hay riesgos potenciales al extrapolar con este modelo?

7.3 Acerca del problema 7.2, calcular los residuales del modelo de segundo orden. Analizar
los residuales y comentar la adecuación del modelo.

7.4 Se tienen los datos siguientes:

x y

4.00 24.60
4.00 24.71
4.00 23.90
5.00 39.50
5.00 39.60
6.00 57.12
6.50 67.11
6.50 67.24
6.75 67.15
7.00 77.87
7.10 80.11
7.30 84.67

a. Ajustar un modelo de polinomio de segundo orden a esos datos.
b. Probar la significancia de la regresión.
c. Probar la falta de ajuste y comentar sobre la adecuación del modelo de segundo orden.
d. Probar la hipótesis Ha: /32 = O. ¿Se puede eliminar el término cuadrático de esta ecua-

ción?

7.5 Para el problema 7.4 calcular los residuales del modelo de segundo orden. Analizar los re-
siduales y llegar a conclusiones acerca de la adecuación del modelo.

http://gratislibrospdf.com/



232 INTRODUCCiÓN AL ANÁLISIS DE REGRESiÓN LINEAL 

7.6 El grado de carbonatación de una bebida gaseosa se afecta por la temperatura del produc­
to y por la presión de funcionamiento de la llenadora. Se obtuvieron 12 observaciones, y 
los datos resultantes se presentan a continuación. 

Carbonatación, y Temperatura, xl Presión,x2 

2.60 31.0 21.0 
2.40 31.0 21.0 

17.32 31.5 24.0 
15.60 31.5 24.0 
16.12 31.5 24.0 
5.36 30.5 22.0 
6.19 31.5 22.0 

10.17 30.5 23.0 
2.62 31.0 21.5 
2.98 30.5 21.5 
6.92 31.0 22.5 
7.06 30.5 22.5 

a. Ajustar un polinomio de segundo orden. 
b. Probar la significancia de la regresión. 
c. Probar la falta de ajuste y llegar a conclusiones. 
d. ¿Contribuye al modelo el término de interacción, en foima significativa? 
e. ¿Contribuyen al modelo los términos de segundo orden, en forma significativa? 

7.7 Para el problema 7.6, calcular los residuales del modelo de segundo orden. Analizar esos 
residuales y comentar la adecuación del modelo. 

7.8 Examínense los datos del problema 7.2. 
a. Ajustar un modelo de segundo orden a esos datos, usando polinomios ortogonales. 
b. Suponer que se desea investigar la adición de un término de tercer orden a este mode­

lo. Comentar la necesidad de este término adicional. Respaldar las conclusiones con 
un análisis estadístico adecuado. 

7.9 Suponer que se trata de ajustar el polinomio cuadrático por tramos, con un nudo en x = t: 

E(y) = S(x) 2 o 
= fJoo + fJO IX + fJ02 x + fJLO(x - t)+ 

1 2 + fJ II ( X - t ) + + fJ 12 ( X - t ) + 

a. Demostrar cómo se debe probar la hipótesis de que este. modelo de spline cuadrática se 
ajusta a los datos, en forma significativamente mejor que un polinomio cuadrático or­
dinario. 

b. El modelo de spline cuadrática no es continuo en el nudo t. ¿Se puede modificar el mo­
delo para obtener continuidad en x = t? 

c. Indicar cómo se puede modificar el modelo parélque tanto E(y) como dE(y)/dx sean 
continuas en x = t. 

d Comentar el significado de las restricciones de continuidad para el modelo, en las par­
tes b y c. En la práctica, ¿cómo se seleccionaría el tipo de restricciones de continuidad 
que se van a imponer? 

http://gratislibrospdf.com/



MODELOS POLINOMIALES DE REGRESiÓN 233 

7.10 Se trata de ajustar un modelo polinomial por segmentos con tres segmentos: si x < ti' el 
polinomio es lineal; si t i ::;; X < t2, el polinomio es cuadrático, y si x > t2, el polinomio es li­
neal. Considérese el modelo 

E(y) = S(x) = 1300 + f30lx + f302 x2 + f3lO(X - tl)~ + f311(X - tl)~ 

+ f3d x - ti): + f320(X - t2)~ + f321(X - t2)~ 

a. ¿Satisface los requisitos este polinomio segmentado? Si no es así, indicar cómo se 
puede modificar para que los satisfaga. 

b. Indicar cómo se modificaría el modelo segmentado para asegurar que E(y) sea conti­
nua en los nudos ti y t2 . 

c. Indicar cómo se modificaría el modelo segmentado para asegurar que tanto E(y) como 
dE(y)/dx sean continuas en los nudos ti y t2. 

7.11 Un analista de investigación de operaciones estudia la r~lación entre el tamaño del lote de 
producción, x, y el costo unitario promedio de producción, y. Un estudio de las operacio­
nes recientes produjo los siguientes datos: 

x 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 
Y $9.73 9.61 8.15 6.98 5.87 4.98 5.09 4.79 4.02 4.46 3.82 

El analista cree que un modelo de regresión lineal por segmentos debe ajustar a esos da­
tos . Estimar los parámetros de ese modelo, suponiendo que la pendiente de la recta cam­
bia en x = 200 unidades. ¿Respaldan los datos el uso de ese modelo? 

7.12 Modificar el modelo del problema 7.11 para investigar la posibilidad de que exista una dis­
continuidad en la función de regresión en x = 200 unidades. Estimar los parámetros en es­
te modelo. Probar las hipótesis adecuadas para determinar si la función de regresión 
cambia, tanto de pendiente como de ordenada, en x = 200 unidades. 

7.13 Para el modelo polinomial del problema 7.11, calcular los factores de inflación de varian­
za, y comentar sobre la multicolinealidad en este modelo. 

7.14 Se tienen los datos del problema 7.2. 
a. Ajustar un modelo de segundo orden y = 130 + f3lx + f311 ~ + E a esos datos. Evaluar los 

factores de inflación de la varianza. 
b. Ajustar un modelo de segundo orden y = 130 + f3l(x - x) + f311(x - x)2 + E a los datos. 

Evaluar los factores de inflación de la varianza. 
c. ¿Cuál sería la conclusión acerca del impacto, sobre la multicolinealidad, de centrar las 

x en un modelo polinomial? 
7.15 Con frecuencia, en ingeniería química y mecánica se necesita conocer la presión de vapor 

de agua a divyrsas temperaturas; para ello se pueden usar las "infames" tablas de vapor. A 
continuación se presentan datos de la presión de vapor y del agua a diversas temperaturas. 
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y = presión de vapor
(mmHg)

x = Temperatura
CC)

9.2
17.5
31.8
55.3
92.5

149.4

10
20
30
40
50
60

a.

b.

c.
IlIIJ"t

d.

e.

Ajustar un modelo de primer orden a los datos. Sobreponer el modelo ajustado al dia-
grama de dispersión de y en función de x. Comentar el ajuste aparente del modelo.
Preparar un diagrama de dispersión de valores ajustados de y en función de los valo-
res de y observada. ¿Qué parece indicar ese diagrama acerca del ajuste del modelo?
Graficar los residuales en función de la y ajustada o predicha. Comentar la adecuación
del modelo.
Ajustar un modelo de segundo orden a los datos. ¿Hay evidencia de que el término
cuadrático sea estadísticamente importante?
Repetir las partes de a a e, usando el modelo de segundo orden. ¿Hay pruebas de que el
modelo de segundo orden produce un mejor ajuste para los datos de presión de vapor?

7.16 Un artículo en la revista Journal of Pharmaceutical Sciences (80, 971-977, 1991) presen-
ta datos sobre la solubilidad observada, en fracción molar, de un soluto a temperatura

Observación
número y Xl X2 x3

1 0.22200 7.3 0.0 0.0
2 0.39500 8.7 0.0 0.3
3 0.42200 8.8 0.7 1.0
4 0.43700 8.1 4.0 0.2
5 0.42800 9.0 0.5 l.0
6 0.46700 8.7 1.5 2.8
7 0.44400 9.3 2.1 1.0
8 0.37800 7.6 5.1 3.4
9 0.49400 10.0 0.0 0.3

10 0.45600 8.4 3.7 4.1
11 0.45200 9.3 3.6 2.0
12 0.11200 7.7 2.8 7.1
13 0.43200 9.8 4.2 2.0
14 0.10100 7.3 2.5 6.8
15 0.23200 8.5 2.0 6.6
16 0.30600 9.5 2.5 5.0
17 0.09230 7.4 2.8 7.8
18 0.11600 7.8 2.8 7.7
19 0.07640 7.7 3.0 8.0
20 0.43900 10.3 1.7 4.2
21 0.09440 7.8 - 3.3 8.5
22 0.11700 7.1 3.9 6.6
23 0.07260 7.7 4.3 9.5
24 0.04120 7.4 6.0 10.9
25 0.25100 7.3 2.0 5.2
26 0.00002 7.6 7.8 20.7
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constante, junto con Xl = solubilidad parcial de la dispersión, x2 = solubilidad parcial di­
polar y x3 = solubilidad parcial de Hansen por puentes de hidrógeno. La respuesta y es el 
logaritmo negativo de la solubilidad en fracción mol. 
a. Ajustar un modelo cuadrático completo a los datos. 
b. Probar el significado de la regresión y formar las estadísticas t para cada parámetro del 

modelo. Interpretar esos resultados. 
c. Graficar los residuales y comentar la adecuación del modelo. 
d. Usar el método de suma extra de cuadrados para probar la contribución de todos los 

términos de segundo orden al modelo. 

7.17 Véase el modelo cuadrático de regresión del problema 7.16. Determinar los factores de in­
flación de varianza, y comentar la multicolinealidad en ese modelo. 

7.18 Para los datos de solubilidad del problema 7.16, suponer que un punto de interés es x¡ = 

8.0, X2 = 3.0 Y x3 = 5.0. 
a. Para el modelo cuadrático del problema 7.16, pronosticar la respuesta en el punto de 

interés y determinar un intervalo de confianza de 95% para la respuesta media en ese 
punto. 

b. Ajustar un modelo que sólo incluya los efectos principales, e interacciones de dos fac­
tores, de los datos de solubilidad. Usar este modelo para predecir la respuesta en el pun­
to de interés. Determinar un intervalo de confianza de 95% para la respuesta media en 
ese punto. 

c. Comparar las longitudes de los intervalos de confianza en las partes a y b. ¿Puede el 
lector llegar a conclusiones acerca del óptimo modelo de acuerdo con esta compa­
ración? 

7.19 A continuación se presentan datos de y = concentración de licor verde (g/l) y X = veloci­
dad de la máquina de papel (pies/min) en una fábrica de papel kraft. Los datos. se tomaron 
de una gráfica, de un artículo en la revista Tappi Journal, marzo de 1986. 

y 

x 

y 

x 

16.0 

1700 

14.0 

1760 

15.8 

1720 

13.5 

1770 

15.6 

1730 

13.0 

1780 

15.5 

1740 

12.0 

1790 

a. Ajustar el modelo y = /30 + /3¡x + /32 x2 + e a los datos. 

14.8 

1750 

11.0 

1795 

b. Probar el significado de la regresión con a = 0.05. ¿Cuáles son sus conclusiones? 
c. Probar la contribución del término cuadrático al modelo, y la del término lineal, usan-

do una dócima F. Si a = 0.05, ¿qué conclusión se puede sacar? . 
d. Traficar los residuales del modelo. ¿Parece satisfactorio el ajuste del modelo? 

7.20 Reconsiderar los datos del problema 7.19. Suponer que es importante predecir la respues­
ta en los puntos X = 1 750 Y x = 1 775. 
a. Calcular la respuesta predicha en esos puntos, y los intervalos de predicción de 95% 

para la respuesta observada en el futuro, en esos puntos. 
b. Suponer que también se considera un modelo ~ primer orden. Ajustar ese modelo y de­

terminar la respuesta predicha en esos puntos. Calcular los intervalos de predicción de 
95% para la respuesta futura observada en esos puntos. ¿Permite lo anterior decidir 
cuál modelo se debe preferir? 
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VARIABLES INDICADORAS 

8.1 EL CONCEPTO GENERAL DE LAS VARIABLES INDICADORAS 

Las variables que se emplean en el análisis de regresión se suelen llamar variables cuanti­
tativas, lo que significa que las variables tienen una escala bien definida de medición. Las 
variables como temperatura, distancia, presión e ingreso son variables cuantitativas, en oca­
siones es necesario usar variables cualitativas o categóricas como variables predictoras en 
la regresión. Como ejemplos de variables cualitativas o categóricas están los operadores, es­
tado de empleo (empleado o desempleado), los tumos (diurno, mixto o nocturno) y el sexo 
(masculino o femenino) . En general, una variable cualitativa no tiene escala natural de me­
dida. Se debe asignar un conjunto de niveles a una variable cualitativa para tener en cuenta 
el efecto que pueda tener la variable sobre la respuesta, esto se hace usando variables indi­
cadoras; a veces, a las variables indicadoras se les llama variables ficticias. 

Supóngase que un ingeniero mecánico desea relacionar la vida útil y de una herramien­
ta (un buril) en un tomo, con la velocidad del tomo, en revoluciones por minuto (x¡), y con 
la clase de buril que se usa. La segunda variable regresora, la clase de buril, es cualitativa y 
puede tener dos niveles (por ejemplo, los tipos A y B de buril). Se usará una variable indica­
dora que asuma los valores O y 1 para identificar las clases de la variable regresora "tipo de 
buril", sea 

¡Osi la observación procede de la herramienta tipo A 
x -

2 - 1 si la observación procede de la herramienta tipo B 

La elección de O y 1 para identificar los niveles de una variable cualitativa es arbitraria. 
Dos valores cualesquiera distintos para x2 serían satisfactorios, aunque por lo general los 
mejores son O y 1. 

Suponiendo que es adecuado un modelo de primer orden, se tiene 

(8.1) 

Para interpretar los parámetros en este modelo, se examinará el primer tipo de buril, el A, pa­
ra el cual x2 = O. El modelo de regresión se transforma en 

y = [Jo + [J ¡x¡ + [J2(0) + E 

= [Jo + [J¡x¡ + E - (8.2) 

Así, la relación entre la vida útil y la velocidad del tomo para el buril tipo A es una recta 
con ordenada al origen f30 y pendiente f3¡. Para el tipo de herramienta B, x2 = 1 Y 

237 
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Figura 8.1 
Funciones de 

respuesta para el 
ejemplo de la vida 

útil del buril. 

INTRODUCCiÓN AL ANÁLISIS DE REGRESiÓN LINEAL 

y = /30 + /31 X 1 + /32 ( 1) + E 

= (/30 + /3?) + /3¡x¡ + E (8.3) 

Esto es, para el buril de tipo B, la relación entre la vida de la herramienta y la velocidad 
del torno también es una recta /31' pero con ordenada al origen /30 + /32. 

Las dos funciones de respuesta se ven en la figura 8.1. Los modelos (8.2) y (8.3) des­
criben dos líneas de regresión paralelas, esto es, dos rectas con una pendiente común /3¡ y 
distintas ordenadas al origen. También, se supone qúe la varianza de los errores E es igual 
para ambos tipos de buril, A y B. El parámetro /32 expresa la diferencia de alturas entre las 
dos líneas de regresión, ya que, /32 es una medida de la diferencia de vida media de herra­
mienta que resulta de cambiar del tipo A al tipo B. 

Se puede generalizar este método a factores cualitativos con cualquier cantidad de ni­
veles, por ejemplo, supóngase que interesan tres tipos de herramienta: A, B y e, se requie­
ren dos variables indicadoras, como x2 Y x3, para manejar los tres niveles de tipo de 
herrallÚenta en el modelo. Los niveles de las variables indicadoras son 

o 
1 
O 

O 
O 
1 

y el modelo de regresión es 

si la observación procede del buril tipo A 
si la observación procede del buril tipo B 
si la observación procede del buril tipo e 

En general, una variable cualitativa con a niveles se representa con a - 1 variables indica­
doras, y cada una asume los valores O y 1. 

50 

/30 

~ E (yl X2 = O) = /30 + /31 X1' buril tipo A 
L----=:, ......... 

O L-______ ~ __________________________________ __ 

500 1000 
Xj , velocidad del torno (RPM) 
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Ejemplo 8.1 Datos de vida de herramienta

8.3) En la tabla 8.1 se presentan 20 observaciones de duración de herramienta y velocidad del
tomo, y el diagrama de dispersión se ve en la figura 8.2. Al revisar este diagrama de dis-

dad persión se ve que se requieren dos líneas de regresión para modelar bien estos datos, y que
la ordenada al origen depende del tipo de herramienta que se usa; en consecuencia, se ajus-
tará el modelo

y = /30 + /3¡x¡ + /32x2 + e

TABLA 8.1 Datos, valores ajustados y residuales para el ejemplo 8.1

ni- y/Horas) xiI (rpm) Tipo de herramienta Yi ei
uie- 1 18.73 610 A 20.7552 -2.0252

de 2 14.52 950 A 11.7087 2.8113
3 17.43 720 A 17.8284 - 0.3984
4 14.54 840 A 14.6355 - 0.0955
5 13.44 980 A 10.9105 2.5295
6 24.39 530 A 22.8838 1.5062
7 13.34 680 A 18.8927 - 5.5527
8 22.71 540 A 22.6177 0.0923
9 12.68 890 A 13.3052 - 0.6252

10 19.32 730 A 17.5623 1.7577
11 30.16 670 B 34.1630 -4.0030
12 27.09 770 B 31.5023 - 4.4123
13 25.40 880 B 28.5755 -r- 3.1755
14 26.05 1000 B 25.3826 0.6674
15 33.49 760 B 31.7684 1.7216
16 35.62 590 B 36.2916 - 0.6716

ica- 17 26.07 910 B 27.7773 - 1.7073
18 36.78 650 B 34.6952 2.0848
19 34.95 810 B 30.4380 4.5120
20 43.67 500 B 38.6862 4.9838

45 o

40:.,
,cg

o o
e 35 O
Q) O'E
~ 30 OQj..c

O.!Q O O O

Figura 8.2 Q) 25 •-o •Gráfica de la ~ 20vida útil de al • •-o •la herramienta y s
en función de la 15 • •• • •

velocidad del 10
torno Xl' para los 500 600 700 800 900 1000tipos de buril

AyB. Velocidad, x1
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en donde la variable indicadora x2 = O si la observación procede de la herramienta tipo A,
y x2 = 1 si procede de la herramienta tipo B. La matriz X y el vector y para ajustar este mo-
delo son

1 610 O 18.73
1 950 O 14.52
1 720 O 17.43
1 840 O 14.54
1 980 O 13.44
1 530 O 24.39
1 680 O 13.34 Fi!
1 540 O 22.71 (

1 890 O 12.68 resid\

1 730 O 19.32 función I
X=

1 670 1 Y Y = 30.16 aju
'11II_""

770 27.09 eje1 1
1 880 1 25.40
1 1000 1 26.05
1 760 1 33.49
1 590 1 35.62
1 910 1 26.07
1 650 1 36.78
1 810 1 34.95
1 500 1 43.67

El ajuste por mínimos cuadrados es

y = 36.986 - O.027x¡ + 15.004x2

En la tabla 8.2 se presenta el análisis de varianza y otras estadísticas de resumen para es-
te modelo. Como el valor observado de Fo tiene un valor P muy pequeño, se rechaza la hi-
pótesis de significancia de la regresión, y en vista de que las estadísticas t para /3¡ y /32
tienen valores P pequeños, se llega a la conclusión de que los dos regresores, x¡ (rpm) y x2
(tipo de herramienta) contribuyen al modelo. El parámetro /32 es el cambio en la duración

TABLA 8.2 Estadísticas de resumen para el modelo de regresión del ejemplo 8.1

Fuente de
variación

Suma de
cuadrados

Grados de
libertad Cuadrado medio F o Valor P

Regresión
Residual
Total

1418.034
157.055

1575.089

2 709.017 76.75
17 9.239
19

3.12 X 10-9

Coeficiente Estimado Error estándar Valor P

36.986
-0.027
15.004

R2 = 0.9003

0.005
1.360

- 5.887
11.035

8.97 X 10-6

1.79 X 10-9
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Figura 8.3
D

Gráfica de D

residuales e¡ en -5 1- -

I ·1 Ifunción de valores
ajustados y¡, 10 20 30 40

ejemplo 8.1. V¡

promedio de la herramienta, debido a un cambio del tipo A al tipo B de herramienta. El in-
tervalo de confianza de 95% para /32es

í3 2 - t002S, 17 se ( í3 2) :s; [32 :s; í32 + tO.02S, 17 se ( í32 )
= 15.004 - 2.110(1.360) :s; [32 :s; 15.004 + 2.110(1.360)

o sea que

12.135 :s; /32:s; 17.873

En vista de lo anterior, se tiene el 95% de confianza que al cambiar del tipo de buril A al
B aumenta la duración de la herramienta entre 12.135 horas y 17.873 horas.

Los valores ajustados y¡ y los residuales e¡ de este modelo se ven en las dos últimas
columnas de la tabla 8.1. En la figura 8.3 se muestra la gráfica de los residuales en función
de y¡; en esta gráfica, se identifican por tipo de herramienta (A o B); si la varianza de los
errores no fuera la misma para los dos tipos, se vería en esta gráfica. Nótese que los resi-
duales "B" en la figura 8.3 muestran un poco más dispersión que los "A", y eso implica
que puede haber un problema moderado de desigualdad de varianza. La figura 8.4 es la
gráfica de probabilidad normal de los residuales. No hay indicios de inadecuación grave
del modelo.

En vista de que se emplean dos líneas de regresión distintas para modelar la relación
entre la vida útil del buril y la velocidad del tomo, desde el principio se podrían haber ajus-
tado dos modelos separados rectilíneos, en lugar de uno solo con una variable indicadora.
Sin embargo, se prefiere el método con un solo modelo, porque el analista sólo tiene una
ecuación final con la que trabajar, y no dos; es un resultado práctico mucho más simple,
además, como se supone que las dos rectas tienen la misma pendiente, tiene sentido com-
binar los datos de ambos tipos para producir un solo estimado de este parámetro común;
este método también proporciona una estimación de la varianza común del error ()2, y se
tienen más grados de libertad que los que resultarían de ajustar dos líneas separadas de re-
gresión.

Ahora supóngase que se espera que las rectas de regresión que relacionan la vida
útil del buril con la velocidad del tomo difieren tanto en la ordenada al origen como en
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Figura 8.4 
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Residual, e¡ 

la pendiente. Es posible modelar este caso con una sola ecuación de regresión, usando va­
riables indicadoras. El modelo es 

(8.4) 

Al comparar la ecuación (8.4) con la (8.1) se observa que se agregó al modelo un produc­
to cruzado entre Xl' la velocidad del tomo y la variable indicadora que representa el tipo 
de buril, x2. Para interpretar los parámetros en este modelo, se examinará primero la herra­
mienta tipo A, para la cual x2 = O. El modelo (8.4) se transforma en 

y = /30 + /31 X 1 + /32 ( O) + /33 X ¡( O) + E 

(8.5) 

que es una recta con ordenada al origen /30 y pendiente /31. Para el buril tipo B, x2 = 1 Y 

y = /30 + /31 x 1 + /32(1) + /33 x 1(1) + E 

= (/30 + /32) + ( /31 + /33) X 1 + E (8 .6) 

Es un modelo rectilíneo con ordenada al origen /30 + /32 y pendiente /31 + /33. Las dos fun­
ciones de regresión se grafican en la figura 8.5. Nótese que la ecuación (8.4) define dos 
rectas de regresión con distintas pendientes y ordenadas al origen. En consecuencia, el pa­
rámetro /32 refleja el cambio de ordenada al origen asociado con el cambio de buril tipo A 
a buril tipo B (las clases O y 1 de la variable indicadora x2)' Y /33 indica el cambio de pen­
diente asociado con el cambio de tipos de herramienta, de A a B. 

El ajuste del modelo (8.4) equivale a ajustar dos_ecuaciones de regresión separadas. 
Una ventaja del uso de variables indicadoras es que las pruebas de hipótesis se pueden hacer 
en forma directa, con el método de la suma extra de cuadrados. Por ejemplo, para probar si 
los dos modelos de regresión son idénticos, las hipótesis serían 

Ho: /32 = /33 = O 

H 1: /32 =1= O y/o /33 =1= O. 
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Si no se rechaza Ha: /32= /33= O, entonces un solo modelo de regresión puede explicar la
relación entre la vida útil de la herramienta y la velocidad del torno. Para probar si las dos
rectas de regresión tienen la misma pendiente pero quizá distintas ordenadas al origen, las
hipótesis son

Ha: /33 = O

H¡: /33 7= O

Si se usa el modelo (8.4), las dos rectas de regresión sepueden ajustar, y se pueden hacer
esas pruebas en una sola corrida de computadora, siempre que el programa produzca las
sumas de cuadrados SSR(/3¡I/3a),SSR(/321/3a,/3¡) y SSR(/331/3a,/3¡, /32)' .

Ejemplo 8.2 Datos de duración de herramienta

Se ajustará el modelo de regresión

y = /3a+ /3¡)O¡+ /32x2 + /33X¡ X2 + e

a los datos de vida útil de herramienta de la tabla 8.1. La matriz X y el vector y para e
modelo son:

x¡ x2 x¡x2

1 610 O O 18.73

1 950 O O 14.52

1 720 O O 17.43

1 840 O O 14.54

1 980 O O 13.44

1 530 O O 24.39

1 680 O O P.A

1 540 O O 22.71

1 890 O O 12.68
X= 1 730 O O Y Y = 19.32

1 670 1 670 30.16

1 770 1 770 27.09

1 880 1 880 25.40

1 1000 1 1000 26.05

1 760 1 760 33.49

1 590 1 590 35.62
1 910 1 910 26.07

1 650 1 650 36.78

1 810 1 810 34.95

1 500 1 500 43.67

El modelo de regresión ajustado es

y = 32.775 - 0.021 x¡ + 23.2]lx2 - 0.012x¡x2

En la tabla 8.3 se ve el resumen de análisis para este modelo. Para probar la hipótesis que
las dos rectas de regresión son idénticas (Ha: /32= /33= O), se usa la estadística
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50

Figura 8.5
Funciones de

respuesta para la
ecuación (8.4).

o L- L- _

500 1000 .
X1' velocidad del torno (RPM)

En vista de que

SSR (fJ2' fJ3lfJl' fJo) = SSR (fJl' fJ2, fJ3lfJo) - SSR (fJ1IfJo)

1434.112 - 293.005

1141.107

la estadística de prueba es

1141.107/2

8.811
64.75

TABLA 8.3 Estadísticas de resumen para el modelo de regresión de la vida útil de
herramientas, en el ejemplo 8.2

Fuente de Suma de
variación cuadrados

Tratamientos 1434.112
Error 140.976
Total 1575.088

Coeficiente Estimado

/30 32.775
/31 -0.021
/32 23.971
/33 -0.012

Grados de
libertad Cuadrado medio Fo Valor F

3
16
19

478.037 54.25 1.32 x 10-9

8.811

Error estándar lo Suma de cuadrados

0.0061 -3.45
6.7690 3.54
0.0088 -1.35

R2 = 0.9105

SSR ( /311/30) = 293.005
SSR( /321/31' /30) = 1125.029

SSR( /331/32' /31' /30) = 16.078
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y como el valor P para esta estadística es P = 2.14 X 10-8, se concluye que los dos mode-
los de regresión no son idénticos. Para probar la hipótesis que las dos rectas tienen distin-
tas ordenadas al origen y una pendiente común (Ho: /33= O) se usa la estadística

16.078

8.811
1.82

y como el valor P para esta estadística es P = 0.20, se llega a la conclusión de que las pen-
dientes de las dos rectas son iguales. Esto también se puede determinar con la estadística
t para /32y /33en la tabla 8.3.

Las variables indicadoras son útiles en diversos casos de regresión. Ahora se presen-
tarán más aplicaciones características de ellas.

Ejemplo 8.3 Una variable indicadora con más de dos niveles

Una empresa eléctrica está investigando el efecto que tiene el tamaño de la vivienda fami-
liar y el tipo del acondicionamiento de aire que se usa en ella, sobre el consumo total de
electricidad durante los meses calurosos. Sea y el consumo eléctrico total (en kilowatt-ho-
ras), durante el periodo de junio a septiembre, y Xl el tamaño de la casa (pies cuadrados de
construcción). Hay cuatro tipos de sistemas de acondicionamiento de aire: 1) sin acondi-
cionamiento, 2) unidades de ventana, 3) bomba térmica, y 4) acondicionamiento central.
Los cuatro niveles de ese factor se pueden modelar con tres variables indicadoras, x2, x3 Y
x4' que se definen como sigue:

Tipo de acondicionamiento de aire x2 x3 x4

Sin acondicionamiento de aire O O O
Unidades de ventana 1 O O
Bomba térmica O 1 O
Acondicionamiento central de aire O O 1

El modelo de regresión es

F Si la casa no tiene acondicionamiento de aire, la ecuación (8.7) se transforma en

y = /30 + /31 Xl + e

Si la casa tiene unidades de ventanas, entonces

5
29 Si la casa tiene bomba térmica, el modelo de regresión es

(8.7)
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y si la casa tiene acondicionamiento central, entonces 

Así, en el modelo (8 .7) se supone que la relación entre el consumo eléctrico en tiempo ca­
luroso, y el tamaño de la casa es lineal, y que la pendiente no depende del tipo de sistema 
de acondicionamiento de aire que se emplee. Los parámetros /32' /33 y /34 modifican la al­
tura (u ordenada al origen) del modelo de regresión para los distintos sistemas de acondi­
cionamiento de aire. Esto es, /32' /33 y /34 miden el efecto de las unidades de ventana, de 
bomba térmica y de acondicionamiento central, respectivamente, en comparación con la 
falta de acondicionamiento de aire; además, se pueden determinar otros efectos comparan­
do en forma directa los coeficientes adecuados de regresión. Por ejemplo, /33 - /34 refleja 
la eficiencia relativa de una bomba térmica respecto al acondicionamiento central de aire, 
también nótese la hipótesis que la varianza del consumo de energía no depende del tipo de 
sistema de acondicionamiento usado; esta hipótesis puede ser inadecuada. 

En este problema parece irreal suponer que la pendiente de la función de regresión que 
relaciona el consumo eléctrico medio con el tamaño de la v~vienda no depende del tipo de 
sistema de acondicionamiento de aire. Por ejemplo, cabría esperar que el consumo eléctri­
co medio aumentará al aumentar el tamaño de la casa, pero la tasa de aumento debería ser 
distinta para un sistema central de acondicionamiento de aire que para las unidades de ven­
tana, porque el primero debería ser más eficiente que las unidades de ventana para las ca­
sas más grandes. Esto es, debería haber una interacción entre el tamaño de la casa y la clase 
de sistema de acondicionamiento. Esto se puede incorporar al modelo ampliando la ecuación 
(8.7) para incluir términos de interacción. El modelo resultante es 

Los cuatro modelos de regresión, que corresponden a las cuatro clases de sistema de acon­
dicionamiento de aire son: 

y = /30 + /3¡x, + E, 

Y = (/30 + /32) + (/3¡ + /3s)x ¡ + E 

Y = (/30 + /33) + (/3, + /36)x, + E 

Y = (/30 + /34) + (/3, + /37)x¡ + E 

(sin acondicionamiento de aire) 

(unidades de ventana) 

(bomba térmica) 

(acondicionamiento central de aire) 

Nótese que el modelo (8.8) implica que cada clase de sistema de acondicionamiento de ai­
re puede tener una recta separada de regresión, con su pendiente y ordenada al origen co­
rrespondientes . 

Ejemplo 8.4 Más de una variable indicadora 

Con frecuencia hay varias variables cualitativas diferentes que se deben incorporar al mo­
delo. Para ilustrarlo, supóngase que en el ejemplo 8. l-se debe considerar un segundo fac­
tor cualitativo, el tipo de lubricante de corte que se usa, suponiendo que este factor tiene 
dos niveles, se puede definir una segunda variable indicadora, x3' como sigue: 

(

Osi se usa aceite de baj.a viscosidad 
x -

3 - 1 si se usa aceite de viscosidad intermedia 
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Un modelo de regresión que relacione la vida útil de la herramienta (y) con la velocidad 
de corte (X I)' el tipo de herramienta (x2) y el tipo de lubricante de corte (x3) es 

(8.9) 

Es claro que la pendiente /31 del modelo de regresión que relaciona la vida de la herramien­
ta con la velocidad de corte no depende ni del tipo de herramienta ni del tipo de lubricante 
de corte. La ordenada al origen de la recta de regresión sí depende de esos factores, en una 
forma aditiva. 

Se pueden agregar diversos tipos de efecto de interacción al modelo. Por ejemplo, su­
póngase que se consideran interacciones entre la velocidad de corte y los dos factores cua­
litativos, por lo que el modelo (8.9) se transforma en 

(8.10) 

Lo anterior conlleva la siguiente situación: 

Tipo de buril Lubricante de corte Modelo de regresión 

A Baja viscosidad y = /30 + /3 1 X 1 + t: 
B Baja viscosidad y (/30 + /32) + (/31 + /34)X I + t: 
A Viscosidad intermedia y (/30 + /33) + (/31 + /35)x I + t: 
B Viscosidad intermedia y (/30 + /32 + /33) + (/31 + /34 + /3s)x I + t: 

Nótese que cada combinación de tipo de buril y de lubricante de corte da como resultado 
una línea de regresión aparte, con distintas pendientes y ordenadas al origen, sin embargo, 
el modelo sigue siendo aditivo con respecto a los niveles de las variables de regresión. Es­
to es, al cambiar el lubricante de corte de viscosidad baja a intermedia, la ordenada al origen 
cambia en /33' y la pendiente en /35 ' independientemente de la clase de buril que se use. 

Supóngase que se agrega un término de producto cruzado, que implica las dos variables 
indicadoras ~ y x3 al modelo, y se obtiene 

(8.11 ) 

En este caso se obtiene lo siguiente: 

Tipo de buril Lubricante de corte Modelo de regresión 

A Baja viscosidad y = /30 + /3I X I + t: 
B Baja viscosidad Y = (/30 + /32) + (/31 + /34)X I + t: 
A Viscosidad intermedia Y = (/30 + /33) + (/31 + /35)x 1 + t: 
B Viscosidad intermedia Y = (/30 + /32 + /33 + /36) + (/31 + /34 + /35)x I + t: 

La adición del término de producto cruzado /36 X2 X 3 en la ecuación (8.11) da como resul­
tado que el efecto de una variable indicadora sobre la ordenada al origen dependa del ni­
vel de la otra variable indicadora, lo que significa que al cambiar el lubricante de corte de 
viscosidad baja a intermedia, cambia la ordenada al origen en /33' si se usa el buril del tipo 
A, pero ese mismo cambio de lubricante de corte cambia la ordenada al origen en /33 + /36 
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si se usa el buril del tipo B. Si se agregara un término de interacción 137xl x2x3 al modelo 
(8 .11), entonces al cambiar el lubricante de corte de viscosidad baja a viscosidad intermedia 
tendría un efecto tanto en la ordenada al origen como en la pendiente, y ese efecto depende­
ría de la clase de buril empleado. 

A menos que se disponga de información anterior sobre el efecto esperado del tipo de 
buril y de la viscosidad del lubricante de corte sobre la duración de la herramienta, habrá 
que dejar que los datos guíen a uno para seleccionar la forma correcta del modelo. Esto se 
puede hacer, en general, probando hipótesis sobre los coeficientes individuales de regre­
sión, aplicando la prueba F parcial. Por ejemplo, la prueba de Ho: 136 = O para el modelo 
(8.11) permitiría discriminar entre los dos modelos candidato, el (8.11) y el (8.10). 

Ejemplo 8.5 Comparación de modelos de regresión 

Se examinará el caso de la regresión lineal simple, en el que las n observaciones se pue­
den dividir en M grupos, y el m-ésimo grupo tiene nm observaciones. El modelo más ge" 
neral consiste en M ecuaciones separadas, como por ejemplo 

y = 130m + 13¡,nx + E, rY! = 1, 2, . . . , M (8.12) 

Con frecuencia interesa comparar este modelo general con uno más restrictivo; las varia­
bles indicadoras son útiles en este respecto. Se considerarán los siguientes casos: 

a. Líneas paralelas En este caso todas las M pendientes son idénticas, 1311 = 1312 = . .. = 
131M' pero las ordenadas al origen pueden ser distintas, nótese que ésta es la clase de pro­
blema que se vio en el ejemplo 8.1 (en donde M= 2); condujo al uso de una variable indi­
cadora. En forma más general se puede aplicar el método de la suma extra de cuadrados 
para probar la hipótesis Ho: 1311 = 1312 = . . . = 131M' Recuérdese que este procedimiento impli­
ca ajustar un modelo completo (FM) y un modelo reducido (RM) restringido a la hipótesis 
nula, y calcular la estadística F: 

[ SSRes (RM) - SSRes ( FM)] I( dfRM - dfFM ) 

SSRes ( FM ) I dfFM 
(8.13) 

Si el modelo reducido es tan satisfactorio como el modelo completo, entonces Fo será pe­
queña en comparación con F a,df RM _ df FM, df FM' Los valores grandes de Fo implican que el 
modelo reducido es inadecuado. 

Para ajustar el modelo completo (8.12) tan sólo se ajustan M ecuaciones separadas de 
regresión, a continuación se calcula SSRes(FM) sumando las sumas de cuadrados de resi­
duales obtenidas en cada regresión separadá. Los grados de libertad para SSRes(FM) son 
dfFM = I¡,':!I(nm - 2) = n - 2M. Para ajustar el modelo reducido se definen M - 1 variables 
indicadoras, DI' D2, ... , DM _ 1 que corresponden a los M grupos, y entonces se ajusta 

La suma de cuadrados de residuales de este modelo es SSResCRM) con dfRM = n - (M + 1) 
grados de libertad. 

Si la prueba F , ecuación (8 .13) indica que los M modelos de regresión tienen una 
pendiente común, entonces /31 obtenida en el modelo reducido es un estimado de este pa­
rámetro, que se determina agrupando o combinando todos los datos, esto se ilustró en el 
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ejemplo 8.1. En forma más general, el análisis de covarianza se usa para agrupar los da­
tos para estimar la pendiente común. En consecuencia, el análisis de covarianza es un tipo 
especial de modelo lineal, que es una combinación de un modelo de regresión (con facto­
res cuantitativos) con un modelo de análisis de varianza (con factores cualitativos). Para 
conocer una introducción al análisis de covarianza, véase Montgomery [1997]. 

b. Líneas concurrentes. En esta sección, las M ordenadas al origen son iguales, 1301 = 
1302 = ... = 130M' pero las pendientes pueden ser distintas. El modelo reducido es 

en donde Zk = xDk, k = 1,2, .. . , M - 1. La suma de cuadrados de residuales de este mo­
delo es SSRes(RM) y dfRM = n - (M + 1) grados de libertad, nótese que se está suponiendo 
la concurrencia en el origen. El caso más general, de concurrencia en cualquier punto xo, 
se describe en Graybill [1976] yen Seber [1977]. 

c. Líneas coincidentes En este caso las M pendientes y l&s M ordenadas al origen son igua­
les, es decir, 1301 = 1302 = ... = 130M' y 1311 = 1312 = . .. f31~' El modelo reducido es tan sólo 

y = 130 + f31x + E 

y la suma de cuadrados de residuales SSRe/RM) tiene dfRM = n - 2 grados de libertad. No 
son necesarias variables indicadoras en la prueba de coincidencia, pero se incluye este 
caso para completar la explicación. 

8.2 COMENTARIOS SOBRE EL USO DE VARIABLES INDICADORAS 

8.2.1 Variables indicadoras en función de la regresión con 
códigos asignados 

Otro método para manejar una variable cualitativa en regresión es medir los niveles de la 
variable mediante un código asignado. Recuérdese que en el ejemplo 8.3, donde se está in­
vestigando el efecto del tamaño de la vivienda y la clase de sistema de acondicionamien­
to de aire sobre el consumo residencial, por parte de una empresa eléctrica. En lugar de 
usar tres variables indicadoras para representar los cuatro niveles del factor cualitativo cla­
se de sistema de acondicionamiento de aire, se podría usar un factor cuantitativo, x2' con 
el siguiente código asignado: 

Tipo de acondicionamiento de aire x2 

Sin acondicionamiento de aire 1 
Unidades de ventana 2 
Bombas térmicas 3 
Acondicionamiento central de aire 4 

Ahora se puede ajustar el modelo de regresión 

(8.14) 
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en donde x¡ es el tamaño de la vivienda. Este modelo implica que 

E(ylx l , sin acondicionamiento de aire) = f30 + f3lxl + f32 

E(y lx l , unidades de ventana) = f30 + f3lxl + 2f32 

E(y lx l , bomba térmica) = f30 + f3¡x l + 3f32 

E(y lx ¡, acondicionamiento de aire central) = f30 + f3lxl + 4f32 

Una consecuencia directa de lo anterior es que 

E(y I XI' acondicionamiento de aire central) - E(y Ix l , bomba térmica) 

= E(y Ix], bomba térmica) - E(y Ix l , unidades de ventana) 

= E(y Ix], unidades de ventana) - E(y Ix], sin acondicionamiento de aire) 

lo cual puede ser muy poco realista. Los códigos asignados imponen determinada métrica 
a los niveles del fact?r cualitativo. Otras opciones del código asignado implicarían diver­
sas distancias entre los niveles del factor cualitativo, pero nadie garantiza que determina­
do código asignado lleve a un espaciamiento que sea adecuado. 

Las variables indicadoras son más informativas para este problema, porque no forzan 
a determinada métrica sobre los niveles del factor cualitativo, además, la regresión que usa 
variables indicadoras siempre produce R2 mayor que la regresión sobre los códigos asig­
nados (por ejemplo, véase Searle y Udell [1970]). 

8.2.2 Variables indicadoras como sustituto de un 
regresor cuantitativo 

También se pueden representar regresores cuantitativos por medio de variables indicado­
ras. A veces esto se hace necesario, porque es difícil reunir información exacta del regre­
sor cuantitativo. Considere el estudio sobre uso de energía eléctrica en el ejemplo 8.3, y 
supóngase que en el análisis se incluye un segundo regresor cuantitativo, el ingreso fami­
liar. Como es difícil obtener esta información con precisión, se puede recopilar el regresor 
cuantitativo ingreso, agrupándolo en clases como las siguientes: 

o a 4 999 dólares 

5 000 a 9 999 dólares 

10 000 a 14 999 dólares 

15 000 a 19 999 dólares 

20 000 o más dólare§.. 

Ahora se puede representar el factor "ingreso" en el modelo usando cuatro variables re­
gresoras. 

Una desventaja de este método es que se requieren más parámetros para representar 
el contenido de información del factor cuantitativo. En general, si el regresor cuantitativo . 
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se agrupa en a clases, se requerirán a - 1 parámetros, mientras que si se usara el regresor 
cuantitativo original sólo se requeriría un parámetro. Así, el manejar un factor cuantitativo 
como se hace con uno cualitativo, aumenta la complejidad del modelo. Este método tam­
bién reduce los grados de libertad del error, aunque si los datos son numerosos, eso no es 
problema serio. Una ventaja del método de la variable indicadora es que no requiere que 
el analista haga hipótesis anteriores acerca de la forma funcional de la relación entre la res­
puesta y la variable regresora. 

8.3 MÉTODO DE REGRESiÓN PARA ANÁLISIS DE VARIANZA 

El análisis de varianza es una técnica que se usa con frecuencia para analizar los datos 
de experimentos planeados o diseñados. Aunque se suelen usar procedimientos espe­
ciales de cómputo para el análisis de varianza, cualquier problema de análisis de varian­
za también se puede manejar como un problema de regresión lineal. De ordinario no se 
recomienda usar métodos de regresión para el análisis de varianza, porque las técnicas de 
cómputo especializadas suelen ser muy eficientes, sin embargo, hay ciertos casos de análisis 
de varianza, en especial los que implican diseños no balanceados, donde puede ayudar el 
método de regresión, además, muchos analistas no se percatan de la estrecha conexión en­
tre los dos procedimientos. En esencia, cualquier problema de análisis de varianza se pue­
de manejar como un problema de regresión en el que todos los regresores son variables 
indicadoras. 

En esta sección ilustraremos la alternativa de regresión para la clasificación unilate­
ral,o análisis de varianza de un solo factor. Para conocer más ejemplos de la relación en­
tre la regresión y el análisis de varianza, véanse Draper y Smith [1998], Montgomery 
[2001], Schilling [1974a, b] y Seber [1977]. 

El modelo para el análisis de varianza de clasificación de una vía es 

Yij = J.1 + 1"¡ + cij' i = 1,2, ... , k , j = 1,2, ... , n (8.15) 

en donde Yij es laj-ésima observación del i-ésimo tratamiento o nivel de factor, J.1 es un 
parámetro común a los k tratamientos (que se suele llamar media general), 1"¡ es un pará­
metro que representa el efecto del i-ésimo tratamiento y cij son los componentes del error, 
distribuidos normalmente con media cero y varianza (j2. Se acostumbra definir los efec­
tos del tratamiento en el caso balanceado (es decir, una cantidad igual de observaciones 
por tratamiento) como sigue: 

Además, la media del i-ésimo tratamiento es J.1¡ = J.1 + 1"¡, i = 1,2, ... , k. En el caso de efec­
tos fijos (o modelo 1), el análisis de varianza se usa para probar la hipótesis que todos las 
k medias poblacionales son iguales, o lo que es lo mismo, 

Ho: 1"1 = 1"2 = ... = - 1"k = O 

H 1: 1"; "/:. O para al menos una i (8.16) 

La tabla 8.4 muestra el análisis estándar de varianza con un solo factor, en este caso se 
tiene un término de error verdadero, y no un término residual, porque la replicación per­
mite hacer una estimación del error independiente del modelo. La estadística de prueba 
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TABLA 8.4 Análisis unilateral de varianza

Fuente de Grados de
variación Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio Fo

k
SSTqtamientos MSTratamientosTratamientos nI(--- )2 k - 1Yi. Y.. k - 1 MSResi= I

k n SSRes
Error I I (Y;j - y;? Hn - 1)

k(n - 1);= 1 jd
k n

Total I I (y. - y )2 kn -lJ ••
;= 1 i= 1

Fa se compara con Fa, k-I, k (n-l)' Si Fa es mayor que este valor crítico, se rechaza la hipó-
tesis nula Ha de la ecuación (8.16); esto es, se llega a la conclusión que los k promedios de
tratamiento no son iguales. Nótese que en la tabla 8.4 se ha empleado la notación estándar
de "subíndice de punto", asociada al análisis de varianza, lo que indica que el promedio de
las n observaciones en el i-ésimo tratamiento es

1 n

Yi==-L,Yij'
n i= I

== 1,2, ... , k

y el promedio general es

Para ilustrar la relación entre el análisis de varianza con efectos fijos y un solo factor,
y la regresión, supóngase que se tienen k == 3 tratamientos, de modo que la ecuación (8.15)
se transforma en

i = 1,2,3; (8.17)) == 1,3, ... , n

Esos tres tratamientos se pueden considerar como tres niveles de un factor cualitativo y
se pueden manejar con variables indicadoras. En forma específica, un factor cualitativo
con tres niveles necesitaría dos variables indicadoras, definidas como sigue:

si la observación procede del tratamiento 1
en cualquier caso

si la observación procede del tratamiento 2
en cualquier caso

Por consiguiente, el modelo de regresión viene a ser-.

(8.18)

en donde Xlj es el valor de la variable indicadora XI para la observación} en el tratamien-
to i, y X2j es el valor de x2 para la observación} en el tratamiento i.
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La relación entre el parámetro fiu (u = O, 1, 2) en el modelo de regresión, y los pa-
rámetros /1 y Ti (i = 1, 2, ... , k) en el modelo de análisis de varianza se determina con
facilidad.

Considérense las observaciones del tratamiento 1, para las cuales

El modelo de regresión (8.18) se transforma en

YI} = fio + fi, (1) + fi2 (O) + tI}

= fio + fil + tI}

Como en el modelo de análisis de varianza una observación del tratamiento 1se represen-
ta con YI} = /1+ TI + ti} = /11+ tI}' esto implica que

De igual modo, si las observaciones proceden del tratamiento 2, entonces Xl} = O,X2j = 1 Y

Y2j = fio + fi,(O) + fi2(1) + t2j

= fio + fi2 + t2j

En cuanto al modelo de análisis de varianza, Y2j = /1 + T2 + qj = f12 + qj' así que

Por último, en cuanto a las observaciones del tratamiento 3, ya que xlj = X2j = O, el mode-
lo de regresión se transforma en

Y3j = fio + fil (O) + fi2 (O) + t3j

= fio + t3j

El modelo de análisis de varianza correspondiente es Y3j = /1 + T3 + ~j = f13 + ~j' así que

f30 = f13

Por lo anterior, en la formulación del modelo de regresión del análisis unifactorial de va-
rianza, los coeficientes de regresión describen comparaciones de los dos primeros tratamien-
tos /11 y f12 con la media /13 del tercer tratamiento. Esto es,
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En general, si hay k tratamientos, el modelo de regresión para el análisis de varianza con
un solo factor necesitará k - 1 variables indicadoras, por ejemplo,

i = 1, 2, ... , k, j 1,2, ... , n (8.19)

en donde

x .. = {1 si la observaciónj procede del tratamiento i
'i O en cualquier otro caso

La relación entre los parámetros del modelo de regresión y los modelos de análisis de va-
rianza es

/30 = J.1.k

/3i = J.1.i - J.1.k' i = 1,2, ... , k - 1

Así, /30siempre estima la media del k-ésimo tratamiento, y /3i estima las diferencias en las
medias del tratamiento i y del tratamiento k.

Ahora se verá el ajuste del modelo de regresión para el análisis de varianza de una vía.
De nuevo, supóngase que se tienen k = 3 tratamientos, pero ahora sean n = 3 observacio-
nes por tratamiento. La matriz X y el vector y son los siguientes:

YII XI x2

YI2 1 1 O
YI3 1 1 O
Y21 1 1 O

y= Y22 X= 1 O 1
1 O 1

Y23 1 O 1
Y31 1 O O
Y32 1 O O

Y33
1 O O

Nótese que la matriz X consiste sólo de Oy 1. Ésta es una característica de la formulación
de cualquier modelo de análisis de varianza por regresión. Las ecuaciones normales de mí-
nimos cuadrados son

(X'X) S= X'y

o sea
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en donde Yi es el total de todas las observaciones en el tratamiento i, y Y .. es el gran total 
de las nueve observaciones (es decir, Y . . = YL + h. + Y3). La solución de las ecuaciones 
normales es 

!Jo = y . - Y I . - h . = Y3 . 

[31 = »I. - Y3. 

!J2 = h.':' »3. 

Se puede usar el método de la suma extra de cuadrados para probar si hay diferencias en 
las medias de los tratamientos. Para el modelo completo, la suma de cuadrados de regre­
sión es 

ss. (¡lo, ¡J" ¡l, ) = ¡l' X'y = [y" ji, - ji" Y, - ji, tJ 
= Y . .Y3 .+ Y I . (» I . - »3) + Y2. (Y2 . - ji3 ) 

= (Y]'+ Y2'+ Y3 J»3'+ Y¡ .O¡ . - »3) + Y2. (Y2 - Y3) 

= »¡y¡.+ Y2Y2'+ ji3.Y3 

3 y2 
=L ~ 

i=] 3 

con tres grados de libertad. La suma de cuadrados residuales de error, para el modelo com­
pleto, es 

3 3 

SSRes L L Yi~ - SSR( [30' [3], [32) 
i=] j= I 

3 3 3 y2 

= L LYi~ - L ~. 
i= ] j=] i=] 

3 3 

= L L (Yij _ y;.)2 (8.20) 
i= I j= ¡ 

con 9 - 3 = 6 grados de libertad. Nótese que la ecuación (8.20) es la suma de cuadrados de 
error en la tabla de análisis de varianza (Tabla 8.4) para k = n = 3. 

La prueba de diferencias en las medias de tratamientos equivale a probar 

Ha: 1"¡ = 1"2 = 1"3 = O 

H]: al menos una 1"i * O 

Si Ho es cierta, los parámetros en el modelo de regresión vienen a ser 
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Por consiguiente, el modelo reducido sólo contiene un parámetro, esto es 

El estimado de /30 en el modelo reducido es Po = y..' y la suma de cuadrados de regresión 
con un grado de libertad para este modelo es 

La suma de cuadrados para probar la igualdad de medias de los tratamientos es la diferen­
cia en las sumas de cuadrados de regresión, entre los modelos completo y reducido, o sea 

SSR(/3I,/321/30) =SSR(/30 , /3J,/32) - SSR(/30) 

3 y2 y.2. 
= L-.!..:. 

i= J 3 9 

3 

= 3 L (Yi.- Y.f (8.21) 
j=l 

Esta suma tiene 3 - 1 = 2 grados de libertad. Nótese que la ecuación (8.21) es la suma de 
cuadrados de tratamiento, en la tabla 8.4, suponiendo que k = n = 3. La estadística de prue­
ba adecuada es 

3 

,3 L (Yi. - yJ2/2 
i= 1 

3 3 

L L (Yij -Yif/6 
i= 1 j = J 

MSTratamientos 

MSRes 

Si es cierta Ho: 'rJ = 'r2 = 'r3 = O, entonces Fo sigue la distribución F2•6. Es la misma esta­
dística de prueba que aparece en la tabla de análisis de varianza (Tabla 8.4). Por consi­
guiente, el método de regresión es idéntico al procedimiento de análisis de una vía de 
varianza que se describió en la tabla 8.4. 

PROBLEMAS 

8.1 Para el modelo de regresión (8.8) descrito en el ejemplo 8.3, graficar la función de respues­
ta e indicar el papel que juegan los parámetros del modelo en la determinación de la for­
ma de esta función. 
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8.2 Considérense los modelos de regresión descritos en el ejemplo 8.4.
a. Graficar la función de respuesta asociada con la ecuación (8.10).
b. Graficar la función de respuesta asociada con la ecuación (8.11).

8.3 Acerca de los datos del tiempo de entrega del ejemplo 3.1, en la sección 4.2:5 se hizo no-
tar que esas observaciones se tomaron en cuatro ciudades: San Diego, Boston, Austin y
Minneapolis.
a. Desarrollar un modelo que relacione el tiempo de entrega y con las cajas XI' la distan-

cia x2 Yla ciudad donde se hizo la entrega. Estimar los parámetros del modelo.
b. ¿Hay algún indicio de que el lugar de la entrega es una variable importante?
c. Analizar los residuales de este modelo. ¿A qué conclusiones se puede llegar, acerca de

la adecuación del modelo?'

8.4 Para los datos de rendimiento de gasolina en coches, en la tabla B.3 del apéndice.
a. Formar un modelo de regresión lineal que relacione el rendimiento de gasolina y con

la cilindrada del motor X 1 Ycon el tipo de transmisión XII' ¿Afecta en forma importan-
te el tipo de transmisión al rendimiento de la gasolina?

b. Modificar el modelo desarrollado en la parte a, para incluir una interacción entre la ci-
lindrada del motor y el tipo de transmisión. ¿Qué conclusiones se pueden sacar acer-
ca del efecto del tipo de transmisión sobre el rendimiento de la gasolina? Interpretar
los parámetros en este modelo.

8.5 Para los datos de rendimiento de gasolina en coches, de la tabla B.3 del apéndice.
a. Formar un modelo de regresión lineal que relacione el rendimiento de la gasolina y

con el peso del vehículo xlO' Y con el tipo de transmisión XII' El tipo de transmisión
¿afecta el rendimiento de la gasolina en forma importante?

b. Modificar el modelo desarrollado en la parte a, para incluir una interacción entre el pe-
so del vehículo y el tipo de transmisión. ¿A qué conclusiones se puede llegar acerca
del efecto del tipo de transmisión sobre el rendimiento de la gasolina? Interpretar los
parámetros de este modelo.

8.6 Considérense los datos de la Liga Nacional de Futbol de la tabla B.I del apéI}dice. Formu-
lar un modelo de regresión lineal que relacione la cantidad de juegos ganados con las yar-
das por tierra de los contrarios, xs, el porcentaje de jugadas por tierra x7 Yuna modificación
del diferencial de pérdidas de balón, xs. En forma específica, sea el diferencial de pérdidas de .
balón una variable indicadora cuyo valor se determina si ese diferencial real es positivo,
negativo o cero. ¿Qué conclusiones se pueden sacar acerca del efecto de las pérdidas de
balón sobre la cantidad de juegos ganados?

Regresión lineal por segmentos. En el ejemplo 7.3 se mostró cómo se puede ajustar un
modelo de regresión lineal con un cambio de. pendiente en algún punto t (xmín < t < xmáx)
usando funciones spline. Desarrollar una formulación del modelo de regresión lineal, por
supuestos usando variables indicadoras. Suponer que la función es continua en el punto t.

Continuación del problema 8.7. Indicar cómo se pueden usar variables indicadoras para
formar un modelo de regresión lineal por segmentos con una discontinuidad en el punto
de unión t.

esión

eren-
o sea

8.7
sta-
nsi-

de
8.8

8.9 Suponer que un análisis unilateral de varianza implica cuatro tratamientos, pero que se ha
tomado una cantidad distinta de observaciones (por ejemplo, n), para cada tratamiento.
Suponer que ni = 3, nz = 2, n3 = 4 Y n4 = 3, escribir el vector y y la matriz X para analizar
esos datos en forma de un modelo de regresión múltiple. ¿Hay complicaciones introduci-
das por la naturaleza desbalanceada de esos datos?

es-
for-
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8.10 Esquemas alternativos de codificación para el método de regresión de análisis de va-
rianza. La ecuación (8.18) representa al modelo de regresión correspondiente a un análi-
sis de varianza con tres tratamientos y n observaciones por tratamiento. Suponer que las
variables indicadoras xI Yx2 se definen como sigue:

si la observación procede del tratamiento 1
si la observación procede del tratamiento 2
en cualquier otro caso

si la observación procede del tratamiento 2
si la observación procede del tratamiento 3
en cualquier otro caso

a. Demostrar que la relación entre los parámetros en los modelos de regresión y de aná-
lisis de varianza es

/30
f.11 + f.12 + f.13

=Jl
3

/31 = f.11 - f.1

/32 = f.12 - Jl

".

1111

,.

m,!, 8.11

b. Escribir el vector y y la matriz X.
c. Desarrollar una suma adecuada de cuadrados para probar la hipótesis Ho: r1 = r2 = r3

= O. ¿Es ésta la suma de cuadrados que se maneja en forma acostumbrada en el análi-
sis de varianza de una vía?

Montgomery [2001] presenta un experimento acerca de la resistencia a la tensión de las fi-
bras sintéticas con que se fabrican telas para camisas de hombre. Se cree que la resisten-
cia está influida por el porcentaje de algodón en la fibra. Los datos se ven a continuación.

Porcentaje de algodón Resistencia a la tensión

15 7 7 15 11 9
20 12 17 12 18 18
25 14 18 18 19 19
30 19 25 22 19 23
35 7 10 11 15 11

a. Escribir el factor y y la matriz X para el modelo de regresión correspondiente.
b. Determinar los estimados de los parámetros del modelo, por mínimos cuadrados.
c. Determinar un estimado de punto para la diferencia en resistencia media con 15% y

25% de algodón.
d. Probar la hipótesis que la resistencia media a la tensión es la misma para los cinco por-

centajes de algodón.

8.12 Análisis de varianza de dos vías. Suponer que son de interés dos conjuntos distintos de
tratamientos. Sea Y¡jk la k-ésima observación en el nive i del primer tipo de tratamiento y
el nivel} del segundo tipo de tratamiento. El modelo de análisis de varianza de dos vías es

Y¡jk = f.1 + r¡ + Jj + (rr)¡j + C¡jk

1 = 1,2, .. , , a, ) = 1,2, ... , b, k = 1,2, ... , n,
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en donde 'r¡ es el efecto del nivel i sobre el primer tipo de tratamiento, 1:í es el efecto del 
nivelj sobre el segundo tipo de tratamiento, (T'{)¡j es un efecto de interacción entre los dos 
tipos de tratamiento y c¡jk es un componente aleatorio de error NID(O, 0"2). 
a. Para el caso a = b = n = 2, escribir un modelo de regresión que corresponda al análi­

sis de varianza de dos vías. 
b. ¿Cuáles son el vector y y la matriz X para este modelo de regresión? 
c. Describir cómo se podría usar el modelo de regresión para probar la hipótesis Ho: 'rl = 

'r2 = O (las medias del tratamiento tipo 1 son iguales), Ho: YI = Y2 = O (las medias del tra­
tamiento tipo 2 son iguales) y Ho: (mu = (m12 = (m22 = O (no hay interacción entre 
los tipos de tratamiento). 

8.13 La tabla B.ll del apéndice presenta datos de la calidad del vino Pinot Noir. 
a. Formular un modelo de regresión que relacione la calidad y con el aroma x4, que in­

corpore la región de información que se ve en la última columna. ¿Tiene algún impac­
to esa región sobre la calidad del vino? 

b. Hacer un análisis de residuales para este modelo, y comentar sobre la adecuación 
modelo. 

c. ¿Hay algunos valores atípicos u observaciones influyentes en este conjunto de date 
d. Modificar el modelo de la parte a para incluir términos de interacción entre el aro I ., 

y las variables de región. ¿Es mejor este modelo que el que se formó en la parte a'? 

8.14 Usar los datos de calidad de vino enla tabla B.ll del apéndice, para ajustar un modelo que 
relacione la calidad del vino y con el aroma x4, usando la región como código de asigna­
ción, que toma los valores que se ven en la tabla: 1, 2 Y 3. Describir la interpretación de 
los parámetros en este modelo .. Comparar el modelo con uno que haya formado el lector 
usando variables indicadoras, en el problema 8.13 . 

http://gratislibrospdf.com/



http://gratislibrospdf.com/



SELECCiÓN DE VARIABLE y 

CONSTRUCCiÓN DEL MODELO 

9.1 INTRODUCCiÓN 

9.1.1 El problema de la construcción del modelo 

En los capítulos anteriores se ha supuesto que se conoce.que las variables regresoras in­
cluidas en el modelo son importantes. Nuestro enfoque fue hacia las técnicas que asegu­
ren que la forma funcional del modelo es la correcta y que no se violen las suposiciones 
básicas. En algunas aplicaciones, las consideraciones teóricas o la experiencia pueden ayu­
dar a seleccionar los regresores que se van a usar en el modelo. Sin embargo, en la mayo­
ría de los problemas prácticos el analista tiene un grupo de regreso res candidatos, que 
deberían incluir a todos los factores influyentes, y debe determinar el subconjunto real de 
regresores que debe usarse en el modelo. La definición de un subconjunto adecuado de re­
gresores para el modelo es lo que se llama problema de selección de variable. 

La construcción de un modelo de regresión que sólo incluya un subconjunto de los re­
gresores disponibles implica dos objetivos contrapuestos: 1) Se desea que el modelo inclu­
ya tantos regresores como sea posible, para que el contenido de información en ellos pueda 
influir sobre el valor predicho de y. 2) Se desea que el modelo incluya los menos regreso­
res que sea posible, porque la varianza de la predicción .9 aumenta a medida que aumenta la 
cantidad de regresores. También, mientras más regresores haya en un modelo, los costos 
de recolección de datos y los de mantenimiento de modelo serán mayores. El proceso de 
encontrar un modelo que sea un término medio entre los dos objetivos se llamaselección 
de la "mejor" ecuación de regresión. Desafortunadamente, como se verá en este capítu­
lo, no hay definición única de "mejor", además hay varios algoritmos que se pueden usar 
para seleccionar variables, yesos procedimientos especifican como mejores, con frecuen­
cia, subconjuntos distintos de los regresores candidatos. 

El problema de selección de variables se suele describir en un entorno idealizado. Por lo 
general se supone conocida la especificación funcional correcta de los regresores (por ejem­
plo, l/Xl' In x2), Y que no hay valores atípicos ni observaciones influyentes. En la práctica ra­
ra vez se cumplen esas premisas. El análisis de residuales, como el que se describió en el 
capítulo 4, es útil para revelar formas funcionales de regresores, que se debieran investi­
gar, o para señalar nuevos regresores candidatos, así como para identificar defectos en los 
datos, como son los valores atípicos. El efecto de 19,s observaciones influyentes o de gran 
balanceo también se debe determinar. La investigación de la adecuación del modelo está 
ligada al problema de 'selección de variable; aunque en el caso ideal esos problemas se de­
ben resolver al mismo tiempo, con frecuencia se usa un método iterativo, en el que 1) se 
emplea determinada estrategia de selección de variable, y 2) el modelo resultante para el 
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