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PRÓLOGO A LA SEGUNDA EDICIÓN

T i deseo de mejorar et contenido y ía e?qposición pedagógica de ía primera 
edición nos fia [(evado a preparar ésta. Los cornejos de algunos colegas y la 
experiencia con ía primera edición fia permitido escribir este, que esperamos 
constituya un mejor texto. Asimismo esperamos que las adiciones e innovacio
nes contribuya a conseguir estos objetivos.

Tsta versión presenta e l mismo esquema de la primera edición. Asi, por la 
diversidad de sus ejemplos y problemas propuestos este libro será de gran ayuda 
a estudiantes de \Estadística, Ingeniería, Tconomía, (Biología, Ciencias, etc. y  
consta de 9 capítulos, los 6 primeros tratan el cálculo de probabilidades. 'Éstos  ̂
abarcan la probabilidad, aquí se ha introducido nociones de (a teoría de 
confiabilidad; las variables aleatorias; Cas distribuciones de probabilidad dis
cretas y continuas. Tn las distribuciones discretas se consideran también la 
multinomialy una generalización de la fiipergeométrica. Los capítulos 7,8y9  
abordan la inferencia estadística.

‘Muchas personas fian colaborado para la existencia de este libro. (Destacan: 
(VAL‘E9\(TÍ9{'% VTQA SALAS gerente general de Editorial Ciencias por per-
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mitimos usar libremente su taller y Brindado todas (as facilidades; 9fá9\(cy 
T'EflSl 'MU'E'Bjyt secretaria de 'Editorial Ciencias en e l mecanografiado del 
original; SVM'EfJCO CULQU'E CfUJ&JLLO estudiante de la facultad de 
Ciencias \Económicas de la Universidad Oracional del Callao en la d ifícil tarea 
de corrección del mecanografiado y e l montaje; Lie. en matemática SÜ^MAOĵ  
'DO ‘V*£%¿E!XP (B. quien estuvo siempre dispuesto a colaborar desinteresadamente 
en las gráficas y con sus consejos; R9{l(B5\L TSAffSD'ES (jRL'VÁlhjpor faber 
aceptado el reto de 'Editar este te$to.

'También egresamos nuestro agradecimiento a todos los colegas de las dife
rentes Universidades del país que nos fian honrado a l utilizar (a primera1Edi
ción, especialmente a JUJA<XsBS\ZÁ9i'BS\CA, S E ffjlO  L'ETVA <tiSA%0, $J- 
CWJtjpO TOMSALRJA J'B^UA^lDO M. CWJ&DES í¡DEL MA'J^profesores 
de la *Universidad Oracional del Callao, 'finalmente, en cuanto a los errores 
hemos tratado de corregirlos todos, sin embargo suponemos que se nos ha pasa
do algunos, así que cuando (os encuentre escríbenos a la facultad de Ciencias 
Ofaturalesy ¡Matemática de la Universidad arriba mencionada.

¡Rufino ¡Moya C. 
Cjregorio Saravia SI.
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Probabilidad e Inferencia Estadística

PROBABILIDAD v

1.1 IN T R O D U C C IO N _______________________________________________________________

Es difícil exagerar la importancia de la teoría de probabilidades; en 
muchos problemas de Ingeniería, Administración, Economía etc. necesitamos 
tomar decisiones frente a la incertidumbre. Para un Ingeniero posiblemente 
no tenga sentido el preguntarse: ¿Durante cuánto tiempo funcionará un
determinado mecanismo?; pero si tendrá sentido el preguntarse y responder 
a la pregunta. ¿Cuál es la probabilidad que este mecanismo funcione más de 
100 horas7 o, ¿qué porcentaje de estos mecanismos funcionarán más de 100 
horas?. Para un fabricante a gran escala tendrá sentido el preguntarse que 
porcentaje de sus productos serán aceptados en el mercado. A un candidato 
presidencial posiblemente no le interesa que Juan vote por él, pero si le 
interesará saber el porcentaje de electores que votarán por él.

En la mayoría de los problemas hay que tomar decisiones con base en 
experimentos. En este capítulo estudiaremos primero los experimentos 
aleatorios, luego a manera de pre-requisito recordar la teoría intuitiva 
de conjuntos, el análisis combinatorio; finalmente el concepto de probabilidad, 
sus propiedades y aplicaciones.

12 E X P E R IM E N T O  A L E A T O R IO , E S P A C IO  M U E S T R A L  Y  E VE N TO S

1.2.1 EXPERIMENTO ALEATORIO
Los experimentos u operaciones reales o hipotéticos pueden dividirse -

en dos clases: determinísticos y no determinísticos.



Un cxpe/umento ea deX&inUnt&tico, si los resultados del experimen

to están completamente determinado y puede describirse por una ÍÓfanuta mate, 
mítica llamado también modelo detvancníAtico. Así, los siguientes ejemplos
(a) "Soltar una piedra en el aire"

(b) "Lanzar una pelota en un tanque de agua y ver si flota o se hunde". Son

experimentos determinísticos, pues en el primer caso la piedra caerá,- 
aun más su movimiento se describe por las ecuaciones de calda libre,en 
el segundo caso la pelota flotará. También el siguiente experimento es 

determinístico .
(c) A un cuerpo de masa m en reposo, se somete a una fuerza constante F. El 

cuerpo se moverá con una aceleración constante

a = í* (segunda ley de Newton)

Un expejumento no d£t&an¿n¿&tcco Si los resultados del experimento
no puede predecirse con exactitud antes de realizar el experimento.

EJEMPLO 1

Ej: Lanzar una moneda yobservar la cara superior (C = cara , S = sello) 

e2: Lanzar un dado yobservar el número que aparece en la cara superior.

El lector habrá notado algunos aspectos comunes de los experimentos - 
descritos. Estos son :

(a) Cada experimento puede repetirse indefinidamente sin cambiar esencial

mente las condiciones.

(b) Cada experimento es no determinístico.

(c) Cada experimento tiene varios resultados posibles que pueden describir

se de antemano con precisión, por, ejemplo en e tal conjunto es {C,S), 
en e? es {1 ,2,3,4,5,6}.

EXPERIMENTOS ALEATORIOS Son experimentos que tienen las tres propiedades -
(a), (b) y (c) antes mencionados.

EJEMPLO 2 Los experimentos e x y e2 del ejemplo 1 y los siguientes, son expe 
rimentos aleatorios:

e3 : Extraer un artículo de un lote que contiene artículos defectuosos "D“- 
y no defectuosos "N". 

eA : Designar un delegado de un grupo de 50 personas.
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ES =

C6 :

C7 :

e8 : 

e9 : 

E 1 0  :

en:

Contar el número de automóviles que cruzan la intersección de dos ca
lles, hasta, antes que ocurra un accidente.

Fabricar artículos, hasta producir 5 defectuosos y contar el número to 
tal de artículos fabricados.

Contar el número de vehículos que llegan a una estación de servicio en 
un día.

Elegir un punto del intervalo cerrado [0,1]

Observar el tiempo de vida de un artefacto eléctrico.

De una urna que contiene bolas blancas y negras se escoge una y se an£ 
ta su color.

Verificar el estado de un transistor (0 * apagado, 1 = prendido)

1,22 ESPACIO MUESTRAL

Hemos dicho que cada experimento aleatorio tiene varios resultados po
sibles y que podemos describir con precisión el conjunto de estos resulta

dos posibles. ILaanuiemoA eApcLdo mueAtnt oa o ciado a un experimento aleato
r io  e, aJt conjunto de. todo a Lo a  reAultadoA poAlhleA de dicho experimento - 

atento r ío  y lo denotaremos por ft. Así, por ejemplo, los espacios muéstrales

asociados a los respectivos experimentos del ejemplo 2 , son:

Experi

mento :
Conjunto de resultados posibles - Espacio muestral

ei : «i = ÍC, S} , C = Cara y S = Sello .

V ^2 s {1 ,2 ,3,4,5,6} .

e3 : (D, N) .

V n4 ■ {A j, A2 9 •*• , Aso); A. representa una persona: Pedro,

Juan , Rosa , Alberto etc.

e5 :
n5 ■ {0,1 ,2 ,3,4,... }

e6 : «6 = {5,6,7,8,9,10,. .. }.

e7 : = Í0 J , 2 ,...} .
0

eb : «8 - {x € IR / 0 < x « 1} .

e9 : «9 = {te R / t * 0]1

Gio: Qi0= {b , n} , b = blanca, n * negra.

cll: «11 = {0,1}.
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El experimento simple del lanzamiento de un dado, una moneda o la ex
tracción de una bola de una urna, son modelos que nos permitirán una mejor 

exposición, pero es claro que cada uno de estos modelos tiene diferentes versio
nes; por ejemplo en el caso de la urna; podemos concebir la elección de una 

persona entre un grupo de hombres y mujeres que están en una sala; la urna 

es reemplazada por la sala; o puede referirse a un almacén en el cual se en̂  

cuentran artículos procedentes de una línea de producción, la cual arroja - 

el 5% de defectuosos D (bolas blancas) y el 95% de no defectuosas N (bolas 
negras); en este caso evidentemente el papel de la urna es desempeñado por 
el almacén. Igualmente el lanzamiento de una moneda nos servirá de modelo - 

para luego aplicarlo, por ejemplo, al lanzamiento de un cohete, el funciona 

miento de la válvula de un motor, etc.

Cuando el experimento aleatorio es simple como en el caso de los expe
rimentos dados en el ejemplo 2 , mayormente no hay dificultad en determinar 

el espacio muestral, pero cuando el experimento es compuesto, en algunos ca 
sos es un poco complicado.
IM txpexám nto ¿e d ice. que e¿ com puesto, s i  co na ¿A-te de. do¿ o m£¿ expeJume*i 

tob sim ptcb bu cesivob  o bim ultáneob.

Consideremos dos tipos básicos de experimentos compuestos: aquellos,en 

que los experimentos simples están unidos por la partícula gramatical "o" - 

en el sentido excluyente y aquellos donde los experimentos simples están - 

unidos por la partícula gramatical "y".

1.23 EXPERIMENTOS UNIDOS POR LA  O EXCLUYENTE

Un experimento compuesto e, se dice que es una o-combinación de los ex 
perimentos simples, Ej y e2 si, sólo si el experimento e ocurre, cuando el 

experimento £j ó e 2 ocurre (pero no ambos).

EJEMPLO 3 Considere el experimento, que consiste en lanzar un dado o una - 

moneda. Hallar el espacio muestra para este experimento.

SOLUCION Observe que el experimento e consiste de dos experimentos simples 

unidos por la "o" excluyente. Sean:

El : "Lanzar un dado"; luego, = 11,2,3,4,5,6} 
e2 : "Lanzar una moneda"; entonces, íl2 = ÍC,S)

y e = tj ó e? Por lo tanto, el espacio muestral íí asociado a e  es la 

unión de y tiz• decir, = flj U - ti,2,3*4,5,6 ,C,S}
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1.2.4 EXPERIMENTOS UNIDOS POR LA V

Un experimento compuesto e, se dice que es una y~comtUnacU.6n de los ex̂  
perimentos simples y e2, sí y solamente si, el experimento e ocurre.cuan 
do ambos experimentos y e 2 ocurren.

CONSECUENCIA Si el experimento compuesto e es una y-combinación de los ex

perimentos y e? , el espacio muestral fl asociado a ces el producto carte

siano de los espacios muéstrales y Ü2 correspondientes a ^  y e? respec

tivamente. Es decir fl = x Ü2 ■

EJEMPL04 Se lanza una moneda tres veces. Hallar el espacio muestral asocia

do a este experimento.

SOLUCION Observe que el experimento e consiste de tres experimentos simples

unidos por la "y". En otras palabras el experimento e ocurre, si los tres -
experimentos simples ocurren. Sea e., ¡ = 1,2,3, el experimento:“el t-ésimo

lanzamiento de la moneda".
: el primer lanzamiento; SI] = {C,SJ.

: el segundo lanzamiento; íl2 = {C,S}.
e : el tercer lanzamiento ; = {C,S}.

•>

Así, e consiste en efectuar primero e , seguido de e y finalmente e . Por
1 l 4

lo tanto, el espacio muestral Ü asociado a e es igual al producto cartesia
no de los Q., I = 1,2,3. Es decir,

H = x n2 x n 3 = ((x,y,z) / x, y, z = C,S}

* (CCC,CCS,CSC,SCC,CSS,SCS,SSC, SSS}
Si el experimento compuesto consta de dos experimentos simples, una Ta

bla con dos enfriadas es de gran ayuda para construir el espacio muestral co

mo se muestra en los ejemplos 5 , 6 y 7.

EJEMPLO 5 Se lanzan dos monedas simultáneamente y se observan las secuencias 

de caras y sel los.

Una tabla de dos entradas es la siguiente,

Segunda
'̂■'“̂ moneda A

Primera rr«)neda^^\^ c s

C cc es

s SC ss



Entonces, el espacio muestral es, n = .{CC,CS,SS,SC}

Observe que el espacio muestral del experimento puede escribirse, como un - 
conjunto de pares ordenados así,

n = {(x,y) / x * C 5 S, y = C ó S}
Es decir, si fl1 = {C,S} y n2 = íC,S}. Entonces ,

ü - flj x Í22 (Producto Cartesiano)

EJEMPLO 6 Se lanzan una moneda y un dado simultáneamente y se observan las - 
caras superiores .

La tabla de dos entradas es como sigue,

' ^ ^ s dado
moneda"'--̂ 1 2 3 4 5 6

c ( c , l ) (C ,2) (C ,3) (C,4) (C.5) (C,6 )

s (S.1) (S,2) (S.3) (S,4) (S,5) (S,6 )

El espacio muestral de este experimento es,

n = {(C, 1),(C, 2),(C, 3),(C,4),(C, 5),(C , 6 },(S , 1J,(S , 2),(S, 3),
(S , 4),(S , 5),(S , 6 )}

EJEMPLO 7 Se lanzan dos dados simultáneamente y se observan las caras sup£ 
riores.

La tabla siguiente presenta los resultados posibles del experimento.

^v^Segundo
Primer^Cdado

dadô s,. 1 2 3 4 5 6

1 (1 .1 ) (1 ,2) (1.3) (1,4) (1,5) (1 ,6 )
2 (2.1 ) (2 ,2) (2.3) (2,4) (2,5) (2 ,6 )

3 (3,1) (3,2) (3.3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 (4,1) (4,2) (4.3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6 ,1 ) (6 ,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6 ,6 )

Entonces, el espacio muestral de este experimento es,
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( 1 , 1 , ( 1 2 ), (1 3). ( 1 4),(1 5), ( 1 ,6 )

(2 , 1 , ( 2 ,2 ),(2 , 3), (2 4),(2 5 ) ,(2 6 )

(3 ,. 1 ,(3, 2).(3, 3),(3 4),(3, 5),(3 '6) ,

1 ’ 1 .(4 ,2),(4 3),(4 .4),(4 5 ), (4 ,6) (

(5, 1 ,(5 2),(5 3),(5 4),(5 , 5 ) , (5 6 )

(6 , 1 , (6 2),(6 3),(6 4),(6 5) , (6 ■6 ).

Observe, que a puede escribirse como un conjunto de pares ordenados, así 

Q - {(x,y) / x,y - 1 ,2,...,6} 

esto es, si - tl,2,3,4,5,6} y ü2 = íl,2,3,4,5,6>. Entonces,
3 fi j X f¡2 •

EJEMPLO 8 Se tiene una caja con 10 artículos diferentes. Se extraen 4 artí 

culos, de uno en uno*, con reemplazamiento. Describir el espacio muestral - 
asociado a este experimento.

SOLUCION Sea aj, a 2» ^ 3, aio ^os diez artículos diferentes de la caja 
Al hacer la primera extracción, puede,sal ir cualquiera de los 10 artículos. 
Es decir,

= ía1 » » * * * » •

Al hacer la sequnda extracción, puede salir otra vez cualquiera de los 10 - 

artículos, ya que el primero fue devuelto a la caja. Entonces,

= ^2 » ••• *

Asi, sucesivamente, es claro que en la tercera extracción obtenemos,

^3 "* a2* • a10).

y en la cuarta

Es decir,

íli* = (aj, a2» , s ^q}.

&x - fl2 = ^3 ~ Entonces,

- ííj X ÍJ2 X ÍÍ3 X — Í2j

= {(u,v,x,y) / u,v,x,y = a lt a2, ..., a 10)

Se dice también que hemos extraído una muestra de tamaño 4. (En genera? si se extrae 
n artículos se dice que hemos extraído una muestra de tamaño n).

Se dice que 1a extracción se hace con reemplazamiento (o que la muestra se extrae con 
reemplazamiento), s1 después de cada extracción se registra el artículo y se devuelve 
a la caja.
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EJEMPLO 9 Hay tres tiendas de víveres en una pequeña ciudad (numeradas 1,2, 
3). Cuatro damas que viven en el poblado seleccionan al azar, y en forma in 

dependiente, una tienda para hacer sus compras sin salir de la ciudad. Dar 

un espacio muestral para el experimento que consiste en seleccionar las tie£ 

das.

SOLUCION Desde que las tiendas están numeradas con 1,2,3 y cada dama esco

ge una de estas tiendas al azar y en forma independiente, entonces, la pri

mera dama escogerá al azar uno de los elementos del conjunto {1,2,3}. La se 

gunda dama escogerá al azar uno de los elementos del mismo conjunto {1,2,3}. 
La tercera dama escogerá al azar uno de los elementos también del mismo con 

junto {1,2,3} y finalmente la cuarta dama también escogerá al azar uno de - 
los elementos del conjunto {1,2,3}. Por lo tanto, la elección de una tienda 

por las cuatro damas tendrá como espacio muestral

ü = {1,2,3} x {1,2,3} x {1,2,3} x {1,2,3} = {1,2,3}**

ó íl = {{xi, x2, X3, xu) / x. = 1,2,3, ¿ = 1,2,3,4}.

EJEMPLO 10 Considere el experimento de verificar el estado (apagado, pren

dido) de cinco transistores iguales.

Utilizando los números 0 (cero) para "apagado" y 1 para "prendido", es_ 

cribir los elementos del espacio muestral.

SOLUCION El resultado de verificar el primer transistor puede ser 0 ó l;el

resultado de verificar el segundo transistor también puede ser 0 5 1 ;  así -

sucesivamente. Entonces, el espacio muestral del experimento, verificar el 

estado de 5 transistores es

O = {0,1}5 = {(x,y,z,w,v)/x,y,z,w,v = 0,1},

En muchos casos un diagrama, conocido con el nombre de dCagtunra del áx 
bol, es más sugerente para determinar el espacio muestral de un experimento 
aleatorio compuesto, por ejemplo construir el espacio muestral asociado al 

lanzamiento de una moneda cuatro veces y observar la secuencia de caras y - 

sellos. El diagrama del árbol es como se muestra en la fig. 1.2.1.
Observe, que cada uno de los resultados posibles del experimento queda re

presentado por una rama del árbol, así CCCC representa la primera rama,CCCS 

la segunda rama, así sucesivamente, SSSS la última rama. El espacio muestral 

es



Primer lan 
zamiento

Segundo lan 
zamiento ~

 5 ----------

Tercer lan 
zamiento

Fig. 1.2.1

t

Cuarto lan
zamiento 
 1-----

Posibles re 
soltadospxpprdos dél■jmpnto

<v

c c c c  ,  c c c s  ,  c c s c  ,  c c s s  ,  c s c c  ,  e s e s  ,  e s s e  B c s s s  

s c c c ,  s c c s ,  s e s e ,  s e s s ,  s s e e ,  s s e s ,  s s s e ,  s s s s

o también

= { ( x j ,  x2* x3, x j  / x1# x2 , x3 , = C ó S}

EJEM’LO 11 Los artículos provenientes de una línea de producción se clasi
fican en defectuosos “D" y no defectuosos "N", se observan los artículos y 

se anota su condición. Este proceso se continua hasta observar dos defectuo 

sos consecutivos o hasta que se observen tres artículos no defectuosos. Des_ 

cribir el espacio muestral asociado a este experimento.

SOLUCION El diagrama del árbol que representa los diversos resultados posj_ 

bles del experimento está representado en la fig. 1 .2 .2 .

El espacio muestral, entonces es

n  = {D D  ,  DNDD ,  DNDNDD ,  DNDNDN ,  DNDNN ,  DNNDD ,  DNNDN ,  DNNN ,  NOD ,  NDNDD ,  

NDNDN ,  NONN ,  NNDD ,  NNDN ,  N N N }
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D .......   -.................. 00

DUDO 
DNDMOO

DNONDN 
DNDNH 
DNNOO

DNMON

DNNH
HDD
NDNDD

NDNDH 

HDNN

NNDD 

MNDN

NNN

EJEMPLO 12 Una línea de producción clasifica sus productos en defectuosos 
"D" y no defectuosos "N". De un almacén que guarda la producción diaria de 
esta línea se extraen artículos hasta observar dos defectuosos consecutivos 

o hasta que se hayan verificado cuatro artículos; construir el espacio mués 
tral de este experimento.

SOLUCION El diagrama 1.2.3 muestra el diagrama del árbol que presenta los 
diversos resultados posibles del experimento,
El espacio muestral es

n = {DD , DNDD , DNDN , ONND , DNNN , NDD , NDND , NDNM , NNDD , NNDN , NNND , NNNN}

Entre los espacios muéstrales construidos para los experimentos dados 

en el ejemplos 2, podemos notar una diferencia entre Í2fl y ft5 ,ft6,n7

los primeros son finitos y los segundos no, más aún entre todos estos espa

cios muéstrales y los conjuntos fl8 ,fl9 que además de ser infinitos tienen - 

un número no numerable de elementos, es decir no podemos contar sus elemen

tos. Estableceremos pues dos tipos de espacios muéstrales: Discretos y Con
tinuos.

Fio. 1.2.2

Rufino Mogo C. - Gregorio Sararí* A.
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Primera
extrac

ción
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1.25 ESPACIO MUESTRAL DISCRETO

Si tienen un número finito o infinito numerable de elementos.
U) E¿paxUxr6 Muza V ial za Vlsc/ieXoA F¿*l¿£o¿ Si el espacio muestral tiene un - 
número finito de elementos por ejemplo » 0 3 , , f¡1Q; los espacios mués

trales dados por los ejemplos 3,4,5,6 y 7 también son espacios muéstrales - 

finitos. Otro ejemplo es el siguiente.

EJEMPLO 13 Un lote compuesto de n artículos provenientes de una línea de - 

producción contiene m artículos defectuosos (m ̂  n). Los artículos son ex

traídos uno por uno(sin reemplazamiento) hasta que el último artículo defe^ 

tuoso sea extraído. Hallar el espacio muestral para este experimento.

SOLUCION El número de artículos extraídos será m o m+ 1 artículos, o m + 2  

etc. Entonces, el espacio muestral es

ti - (m , m + 1 , m + 2, n}.

U¿) UpacloA \kizhVmloA Ví &caaXoa InlinVtoA Cuando puede establecerse una 

correspondencia uno a uno con el conjunto de los enteros positivos de modo 

que pueda ser enumerado como 1,2,3,... Por ejemplo n 7-. Otro ejemplo

es el siguiente.

EJEMPLO 1A Lanzar una moneda hasta que ocurra cara.
El diagrama del árbol para este experimento da la figura 1.2.4.



zc

szc

szc

s z szc

s

• • •

Flg. 1.2.4

Entonces, el espacio muestral es

n  = { c ,  s e ,  s s c ,  s s s e ,  s s s s c ,  . . . > .

1.2.6 ESPACIO MUESTRAL CONTINUO

Un espacio muestral se dice que es continuo, si tiene un número no numerable

de elementos. Es decir, cuyos elementos son todos los puntos de algún.

intervalo. Son espacios muéstrales continuos n. y Q *, también el ejemplo8 “
que sigue,

EJEWLO 15 En un laboratorio químico, el volumen producido por día para 
un producto particular varía entre un valor mínimo, a , y un valor máximo, 

hs los cuales corresponden a la capacidad. Se escoge un día aleatoriamente 

y se observa la cantidad producida. Escribir el espacio muestral. El espacio 
muestral es entonces

Debe observarse también que a un experimento aleatorio podemos asociar 

más de un espacio muestral; es decir, de acuerdo a la característica del fe 

nómeno que deseamos estudiar, un experimento aleatorio puede tener diferen

tes espacios muéstrales. Por ejemplo, en el experimento lanzar tres monedas 

simultáneamente, si estamos interesados en la secuencia de caras y sellos - 
que aparecen, el espacio muestral es

a  = { c c c ,  c e s ,  c s c ,  s c c ,  c s s ,  s e s ,  s s c ,  s s s ) .

en cambio si estamos interesados en el número de caras que sale, el espacio 

muestral es
n * {0 ,  1 , 2 , 3 ).



U .7 EVENTOS

Hemos definido el espacio muestral como el conjunto de todos los resul̂  

tados posibles de un experimento aleatorio. Es decir, podemos concebir al - 
espacio muestral como un conjunto universal. Hablaremos, entonces en él, - 

de subconjuntos y elementos. Se llama Evento a CualqiUeJt Subconjunto del Ea 
pació Uue&Vtal y lo denotaremos por A,B,C,D,E,F. etc. Así, si A es un even
to entonces A era. Y llamaremos a ucea o a todo elemento de un espacio muea- 

V ia l y lo designaremos por u, x, yt etc. Esto es, si x es un suceso, enton
ces x e SI. Un evento con un sólo elemento es un evento elemental, así A =

(ü>) es un evento elemental.

Obsérvese que el evento (oj) y el suceso to no *son los mismos, esto lo - 

sabemos de la teoría de conjuntos. En otras palabras, evento es cualquier - 

elemento de (así <í> y Sí son eventos).

EJEMPLO 16 Consideremos los experimentos del ejemplo 2.

En e2 ; A : "ocurre un número par". Entonces

A = (2,4,6).
En e3 ; A : "se extrae un artículo defectuoso".. Luego

A = (D).
En £5 ; A : "ocurre un accidente antes que crucen 100 automóviles". Entonces

A = (0,1,2,3,... , 98).

En efi ; A : " se fabrican mas de 1000 artículos". Entonces

A = (1001 , 1002,...).

En £0 ; A : "el punto se encuentra entre 0 y 1/2". Luego

A = {x 6 IR / 0 < x <

En eg ; A : "el artefacto dura más de 2,000 horas". Entonces

A = (t 6 IR / t > 2,000).

EJEMPLO 17 En el experimento aleatorio lanzar cuatro monedas simultáneamer^ 
te. Definimos los eventos siguientes:

Al
a2

a 3

"Todas las monedas muestran el mismo lado".
"Ocurren por lo menos dos caras".

"Ocurre sello en el tercer lanzamiento". Entonces:

= (CCCC , SS5S).
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a2 = {CCCC , cccs, ccsc, cscc, sccc, ccss, eses, CSSC , SCCS , SCSC , SSCC}.

A 3 = {CCSC , CSSC , CSSS , SCSC , SCSS , SSSS , CCSS , SSSC}.

EJEMPLO 18 Consideremos el experimento del ejemplo 7, y sea el evento 

A : "La suma total en los dados no excede a 6". Entonces

A = {(1, 1) , (1,2) , (1, 3) , (1,4) , (2, 1) , (2, 2) , (2, 3) , (3, 1) , (3,2),

{4 , 1) , (1 , 5) , (2 ,4) , (3, 3) , (4 , 2) , (5 , 1)}

= {(x  , y) E / X + y 4 6).

EJEMPLO 19 Consideremos el experimento aleatorio del ejemplo 15. Y sea 
A : "El volumen producido está entre c > a v b". Entonces,

A = {xe ! R / a < c < x < b ) .

EJEMPLO 20 En el experimento aleatorio del ejemplo 14, sea 

A : "Se necesita más de cuatro lanzamientos". Entonces,

A = {SSSSC , SSSSSC , SSSSSSC,

Consideremos ahora los espacios muéstrales del ejemplo 1. Asi tenemos que, 

en 8 } : s C v h>2 " S , son sucesos;
En íl2 : wj * 1 , üj2 s 2 , w 3 = 3 , - 4 , tü5 = 5 , io6 = 6 son sucesos.
Finalmente diremos que un suceso w es favorable a un evento A, si aje A. Así 

SSSSC es un suceso favorable al evento A del ejemplo 20, igualmente los su

cesos SSSSSSC , SSSSSSSC; son favorables al evento A, en cambio no lo son C, 
SC , SSC.

EJEMPLO 21 Sea el experimento, e : "lanzar una moneda tres veces", y sea - 

el suceso oi3 = SCS. Hallar los posibles eventos en los cuales ü>3 sea un su
ceso favorable.

SOLUCION La Selección de üj3, implica la ocurrencia de los siguientes even

tos (y de muchos más). Los eventos que a continuación se dan son eventos dî  

ferentes y no son representaciones diferentes del mismo evento.

Ai : "ocurre exactamente dos sellos"; A2 : "ocurre a lo más una cara" y 
A3 : "en el segundo lanzamiento sale una cara".

EJEMPLO 22 En el espacio muestral del ejemplo 9, describir los siguientes 
eventos:

A : "Todas las damas escogen la tienda 1 ó todas escogen la tienda 2".

B : "Dos escogen la tienda 1 y las otras dos la tienda 2".
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SOLUCION

A * { ( 1 , 1 , 1 , 1 ) * (2 , 2 , 2 , 2)}.
B = {(xj , x2 » x3 , xu) / 2x. son 1 , 2x. son 2}.

\ A*

EJEMPLO 23 Considere el espacio muestral del ejemplo 10 y escriba loselemen
tos de los siguientes eventos:

A : "Todos los transistores están apagados o todos están prendidos".
B : "Sólo el último transistor verificado está prendido".

SOLUCION

A = {(0 , 0 , 0 , 0 , 0) , (1 , I , 1 , 1 , 1)}.

B = í(0 # 0 , 0 # 0 , 1)}.

PROBLEMAS \2

1. Dé un ejemplo de experimento aleatorio que es de interés para (a) un in

geniero electricista, (b) un economista, (c) el gerente de una compañía 

de automóviles, (d) un ingeniero de comunicaciones, (e) un médico, (f) -

un especialista en genética, (g) un biólogo, (h) un gerente de ventas.

2. Construir el espacio muestral apropiado para los siguientes experimentos 
aleatorios.

(a) Elegir una carta de una baraja de 52 cartas.

(b) Verificar el estado de dos transistores (apagado o prendido).

(c) Verificar el estado de 10 transistores iguales (apagado o prendido).

(d) Se lanzan n monedas y se observa el número de caras.

(e) Se pregunta a una persona por la fecha de su nacimiento (día del año).
(f) Inspeccionar las medidas de seguridad contra accidentes de una fábrica.

(g) Se pregunta a n personas por la fecha de su nacimiento (día del año).

(h) Un dardo se lanza en un blanco circular de radio r .

(i) Extraer una muestra de 5 bolas con reemplazamiento de una urna que con
tiene 12 bolas diferentes (esto es, las bolas se devuelve a la urna an
tes de extraer por segunda vez).

3. Un inversionista planea escoger dos de las cinco oportunidades de inver

sión que le han recomendado. Describa el espacio muestral que representa 
las opciones posibles.

4. Tres artículos son extraídos con reposición, de un lote de mercancías; - 

cada artículo ha de ser identificado como defectuosos "Du y no defectuo
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so "N“. Describa todos los puntos posibles del espacio muestral para este 

experimento.
5. Dos personas A y B se distribuyen al azar en tres oficinas numerada 1, 2 

y 3. Si las dos personas pueden estar en la misma oficina, defina un espa_ 

ció muestral adecuado.
6 . Tres personas A , B y C se distribuyen al azar en dos oficinas numeradas 

con 1 y 2. Describa un espacio muestral adecuado a este experimento, (a) 

si los tres pueden estar en una misma oficina; (b) sí sólo se puede asi£ 
nar una persona a cada oficina.

7. Durante el día, una máquina produce tres artículos cuya calidad indivi

dual, definida como defectuoso o no defectuoso, se determina al final del 

día. Describa el espacio muestral generado por la producción diaria.

8. El ala de un avión se ensambla con un número grande de remaches. Se ins

pecciona una sola unidad y el factor de importancia es el número de rem^ 

ches defectuosos. Describa el espacio muestral.
9. Suponga que la demanda diaria de gasolina en una estación de servicio eŝ  

tá acotada por 1,000 galones, que se lleva a un registro diario de venta. 

Describa el espacio muestral.
10. Se desea medir la resistencia al corte de dos puntos de soldadura. Supo

niendo que el límite superior está dado por U, describa el espacio mues

tral .

11. De un grupo de transistores producidos bajo condiciones similares, se e£ 
coge una sola unidad, se coloca bajo prueba en un ambiente similar a su 

uso diseñado y luego se prueba hasta que falla. Describir el espacio - 

muestral
12. En el problema 11. (a) suponga que el experimento consiste en extraer dos 

transistores y se prueba hasta que fallan. Describir el espacio muestral 

(b) suponga que el experimento consiste en escoger 5 transistores y se - 

prueba hasta que fallan. Describir el espacio muestral.

13. Una urna contiene cuatro fichas numeradas: 2,4,6, y 8 ; una segunda urna 

contiene cinco fichas numeradas: 1,3,5,7, y 9. Sea un experimento aleato 
rio que consiste en extraer una ficha de la primera urna y luego una fi

cha de la segunda urna, describir el espacio muestral.

14. Una urna contiene tres fichas numeradas: 1,2,3; un experimento consiste 

en lanzar un dado y luego extraer una ficha de la urna. Describir el es-
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pació muestral.
15. Una línea de producción clasifica sus productos en defectuosos "D" y no 

defectuosos "N". De un almacén donde guardan la producción diaria de esta 

línea, se extraen artículos hasta observar tres defectuosos consecutivos 

o hasta que se hayan verificado cinco artículos. Construir el espacio - 

muestral.
16. Lanzar un dado hasta que ocurra el número 4. Hallar el espacio muestral 

asociado a este experimento.

17. Una moneda se lanza tres veces. Describa los siguientes eventos:

A
B

"ocurre por lo menos 2 caras".

"ocurre sello en el tercer lanzamiento".

"ocurre a lo más una cara".
18. En cierto sector de Lima, hay cuatro supermercados (numeradas 1,2,3,4). 

Seis damas que viven en ese sector seleccionan al azar y en forma inde

pendiente, un supermercado para hacer sus compras sin salir de su sector
(a) Dar un espacio muestral adecuado para este experimento.
(b) Describir los siguientes eventos:

A : "Todas las damas escogen uno de los tres primeros supermercados"

B : "Dos escogen el supermercado N° 2 , dos el supermercado N°3 y las -

otras dos el N° 4".
C : "Dos escogen el supermercado N° 2 y las otras diferentes supermerca

dos".
19. Tres máquinas idénticas que funcionan independientemente se mantienen - 

funcionando hasta darle de baja y se anota el tiempo que duran. Suponer 

que ninguno dura más de 10 años.
(a) Definir un espacio muestral adecuado para este experimento.

(b) Describir los siguientes eventos:
A : "Las tres máquinas duran más de 8 años".

B : "El menor tiempo de duración de los tres es de 7 años".

C : "Ninguna es dada de baja antes de los 9 años".
D : "El mayor tiempo de duración de los tres es de 9 años".

20. En el espacio muestral del problema 4, describe los siguientes eventos:
A : "Ocurre al menos 2 artículos no defectuosos".

B : "Ocurre exactamente 2 artículos no defectuosos".

21. En el problema 16, describir el evento, "se necesitan por lo menos 5 lan 
zamientos".



22. El gerente general de una firma comercial, entrevista a 10 aspirantes a

un puesto. Cada uno de los aspirantes es calificado como: Deficiente, íte 

guiar, Bueno, Excelente.
(a) Dar un espacio muestral adecuado para este experimento .

(b) Describir los siguientes eventos.
A : "Todos los aspirantes son calificados como deficientes o excelentes". 
B : "Sólo la última persona extrevistada es calificado como excelente'.

23. Considere el experimento de contar el número de carros que pasan por un 

punto de una autopista. Describa los siguientes eventos:

A : "Pasan un número par de carros".

B : "El número de carros que pasan es múltiplo de 6".
C : "Pasan por lo menos 20 carros".

D : "Pasan a lo más 15 carros".
24. En el problema 12. Describir los siguientes eventos. (1) en la parte (a). 

A : "Los dos transistores duran a lo más 2,000 horas".
B : "El primero dura más de 2,000 horas, el otro menos de 3,000 horas".

(2) En la parte (b).

A : "Los cinco duran por lo menos 1,000 horas pero menos de 2,000 horas".
B : "El primero dura más de 2,000 horas, los demás a lo más 2,500 horas".

13  ALGEBRA DE EVENTOS___________________________________________

Hemos identificado el espacio muestral con el conjunto universal de la 

teoría de conjuntos, y los eventos como subconjunto del espacio muestral. - 

Identificaremos también el conjunto vacio (<|>) de la teoría de conjuntos con 

el evento imposible, esto es, un evento que no ocurre. Por ejemplo, en el - 

experimento lanzar dos dados simultáneamente, el evento A : "obtener suma - 

14", es un evento imposible. Al espacio muestral se llama también evento se 
guro.

En lo que sigue haremos una breve exposición a manera de revisión de la teo 
ría de conjuntos en el lenguaje de eventos. Es decir, desde que los eventos 

son conjuntos, las operaciones de intersección "H", unión "U", inclusión - 

" c  " serán definidos para eventos; las leyes y prooiedades de la teoría de 
conjuntos son válidas.



13.1 OPERACIONES CON EVENTOS

SUB-EVENTOS Dado dos eventos, A y B se dice que A está contenido en B o nue 
A es sub-evento de B y denotado por " A c  8", si todo suceso favorable a A, - 
es favorable a B. En otras palabras, si ocurre el evento A, entonces ocurre 

el evento B. (Ver fig. 1.3.1a). En símbolos

A cz B , si w € A *> ü> € B.

EJEMPLO 1 Consideremos el experimento, lanzar una moneda hasta que ocurra - 
cara y contar el número de lanzamientos de la moneda. Definimos los siguien
tes eventos.

A : "Se necesita por lo menos 20 lanzamientos*'.

B : "Se necesita más de 5 lanzamientos".
En este experimento el espacio muestral es

= { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ,

Entonces, A = {20 , 21 , 22, ... }

B = {6 , 7 , 8 , 9 , 10, ...}
es claro que A c  B.

IGUALDAD DE EVENTOS Se dice que dos eventos A y B son tguatcA t y se denota 
por "A = B", si A c B y B c A .

EJEMPLO 2 En el experimento del ejemplo 1, consideremos los eventos,

A : "Se necesita a lo más 10 lanzamientos".
B : "Se necesita menos de 11 lanzamientos".

Entonces,

A *  {1 , 2 , 3 , 4 .  5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,  10} y

B = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10}

es claro que A = B.

UNION DE EVENTOS Dado dos eventos A y B, se llama unión de. A con B y se de
signa por UA U B" al evento formado por los sucesos que pertenecen a A 5 a B 
ó a ambos, es decir si ocurre el evento A ó B ó ambos. En símbolos (ver fig, 
1.3.1a)

A U B = (o)€fi/u)€ A V w EB)

EJEMPLO 3 En el experimento del ejemplo 1, consideremos los siguientes everi 
tos .
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A : "Se necesita un número par de lanzamientos".

B : "Se necesita más de 10 lanzamientos".
Fs decir,

A = (2 , 4 , 6 , 8 , 10, ...}

B = {11 , 12 , 13 , 14, ...}

Entonces, es claro que A U B = {2 , 4 , 6 , 8 , 10 , 11, 12 , 13 , 14, ..
n

En general, se dice que ocurre el evento M  A., sí y sólo sí ocurre al me-

nos uno de los eventos A. .
a.

INTERSECCION Dado los eventos A y B, se llama ¿ntexAzctUÓn d& A con 8 y se

denota "A n B", ó "AB" al evento formado por todos los sucesos favorables a

A y a B. Es decir, ambos eventos A y B ocurren (la ocurrencia conjunta de A
y B). En símbolos (ver fig. 1.3.1c)

AB = A fl B = (üj € Q f oiEA A tüEB)

EJEMPLO 4 En los eventos A y B del ejemplo 3. Se tiene que

A D B = {12 , 14 , 16 , 18, ...}
n

En general se dice que ocurre el evento p| A. , si y sólo si ocurren to*

dos los eventos A. .-c
DIFERENCIA Dado los eventos A y  B, se llama dliexencAJi de. A c o r  B y se de
nota "A - B" al evento formado por los sucesos favorables a A que no son fa
vorables a B. En símbolos (ver fig. 1.3.Id).

A - B = {w€ íí / t o € A A ü > í  B}

EJEMPLO 5 En los eventos A y B definidos en el ejemplo 3, se tiene que

A - B = {2 , 4 , 6 , 8 , 10} y 
B - A = {11 , 13 , 15 , 17,..,}

COMPLEMENTO Si A es un evento del espacio muestral íl, se llama Complemento 
dz A, denotado por A'o Á al evento formado por todos los sucesos que no per
tenecen a A. Es decir, no ocurre el evento A. En símbolos. (Ver fig. 1.3.le)

A' = Á = n -  A = { w e n / w <  A}

EJEMPLO 6 Los complementos de los eventos definidos en el ejemplo 3, son - 
respectivamente:

Rufino Moya C. - Gregorio SaraOia A.
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Á = { 1 , 3 , 5 , 7 , . . . } = { ü) é Q / w es impar}

B {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8, 9 , 10}

Fig. 1.3.1

LEYES DISTRIBUTIVAS Dado los eventos A , B y C, entonces

(Di) : A n (B U C) = (A n B)U(A n C)

(D2) : A U (B n C) = ( A U B ) n ( A U C )

A manera de ilustración presentaremos la demostración de Dj dejando 
para el lector.

Dj : Demostraremos que

a n (b u c) c  (a n b ) u (a n c) 

y (a n b ) u (a n c)c a n (b u c)

Sea mE A O (B U C) V  w ( A y (dj f B ó u £ C)

(w £ A y w f  B) ó (w 6 A y  üj£ C) 

(ü) 6 A fl B) ó ( t i )  € A n c) 

uí € (A n B) U (A n C)
Lo cual implica que, A D (B U C) c  (A fl B) U (A n C)
Sea atiora
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w € (A n B) U (A fl C) (íi>€Aytü£ B ) ó  (u £ A y u t C)

w £ A y ( u £ B ó u C C )

w 6 A y a j € ( B U C )

w € A 0 (B U C)
lo cual implica que

(A n b ) u | A n c ) c A n ( 3 U C )

de (3) y (4) se tiene que

a n (b u c) = (a n b) u ( A n c )

LEYES DE DE-MORGAN Sean los eventos A y B.

( 4 )

(DMi) : A n B * Í U  B

(DM2) : A U B = A O B

Demostraremos DMj a manera de ilustración y dejaremos DM2 como ejerci

cio para el lector.

DMi : Ensayaremos una prueba más directa,

id € A n B

u 6 8

ü) i A n B ai <£ A ó co í B ü) £ Á O

id £ Á U B y de este último concluimos que

A n B = A U B

PRODUCTO CARTESIANO Dado los eventos A y B, se llama producto CcvUeAÍano de
A con B, denotado "A x B", al conjunto de pares ordenados cuyos primeros ele

mentos pertenecen a A y cuyos segundos elementos pertenecen a B, en símbolos.

A x B = {(ü)j, w2) / di! £ A y w2 £ B}

Usaremos el producto cartesiano para construir espacio muestral asocia
do a un experimento compuesto. Es decir un experimento que consiste en reali_ 

zar un experimento simple seguido de otro experimento simple o de experimen

tos simples simultáneos, como en el caso del lanzamiento de una moneda, dos, 

tres, cuatro veces o el lanzamiento de dos, tres, cuatro monedas simultánea

mente; también en el lanzamiento de dos dados, o un dado y una moneda etc.co 

rno hemos visto en 1.2.2. Para terminar con esta revisión de la teoría de coii 

juntos generalizaremos las leyes distributivas y de De-Morgan. Sean A, A ltA2 

A eventos, entonces:



n n

(Dla ) A n (Aj u A2 u ... U An) = a n j^U A^J = U  (A n A^)

n n

(°2a) A u (Al n A2n ... n A n) = A U [ D  a] = H  (AU K¿)
l<>1 ¿«i

n n

n n

>¿=1 -C— 1

NOTA Hemos visto que un evento puede definirse verbalmente, de manera que - 

es importante expresarlo en términos de operaciones entre eventos. Considere^ * 

mos por ejemplo los eventos A y B, entonces:

El evento de que ocurra por lo menos uno de ellos (esto es, uno o más - 

de ellos), se puede escribir como A U B.

El evento de que ninguno de los dos ocurra, se escribe como Á B .

El evento de que ocurra exactamente uno de los dos eventos puede escribirse - 

así, AB U A B donde "o" está en el sentido de exclusión en este caso.

U.2 EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES Y  COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS

DEFINICION 1.3.1 Dos eventos A y B definidos en el mismo espacio muestral,- 

se dice que son mutuamente. exc£ui/en¿e¿ si no pueden ocurrir juntos. Es decir 
la ocurrencia de uno excluye la ocurrencia del otro. En símbolos, si Afl B

s <í> •
EJEMPLO 7 Se lanza un dado dos veces. Sean los eventos:

A : "La suma de los puntos obtenidos en los dos lanzamientos es 7".

B : "En los dos dados se obtiene el mismo número".

A y B son eventos mutuamente excluyentes, pues el evento A es el conjunto

EJEMPLO 8 Sea el experimento, contar el número de personas atendidas por un 

banco en un período de tiempo. Sean los eventos:

((3 , 4) , (4 , 3) , (1 , 6) , (6 , 1) , (5 , 2) , (2 , 5)} y B es el conjunto 

{(1 , 1) , (2 , 2) , (3 , 3) , (4 , 4) , (5 , 5) , (6 , 6 )}, por lo tanto, Afl B =



A : "Se han atendido a menos de 20 personas".

B : "Se ha atendido a exactamente 25 personas".

C : "Se ha atendido exactamente 15 personas".
Los eventos A y B son mutuamente excluyentes, pues se tiene que

La definición anterior se puede generalizar a tres o más eventos.

DEFINICION 1.3.2 Una colección de eventos , A2, ... , An definidos sobre

un mismo espacio muestral se dice que son mutuamente excluyentes, si la ocu

rrencia de uno de ellos excluye la ocurrencia de los otros. Es decir

EJEMPLO 9 Los elementos de un espacio muestral (los sucesos) son mutuamente 
excluyentes. En efecto, la ocurrencia de un resultado individual excluye la 
posibilidad de ocurrencia simultánea de los demás. Pues ocurre uno y sólo un 
resultado individual.

DEFINICION 1.3.3 Se dice que una colección de n eventos A 1 # A2 , ..., An» de

finidos sobre el mismo espacio muestral son Cottctlva/MiUe. exfutu¿¿¿vo¿ si la 
unión es igual al espacio muestral. Es decir,

EJEMPLO 10 En el experimento, número de personas atendidas en un banco en - 

un período determinado. Sean los eventos:

A : "menos de 11 personas han sido atendidas".

B : "de 11 a 20 personas han sido atendidas".

C : "más de 15 personas han sido atendidas".

Los eventos A , B  y C son colectivamente exhaustivos» pues

EJEMPLO 11 Conteste justificando su respuesta cada una de las siguientes -

A = {0,1, 2,..., 19} y B = {25}

por lo tanto, A Pl B * <í> .
En cambio los eventos A y C no son mutuamente excluyentes, pues

A flC = C ! {15} f 4>

»•«i n •

n

» - * •
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preguntas:
(a) Si A y B son eventos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos 

¿son los eventos A y B mutuamente excluyente? ¿Son colectivamente exh£ 

ustivos?
(b) Si A y B son eventos mutuamente excluyentes pero no colectivamente exha

ustivos, ¿son los eventos A y B colectivamente exhaustivos?

SOLUCION (a) Se tiene dos eventos A y B tales que A n B  = < t>yAUB = íl. Zn 
tonces, de la primera condición se obtiene

A n B = <¡) — - Á U B = íl, es decir Á y B son colectivamente exha

ustivos.
De la segunda condición se obtiene

A U  B = n =  A n B  = <J>, es decir Á y B son mutuamente excluyentes.

(b) Se tiene dos eventos A y B tales que

A í l B  = < í > y A U B ^ f t  ó A U B a  Ü. Entonces, existe un evento C - 

tal que A U B U C = Í1 luego

Í = B  U C  y B = A U C. Por lo tanto

A U B  = ( A U C ) U  ( B U  C) = A U B  U C  = Í1 ó
A U B = fl. Es decir, A y B son colectivamente exhaustivos.

PROBLEM AS IJ

1. Sean A, B y C tres eventos cualesquiera en el espacio muestral a. Expre

se cada uno de los siguientes eventos compuestos en términos de operacio
nes entre A , B  y C.

(a) Ocurren exactamente dos de los eventos.

(b) Ocurren por lo menos uno de los eventos.

(c) Ocurren a lo más dos de los eventos.

(d) Ocurren todos los eventos.

(e) No ocurre ninguno de los eventos.
(f) No ocurre A, o no ocurre B o no ocurre C.

(g) Ocurre exactamente uno de los eventos.
(h) No ocurre más de uno de los eventos.

(¿) Ocurre por lo menos uno de los tres eventos.

2. Determine el complemento para cada uno de los siguientes eventos:

(a) En el problema 1.2.9:"la demanda en un día determinado fué más de 8,000



galones".

(b) En el problema 1.2.11: "El transistor duró menos de 2,000 horas*'.
(c) En el problema 1.2.12b: "El primer transistor duró menos de 1,000 horas; 

el segundo, menos de 1,500 horas; y todos los demás más de 1,600 horas".

3. Verificar que :

(c) AB - ABC = ABC .

4. ¿Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderos para todos los 
eventos A,B,C y cuáles no?

5. Sean A y B dos eventos de O, tales que no son mutuamente excluyentes:
(a) Exprese A(B) como la unión de dos eventos mutuamente excluyentes.

(b) Exprese Á (B) como la unión de dos eventos mutuamente excluyentes.

6 . La tasa de desempleo para el siguiente período está pronosticado por un
modelo económico. El pronóstico del modelo puede describirse como uno de

los cinco eventos :

Ai : "El desempleo será del 10% o más".
A2 : "El desempleo será del 8 % o más, pero menos del 10%".

Aa : "El desempleo será del 6 % o más, pero menos del 8 %".

Ai, : "El desempleo será del 4% o más, pero menos del 6 %".

A5 : "El desempleo será menos del 4%".

Tome B. para representar el desempleo actual de acuerdo a las mismas cinco -

7. Un portafolio de acciones contiene cuatro acciones comunes. Durante un de 

terminado día de negocios, tome:
A : "más de la mitad de las acciones subirán de precio'’.

(a) A(B U C) = AB U AC; (b) A U BC = (A U B)(A U C)

(a) (Á U B)C = AB U C

(c) (A - C)(B - C) = ABC

(b) A n AC = <j>

(d) A(B - C) = AB - AC 

( O  (Á U B) c  AB(e) (Á U B) O AB * <f>

clasificaciones (por ejemplo Bj = El desempleo será del 10% o más),

(a) ¿Son mutuamente excluyentes los eventos A 1#...,A5?

¿son colectivamente exhaustivos?

(b) ¿Qué indica los siguientes eventos, en palabras?

A2 O B3 ; A 3 U A^ ; Â . 1*1 8^; A^ O B . ; donde 1 > /



B . "más de la mitad de las acciones bajarán de precio".

C : "más déla mitad de las acciones no cambiarán de precio".
(a) ¿Qué indican los siguientes eventos en palabras? A U C ; A n B

(b) ¿Son los eventos A y B mutuamente excluyentes? ¿y A y C? ¿y B y

(c) ¿Son los eventos A,B y C colectivamente exhaustivos?

8 . En la definición de los eventos A,B y C del problema 7, si se cambiara 

"más de la mitad" por la mitad o más, entonces:
(a) ¿Serian A y B mutuamente excluyentes? ¿A y C? ¿y B y C?

(b) ¿Son eventos A,B y C colectivamente exhaustivos?

9. Un blanco consiste de 10 círculos concéntricos de radio rk, (k = 1,2,,.., 

10). El evento A^ significa acertar en el interior del círculo de radio

rk, (k = 1,2,..., 10). ¿Qué indica cada uno de los siguientes eventos?

13. ¿Son los eventos A, A B y A U B colectivamente exhaustivos,

14. Dos jugadores de ajedrez , juegan una partida. Sea A el evento, "el primer

jugador gana" y B, "el segundo jugador gana". ¿Qué evento agregaría ud. a

estos eventos para obtener una colección de eventos colectivamente exhaus
ti vos?

15. Una instalación consiste de dos calderos y un motor. Sea el evento A, "el 

motor está en buenas condiciones"; sea Bk (k = 1 ,2) el evento" el k-ésimo 
caldero está en buenas condiciones", y sea C, "la instalación puede fun

cionar, si el motor y al menos uno de los calderos estén en buenas condi
ciones". Exprese el evento C y C' en términos de A y Bk-

16. Considere el experimento de verificar la vida útil de dos tubos eléctri

cos iguales. Sea Ai, el evento "los dos tubos duran más de 10 años"; !\-¿ -
el evento "el primer tubo observado dura más de 10 años y el segundo a lo

6 10
(a) Ak (b) Akk=5

10. Simplificar la expresión A = (B Ü C) n (B U C) fl (B U C)
11. En que caso son verdaderas las siguientes igualdades:

(a) A U B = Á ; (b) AB = Á ; (c) A U B = AB
12. De la siguiente igualdad, hallar el evento X.

X U A U X U Í  - B
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más 15 años"; y A 3 el evento "ambos tubos duran a lo más 10 años"

(a) Escriba los elementos de fl, Aj , A2 * A3.
(b) ¿Cuáles de los sgtes. pares de eventos son mutuamente excluyentes A¿ , ¡

Ai * Aí ; A2 * A*?

17. Considere el sistema en serie mostrado en la figura

Ci
r C,l 2

Suponga que las componentes Cj , C2 y C3 pueden estar funcionando o - 

descompuesto. Verifique el estado de cada C . , c = 1*2,3.

(a) Considerando 1 = "Funcionado" y 0 = "descompuesto", escriba el espacio

muestral.
Defina los siguientes eventos :

Ex : "todo el sistema está funcionando".
E2 : "por lo menos dos délas componentes están funcionando".

(b) ¿Son los eventos Ex y E2 mutuamente excluyentes?
(c) Interprete y É2. (d) ¿Cuál es la relación entre Éx y É2?.

1*4 TECNICAS DE CONTEO______________________________________________
En muchas situaciones estaremos interesados sólo en el número de elemen 

tos que tiene un espacio muestral o un evento particular, en tales situacio

nes acudiremos a las técnicas de conteo, que serán de gran ayuda en estos câ  
sos.

1.4.1 PRINCIPIO DE M ULTIPLICACION

El principio de multiplicación se enuncia como sigue:

TEOREMA 1.4.1 Si un experimento aleatorio (u operación) ex ocurre de n¡ for̂  

masysipara cada una de estas, un experimento (u operación) ocurre de n2 

formas, entonces los dos experimentos juntos ocurren de r\\ n2 formas.

ACLARACION Para interpretar cabalmente el teorema anterior recuerde el con

cepto de experimento compuesto establecido en 1.2.2. Téngase también presen

te lo dicho en 1.2.4. Entonces, condición necesaria y suficiente para que se 
aplique el principio de multiplicación es que se realizan ambos experimentos 

(u operaciones) uno seguido del otro o simultáneamente.

EJEMPLO 1 ¿Cuántos elementos tiene el espacio muestral del experimento alea
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torio "lanzar una moneda y un dado simultáneamente"?

SOLUCION La moneda ocurre de 2 formas, es decir r)x = 2, y para cada uno de

estos, el dado ocurre de 6 formas, osea n2 = 6. Por lo tanto, la moneda y el
dado al ser lanzados simultáneamente ocurren de n2 = 2 x 6 = 12 formas dî  

ferentes. Es decir, el espacio muestral tiene 12 elementos.

El espacio muestral asociado al experimento compuesto "lanzar una moneda y - 

un dado a la vez", se construye a partir de los sub-espacios muéstrales ílj , 

asociados a los experimentos "lanzar una moneda" y "lanzar un dado" res
pectivamente, como se ha visto en 1.2 . Así,

Q  = fij X íí2 = í(wj , (a)2 ) / tOj E A ü>2 E

EJEMPLO 2 Una persona puede viajar de una ciudad A a otra ciudad B de 5 for;

mas y de B a C de 6 formas. ¿De cuántas formas puede ir de A a C pasando por 
B? .

SOLUCION La persona puede ir de A a B de 5 formas, para cada una de estas,- 
hay 6 maneras de viajar de B a C. Por lo tanto, hay 5 x 6 = 30 formas de ir 
de A a C pasando por B. El diagrama de la fig. 1.4.1, muestra los caminos a 
seguir.

La generalización del principio de multiplicación a cualquier número de 

experimentos u operaciones es como sigue.

TEOREMA 1.4 2 Si un experimento (u operación) c x ocurre de nj formas, y pa
ra cada uno de éstos, un experimento (u operación) e2 ocurre n2 formas, y pa 

ra cada una de las dos primeras se puede efectuar un tercer experimento (u - 
operación) e3 de n3 formas y así sucesivamente, la secuencia de k experimen

tos (u operaciones) se realizará de rij n2 ... n^ formas diferentes.

EJEMPLO 3 Un producto se arma en tres etapas, para la primera etapa se tie-
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nen diSDonibles 5 líneas de armado, para la segunda 4 y para la tercera 6 lí 

neas de armado. ¿De cuántas maneras puede moverse el producto en el proceso 

de armado?

SOLUCION En la primera etapa, el producto puede moverse de 5 formas, para - 

cada una de éstas en la segunda etapa, el producto puede moverse de 4 maneras 

y para cada una de las dos anteriores, en la tercera etapa puede moverse de 
6 formas. Por lo tanto, el producto puede moverse de 5 x 4 x 6 = 120 formas 

diferentes en el proceso de armado.

EJEMPLO 4 ¿Cuántos números pares de 3 dígitos se pueden formar con los di 

tos 1,2,5,6,7,8,9, si cada dígito puede emplearse una sola vez?.

SOLUCION Puesto que los números por formarse deben ser pares, sólo hay 3 ca_ 

sos posibles para las unidades (cualquiera de los dígitos 2,6 ú 8). Para ca

da uno de éstos 3 casos hay 6 elecciones posibles para las decenas y 5 para
é

las centenas. Luego, se puede formar un total de 3 x 6 x 5 * 90 números pa
res diferentes.

CONSECUENCIAS Los siguientes resultados son consecuencias obvias del princi^ 

pió de multiplicación.
1. En el teorema 1.4.2, si n = r)i -  n2 = ... = n^, entonces la secuencia de

los k experimentos (u operaciones) ocurre de nk formas.

EJEMPLO 5 Se lanza una moneda sucesivamente 6 veces, ¿de cuántas formas - 

ocurre?

SOLUCION Aquí nx = n2 = ... = n6 = 2. Por lo tanto, la secuencia de los 6 -

lanzamientos de la moneda ocurre de 26 = 64 formas diferentes.
2. Sea N(A) denota el número de elementos de un conjunto A. Supongamos que -

N(A) = m y N(B) = n. Entonces, el número de formas de seleccionar un -

elemento de A y un elemento de B es igual a mn. En símbolos

N(A x B) = N(A) x N(B) = mn.

3. En general se cumple N(AX x A2 x... x A.) = N(A1)N(A2) ...N(A, ).

1.4J PRINCIPIO DE ADICION

El principio de adición se enuncia de la siguiente manera:

TEOREMA 1.4.3 Si un experimento (u operación) ej puede ocurrir de r\1 for
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mas y un segundo experimento (u operación) ez de n2 formas, entonces el ex
perimento (u operación) e, que consiste en realizar ó e2 ("o" en el sen

tido de exclusión, es decir y e? no pueden ocurrir juntos) ocurre de nx 
+ n2 formas, siempre que los espacios muéstrales y ft2 asociados a y - 

e2 respectivamente sean disjuntos .

MOTA Para interpretar cabalmente el principio de adición téngase presente 

lo dicho en 1.2.3.

EJEMPLO 6 Consideremos el experimento de lanzar una moneda o un dado. ¿ De 

cuántas formas ocurre?

SOLUCION El experimento dado e es compuesto; sean

lanzar una moneda 

lanzar un dado

; nj = 2

2 • ----- — ---  ; n2 = 6
Luego,el experimento e : "lanzar una moneda o un dado", ocurre de n = nx + 

n2 * 2 + 6 = 8 formas. Aquí evidentemente la partícula gramatical "o" está 

en el sentido de exclusión y ílj O

EJEMPLO 7 Una persona puede viajar de A a B por vía aérea o por vía.terres^ 

tre y tiene a su disposición 5 líneas aéreas, 6 líneas terrestres. ¿De cuán̂  
tas formas puede hacer el viaje?

SOLUCION Aquí evidentemente, si la persona decide viajar por vía terrestre 

ya no viaja por vía aérea y viceversa. Luego, la partícula gramatical "o" - 

está en el sentido de exclusión. Entonces, por el principio de adición se - 

tiene que hay, n 1 + n2 = 5 + 6 = 11 formas diferentes. La figura 1.4.2 da 

un diagrama de los caminos posibles.

La generalización del principio de adición es la siguiente:



TEOREMA 1.4.4 Si un experimento c l ocurre de na formas, e2 de n2, .... efc-

de nk formas; entonces el experimento e que consiste en realizar ó ez , ó 

... ó e k (la partícula ó, en el sentido excluyente. Es decir, los experimen 

tos e , e ; ...tC.no pueden real izarse juntos) ocurre de n = nj + n2 + ..1 ¿ l\
. + n^ formas, siempre que los correspondientes espacios muéstrales sean - 

disjuntos dos a dos; es decir,

EJEMPLO 8 Un producto se vende en 3 mercados; en el primer mercado se tie

nen disponibles 5 tiendas, en el segundo 4 y en el tercer mercado, 6 tien

das. ¿De cuántas maneras puede venderse el producto?

SOLUCION Por el principio de adición tenemos que n * n! + n2 + n3 = 5 + 4 
+ 6 = 15 maneras diferentes.

Con este ejemplo y el ejemplo 3 trataremos de hacer notar la diferencia 
entre las situaciones en que usamos cada principio; es claro que si ud. de
sea comprar uno de los productos y decide comprar en una de las tiendas del 

mercado N° 1, por ejemplo, ya no comprará ni en el mercado N° 2 ni en el -
mercado N° 3 ; mientras que en el ejemplo 3, una vez que el producto, siguien

do una de las líneas de armado de la primera etapa, tiene que seguir inme

diatamente una de las líneas para la segunda etapa y finalmente una para la 
tercera etapa.

Algo similar ocurre en los dos ejemplos paralelos dados con respecto a los viajes
de una persona. En el primer caso, es claro que al 1 legar a B por uno de los 5 caminos
sigue su viaje hasta llegar a C, por uno de los 6 caminos disponibles; en cambio en

el segundo caso, si decide viajar por vía aérea ya no viaja por vía terrestre y vice
versa.
CONSECUENCIA El resultado siguiente, es una consecuencia inmediata del prin 
cipio de adición. Si A y B son conjuntos disjuntos, entonces

En general, si A t , A2, son conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

k ,

N(A U B) * N(A) + N(B).
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1.4.3 PERMUTACION

FACTORIAL DE UN NUMERO Sea n un número entero positivo, el £actoK¿al de n,-
se denota por "n)" o "|nM y se define como el producto de todos los enteros
consecutivos de 1 hasta n inclusive, es decir

n| 5 1 x 2 x 3 x...x(n - 1) n = n(n - 1) x...x 2 x 1 .
Así , 5l = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120

101 = 1 0 x 9 x 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 =  3628800 
observe que, ni = n(n - 1)!

Oe este último, si n = 1, tenemos I| = 1 x 0| . Luego definimos convencio
nal mente Oj = 1.

Supongamos, ahora que estamos interesados sólo en el número de elemen

tos que tiene un espacio muestral cuyos elementos son todas las ordenaciones 
(o arreglos) posibles de un conjunto de objetos. Por ejemplo, podemos estar 

interesados en saber, ¿de cuántas formas posibles pueden sentarse 8 personas 

alrededor de una mesa?, o podemos preguntarnos, ¿de cuántas formas pueden 
judicarse los lugares de partida a los 10 participantes de una carrera auto
movilística?. Los diferentes arreglos se llaman peMUa<Uone¿.

DEFINICION 1.4.1 Una pejunu¿ac¿6n es un arreglo de todos o parte de un con
junto de objetos.

Suponga que tenemos un conjunto de tres objetos, A * (a,b,c> y estamos 
interesados en el número de arreglos (las posibles permutaciones) con los - 

elementos del conjunto A. Las posibles permutaciones son:

abe, acb, bac, bea, cab y cba

vemos que hay 6 permutaciones distintas.

Se puede llegar a la misma respuesta sin tener que escribir todas las - 

ordenaciones posibles, de la siguiente manera: los arreglos de los 3 objetos 
es equivalente a disponerlos en 3 celdas, asi

Hay 3 formas posibles de llenar la primera celda, con cualquiera de los tres 

objetos a, b y c; para la segunda celda hay 2 formas posibles, cualquiera de 

los dos objetos restantes después de haber llenado la primera y solamente - 

queda una forma de llenar la tercera. Aplicando el principio de multiplica-



Ns \ -  - \ \

34 Rufina Moya C. - Gregorio Saratíia A.

ción da un total de 3 x 2 x 1 = 6 formas {o permutaciones).
En general, supongamos que tenemos un conjunto de n objetos, y estamos 

interesados en el número de permutaciones que se puede hacer con los n obje

tos, generalizando el proceso anterior tendremos, n casillas.

n n - 1 n-2 n-3 • 3 2 1

La primera casilla se puede llenar de n maneras; la segunda de n - 1 maneras 
la tercera de n - 2, etc. la última de solo una manera. Aplicando el princi

pio de multiplicación se tiene

n(n - 1)(n - 2)(n - 3) ... 2 x 1 = n| permutaciones, que se denota por

Pn r n O p
n

f \ o P (n,n) n
Es decir n^n = P(n,n) * ^

n
n I

la cual se lee así: "número de permutaciones de n objetos tomados de n a n" 
o simplemente número de permutaciones de n objetos diferentes. Para precisar 
mejor damos el siguiente teorema.

YiGmñAn
n
n n^n n I

EJEMPLO 9 Un inspector visita 6 máquinas diferentes durante el día. A fin - 
de impedir a los operadores que sepan cuando inspeccionará, varía el orden - 

de las visitas. ¿De cuántas maneras puede hacerlo?

SOLUCION Puesto que el inspector tiene que inspeccionar las 6 máquinas dife 

rentes, el número de maneras, es el número de permutaciones de las 6 máqui
nas. Es decir

&P6 = 6 1 = 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1  = 720 formas.

EJEMPLO 10 En una competencia automovilística intervienen 40 participantes. 
¿De cuántas formas distintas se pueden adjudicar los lugares de largada a - 
los 40 competidores de la competencia?

SOLUCION Se desea saber de cuántas formas posibles se pueden ordenar los 40 

competidores. El número de tales ordenaciones posibles es

4oP**o = 40!
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EJEMPLO 11 ¿De cuántas maneras se pueden colocar 10 chicas en una fila, de 

manera que dos chicas, en particular, no queden juntas?

SOLUCION Separemos del grupo una de las chicas en cuestión, de manera que - 

consideremos sólo 9. Estas se podrán ordenar de 9! formas. Para cada ordena

ción de 9, la chica separada puede ubicarse en 8 lugares sin estar junto a - 

la otra chica en cuestión. Por lo tanto, de acuerdo con el principio de mul

tiplicación, el .número total de formas diferentes es 8 x 9| .

Una de las posiciones de
las 9 chicas

____________________________

t t t t t

Una de las chicas 
en cuestión

Ubicaciones posibles para la otra chica en cuestión

EJEMPLO 12 ¿De cuantas maneras se pueden colocar 12 niños en una fila, de - 
manera que cuatro niños, en particular, queden juntos?

SOLUCION Separemos los cuatro niños en cuestión, de manera que consideremos 
solamente 8. Estos se podrán ordenar de 8\ formas. Para cada ordenación de 8 
los 4 niños en cuestión pueden ubicarse en 9 luqares. Para cada posición, de 

los 4 niños, estos pueden ordenarse de 4! formas. Por lo tanto, de acuerdo - 
con el principio de multiplicación, el número total de formas diferentes es 
4! x 9 x 8! = 4! x 9! .

Supongamos ahora que tenemos un conjunto con n objetos diferentes y de

seamos permutar r de estos n objetos 0 < r < n. Tendremos entonces r celdas. 
La primera celda se puede llenar de n formas, la segunda de n - 1 formas, - 
etc. y la r-ésima celda de n -(r -l) = n -  r +  i formas..

n n - 1 n- 2 n - 3 • • * j n - r + I
Aplicando el principio de multiplicación, el número de permutaciones de 

los n objetos diferentes tomados r a r es

n(n - l)(n - 2)(n - 3) . (n - r + 1)

lo cual se puede escribir
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n(n - 1){n - 2) . (n - r + 1) (n - r)¡- = — ül—
(n - r)l (n - r)(

Que se denota por P(n,r), n P r  o Pf¡, Usaremos 'p£ o nPr, indistintamente

TEOREMA 1.4.6 E¿ númzAo de pesunutacUoneA de n objetos diferentes tomados - 
r a r es

n!
P" = nPr ‘ (n - r>!

NOTA Hemos visto que una permutación es un arreglo de todos o parte de los - 

elementos de un-conjunto que tiene objetos diferentes. Asi, si A = {a, b, c} 
se vio que las diferentes permutaciones son:

abe, acb, bac, bea, cab, cba

Es decir, el orden de los elementos es importante.

Observe, que estos elementos son comparables con las ternas ordenadas - 
que se pueden formar con los elementos de dicho conjunto sin repetición de - 
sus elementos; (o sea no están las ternas (a,a,a),(b,b,b,) y (c,c,c)).

(a,b,c) , (a,c,b) , (b,a,c) , (b.c.a) , (c,a,b) , (c.b.a)

En general, si el conjunto tiene n elementos. Una permutación de los n 

elementos, una n-up¿a ordenada; y el número de permutaciones de los n ele 
mentos es el número de n-uplas ordenadas que se fonnn con los n elementos - 
sin repetición.

Las permutaciones de los n-elementos tomados r a r, son Jt-upta& ordena* 
daa, y el número de permutaciones de los n elementos tomados rar, es el nú
mero de r-uplas ordenadas que se pueden formar con los n elementos sin repe
tición.

EJEMPLO 13 Un grupo está formado por 5 personas y desean formar una comi

sión integrada por presidente y secretario. ¿De cuántas maneras puede nom
brarse esta comisión?

SOLUCION El cargo de presidente puede ser ocupada de 5 maneras diferentes ; 

y una vez ocupado el cargo de presidente, el cargo de secretario puede ser -
ocupado de 4 maneras diferentes; entonces la elección de la comisión se pue

de hacer de 5 x 4 = 20 maneras diferentes o simplemente, número de permuta
ciones de 5 personas tomadas 2 a 2.
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5P 2 =
5!

(5 - 2)¡
= 5 x 4 = 20 maneras

NOTA El lector puede dar nombres a las personas, digamos A,B,C,D,E. Enton

ces, se busca todos los pares ordenados que se pueden formar con dichas le
tras, sin repetición .

(A, B) , (A, C) , (A, D) , (A, E)

(B, A) , <B , C) , (B , D) , (B , E)
(C , A) , (C , B) , (C , D) , {C , E)

(D , A) , (D, B) , (D , C) , (0 , E)

(E. A) , (E.B) , (E,C) , (E, D)

Donde cada letra de la primera componente indica la persona.que ocupa - 

el cargo de presidente, y la segunda, indica la persona que ocupa el cargo - 

de secretario. Asi (C,B) indica que C resultó elegido presidente y B secreta 

rio. Y es sin repetición, ya que el par (A , A) no está en la permutación, pu

es si estuviera significaría que la persona A ocupa el cargo de presidente y 
secretario; lo cuál no puede ser.-

EJEMPLO 14 Encontrar el número total de enteros positivos que pueden formar^ 
se utilizando los dígitos {1,2,3,4}, si ningún dígito ha de repetirse cuando 

se forma un número.

SOLUCION El número total de enteros positivos es

Pi + 4P2 + = 4 +
4! 4!

4* 1 4r  4 (4 - 2)! (4 - 3)|
+ 4l

= 4 + 12 + 24 + 24 * 64 números diferentes.

EJEMPLO 15 Se va a colorear un mapa de cuatro países, con colores diferen

tes para cada país. Si hay disponibles 6 colores diferentes. ¿De cuántas ma
neras puede colorear el mapa?

SOLUCION Se necesita permutaciones de cuatro de un conjunto de 6 elementos. 

Es decir,

6* 4
6!

(6 - 4)!
= 6 x 5 x 4 x 3 =  360 maneras.

EJEMPLO 16 En un ómnibus que posee 37 asientos {en ocho filas de cuatro 

asientos cada una con un pasillo en el medio, y al final 5 asientos juntos),
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se desea ubicar 25 pasajeros.

(a) ¿De cuántas formas se pueden ubicar?
(b) ¿De cuántas formas se pueden ubicar si deciden no ocupar los últimos 5 -

asientos?
(c) ¿De cuántas formas se pueden ubicar si viajan cinco amigos que deciden ,

viajar juntos en los últimos asientos?
(d) ¿De cuántas formas se pueden ubicar si ocupan los 18 asientos que poseen

ventanilia?
(e) ¿De cuántas formas se pueden ubicar si 10 de los pasajeros están enfermos

y deben viajar en asientos que poseen ventanilla?

SOLUCION

(a) En este caso se debe calcular el número de grupos de 25 asientos que se 
pueden formar de entre los 37 asientos considerando el orden, ya que en los 

asientos elegidos los pasajeros se pueden distribuir de diferentes formas y 
cada grupo de 25 asientos nos indicará cuales son los asientos elegidos por 
los pasajeros. El numero buscado es

37P2.5
37»

(37 - 25)!

(b) En este caso se considera sólo 32 asientos. El razonamiento es el mismo 
que en el caso anterior. El número buscado es

32P25 32!
(32 - 25)1

(c) Como los cinco amigos viajan juntos en el último asiento, entonces los - 
restantes 20 pasajeros se ubicarán en los 32 asientos que quedan disponibles 
Y razonando como antes, este número es

32P20
32!

(32 - 20)!

Ahora bien para cada una de estas ubicaciones disponibles de los 20 pasajeros 

los 5 amigos se ubicarán de 5P5 = 5! formas distintas. Luego, el número bu£ 
cado es

32!
32P20 • 5P5

(32 - 20)!
51

(d) Primero veamos de cuántas formas pueden ocuparse los 18 asientos con ver[
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tanilla. Se trata de hallar el número de gruoos de 18 pasajeros que se pue 

den formar con los 25 y considerando el orden. El número es

2SPl8 = 25! 25!
(25 - 18)¡ 71

Para cada una de estas formas de ocupar los asientos con ventanilla, ¿de cuántas 
formas se pueden ubicar los 7 pasajeros restantes en los 19 asientos aún li 
bres?. Es claro que es de 19P7 formas. Y el número buscado es

2 5 P 1 8 M 9 P 7  =
251 191

71 121

(e) Veamos antes de cuañtas formas posibles se pueden ubicar los 10 pasaje-
N

ros enfermos en los 18 asientos con ventanilla. Se trata de hallar grupos de 

10 asientos que se pueden formar de entre los 18 asientos, dichas formas po
sibles son

I8P 10
181

(18 - 10)1

Para cada una de estas ubicaciones de los pasajeros enfermos; ¿De cuántas - 
formas se pueden ubicar los 15 pasajeros restantes en los 27 asientos aún 1i_ 

bres?. Es evidente que es 27P15 formas. Por lo tanto, el número buscado es

18P 10 * 27P 15 *
181 27!
8 ! 1 2 !

Las permutaciones que ocurren por arreglos de objetos formando (o alre
dedor de un círculo) un círculo se llaman peamaftiatonea cájuzuJüvtea. En estas 

agrupaciones no hay primero ni último elemento, por hallarse todos en una H  

nea cerrada. Para determinar el número de permutaciones circulares que pue

den formarse con los n objetos distintos de un conjunto, basta observar que 

considerando fija la posición de uno cualquiera de ellos, los n - 1 restan

tes podrán cambiar de lugar, de (n - 1)! formas diferentes tomando todas las 

posiciones sobre la circunferencia relativa al primer punto. Si cambiamos - 

ahora la posición de este, los de los demás respecto de él será seguro uno - 

de los ya considerados. Por lo tanto, el número de permutaciones circulares

sera

(n - 1)!



La permutación circular se denota por Pg

TEOREMA 1.4.7 El numero de permutaciones de n objetos distintos alrededor - 
de un circulo es

Pg - (n - 1)!

EJEMPLO 17 ¿De cuántas formas diferentes pudieron sentarse, en la última ce 
na, alrededor de la mesa, Jesucristo y los 12 apóstoles?

SOLUCION (a) Si la mesa fuera circular, tendremos la permutación circular. 
El número de formas es

P¿3 * (13 - 1)! = 121 .

(b) Si la mesa no es circular, se tendrá una permutación de las 13 personas. 

El número de formas es

1 3 P 1 3  = 13! .

1.4.4 PERMUTACION CON REPETICION

Hasta ahora hemos permutado objetos diferentes (esto, es.se pueden dis- 

tiguir). Sin embargo, este no siempre es el caso. Supongamos por ejemplo, - 

que estamos interesados en el número de permutaciones distinguibles uno de - 
otro, que se pueden formar con las letras de la palabra 'AMAR”.

Si usáramos la palabra "AMOR" en vez de “AMAR”, la permutación estudia

da es aplicable directamente y daría el número de permutaciones distingui

bles t*P** = 4! = 24. Sin embargo esoeramos que la respuesta al presente

problema sea menor que 24, pues tenemos letras repetidas. Así, la permuta- - 

ción "MAOR" y "MOAR" corresponden a las permutaciones indistinguibles 'MAAR'1 
y "MAAR1' en nuestro problema. Lueqo, a cada permutación de las letras de -

"AMAR" le corresponde 2P2 permutaciones de "AMOR" que aparecen como permu

taciones de las letras {A,0}, así

OMAR AMOR MAOR MOAR AOMR OAMR RAOM ROAM

MROA MRAO MORA MARO ORMA ARMO AROM ORAM

RMOA RMAO ROMA RAMO OMRA AMRO AORM OARM

Reemplazando A por 0 vemos que cada uno de estos pares se vuelve indistinguj_ 

ble en el caso de la palabra "AMAR”, Por lo tanto, hay
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4!
2P2 2!

* 12 permutaciones distinguibles que se pue

den hacer con la palabra "AMAR".
Un ejemplo simple es el siguiente. Consideremos un conjunto con cuatro 

mentos diferentes {a,b,c,d}. Luego hay 4¡ = 24 permutaciones distintas, 

pongamos ahora que

ele

Su

a = b = x c = d * 14.

Entonces, se puede listar sólo las siguientes permutaciones distinguibles

XXYY , XYXY , YXXY , YXYX , XYYX , YYXX.

es decir, tenemos
2P2 2P2 2 ! 2!

= 6 permutaciones distinguibles

Consideremos ahora el problema de contar el número de permutaciones de 
las 13 letras de la palabra "DIVISIBILIDAD". En este caso la letra I aparece 
5 veces, la letra D aparece 3 veces, y cada una de las otras 5 aparecen exa£ 

tamente una vez. 1 3 P 1 3  es el número de permutaciones de los elementos de un 
conjunto que tiene 13 elementos tales como {DfA»V,E,S,I,B,0,L,U,T,N,R}. Deno 

temos por P el número (desconocido) de permutaciones diferentes de las letra 
de DIVISIBILIDAD. Correspondiendo a cada uno de estas permutaciones, hay 

s P s  .  3P3 permutaciones de las letras DAVESIBOLUTNR. Entonces

P . * j P 5 .  3P 3 *  13P l 3
13P l 3 13!

5 P 5 . 3P3 £13!« »

TEOREMA 1 . 4 . 8  El número de permutaciones distintas de n objetos de los cua

les nj son de una clase, n2 de una segunda clase, ..., n de una k-ésimo -
^  _

clase y todo los demás objetos de clase 1, se denota por pf¡i*n2»* • • >nk y - 

está dado como

pn 1 , n2 ■ • • ■ = n

EJEMPLO 18 Un estante de una librería tiene capacidad para 10 libros de Ma

temáticas que tiene pasta verde, 8 de Física de pasta roja y 7 de Química de 

pasta azul. ¿De cuántas maneras pueden colocarse los libros según los colo

res?
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SOLUCION Como interesa sólo los colores, entonces sea n¡ = 10, n2 = 8,n3=7. 

Luego, el número de permutaciones distinguibles es

10,8,7
25

25!

10( 8! 7!
= 21,034,600

EJEMPLO 19 Suponga que un día oscuro nacen en cierto hospital cuatro pares 

de mellisos, idénticos, dos pares de mellizas, idénticas, nueve niños y once 

niñas. Se utiliza una tinta no indeleble para escribir sus nombres. El día - 
siguiente (aún oscuro) la tinta desaparece. ¿De cuántas maneras es posible - 

mezclar los niños?

SOLUCION Aquí n x = 2 , n2 = 2 , n3 = 

para niñas. Y el total de niños es

p2 2,2,2,2,2

2 , s 2 para niños y n5 

n = 32, luego

32! 32)

s 2, r\c = 2 -

21 21 21 21 21 2' ( 2 ! )

XAS PARTICION DE UN CONJUNTO

A menudo se necesita contar el número de formas de particionar un con

junto de n objetos diferentes en r subconjunto llamados cetdaA. La partición 
se hace teniendo en cuenta los siguientes criterios:

1 Los r subconjuntos son disjuntos dos a dos.

2 La unión de todos los subconjuntos es igual al conjunto original.

3 El orden de los elementos dentro de cada celda no tiene importancia.
Empesaremos considerando un ejemplo simple. Sea el conjunto {a,b,c,d,e}. 

Las posibles particiones en dos celdas, en las que la primera contenga cuatro

elementos y la segunda sólo un elemento, son:

{{a,b,c,d} , {e}} , {{a,b,c,e} , {d}} , {{a,b,d,e} , {c}}

{{a,c,d,e> , (b)} , {{b,c,d,e} , {a}}

vemos que hay 5 formas distintas de hacer una partición de un conjunto de - 

cinco elementos en dos celdas (o subconjuntos) que contenga cuatro elementos 
en la primera y uno en la segunda, El número de particiones para este ejem

plo se puede escribir así,

5!

4! i!
= 5
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Consideremos ahora el ejemplo siguiente

EJEMPLO 20 Suponga que un hombre tiene 8 bonos financieros diferentes de - 

ocho compañías distintas, y que piensa regalarlos a sus hijos de la siguiente 
manera: a su hijo mayor, 3; a su segundo hijo, 3; y al menor, 2. ¿En cuántas 

formas puede repartir los bonos?

SOLUCION Una de las formas sería tomar los bonos, alineándolos y dar los - 
tres primeros a su hijo mayor, los siguientes tres al segundo y los dos últi_ 

mos al menor.

Como existen ePe = 8| formas de alinearlos en la mesa, también son 8! , las 
formas en que pueden ser distribuidos. Sin embargo, no todas estas formas - 
son diferentes. Hay 3¡ maneras de arreglar el orden de los bonos para su pri_ 

mer hijo, 3* para los de su segundo hijo, y 2| para los del tercero. Por lo 
tanto, los bonos pueden repartirse de

8!
  • 560 formas .
3! 3} 2!

Este argumento puede general izarse a un conjunto con n elementos y a r 
subconjuntos, tal que el primero tenga nx elementos, el segundo, n2, y el - 

r-ésimo subconjunto n^ elementos (nx + n2 + ... + n^ = n). El número de divi

siones posibles está dado por (
ni

ni In21 ... ni

/ n \
que se denota así |nx, n2, ..., n ) . Donde el número superior representa -

el número total de elementos del conjunto y los números inferiores represen

tan al número de elementos asignados a cada celda.

TEOREMA 1.4.9 El número de formas posibles, que n objetos diferentes pueden 

dividirse en r grupos distinguibles conteniendo nx, n2, ... , n^ objetos res 
pectivamente donde n 1 + n2 + . . . + n r =n, es
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1.4.6 C O M B I N A C I O N

En muchos casos estaremos interesado en el número de formas de seleccta 

nar r obietos de n. sin imoortar el orden. Estas selecciones se llaman Comó¿
naxUontA.

DEFINICION 1.4.2 Un subconjunto de r elementos de un coniunto ciue tiene n - 
elementos diferentes, se llama una cjméUna.cÁén de. to& n elementos tomudoA -
r a r.

Determinaremos ahora, el número de combinaciones de r elementos aue se 

pueden formar con los n objetos diferentes de un conjunto. Este número se dê  
nota por

C£ O C(n,r)

Comenzaremos nuestra discusión considerando un conjunto de cuatro ele
mentos diferentes {a.b.c.d}. Tenemos los siguientes subconjuntos no vacíos -

(a) , {b} , (c) , (d)

ía,b) , {a,c} , {a,d} , {b,c} , (b,d) , {c,d}
{a,b,c} , {a,b,d} , {a,c,d} , {b,c,d}
{a,b,c,d}

Existen cuatro subconjuntos de un elemento. Es decir el número de combi_

naciones de un elemento es 4, o C¿ = 4, uno oor cada elemento. También hay 

seis subconjuntos de 2 elementos; por lo tanto el número de combinaciones de 

4 elementos; tomados 2 a 2 es 6 o sea C*¿ *6. Así mismo hay cuatro subcon

juntos de 3 elementos; es decir el número de combinaciones de 4 elementos ta 

mados 3 a 3 es 4, o sea

C¿ = 4; y hay sólo un subconjunto de cuatro elementos, por lo tanto el núme 

ro de combinaciones de 4 elementos tomados 4 a 4 es uno o sea CÍJ * 1 .

En general con un conjunto que tiene n elementos se formará:

(a) n combinaciones de un elemento (combinaciones de los n elementos tomados 

uno a uno); es decir * n

(b) n combinaciones de n - 1 elementos (combinaciones de los n elementos to

mados de n - 1 a n - 1); es decir
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Cn - 1
n

(c) Una combinación de n elementos 
n a  n); es decir

rn

n

(combinaciones de los n elementos tomados

= 1

Luego, el problema será, calcular el número de combinaciones de los n ele

mentos tomados r a r, o sea Cn » con

r / 1, n - 1, n.

En el ejemplo discutido hemos obtenido C* = 6. Además se puede observar, - 
que hay una conección entre el problema planteado y el problema de permuta

ciones considerado en la sección anterior. Para esto escribimos todas las -

combinaciones de 4 elementos tomados 2 a 2 en una columna como muestra la si_ 

guiente tabla y a su derecha sus respectivas permutaciones.

«2

(a,b] í (a^b) , (b^aT\
(a,c) / (a,c) , (c,a)
ía,d} (a , d) ■, (d,a)

íb,c} (b,c) , (c,b)

íb,d) (b,d) , (d,b)

. íc,d} Uc,d) , (d,c)J

Note que, cada par ordenado de la derecha de la recta es una permutación de 

2 a 2 del conjunto situado a la izquierda de la recta, en la misma fila. Pa

ra cada subconjunto de dos elementos hay, pues P| permutaciones.

Entonces, es el número de columnas a la derecha de la recta v C¡J es el 

número de filas. Además todos los elementos que estáñala derecha de la recta 
es el número total de permutaciones de 2 a 2 que se puede formar con los el£ 

mentos del conjunto {a,b,c,d>. Es decir, es Pi? . Por lo tanto,.se tiene que

t i

t i  =

P?z n

t i 4!

2 ! 2 !
= 6

En general, consideremos ahora un conjunto con n elementos diferentes, 
t rn denotará el número (desconocido) de combinaciones de los n elementos to
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mados r a r. Imaginemos una tabla en la cual cada una de las combinaciones - 
de r elementos determina una fila. En cada una de las filas escribiremos a - 

su derecha las P£ , permutaciones de los r elementos del conjunto que iden 
tífica la fila.

r-elementos

í

{

)

}

número de filas

r-elementos

P£ numero de columnas

( . . . . )  (
r-uplas

) ( )

( . . . )
r-uplas

• • • ( .  . . )
r-uplas

El número total de permutaciones de n elementos diferentes tomados r a r que 

se pueden formar con los n elementos del conjunto es Pf¡ . Es decir, el núme 

ro total de elementos de la tabla. Luego,

CS

de donde, CS
prr n

P r

n!

(n - 1)! 
rl

n I

r¡ (n - r) ¡

Este número, en Matemática tiene un símbolo especial

( " )  ,   ü !------
^  r ' rl(n - 1)1

llamado Coe¿óc¿eit£e Bóumi¿a£, porque aparece como coeficiente en el desarro

llo del binomio (a + b)n .

NOTA Una combinación de n elementos distintos tomados de a r, en realidad
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es una partición del conjunto en dos subconjuntos (o celdas), donde una de ellas 

contiene r objetos y la otra las n - r restantes. Por lo tanto, el número de 
tales combinaciones será el número de particiones, es decir

TEOREMA 1.4.10 El número de combinaciones de n objetos diferentes tomados - 
r a la vez, es

c " = = ;r(n '"-L r ) j

EJEMPLO 21 Se extraen dos cartas de una baraja de 52 cartas. ¿De cuántas ma 
ñeras se puede hacer esto?

SOLUCION Se necesita sólo subconjuntos de dos cartas, sin importar el orden 

entonces, en número de forma de seleccionar estas dos cartas es

C Í 2  = ---— —  = 5-2- -  1 = 26 x 51 = 1326
2! 50¡ 2

EJEMPLO 22 Un estudiante tiene que contestar 8 de 10 preguntas en un examen.

(a) ¿De cuántas maneras puede el estudiante escoger las 8 preguntas?

(b) Si las tres primeras son obligatorias, ¿de cuántas maneras puede escoger 

las preguntas?

(c) Si tiene que contestar 4 de las 5 primeras. ¿De cuántas formas puede 

hacerlo?

SOLUCION

(a) Como interesa subconjuntos de 8 preguntas de un conjunto de 10 preguntas
sin importar el orden, esto sería de

Cío = — -;- - = 45 formas.
10 8¡2¡

(b) Puesto que las tres primeras preguntas son obligatorias; las 5 restantes

tendrá que escoger de las 7 preguntas sobrantes. Luego, esto se hace de

71
1 . C? = — r V  * 21 formas .

7 5*2!
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(c) Si tiene que contestar 4 de las 5 primeras, lo haría de = 5 maneras.

Y las 4 preguntas restantes seleccionará de las 5 preguntas finales, lo cual 
lo haría de Cj¡ = 5 formas. Entonces, las 8 preguntas se selecionará de

C*4 C*45 . v5 ! 5 . 5 =  25 formas.

EJEMPLO 23 ¿De cuántas maneras puede seleccionarse una partida de 4 o más -

personas, si hay 10 personas disponibles?
SOLUCION Nos interesa los subconjuntos de 4,5,6 ,7,8,9, y 10 oersonas que se 

pueden formar con las 10 personas disponibles. Esto se hará de

ío + Cf0 + C^0 + Cío + Cf0 + C?0 +
10! 10! 10! 10! 10! 10! . 10!

c*4 r i o  -u io

= 848
4161 5! 5! 6141 7!3! 8121 9!1! 1010!• •

EJEMPLO 24 Suponga que queremos formar comisiones de cuatro miembros de un 

grupo de 4 hombres R,S,T,U y 5 mujeres V,W,X,Y,Z. Si además se especifica - 

que R y S no pueden estar en la misma comisión a menos que la comisión esté 
formado por lo menos por una mujer. ¿Cuál es el número de comisiones que se 
puede formar?

SOLUCION Los diferentes casos que se presentan en la solución del problema, 

se visualiza esquemáticamente en el siguiente diagrama

RS* C^. R está en la comisión y S no está, enton 

ces de las 9 personas quedan 7, y de estos 
7 deben sal ir las 3 restantes de la comisión.

C 7 . Igual que el caso anterior, S está y R 
no está.

♦ C^. Ni R ni S están en la comisión, entonces 

de los 7 deben salir los 4 de la comi
sión

1 M f* 1Cs

2 M

C| . R y S están en la comisión, enton

ces hay formas de escoger una mujer 

y es el número de formas de selecio 
nar el otro hombre de {T,U}

4 Igual R y S están en la comisión y hay 

dos mujeres en la comisión lo cual se - 
puede hacer de C§ formas.
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Luego, el número total de comisiones aceptable es

2 C| + C* + Cls .cj + = 125

Observe que el problema puede resolverse asi: Hay Cg = 126 comisiones
que se pueden formar con los 4 hombres y 5 mujeres. Y hay una comisión con
formada por los cuatro hombres R,S,T,U no eceptable. Luego, el número de co

misiones aceptables es 126 - 1 = 125.

EJEMPLO 25 ¿Cuántas comisiones integradas por un chico y una chica pueden - 

formarse de cinco chicos y ocho chicas, si cierto chico rehúsa trabajar con 

dos chicas?

SOLUCION Si llamamos R al chico que no quiere trabajar con dos chicas. Los 
diferentes casos se muestra en el diagrama siguiente

H . R está en la comisión, entonces de las 8 -
chicas quedan solamente 6 .

R' * e l . C¿. R no está en la comisión, entonces de
los 4 restantes chicos sale 1 y otro - 

de las 8 chicas

Por lo tanto, el número total de comisiones aceptables será

C¿ + Cu x Cl = 6 + 32 = 38.

Observe, que el problema puede resolverse así: hay C¿ C5 = 40 comisiones, -
en los cuales hay dos que no es aceptable. Luego,hay 40-2r38 comisiones aceptables

EJEMPLO 26 El asta de bandera de un barco tiene tres posiciones en las que 

puede colocarse una bandera. Suponiendo que el barco lleva cuatro banderas - 
(diferentes) para hacer señales.

(a) ¿Cuántas señales diferentes pueden hacerse con una bandera? (se supone - 

que la misma bandera colocada en posiciones diferentes indica diferentes 
señales).

(b) ¿Cuántas señales diferentes pueden hacerse con dos banderas?

(c) ¿Cuántas señales diferentes pueden hacerse con las banderas?

SOLUCION (a) Veamos primero de cuántas formas puede seleccionarse una bande
ra, lo cual se puede hacer de Cu formas. Puesto que la misma bandera, colo-
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cada en posiciones diferentes indica señales diferentes, entonces por cada - 

bandera seleccionada hay P* , señales diferentes. Por lo tanto, el número - 
total de señales que puede hacerse con una bandera es

r 1 1 2 .

(b) En este caso el número de maneras de escoger 2 banderas de entre los cuâ  

tro que lleva el barco es C? y por cada uno de estos subconjuntos de dos - 
banderas hay P| señales diferentes que se pueden formar (es una permutación 

puesto que interesa la posición donde se pone cada bandera). Luego, el núme

ro de señales diferentes que pueden hacerse con 2 banderas es

P?k 3
41 31

2! 2! (3 - 2)|
= 36.

(c) Puesto que se dispone sólo de 3 astas, entonces escogeremos subconjuntos 

de 3 banderas de las 4 existentes para señales. Esto se hace de C4 formas ; 

y para cada uno de estas combinaciones hay señales diferentes que pueden 
hacerse. Entonces, el número de sañales diferentes que se pueden hacer con - 

todas las banderas es

P? 4!
3111

3! = 24 .

EJEMPLO 27 Una joven tiene 15 amigos .

(a) ¿De cuántas maneras puede invitar a una cena a 6 de ellos?

(b) Si entre las 15 personas hay dos matrimonios y cada pareja asisten juntos
a cualquier reunión. ¿De cuántas maneras puede invitar a 6 amigos?

(c) Si entre las 15 personas hay 2 que no pueden estar en la misma reunión. 

¿De cuántas formas puede invitar a 6 amigos?

SOLUCION En cada caso se debe extraer un conjunto de 6 personas, entonces - 

se trata de un problema de combinaciones.

(a) El número de maneras de elegir 6 personas de un grupo de 15 es

(b) Se puede presentar los siguientes casos:

(i) Ninguno de los dos matrimonios están en la cena, entonces de los 11
restantes debe elegirse 6 . El número de formas de elegir 6 de 11 es CÍi
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( t i )  Uno de los matrimonios asiste a la reunión y los 4 restantes debe -

elegirse de las otras 11 personas.
El número de formas de elegir un matrimonio de los dos es , y el número 

de maneras de escoger 4 personas de 11 es C^.

Por lo tanto, el número de formas de elegir los 6, es C] x CÍj .

( t U )  Los dos matrimonios asisten a la cena. El número de formas de ele

gir los dos matrimonios, es Z\ .
Las dos personas restantes se elige de los 11; y el número de maneras es

Cx! . Por lo tanto, el número de formas de elegir los 6, es el x

Finalmente, el número de maneras de invitar a 6 amigos, es

c n  + c 2 x Cxx + Cl x Cjj .

(c) Se presentan los siguientes casos :

U) Ninguna de las personas en cuestión están en la reunión,, entonces -

las 6 personas se eligen de las 13. El número de maneras de escoger 6 de
13 es

C 1 3 •

( t i )  Una de las personas en cuestión está en la reunión, entonces las 5 

personas restantes se eligen de las 13. El número de maneras de escoger 

una de las dos personas en cuestión de C¿ y el número de formas de ele

gir 5 de 13 es C 13 . Por lo tanto, el número de elegir las 6 personas,

es x C f3 .

Finalmente el número de maneras de elegir 6 amigos en el caso (c), es

C1 3  + Cj x C 1 3  .

1.4.7 NOTAS SOBRE MUESTREO CON Y  SIN REEMPLAZO

Suponga un conjunto con n objetos. Considere el problema anterior de ex 
traer r objetos de este conjunto. Puede no interesar el orden en que se ex

traen los objetos. También la extracción se puede hacer con o sin reemnlaza- 

miento. Sobre este último hemos dado una breve nota al pasar en 1.2. Aquí - 

formalizaremos estos conceptos.



DEFINICION 1.4.3 Si al extraer los r objetos del conjunto de n objetos, se
considera el orden en que son seleccionados los objetos; el conjunto de los 

r objetos extraídos, se llama una muíMtxa ordenada de tamaño r  ¡

DEFINICION 1.4.4 Cuando un objeto se extrae y se reemplaza antes de extraer
t

el siguiente objeto, se dice que el imsMViso ea con >Le,&rptazam¿ento.
Calculemos ahora, el número de formas de extraer una muestra ordenada - 

de tamaño r de un conjunto de n objetos, si el muestreo es con reemplazamieii 
to.

La primera extracción ocurre de n formas, uno por cada objeto; la seguii 
da extracción también ocurre de n formas, ya que el muestreo es con reemola- 
zamiento. Entonces, el número de formas de extraer dos objetos con reemplaza 

mientos será n.n = n2 . Igualmente para la extracción de 3 objetos el núme
ro de formas es

y para cualquier número r  de extracciones, el número de formas será nr .

DEFINICION 1.4.5 Si al extraer un objeto no se reemplaza, para extraer el - 

siguiente, se dice que el mueatAeo ea a-ót Aeei?plazamíejtto.
El número de formas de extraer muestras ordenadas de tamaño r de un con 

junto de n objetos, si el muestreo es sin reemplazamiento se obtiene así: la 
primera extracción ocurre de n formas, la segunda extracción ocurre de n - 1 
formas. Entonces, el número de formas de extraer dos objetos sin reemplaza

miento es n(n - 1). Similarmente para la tercera extracción hay n - 2 formas 

Luego, el número de formas de extraer 3 objetos es n(n - l)(n - 2). Así suce 
sivamente» el número de formas de extraer una muestra de tamaño r, sin reem- 

plazimiento es

el cual es equivalente a P£ , número de permutaciones de n objetos tomados 

r a r. Si no interesa el orden en que se extraen los elementos de la muestra 

El número de maneras de escoger r  objetos de los n, está dado por

n(n - 1)(n - 2)...(n - r + 1) = ----- 1---
(n - r)i

EJEMPLO 28 Considere las placas de automóviles que tiene tres letras seaui



Probabilidad e Inferencia Estadística 53x

das de tres dígitos. Si pueden emplearse todas las combinaciones posibles, - 
¿cuántas placas diferentes pueden formarse?.

SOLUCION Las placas forman 6-uplas ordenadas; donde las tres primeras son -

letras y las tres siguientes dígitos. Como no hay restricciones respecto a -

las letras y números que se usan; es decir puede usarse letras y números
iguales. Entonces, hay (26) formas ordenadas de extraer las tres letras y -

(10) formas de extraer los tres números. Luego, el número de formas de for 

mar placas con tres letras seguidas de tres dígitos es

(26)3 . ( 10)3 = 17576(10)3

PROBLEMAS 1.4

1. ¿Cuántos números se pueden formar con los dígitos (1,2,3,4,5). Suponiendo 

que no pueden repetirse estos?

2. ¿Cuántos números de tres cifras pueden formarse con los dígitos {0,1,2,3, 

4}, si no pueden repetirse estos?

3. ¿Cuántos números de tres cifras distintos existen?

4. ¿De cuántas formas posibles pueden salir de una aula los 25 alumnos que - 

están en ella?. (Se sobreentiende que salen de uno por uno).

5. En un salón de clase se quiere sentar a 6 jóvenes y 5 chicas en una sola 
fila, de manera que las chicas ocupen los lugares pares. ¿De cuántas man£ 

ras se puede hacer?

6. (a) ¿Cuántos números de tres cifras pueden formarse con los dígitos 0,1,

2,3,4 y 5, si cada dígito se utiliza una sola vez?

( b ) ¿Cuántos de ellos son impares?

(c) ¿Cuántos de ellos son mayores de 330?

7. Hay dos obras de 3 volúmenes cada una y otras dos de dos volúmenes cada - 
una. ¿De cuántas maneras pueden colocarse los 10 libros en un estante, si 

deben quedar de tal manera que no se separen los volúmenes de la misma - 

obra?

8 . ¿Cuántas palabras distinguibles se pueden hacer con las letras de la pala 

bra MISSISSIPPI?

9. ¿Cuántos números diferentes de 12 cifras pueden formarse si se dispone de
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los dígitos: 2,2,2,2,4,4,4,5,5,5,5,5?

10. Dada una caja con los siguientes focos: 2 de 25 vatios, 3 de 50 vatios y 
4 de 100 vatios.

(a) ¿De cuántas maneras pueden escogerse 3 de ellos?

(b) ¿Cuántas de estas selecciones de tres incluirán a los 2 de 25 vatios? 
¿Cuántos no contendrán los de 25 vatios?

(c) ¿Cuántas selecciones de tres focos incluirán exactamente uno de cada 

uno de las potencias?

11. ¿Cuántas cantidades diferentes de dinero pueden formarse con las monedas, 

siguientes, 1 de 50 centavos, 1 de un sol, 1 de 5 soles, 1 de 10 soles, 1 

de 50 soles y 1 de 100 soles?
12. ¿Cuántos equipos de fútbol pueden formarse con 12 hombres que puedan ocu

par cualquier posición delantera y 10 hombres que puedan ocupar cualquiera 

de las demás posiciones?

13. En cada caso determine el valor de n. Si,

(a) Cn = C® ; (b) = Cn7 ; (c) Cíe = C?8" 2 .

14. Si C(i8,4) - C(i8,n + 2) = 0> determine el valor de Cn .

15. ¿De cuántas formas diferentes pueden arreglarse tres focos rojos, cuatro 

amarillos y tres azules en una serie navideña que contiene diez portafo- 
cos?

16. Un estudiante del primer año debe llenar un programa que consiste en un - 

curso de idioma extranjero, uno de ciencias naturales, uno de ciencias sô  

siales y uno de español. Si hay cuatro posibilidades para escojer el i di 

ma extranjero, seis para el curso de ciencias naturales, tres para el cur 

so de ciencias sociales y dos para el curso de español, ¿De cuántas mane
ras puede llenar su programa el estudiante?

17. En una Biblioteca hay 8 libros de geometría, 14 de álgebra, 10 de física 

y 5 de química. ¿De cuántas maneras puede un estudiante seleccionar cua

tro libros, de manera que sea uno de cada curso mencionado?

18. Un club tiene 15 miembros, 10 hombres y 5 mujeres, ¿cuántos comités de 8 
miembros se pueden formar:
(a) Si cada uno de ellos debe contener por lo menos 3 mujeres?
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(b) Si en cada uno de ellos debe estar el presidente y la secretaria - 
del club?

19. En 10 tubos de prueba se cultivan tres tipos de bacterias, tres tubos coii 

tienen bacterias del primer tipo, cuatro contienen bacterias del segundo 

tipo y tres bacterias del tercer tipo. De cuántas maneras distintas pueden 

ponerse en un porta-tubos, teniendo en cuenta solamente el orden del tipo 

de bacterias.

20. Un caballero entra a una tienda que tiene en exhibición 12 corbatas dife
rentes, a saber: 5 de tipo italiano, 4 de tipo inglés y 3 de tipo nacional 

¿Cuántas compras diferentes puede hacer, si desea llevar como mínimo una 

corbata del tipo italiano y una del tipo inglés?

21. Un grupo de 14 viajeros, de los cuales 6 son mujeres y 8 son varones, de
ben ser alojado en un hotel que posee 7 habitaciones tales que puedan ser

instalados dos viajeros en cada una de ellas.

(a) ¿De cuántas formas posibles se pueden ubicar?

(b) ¿De cuántas formas posibles se pueden ubicar, si en cada habitación -

debe estar personas de igual sexo?. Si en el grupo hay dos matrimo

nios. ¿De cuántas formas se pueden ubicar, si se desea que cada matri_ 

monio ocupe una habitación y el resto de las habitaciones no sea ocu
pado por personas de distinto sexo?

22. En una clínica trabajan 18 enfermeras.
(a) ¿Cuántas guardias diferentes de 3 enfermeras pueden formarse?
(b) ¿En cuántas guardias de las formadas en (a) estará una enfermera de

terminada?

23. ¿Cuántas manos de poker de cinco cartas consisten de :

(a) dos pares (dos cartas iguales)?

(b) cuatro de la misma clase (iguales)?

(c) ful 1 (3 cartas de la misma denominación y 2 de otra)?

24. Cinco amigos se encuentran en una fiesta. ¿Cuántos saludos de mano se in

tercambian si cada amigo estrecha la mano de todos los demás sólo una vez?

25. Un biólogo intenta clasificar 46,200 especies de insectos asignando a ca

da especie tres iniciales del alfabeto. ¿Será la clasificación completa? 

¿sino, cuál es el número de iniciales que debería ser usado.
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26. La mesa de sesiones del rectorado de cierta Universidad es rectangular; - 
er una sesión ordinaria, asiste el Rector, el secretario, nueve directores 

de programas académicos y dieciocho jefes de departamentos. El Rector y - 
el secretario ocupan permanentemente la cabecera y al frente de ellos es

tán también permanentemente los dos directores más antiguos; el resto de
los asistentes se sientan en las partes laterales de la mesa. Se pregunta 
¿De cuántas maneras diferentes pueden sentarse en la mesa los asistentes 

(todos los asistentes) a la seción mencionada?

27. Para transmitir señales de día, se dispone de cuatro banderas triangula
res distintas, y de tres juegos iguales, compuestos cada uno por nueve - 

banderas rectangulares, distintas entre si. Cada señal debe consistir en 

una bandera triangular, seguida de tres, dos, una o ninguna rectangular ; 
se desea saber que número de señales distintas pueden hacerse y qué seria 

mas perjudicial en cuanto a dicho número se refiere, si perder tres bande 

ras rectangulares iguales o dos juegos de esta clase de banderas.

28. Para transmitir señales de una isla a la costa, se dispone de 6 luces

blancas y 6 rojas, colocados en los vértices de un exágono. En cada vérti^

ce no puede haber encendida más que una luz (blanca, roja) y el número mí_ 
nimo de luces encendidas es tres. Hallar el número de señales distintas - 

que se pueden formar.
4

29. Una firma comercial tiene 10 vendedores. ¿De cuántas formas puede asignar^ 
se los vendedores en dos escritorios con cinco vendedores en cada escrito 

rio? ¿Con siete en un escritorio y tres en la otra?.

30. Una firma comercial tiene diez vendedores. ¿De cuántas formas pueden los 

vendedores ser asignados a tres escritorios con tres en el primer escrito 

rio, tres en el segundo y cuatro en el tercer escritorio?.

1 5  DEFINICION DE PROBABILIDAD__________________________________
Aunque parece sorprendente, daremos aquí tres enfoques que dan lugar a 

tres definiciones diferentes de "probabilidad" lo cual puede ser chocante al 

que se inicia en estas cuestiones, al disponer de tres definiciones de proba 

lidad, pues se preguntará, ¿Qué definición de probabilidad va a utilizar?. - 

Sin embargo, no lo es tanto ya que cualquiera que sea la definición de proba 
bi 1 i dad que se utilice, Ixu JLtglaA dt psiobatUtldad aon ¿tu (Axiomas ,
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Teoremas, etc); más aún las tres definiciones son complementarias y la defi

nición adecuada de probabilidad que se use denenderá de la naturaleza del - 

problema específico que se está tratando de resolver. Estas definiciones son
(1) Definición clásica o apriori.

(2) Definición de probabilidad por frecuencia relativa o aposteriori. Las dê  
finiciones (1 ) y (2) son probabilidades objetivas.

(3) Probabilidad subjetiva.

15.1 DEFINICION CLASICA

La definición clásica de probabilidad fue dada por Laplece en su obra - 

"Teoría Analítica de las probabilidades" publicas en 1312. Esta definición - 
se basa en el supuesto de que todos los resultados posibles de un experimen

to aleatorio son igualmente probables; es decir, cada uno de los elementos - 
del espacio muestral tienen la misma posibilidad de salir. Así, por ejemplo, 

si lanzamos un dado no cargado (honesto), debe considerarse que hay igual po 

sibi1 i dad que salga cualquiera de los números del espacio muestral H s {1

2,3,4,5,6}, entonces la probabilidad oue salga cualouier número será — .
6

En general si un experimento aleatorio tienen n resultados posibles, los n 

elementos del espacio muestral tendrán la misma posibilidad de salir. En con

secuencia la probabilidad de quesalga cualquiera de ellos es ^ . Las observa

ciones anteriores conducen a la definición clásica de probabilidad de un 

evento como la siguiente:

La probabilidad de un evento es la razón entre el numero de casos (su

cesos) favorables y el número total de casos (sucesos) posibles, siempre que 
nada obligue a creer que algunos de estos sucesos debe tener preferencia a - 

los demás, lo que hace que todos sean igualmente posibles.

En la definición anterior si, N(fí) = n, es el número de elementos del - 

espacio muestral (número total de sucesos) y N(A) = nA , es el número de ele

mentos del evento A (o número de sucesos favorables); la probabilidad del - 

evento A, denotado por "P[A]" es la razón de N(A) a N(fl), o sea

P[A] = ÜÍAi- -_ÜA
N(íl) n

número de casos favorables al evento A 
número de casos posibles
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OBSERVACIONES

1 . La probabilidad de un evento cualquiera A esta comprendido entre 0 y 1, » 
En efecto: nA y n son enteros positivos y 0 ^ nA n, Dividiendo por n se
tiene

* £.6 o 5 PIA] * 1

I ■ »

2. P[A] = 0, si A es un evento imposible.
En efecto: A = <f>, entonces = 0, luego P[A] =

4

3. P[A]= 1, si A es el evento seguro.

En efecto: A = íl, entonces = n, luego PÍA] = £  = 1 .

4 . Puesto que todos los elementos de SI = {u>i,w2»... ,wn) son igualmente pro

bables, se tiene pR^-Jl = —  > ¿ = 1 »2 , . n .
L ± J n

n
y P[ÍS] = £  P[{ü).}] = 1 .

¿«I *

Si A es un evento en n, entonces

fca] = y  p[{U > ] .

ü) ^  AA.

EJEMPLO 1 Si se lanza una moneda tres veces. Calcular la probabilidad que

Ocurran: (a) dos caras ; (b) al menos dos caras; (c) a lo más dos caras. 
SOLUCION El experimento aleatorio es, "lanzar una moneda tres veces". El es 

pació muestral asociado a este experimento es
O = {CCC , CCS , CSC , SCC , CSS , SCS , SSC , SSS}; luego N(fi) = 8

(a) Sea el evento A: “Ocurre dos caras".

Los sucesos favorables a A son {CCS , CSC , SCC}, o sea N{A) * 3

Por lo tanto, P[A] = —  .
8

(b) Sea el evento B: "Ocurre al menos dos caras".

Los sucesos favorables al evento B son {CCS , CSC , SCC , CCC}, o sea

N(B) = 4 .Por lo tanto, P[B1 = 1 = 1 *
8 2

(cj Sea el evento C: "Ocurre a lo más dos caras".
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' \ * s s

Entonces, C = (SSS f SSC , SCS , CSS , CCS , CSC , SCC} y N{C) = 7

Por lo tanto, P[C] = \ .
O

Obsérvece, que decir ocurren dos caras no es lo mismo que decir ocurren 

al menos dos caras, pues en este último caso, 3 caras también es un suceso -
favorable y si fuera posible la ocurrencia de 4,5, etc. caras también serían

sucesos favorables. Algo similar ocurre cuando decimos ocurren a lo más 2 C£ 

ras en cuyo caso; 0,1,2 caras son sucesos favorables. Aclararemos esto en - 

otros ejemplos posteriores.

EJEMPLO 2 Consideremos el lanzamiento de dos dados. Calcular la probabili
dad de
(a) obtener suma 7 (b) obtener suma 6 ; (c) obtener suma mayor que 5;

(d) que el resultado del primer dado sea mayor que el resultado del segundo.

SOLUCION El experimento aleatorio es, "lanzar dos dados" .
El espacio muestral asociado a este experimento, es el conjunto de pares or

denados, en las que la primera componente es el resultado del primer dado y

las segunda componente el resultado del segundo, como hemos visto en el ejem 

pío 7 de 1.2. y N(fl) - 36 .

Sean los eventos siguientes ;

A = {(wi,uí2) e n / ü)a + w2 = 7} = obtener suma 7.

B = {(u)1,uí2) e n / wj + ü)2 = 6} = obtener suma 6.

C = {(w1,a»2) e íl / Wj + ü>2 > 5} = obtener suma mayor que 5

{(b>xvo>2) e £1 / oij > ü)2) = el resultado del primer dado es mayor

que del segundo.

. 1) , (1, 2) , (1 , 3) , (1 , 4) , (1 , 5) , (1 , 6)
(2,1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6)

(3 , 1) , (3 , 2) , (3, 3) , (3 , 4) , (3 , 5) , (3 , 6)
(4 , 1) , (4 , 2) , (4 , 3) ,{4 , 4) , (4 , 5) , (4 , 6)

(5 , 1) , (5 , 2) , (5 , 3) , (5, 4) , (5 , 5) , (5 , 6)

(6 , 1) , (6 , 2) , (6 , 3) , (6, 4) , (6 , 5) , (6 , 6)

D =

Un simple conteo nos permite determinar N (A ) = 6 , N(B) = 5 , N(C) = 26 , 

N(D) = 15. Entonces :



(a) P[A] -,  A  .  i  .
36 6 * ( b )  P [ B ] 5

etc. y si calcula la probabilidad de obtener suma 2,3,8,9,10,11,12, se dará 
cuenta porqué se apuesta a obtener suma 7.

Respecto a este mismo ejemplo, podemos concebir el resultado de nuestro 

experimento como la suma de los resultados individuales, (es decir, se lanza 
dos dados y se observa la suma obtenida de ambos), en este caso el espacio - 
muestral seria G = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Es claro que ahora los suce

sos no ocurren con la misma frecuencia, es decir no son igualmente posibles. 

Si suponemos que los sucesos son igualmente posibles tendríamos, por ejemplo

que la probabilidad que ocurra 7 sería , sin embargo hemos visto que esta

probabilidad es -  .
6

EJEMPLO 3 En una caja hay 20 bolas numeradas del 1 al 20. Se extrae al azar 

una bola. ¿Cuál es la probabilidad que el número de la bola extraída

(a) no exceda de 20? (bj sea el 32? (c) sea por lo menos 15?

SOLUCION El experimento aleatorio es "extraer una bola de la caja". Luego

(a) Sea el evento A: "el número de la bola extraida no exceda de 20".
Como el número de cualquier bola que se halla en la caja no supera a 20, el 
evento A es igual al espacio muestral ft, o sea A = G, en este caso el evento 

A es el evento seguro. Por lo tanto.

(b) Sea el evento B: "el número de la bola extraída es el 32".

Como en la caja no hay bola marcada con el número 32, B es el evento imposi

ble, o sea B = Entonces

N(B) =0, y P[B] = 0/20 = 0

(c) Sea el evento C: "el número de la bola extraída sea por lo menos 1 5 " .

c , N í c )  = 6 y P [ c 3  = 6/20 = 3 / 1 0 .

N(A) * N(Í5) = 20 y P[A] = 1 .



EJEMPLO 4 Una lotería consta de 10000 billetes. Ur. billete se premia con - 

100 intis, cuatro billetes con 50 intis, diez billetes con 20 intis, veinte

da uno. Los demás billetes no se premian. Se compra un billete, ¿cuál es la 
probabilidad de ganar

SOLUCION El experimento aleatorio es “elegir un billete".

ft = {B1#B2, , B lü00ü} donde B. representa el billete número i. .

N(n) = ioooo

(a) Sea el evento A: "ganar almenos 10 intis".

Ganar almenos 10 intis significa que se puede ganar 10 intis, ó 20 intis 6 

50 intis ó 100 intis.Es decir N(A) = 20 + 10 + 4 + 1  = 35, luego

(b) Sea el evento B : “ganar a lo más 5 intis".

Ganar a lo mas 5 intis significa que se puede ganar 1 inti ó 5 intis; o sea 
N(B) = 400 + 165 = 565. Luego

EJEMPLO 5 Se elige una carta aleatoriamente de una baraja de 52 cartas. ¿Cu 

ál es la probabilidad que sea un palo negro (espadas o tréboles)?. ¿Cuál 

que sea un diez?. ¿Cuál que sea una figura (Rey, Reyna, Sota)?. ¿Cuál

es la probabilidad que sea un cuatro o menos?.

SOLUCION El experimento aleatorio es, "extraer una carta de 52".
El espacio muestral fl tiene 52 elementos. 0 sea N ( f l )  = 52.
(a) Sea el evento A: "obtener un palo negro".
A tiene 26 elementos (13 espadas + 13 tréboles). Luego,

billetes con 10 intis, 165 billetes con 5 intis y 400 billetes con 1 inti ca

(a) por lo menos 10 intis? (b) a lo más 5 intis?

P[A] *
35

0.0035 .
10000

0.0565 .
10000

1
2

(b) Sea el evento B: "obtener un diez".
B tiene 4 elementos (pues hay 4 dieces). Entonces,
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P[B] = _4_
52

_L
13

(c) Sea el evento C: "obtener una figura".
C tiene 12 elementos (4 Reyes + 4 Reinas y 4 Sotas). Luego,

P[C] = 12
52

_3_
13

(d) Sea al evento D: "obtener un cuatro o menos".
0 tiene 16 elementos (4 Ases + 4 Dos + 4 tres + 4 Cuatros), Luego,

p [o ] = ü
52

_4_

13

EJEMPLO 6 Dos personas A y B se distribuyen al azar en tres oficinas numera 

das con 1,2, y 3 respectivamente, pudiendo estar ambos en una misma oficina. 

¿Cuál es la probabilidad que

(a) la oficina 2 se quede vacía? (b) dos oficinas se queden vacias?

SOLUCION PRIMERA FORMA Definimos los siguientes eventos:
A. : "la persona A está en la oficina = 1,2,3)".

By : "la persona B está en la oficina y, (y = 1,2,3)".

A.B. : "la persona A está en la oficina l  y B en la oficina j ,U,y=l,2,3)“.■C j
E : "la oficina 2 se queda vacia".

F : "dos oficinas se quedan vacias".

El espacio muestral apropiado al experimento aleatorio "distribuir dos perso 

ñas en tres oficinas", es

Ai Bj , Aj B2 , Aj B3

fi = ^ A2 Bi , A2 B2 » A2 B 3

 ̂A 3 Bi , A 3 B2 , A 3 B 3 ,

, o sea N(fl) * 9

(a) Los sucesos favorables al evento E son íAXB j , A 3Bj , A ^  , A 3B3}, o sea - 
N(E) = 4, luego

P[E] = 1  •
9

(b) Los sucesos favorables al evento F son {AXB2 ,A2B2 » A 3B 3}, osea N(F) = 3 
entonces



P[F] = £
9

1
3

SEGUNDA FORMA El problema puede resolverse utilizando técnicas de conteo sin 

escribir el espacio muestral como sigue: Calculemos el número de elementos - 

del espacio muestral. Ambas personas pueden estar en la misma oficina, entoji 
ces, la persona A puede distribuirse en cualquiera de las tres oficinas, lo 

que da 3 formas, la persona B puede también distribuirse en cualquiera de las 

tres oficinas; dando igualmente 3 formas. Por lo tanto, el número de formas 
de distribuir las dos personas es 3.3 = 9. Es decir N(fí) = 9.

(a) Hallaremos ahora el número de casos favorables al evento,
E : "la oficina 2 se queda vacía".

La oficina 2 se queda vacía es equivalente a que las dos personas se distri

buyen en las dos oficinas restantes, y esto se puede hacer de 22 = 4 formas

(b) Calculemos el número de casos favorables al evento,

F : "dos oficinas se quedan vacías".
Dos oficinas se quedan vacías es equivalente a que las 2 personas están en - 

la misma oficina, y esto ocurre de 3 formas (la primera persona puede ubicar

se en cualquiera de las 3 oficinas y la segunda de una sola forma, en la ofi_
ciña del primero); entonces

EJEMPLO 7 En una compañía hay 6 varones y 4 damas que aspiran a ser miembros 
de un comité. Si se deben escoger 2 al azar escribiendo los nombres en hojas 

de papel y sacándolos de una urna. ¿Cuál es la probabilidad que los dos - 
sean hombres? ¿Cuál que sean un hombre y una mujer o dos mujeres?

SOLUCION El experimento aleatorio es "extraer 2 nombres de los 10".

El espacio muestral tiene la forma = {{A,B},{A,C}, Como cada suceso

es un conjunto de dos personas el espacio muestral Q tiene Ci0elementos.

(a) Sea el evento A: "los dos sean hombres"
A tiene C1 elementos. Por lo tanto

Luego

P [E ] 4
9

P[F]= |  = |



(b) Sea el evento B: "Sean un hombre y una mujer o dos mujeres",

B es un evento compuesto. La primera parte "sea un hombre y una mujer" ocurre 
de 6 x 4 formas, por el principio de multiplicación , la segunda parte "sean 

dos mujeres" ocurre de C? formas. Por el principio de adición se tiene N(B)

= 6 x 4 + luego

P[B] = 24 + -ci  „ -J°_ = 2 .
Cfo Cío 3

EJEMPLO 8 Sobre una mesa hay 10 monedas con 4 caras y 6 sellos a la vista.

Se separan 6 monedas al azar. ¿Cuál es la probabilidad que resultan 3 ca

ras y 3 sellos?.

SOLUCION El experimento aleatorio, es "separar 6 monedas de las 10 que hay" 

Entonces el espacio muestral consta de subconjuntos de 6 elementos, o sea

£1 = { { © , © , © , © , © . ©  > . { .....
N(n) = cf0 .

Sea el evento A: “resultan 3 caras y 3 sellos".
El evento A es compuesto. La primera parte; con cuatro caras tomadas de tres 

en tres, se forman grupos diferentes.

La segunda parte: con seis sellos, tomados de tres en tres se forman C| gru 

pos distintos.
Como cada uno de los c£ grupos de 3 caras puede combinarse con cada uno de - 
los d  grupos de 3 sellos, por el principio de multiplicación, se pueden for̂  
mar Cj C? grupos diferentes de 3 caras y tres sellos cada uno. Es decir, - 

N(A) = Cs . Por lo tanto,

PCAl -  £ L c i  = ^
Cf0 210 21

EJEMPLO 9 De 20 personas que contrajeron cierta enfermedad al mismo tiempo 

y que fueron llevados a una misma sala de un hospital, 15 se recuperan comple 

tamente en 3 días; al cabo del cual, se escogen aleatoriamente 5 personas pâ  
ra un chequeo. ¿Cuál es la probabilidad que los 5 sean dados de alta? ¿Cuál 
es la probabilidad que exactamente 4 sean dados de alta? ¿Cuál es la pro

babilidad que ninguno sea dado de alta?
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SOLUCION El experimento aleatorio es escoger 5 personas de los 20, Luego, -

el espacio muestral tiene la forma fi = {{A , 8 , 0 , 0 ,  B},{....

por lo tanto, el espacio muestral Q tiene ( ^ )  elementos.

(a) Sea el evento A: "las 5 personas sean dado de alta".

(es decir, todos están sanos). Entonces, el evento A tiene elementos

(ya que 15 de los 20 están sanos) . Luego,

P[A] =
o

o
15!

5¡ x 10!

20»

15! x 15! 

101 x 201

1 0 0 1
5168

5» x 15¡

(b) Sea el evento B: "exactamente 4 personas están sanos",
B es un evento compuesto. La primera parte: con 15 personas sanos tomados de

a 4 se forman grupos diferentes. La segunda parte: con 5 personas en

fermas tomados de a 1 se forman(Dgrupos diferentes. Luego ,

el número de elementos de B es j) ■ ^or tanto,

PJB] (?)(?)
(?)

5005
5168

(c) Sea el evento C: "ninguna persona esta sana".

C tiene ( g )  = 1 elemento. Luego, P[C] = ^  *

EJEMPLO 10 Se tiene cuatro urnas numeradas de 1 a 4 y cuatro bolas también 
numeradas de 1 a 4. Se coloca al azar una bola en cada urna. ¿Cuál es la \>ro_ 
habilidad que la bola ¿ sea colocada en la urna -t (¿ = 1,2,3,4)? ¿Cuál es - 
la probabilidad que la bola 1 sea colocada en la urna 1 y la bola 2 en la 

urna 2?.

SOLUCION El experimento aleatorio es "colocar una bola en cada urna".

Puesto que cada bola se coloca en la urna al azar, entonces: la primera bola 
tendrá 4 formas de ser colocada en una urna; la segunda bola tendrá 3 formas 

de ser colocada en una de las urnas restantes. Por lo tanto, las dos primeras



bolas de colacan de 4 x 3 formas. La tercera bola se colocará de 2 formas - 

(en una de las 2 urnas restantes). Las tres primeras se colocarán de 4 x 3 x 
2 formas. La última bola tendrá una sola forma de ser colocada. Luego, el nií

mero de formas es 4 x 3 x 2 x 1  = 41. Es decir

N(fl) = 4¡ =

El espacio muestral tiene la forma = (l3jl_2jL̂ ll_4j »LlJl_2jlAlLlJ . ...} 
Definimos los siguientes eventos :
B. : "la bola ¿L sea colocada en la urna ¿ U  - 1,2,3,4)".
c
(a) l  = 1 ; Bj: "la bola 1 sea colocada en la urna 1".

La bola 1 se colocará en la urna 1 de una sola forma y las otras tres bolas

se colocarán de 3! formas. 0 sea

N{B j) = 1. 3¡ = 3!

En general, la bola ¿ se colocará en la urna ¿ de una sola forma y las tres 
restantes se colocarán de 3¡ formas. 0 sea

N(B.) = 1. 31 = 3! = 3P3, U  = 1,2,3,4).

31 i
Entonces, P[B .] = ±  , l  = 1,2,3,4.

-c 4

(b) Sea A:' "la bola 1 sea colorada en la urna 1 y la bola 2 en la urna 2"

Note que A = B¡ y B2 .
La bola 1 se colocará en la urna 1 de una sola forma, la bola 2 lo mismo, y 

las dos bolas restantes se colocarán de 2| formas. Es decir

N(A) = 1 x 1 x 2 !  = 2P2 .

Lue9°> P[A] = -SEi_ = = -  •
nP4 4 ! 12

EJEMPLO 11 Un experimento aleatorio consiste en disponer los dígitos 2,3,4, 

5,6,7,8,9, uno a continuación del otro; calcular la probabilidad de;

(a) Que el 3 aparece junto al cuatro y en ese orden.

(b) El número formado sea par;
(c) El número formado sea mayor que 6 x 107 ;

(d) El número formado sea múltiplo de 4;
(e) El número formado sea múltiplo de 3.
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SOLUCION El experimento aleatorio es disponer uno a continuación del otro - 
los dígitos 2,3,4,5,6,7,8,9. Entonces, fl = {42698753,72934856,...}; es decir 

cada elemento del espacio muestral son arreglos de los 8 dígitos. Por lo tan. 

to, tiene 8j elementos. 0 sea N(O) = 8} = 8Pe

(a) Sea el evento A; "El 3 aparece junto al cuatro y en ese orden".

Es decir, en las diferentes ordenaciones el 3 y el 4 aparecen juntos, así 34

y en ese orden, luego puede considerarse como uno solo. Por lo tanto, quedan
solamente 7 número por permutar. Entonces, el evento A tiene 7¡ elementos, - 

es decir N(A) = 7\ = 7P7 . Luego,

P[A] * 7P7

8P8
7!
8!

1
8

(b) Sea el evento B: "el número formado sea par".
Para que el número formado sea par, debe terminar en 2,4,6, u 8. Las cuales 

se pueden escoger de 4 formas y para cada uno de estas habrá 7¡ formas de or 

denar los 7 dígitos restantes. Entonces, el evento B tiene 4 x 7 }  elementos.

Luego, P[B] = i j l ZÍ
o !

1
2

(c) Sea el evento C: "el número formado sea mayor que 6 x 107".

Para que el número formado sea mayor que 6 x 107, tiene que empezar con los 
dígitos 6,7,8 ó 9; los cuales se pueden escoger de 4 formas y para cada uno 

de estos hay 7\ formas de ordenar los 7 dígitos restantes. Es decir, el eveii 
to C tiene 4 x 7 }  elementos. Por lo tanto,

P[C] = 4 x 7! 
8!

1
2

(d) Sea D, el evento: "el número formado es múltiplo de 4".

Un número es múltiplo de 4 cuando lo es, las dos últimas cifras, y ese con

junto es
32 24 36 28

52 64 56 48

72 84 76 68
92 96

Es decir, hay 14 posibles terminaciones, y para cada una de estas hay, 6¡ -
formas de ordenar los dígitos restantes. Entonces, el evento D tiene 14 x 6!



elementos. Luego,
2 x 7 !

8!
1
4

(e) Sea E, el evento: “el número formado sea múltiplo de 3".
Un número es múltiplo de 3, si la suma de los valores de sus cifras es múlti
pío de 3. Pero, 2 + 3 + 4 +  5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 44. Entonces, cualquier núme 

ro que se forme no será múltiplo de 3. Por lo tanto, el evento E tiene 0 ele 

mentos. Luego,

EJEMPLO 12 Diez libros se colocan aleatoriamente en un estante. Determinar 

la probabilidad que tres libros determinados, sean colocados juntos.

SOLUCION El experimento es "colocar 10 libros diferentes en un estante". En 

Ntonces, los elementos del espacio muestral son arreglos de los libros. Luego 

el número de elementos del espacio muestral Q es 10! . Esto es,
n = N{fl) = 10! .

Sea el evento, A: "Tres libros determinados queden juntos".

Puesto que los 3 libros deben estar juntos, podemos considerar como si fuera 

uno solo; luego, en vez de los diez habrá sólo 8 libros, los cuales pueden - 

colocarse de 8¡ formas. Pero, los tres libros también pueden cambiar de po
sición entre ellas, la cual se hace de 3* formas. Por lo tanto, el evento A 
tiene 8¡ .3] elementos. Luego,

EJEMPLO 13 Si se revuelven las 11 letras de la palabra "MISSISSIPPI" y se - 

dispone en un orden arbitrario. ¿Cuál es la probabilidad que
(a) en la ordenación resultante las cuatro ies sean letras consecutivas?

(b) las cuatro ies sean consecutivas supuesto que la ordenación empieza por 
MM" y termina en "S"?

(c) las cuatro ies sean consecutivas, supuesto que la ordenación termina con 

las cuatro eses consecutivas?

SOLUCION (a) El experimento aleatorio es, disponer en orden arbitrario las - 

letras de la palabra MISSISSIPPI. Luego, el espacio muestral fí tiene PjV1*»4*2 

elementos, que es una permutación de las 11 letras con repetición, de los -

P [ E ]  -  i

0 .
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cuales 2 letras US" e "I" se repiten cuatro veces, la "P'1 dos veces y la "M" 

una vez.
Sea A, el evento: "en la ordenación resulta las cuatro ies consecutivas", - 

Una forma sería, por ejemplo

+ m c n i D  s + p t s + s  t p t s 

2
Para las cuatro ies hay 8 posiciones diferentes, y para cada uno de estas -

las 7 letras restantes pueden ordenarse de p}»1**2 maneras. Entonces, el even 

to A tiene 8xP}***»2 elementos. Por lo tanto,

8 x 7 !

P[A] = 8 x pj»1*»* 41 2!

13 llí

8 x 7!4| 

11' 165
4! 4!Z!

(b) Sea B, el evento: "los cuatro 1es resultan consecutivas".
Supuesto que la ordenación empieza con "M" y termina en una "S".

Entonces, el espacio muestral en este caso se reduce a la variación de 9 le
tras ya que hay dos fijas. Es decir el nuevo espacio muestral Oj tiene Pg* 3 *2  

elementos; 4 ies y 3 eses y 2 pees.
Uno de los elementos del evento B tiene, por ejemplo, la siguiente forma

M S
t
1

f
2

P S S P S
* t t +
3 4 5 6

Es decir, para las cuatro ies hay 6 posiciones, y para cada uno de estas, - 

las 5 letras restantes pueden ordenarse de P5’2 2 ) ^ormas* Luego, el -

evento B tiene 2 ) e^ementos- Por 1° tanto,

P[B] = (i)  .

Pg * ̂ 1 2

6 x 5 i 
3! 2! 

9! 
413121

6 x 51x4! 

9!

_1_
21

(c )  En este caso la ordenación términa en las cuatro eses. Entonces, quedan 

sólo 7 letras que varían. Por lo tanto, el espacio muestral tiene P 2 » 2 » 1



\70 Rufino Moya C  * Gregorio Saratfia A.

elementos.
Sea C, el evento: "las cuatro íes resultan consecutivas".
Un elemento del evento C tiene, por ejemplo la siguiente forma

M P Q I I D  P SSSS
t  t  i f
1 2  3 4

Hay cuatro posiciones para las cuatro ies, y para una de estas posiciones - 

las 3 letras restantes pueden ordenar de P|*1 = maneras. Por lo tan

to, el evento C tienen j ) elementos. Luego

P[C] »
o

P^.2.1

4 x 3 !
214

7!

4! 2! 1!

4 x 3! 4! 

7! 35

• •

EJEMPLO 14 De una baraja de 52 cartas se extraen al azar 6 cartas. Determi
nar la probabilidad que tres de ellas sean de oro y dos de copas.

SOLUCION El experimento aleatorio es, "extraer 5 cartas de la baraja de 52" 

Entonces, los elementos del espacio muestral O son subconjuntos de seis car
tas cada uno. Por lo tanto tiene c|2 elementos. Es decir,

n « N(fl) = C|2 = ( 56Z)

Definimos el evento A de la siguiente manera:

A : "tres cartas sean de oro, dos de copas y uno diferente de oro y copa". 
El número de formas de extraer 3 cartas de oro, de un total de 13, es

c ¡ ,  ■ (?)

El número de formas de extraer 2 cartas de copas, de un total de 13, es

ci, ■ en

El número de formas de extraer una carta (que no sea oro ni copa), de las 
26 cartas restantes, es

Ck • (?) .



Por lo tanto, el número de elementos del evento A, es nft =

pril nA ( V X ? )  ( ? )Luego, P[A] = — —  = ----
n cn

EJEMPLO 15 Se extraen 5 cartas al azar de una baraja de 52 cartas. ¿Cuál es 
la probabilidad de

(a) extraer exactamente 2 parejas (dos cuatros y dos 10 dieces, por ejemplo 
y uno diferente)?

(b) Extraer "full" (3 cartas iguales y 2 de otra también iguales)?
(c) Extraer "flor" (5 cartas del mismo color)?

(d) una corrida (5 cartas, comenzando por el as, o dos, o tres, ..., o con - 
el diez)?

SOLUCION El experimento aleatorio es, extraer 5 cartas de las 52. Entonces, 

el espacio muestral ft tiene elementos.

(a) Sea A, el evento: "extraer dos parejas y uno diferente1'.

Un juego de naipes de 52 cartas contiene 13 grupos de números iguales así,

[A,A,A,A] , [2,2,2,2], [3,3,3,3] , ..., [Q,Q,Q,Q] , [K,K,K,K]

Se necesita 2 grupos de cuatro de los 13 que hay, y esto se puede extra^

er de ( 2*) formas. Y de cada uno de estos grupos de cuatro, hay^ ̂  ) formas

de extraer una pareja. Además de uno de los 11 grupos restantes debe extrae^

se una carta, esto se hace de 11 | ) formas (o también de las 44 cartas -

restantes debe escogerse una y esto se hace de formas). Entonces, el -

evento A tiene ( 2 ) ( o O  elementos. Por lo tanto,

PW. (?xn' (?) . PW= ex,)' —o
(?) (?)

(b) Sea B, el evento: "extraer full".



Hay 13 formas de extraer un grupo de 4 y de este grupo hay^ ^ ) rra. 

de extraer 3 cartas iguales. Existen 12 formas de escoger el segundo grupo -

de cuatro y de este h a y ^  ) formas de extraer 2 iguales. Entonces, el even-

f  4 \ / 4 \
to B tiene 13 x 12 ^ / x V, 2 / e"*emen^os- P°r faní;o,

p B ] .  - Í l - 1 2 - X  ( 3 . ) ( j )  .( f)
(c) Sea C, el evento: "obtener flor".

En una baraja de 52 cartas, hay 4 grupos de 13 cartas cada uno de un - 

mismo color. Entonces hay 4 formas de extraer uno de estos grupos de 13 car

tas, y de este grupo hay (g3 ) formas de extraer 5 cartas del mismo color.

Entonces, el evento C tiene g3) elementos. Luego,

P[C] = ' 5 '

e?)
(d) Sea D, el evento: "obtener una corrida".

Hay ) formas de extraer un "as", también un dos, un tres, un 4 y un

5. Es decir hay ^ j ) formas de extraer una corrida que comienza con ás.

También^ ^ formas de extraer una corrida que comienza con dos y así 

sucesivamente, hay ( j ) formas de extraer una corrida que comienza con 10 

Luego, el evento D tiene 10. ( elementos. Por lo tanto,

■«( j í
P[D] = —

(?)
EJEMPLO 16 De una urna que contiene doce bolas, de las cuales ocho son blancas
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y 4 negras, se extrae una muestra de tamaño 4 con reemplazo (sin reemplazo). 
Hallar la probabilidad que la muestra contenga exactamente tres bolas - 

blancas.

SOLUCION (a) Si la muestra se extrae con reemplazo, se tiene

n = N(n) = (I2)\

Sea A, el evento: "la muestra contiene exactamente tres bolas blancas". Los 

elementos de A tiene la forma

A = (bbbn el orden interesa,

p?.1 = ( 4 )

la bola blanca sale de 8 formas en cada extracción (cuatro extracciones de - 

las cuales 3 son blancas, lo que da 8 3 formas) y la negra de 4 formas. Luego

el número de casos favorables es N(A) = ( 3 ) 83.4. Por lo tanto,

P[A] =_ ( 3 ) • 83-4 . _32
(1 2)“ 81

(b) Si la muestra se extrae sin reemplazo, entonces el número de elementos 

del espacio muestral es

( 4̂ ) » sin considerar el orden .
«

P 12 > considerando el orden.

Sea B, el evento: "la muestra contiene exactamente tres bolas blancas". En 

tonces, - ( 3 )( 1 ) Sin considerar el orden.

Considerando el orden los elementos de B tiene la forma

B = {bbbn, ... }

(i)
81las bolas blancas pueden salir de 8 x 7 x 6 = ŷ- = P| formas y la negra 

de 4 formas, luego
f  M  -



Por lo tanto, hay dos formas de determinar, la probabilidad del evento B.

El lector puede verificar la igualdad de ambas soluciones»

EJEMPLO 17 Se distribuye al azar 6 bolas diferentes entre 3 cajas, ¿Cuál es 
la probabilidad que la primera caja contenga 3 bolas? ¿Cuál que hayan 

2 bolas en cada caja?.

SOLUCION El experimento es "distribuir 6 bolas en tres cajas al azar"

El número de elementos del espacio muestral, se calcula así: la primera bola 
tiene 3 formas de distribuirse (cualquiera de las tres cajas). La segunda bo 

la también puede distribuirse de 3 formas. Luego las dos bolas se distribuye 
de 3.3 = 32 formas. La tercera bola, igualmente se distribuye de 3 formas. 

Por lo tanto las 3 bolas se distribuirán de 32.3 = 33 formas. Así, sucesiva 
mente, las 6 bolas se distribuirán de 36 formas. Por lo tanto

(a) Sea A, el evento: Hla primera caja contiene 3 bolas".

La primera caja contiene 3 bolas es equivalente a que las 3 bolas res

tantes se distribuye en las 2 cajas que quedan. El número de formas que se -

(X) considerando el orden, P[B] =

) Sin considerar el orden, P[B] *

{ BJ LJ u . 881. IS8I t a l  }

n = N(ft) * 36

distribuye las 3 bolas en 2 cajas es 23. Y el número de formas de escoger gru

pos de 3 elementos tanto, el número de casos favorables al

evento A es

36

(b) B: "hayan 2 bolas en cada caja"
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El número de formas que ocurra el evento B, es el número de particiones - 
de las 6 bolas en 3 subconjuntos con 2 bolas en cada uno. Es decir,

N(B) =

Luego, P[B] = 6!

35 (21 )3 36

EJEMPLO 18 Seis amigos desean viajar en el tren eléctrico suburbano compues^ 
to por 3 vagones. Si cada uno escoge su vagón al azar (es decir todos tienen

igual posibilidad de viajar en cualquiera de los vagones), ¿cuál es la proba^

bilidad que

(a) todos viajan en un mismo vagón?

(b) esten distribuidos en los tres vagones?

SOLUCION El número de elementos del espacio muestral es 36 = N(íl).
(a) Sea el evento B: "los 6 amigos viajan en el mismo bagón"

N(B) = 3

En efecto: la primera persona se puede ubicar de 3 formas. Una vez ubicado - 
el primero, el segundo tiene una sola forma (el vagón donde se ubicó el pri

mero), asi sucesivamente los restantes tienen una sola forma de ubicarse. - 

Por lo tanto, los seis se ubicarán de

3 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 s 3 formas

Osea P[A] * l
35

(b) B: “los seis amigos están distribuidos en los 3 vagones"

Esto se hace particionando las 6 personas en 3 grupos. Las diferentes particio 

nes de los seis en tres grupos son:
/ 6 \

1. Haya 2 personas en cada grupo, esto ocurre de U  2,2/ formas. Esta parti

ción, se ubica de una sola forma en los vagones. Osea el número de formas 

de ubicar las 6 personas con 2 en cada vagón es a ) -  

Z Haya 4 personas en un grupo y uno en cada grupo restante. Esto se hace de

f°rmas- Esta partición, se ubica en los vagones de P|#1 - 3 fo£
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diferentes. Es decir, el número total de formas de ubicar a las personas en

formas. Esta partición, se ubica en los vagones de 3P3 = 3¡ formas dife

rentes. Por lo tanto, el número total de formas de ubicar a las 6 personas

15¿ DEFINICION POR FRECUENCIA RELATIVA

Planteamos antes las siguientes preguntas:

1. ¿Cuál es la probabilidad que un dado (lanzado sobre una superficie pía

na y liza) se pare sobre su borde?

2. ¿Cuál es la probabilidad que un vendedor de televisores en blanco y ne

gro y a color vende uno a color en su próxima venta?

3. ¿Cuál es la probabilidad que la mitad o más de los alumnos que llevan 
el curso de estadística obtenga una nota aprobatoria en el curso?

El experimento hipotético empleado en la definición clásica de probabi

lidad, no nos ayuda a contestar estas preguntas. Para contestar cualquiera - 

de estas preguntas necesitamos más información. Así, pues en el primer caso, 

enumerar los resultados posibles de un sólo lanzamiento del dado no nos ayu
dará a determinar realmente la probabilidad que se quede parado sobre su 

borde. En el segundo caso; “vende un televisor a color**, "vende un televisor

en blanco y negro" y "vende uno a color y otro en blanco y negro" son tres - 
eventos que no son mutuamente excluyentes por lo tanto ¿qué probabilidad se 

asigna a cada uno de estos eventos?. Finalmente en la tercera pregunta "la - 
mitad o más obtendrán nota aprobatoria" y "menos de la mitad no aprobarán" - 

son dos eventos mutuamente excluyentes que dan todo el espacio muestral. Pe

esta condición es

3. Haya 1,2 y 3 en cada vagón respectivamente, lo cual se hace de

cumpliendo esta condición es

De (1), (2) y (3) el número de elementos del evento B es

luego,



\

ro ¿Está ud. seguro al utilizar el principio de que todos los resultados po

sibles tienen la misma posibilidad de salir, para asignar una probabilidad - 

de 1/2 a cada evento?.

Es decir, estas preguntas no se pueden responder utilizando la defini
ción clásica de probabilidad. Sin embargo son preguntas razonables que una - 

persona puede plantearse. Por lo tanto, son razones claras para fundamentar 
otra definición de probabilidad.

Lo expuesto anteriormente nos conduce a la siguiente interpretación de 

probabilidad en términos de frecuencia relativa.
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Si un experimento bien definido se repite n veces {n grande); sea nft < 

n el número de veces que el evento A ocurre en los n ensayos, entonces la
h n ..

frecuencia relativa de veces que ocurre el evento A — —  , es la estimación
n

de la probabilidad que ocurra el evento A, o sea

nA
P[A] =

n

Además en la última parte del párrafo anterior, la estimación de la pro
nAhabilidad por frecuencia relativa de un evento A, ----  se acerca a la verda-
n

dera probabilidad de un evento, cuando n aumenta indefinidamente, es decir

P[A] = lím

Naturalmente, en la práctica esto no es posible, sólo podemos buscar - 
una estimación máxima de P[A] basada en n grande.

OBSERVACIONES

1. La frecuencia relativa de un evento, está comprendido entre 0 y 1. Por lo 

tanto 0 ^ P[A] 4 1. n
0 AEn efecto: Desde que 0 nA ^ n, —  « —  « 1, se tiene que

a n n

nA
0 4 —  ^ 1. Luego, 0 « P[A] « 1. 

n

nA2. —  = 0, si sólo si, en las n repeticiones del experimento el evento A -
n
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no ocurre. n 0 nA—  = 0, inversamente si —  = 0, n nEn efecto: si A no ocurre nA =0, —  =

entonces n. = 0.A
Por lo tanto P[A] = 0 si, sólo si A no ocurre en las n repeticiones del 

experimento.
nA _3. —  = 1, si, sólo si el evento A ocurre en las n repeticiones del experi_ 
n

nnmentó. En particular —  =1.

En efecto: Si A ocurre en las n veces que se repite el experimento, entoji 

ces
n n

n. = n; así —  = —  = 1. Inversamente, —  = 1, si
A n n n
nA = n, lo que significa que el evento A ha ocurrido en las n repeticiones 

del experimento.
Por lo tanto PIA] = l, si, sólo si A ocurre en todas las repeticiones - 
del experimento.

EJEMPLO 19 Una muestra aleatoria de 10 fábricas que emplean un total de

10,000 personas, demostró que ocurriron 500 accidentes de trabajo durante un 

período reciente de 12 meses. Hallar la probabilidad de un accidente de tra

bajo en una industria determinada.

SOLUCION n = 10,000, número de veces que se repite el experimento.

Sea el evento A: "un accidente de trabajo en la industria determinada". 

Entonces N(A) = 500 y

PC A] = 500
1 0 , 0 0 0

= 0.05

Por definición de frecuencia relativa, ya que este valor de la probabilidad, 

se basa en una muestra, por lo tanto es una estimación del valor real desco

nocido. Observe, aquí se supone implícitamente que las formas de seguridad - 

no han cambiado desde que se realizó el muestreo.

EJEMPLO 20 La distribución de los miembros de los partidos políticos es
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V

Partido A B C D E F

Número Total de 
Militantes

105 100 70 45 40 15

Militantes Muje 
res

15 20 5 10 3 2

¿Cuál es la probabilidad que un miembro seleccionado aleatoriamente,
(a) Sea una mujer?
(b) pertenece al partido B?

(c) Sea un hombre miembro del partido C?

SOLUCION n = total de socios = 105 + 100 + 70 + 45 + 40 + 15 = 375

(a) Sea A, el evento: "el socio seleccionando sea una mujer".

n^ * número de socios mujeres = 15 + 20 + 5 + 10 + 3 + 2 * 55.

Luego, „
P[A] =

375

(b) Sea B, el evento: "el miembro seleccionado pertenece al partido B". 

nfi = total de miembros del partido B = 100.

Entonces,
P[B] = 100

375

(c) Sea C, el evento: "la persona seleccionada es hombre y pertenece al pair 

tido C".

Y nc * total de hombres que pertenecen al partido

nc = 70 - 5 « 65

Luego,
P[A] = 65

375

EJEMPLO 21 En una serie de observaciones sobre la longitud de vida de ratas 

machos, un biólogo ha encontrado que el 98% sobrevive aun 200 días después de 

nacer; 83% sobrevive 400 días; 40% sobreviven 600 días; 8% sobreviven 800 

días; y no sobreviven después de 1000 días.

Estime las probabilidades de los eventos:
(a) "se mueren dentro los primeros 200 días";
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(b) “muere entre 200 y 400 días" ; 

(d) "mueren dentro los 1000 días" ;

(c) "sobreviven a lo más 400 días il

SOLUCION Como no se conoce el número exacto de ratas; asumimos que hay lOOx
ratas. 0 sea n = lOOx

(a) Si A, el evento: "la rata se muere dentro los primeros 200 días".

Como 98% de las ratas viven después délas 200 días de nacer, entonces -
98 . lOOx

100
= 98x ratas viven 200 días después de nacer, luego hay -

lOOx - 98x = 2x ratas muertas. Por lo tanto,

P[A] -
2x

= 0.02 .
l O O x

(b) Sea B, el evento: "una rata se muere entre 200 y 400 días". 

El número de ratas muertas entre 200 y 400 días es

98x - 83x = 15x
l u e g o ,

P[8] = 15x

l O O x
= 0.15 .

(c) Sea C, el evento: "una rata sobreviva a lo más 400 días" 

Desde que 83x sobrevivan 400 días, tenemos

P[C] =
83x

lOOx
= 0.83 .

(d) Desde que todas las ratas mueren dentro de los 1000 días tenemos que la 
probabilidad pedida es 1.

1 £3 PROBABILIDAD SUBJETIVA

Existen muchas situaciones donde el concepto de probabilidad basada en 
resultados igualmente posibles (definición clásica) y el de frecuencia rela

tiva carece de significado. Por, ejemplo planteamos las siguientes preguntas 
¿Cuál es la probabilidad que el presidente de la República vete cierta l£ 

gislación? ¿Cuál es la probabilidad que una expedición desembarque en el pla_ 
neta Marte en la próxima década? ¿Cuál es la probabilidad que en el próxi_ 

mo examen de estadística obtenga 15 de notas? Son eventos únicos, que no ha 

ocurrido antes. No hay forma que se pueda interpretar tales probabilidades 
como una frecuencia relativa o como una probabilidad clásica. E¿ encoque aub
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jtZ ivo de la probabilidad es pues adecuado en casos en que hay sólo una apor- 
tunidad de ocurrencia del evento y ocurrirá o no ocurrirá esa sola vez.
La probabilidad subjetiva se define asi:

Dado un experimento determinado, la probabilidad de un evento A es el - 

gJtado de. (M m c Ájo. asignado a la ocurrencia de este evento por un individuo 
particular, basado en toda la evidencia a su disposición, con las siguien

tes exigencias:

(X) PÍA] a 0, representa la certeza que el evento A, no ocurrirá.

(2) P[A] ■ 1, representa la certeza que el evento A, si ocurrirá.

(3) 0 < P[A] < 1, representa el grado de certeza que el evento A, ocu

rrirá.

/

Desde que, la probabilidad subjetiva de la ocurrencia de un evento A, - 
es un número asignado por un individuo de acuerdo a la evidencia que dispone 

Otra persona con otras evidencias, podría asignar a la ocurrencia del mismo 

evento A otra probabilidad diferente (un número diferente al anterior).

15.4 PROBABILIDAD FRENTE A  APUESTAS

Haremos un estudio breve de la relación entre las opuea&u a favor de - 

un evento y su probabilidad. Cuando se dice, por ejemplo, que las apuestas - 
son 3 a 1 que el boxeador A ganará la próxima pelea, significa que hay, 3 
posibilidades en 4, que A, ganará la pelea. Las apuestas 3 a 1, se escribe :

II,

3:1, se lee: las apuestas son de 3 a l a  favor de A", la cual se convierte - 

en una probabilidad, así

3 3  = —  * P [ de que A ganará ]
3 + 1  4

DEFINICION Sea A un evento cualquiera, si las apue/UxiA son a:b a favor del 
evento A, entonces la probabilidad que ocurra dicho evento es

Además, decir que las apuestas son a;b a favor del evento A es lo mismo de
cir que las apuestas son b:a en contra del evento A. Entonces, la probabilidad



que no ocurra A es

P[A] =
a + b

Puede también la probabilidad de un evento A convertirse en apuestas a favor

de la ocurrencia del evento A; asi, si P[A] es la probabilidad que ocu
rra el evento A; las apuestas a favor de la ocurrencia de A son

P[A] : [1 - P[Al]

Y las apuestas en contra de él son [1 - P[A]]: P[A],

EJEMPLO 22 En una carrera de caballos, el caballo "claudio" tiene l.as apues

tas 5:1 en su contra, mientras que el caballo "Royal" las tiene 9:1 en su - 
contra. ¿Cuál es la probabilidad que cualquiera de estos caballos gane?

SOLUCION Sean los eventos:

C : "el caballo Claudio gane la carrera",
R : "el caballo royal gane la carrera".

Entonces, P[C] = - 4 - r  = -r , P[R] = 1 1
5 + 1 6 ’ 9 + 1  10

Luego, P[C U R ] = P[C] + P[R] = I  + -L = _í_
6 10 15

ya que C y R son eventos mutuamente excluyentes.

1.5.5 PROBABILIDAD EN ESPACIOS MUESTRALES FINITOS

Otro método para asignar probabilidades, en espacios muéstrales finitos 

(es decir Q = {ü)1# w2, ... >u }),es como sigue: se asigna la probabilidad p.n
a cada resultado üj-, o sea p . = P[{cu.}] tal que

(1) p. > 0, i  - 1,2,3,..., n%

t ... i
( 2 )  h  p i =  h  p [ í “ ¿ } ]  =  1

La suma de las probabilidades asignados a los puntos del espacio muestral es 1 

unidad. (Teniendo en cuenta que los posibles resultados ,*ií2 ,... son mutua

mente excluyentes y colectivamente exahustivos).
La probabilidad de un evento A es la suma de las probabilidades asignadas 

de los puntos muéstrales pertenecientes al evento A; esto es



p w  = 2  P = 2  •
t/u-ifl ► u. t A 1

EJEH*LO 23 Ocho amigos juegan boliche una vez a la semana. Este grupo está for
mado por 2 parejas de casados, 3 jóvenes y una joven. Antes del juego cada uno 

coloca I/.100. en una bolsa cuyo contenido ganará el que obtenga mayor puntuación 

Si las mujeres tienen la mitad de la habilidad que los varones poseen para el jue 
go. ¿Cuál es la probabilidad que un soltero gane?. ¿Cuál es la probabilidad que - 

gane una mujer?. ¿Cuál es la probabilidad que gane un hombre casado?.

SOLUCION El espacio muestral ft tiene 8 elementos, 5 hombres que tienen Igual habj
lidad en el juego y 3 mujeres que tienen la mitad de habilidad que los hombres. - 

Por lo tanto si p es la probabilidad de ganar de un hombre, entonces -i p es la ■ 
probabilidad de ganar de una mujer.

3
Luego, se debe tener que 5p + —  p - 1, de donde

13 2 13
(a) Sea A, el evento: “gane un hombre soltero"

El evento A tiene 3 elementos con igual habilidad, por lo tanto

P[A] = 3( — ) =
J 13 13

(b) Sea B, el evento: "gane una mujer"

El evento B tiene 3 elementos con igual habilidad, es decir

P[B] = 3( A  )
13 13

(c) Sea C, el evento: "gane un hombre casado"

El evento C tiene 2 elementos con igual habilidad. Luego,

2 4
P[C] = 21-=-) =

13 13

EJEtPLO 24 Un dado está cargado de tal modo que la probabilidad de obtener

1,2,3,4,5 ó 6 es proporcional a los números 1,2,3,4,5 y 6, respectivamente.. 

Si se lanza este dado, calcular la probabilidad del evento: "el resultado es 

un número par".

SOLUCION Como P[{k}] es proporcional a k, para todo

k = 1,2,3,4,5,6, se tiene que
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P[{k}] * rk, donde r es la constante de proporcionalidad 

Por lo tanto, se debe tener que

de donde

y 1 P[{k}] = r + 2r + 3r + 4r + 5r + 6r = 21r = 1

k-1

r ■ —  . Luego, P[{k}] ■ —  k 
21 21

Y si A, es el evento: "obtener un número par". Es decir A * {2,4,6}, tene

mos

P[A] = X  P[{k}] * £  i k  = 2 ( ± )  + A [ ± )  + y  i )  = £  - i
kCA kC A 21 21 21 21 21 7

NOTA Cuando los resultados elementales son igualmente posibles, se tiene

Pi = ?z =

PEA] =

• t pn *
n

n

donde n representa el número de resultados contenidos en el evento A.H

PROBLEMAS 15

1. Para cada una de las siguientes situaciones, indique ¿Cuál de los enfoques 
de probabilidad, sería más útil para determinar el valor de la probabili
dad.

(a) La probabilidad que se obtenga un "as" o un diez de "oro" en una -
sola extracción de una baraja de 52 cartas.

(b) La probabilidad que una persona escogida aleatoriamente de entre -

las que entran a una tienda comercial haga una compra en dicha tienda.

(c) La probabilidad que haya huelga de profesores en el próximo ciclo - 
académico.

(d) La probabilidad que un producto escogido aleatoriamente de una pro 
ducción grande sea defectuoso.

(e) La probabilidad que haya legislatura extraordinaria del congreso,

después de la próxima legislatura.

2. Para cada uno de los siguientes experimentos aleatorios defina un espacio 

muestral adecuado, decir si son o no sus elementos igualmente posibles y



Probabilidad e Inferencia Estadística \  Vm
decir, si, se puede aplicar la definición clásica de probabilidad.

(a) Contar el número de pasas en un panetón hecho con pasas y frutillas.

(b) Contar el número de ases al extraer cinco cartas al azar de una bara

ja ordinaria de 52 cartas.
(c) Se lanzan 2 monedas y contar el número de caras obtenidas.
(d) Contar el número de niños nacidos en un día en cierto hospital.

(e) Una moneda correcta es lanzada hasta que aparece el mismo resultado -

dos veces sucesivas, contar el número de lanzamientos.

3. En cada uno de los casos siguientes, especificar un espacio muestral apro

piado, asignar probabilidades a los sucesos (elementos de Si) para luego -
hallar las probabilidades requeridas:

(a) Hallar la probabilidad que una caja quede vacia al distribuir al - 

azar dos objetos distinguibles en dos cajas.

(b) Hallar la probabilidad de encontrar una familia sin niños (varones) -

entre las familias con tres hijos (ordenar empezando por el mayor).

(c) Calcular la probabilidad de obtener una figura, al extraer una carta 

aleatoriamente de una baraja de 52 cartas.

4. Clasifique los siguientes estimados de probabilidad por su tipo (clásica,

frecuencia relativa, o subjetiva)
(a) La probabilidad que un consumidor demande a una compañía distribuid 

dora de drogas es 0.005.
(b) La probabilidad de enviar por correo terrestre un despacho de Lima a 

Trujillo en 24 horas es 0.30.

(c) La probabilidad que las ventas en Diciembre sean mayores que en - 

Julio es 0.75.

(d) La probabilidad de sacar una orden de pedido de un grupo de 10 sin - 

mirar es 0.2.

5. El Instituto Nacional del Cáncer está planteando mandar por correo un - 

cuestionario sobre el cáncer del seno. De experiencias pasadas con estos 

cuestionarios, el instituto sabe que sólo un 12% de las personas que re
ciben los cuestionarios los responden. Sin embargo, también saben que el 

1% de los cuestionarios despachados tienen errores en la dirección y por 

lo tanto nunca serán puestos al correo, que un 3% se perderán o destrui

rán en la oficina de correos, que un 22% será remitido a personas que -
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han cambiado de residencia y que sólo un 52% de las personas que cambian 

de residencia dejan la nueva.
(a) ¿Los porcentajes dados en el problema representan estimados de proba

bilidad clásica, de frecuencia relativa o subjetiva?.
(b) ¿Cuál es la probabilidad que el instituto reciba la respuesta de - 

un cuestionario?.

6. Se extraen 3 cartas, aleatoriamente, de una baraja de 52 cartas, ¿Cuál es

la probabilidad que estas cartas sean; un tres, un siete y un as?

7. ¿Cuál es la probabilidad de obtener 2 caras y 2 sellos al lanzar una mo

neda cuatro veces?

8. ¿Cuál es la probabilidad que de 6 cartas tomadas de una baraja de 52, 3 - 
sean rojas y 3 negras?

9. Se extraen 3 cartas, aleatoriamente, de una baraja de 36 cartas. Determi

nar la probabilidad que la suma de los puntos de estas cartas sea 21. 

Si la sota se cuenta como 2 puntos, el caballo como 3 puntos, el rey como 
4 puntos, el as como 11 puntos y el resto como 6,7,8,9 y 10 puntos.

10. Una caja contiene nueve tikets numerados del 1 al 9. Se extraen 3 t i k e t s  

al azar de la caja uno a uno sin reposición. Determinar la probabilidad
que

(a) Sean alternativamente impar, par, impar ó par, impar, par.
(b) Los tres sean pares o impares.

11. Se colocan 6 bolas, aleatoriamente, en tres cajas inicialmente vacias. - 

¿Cuál es la probabilidad que la primera caja contenga exactamente 2 bo 
las?

12. Se lanzan 5 bolas en 4 cajas numeradas, de modo que cada bola tenga que - 
caer en una de las cajas y tales que, todas tengan la misma probabilidad 
de caer en cualesquiera de las cajas. Determinar la probabilidad que - 
en la primera caja caigan 2 bolas y 1 en la segunda.

13. Doce personas desean viajar en un tren que tiene 6 carretas. Cada pasaje

ro selecciona con igual probabilidad cada uno de las carretas. Determinar 
la probabilidad que:

(a) hayan dos pasajeros en cada carreta.

(b) hayan; una carreta sin pasajeros, una con un pasajero, dos con dos p£
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sajeros cada uno y los dos restantes con tres y cuatro pasajeros, reŝ  
pectivamente.

14. Se colocan, aleatoriamente, 8 libros en un estante. Entre ellos hay una - 

obra en cuatro tomos y otra en 3.

¿Cuál es la probabilidad que los tomos de cada obra esten juntos?.

15. De una baraja de 52 cartas se extraen, aleatoriamente, 5 cartas. ¿Cuál es 

la probabilidad que 3 sean de un mismo palo y los otros dos de palos - 

diferentes?

16. Un dado está cargado de tal forma que los números nares tienen la misma -
probabilidad de salir, los números impares tienen la misma probabilidad -

de salir, y cada número par tiene probabilidad doble de salir que la de -

un número impar. Determinar la probabilidad que:
(a) Salga un número par.

(b) Salga un número mayor que 4.

17. Se colocan en un estante 10 obras al azar, entre las cuales hay una en 4 

tomos, otra en 3 tomos y los restantes de un sólo tomo. ¿Cuál es la prob¡*

bilidad que los tomos de cada obra estén juntos?

18. Se extraen tres bolas de tres urnas que contienen cada una nueve bolas n£ 

meradas del 1 al 9. Se forma un número cuyas unidades, decenas y centenas 

se sacan respectivamente, de la Ira, 2da, y 3ra urna. ¿Cuál es la probabi^ 

lidad que el número así formado sea múltiplo de 18?

19. Un experimento aleatorio consiste en disponer los dígitos: 1,2,3,4,5,6,7, 

8; uno a continuación del otro. Calcular la probabilidad que:

(a) El 4 aparezca junto al 5 en ese orden; (b) El número formado sea par;

(c) El número formado sea mayor que 6 x 107 ;
(d) El número formado sea múltiplo de 4;

(e) El número formado sea múltiplo de 3.

20. ün experimento aleatorio consiste en disponer los dígitos: 1,2,3,4,5,ó,7, 

8,9; uno a continuación del otro. Calcular la probabilidad que:

(a) El 5 aparezca junto al 6 en ese orden Ib) El 5 aparezca junto al 6;

(c) El 5,6 y 7 aparezca juntos y en ese orden;

(d) El 5 aparezca antes que el 6; (e) El número formado sea impar;

(f) El número formado sea menor que 5 x 108;
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(g) El número formado sea múltiplo de 25;
(h) El número formado sea múltiplo de 6.

21. Se extraen seis cartas de una baraja ordinaria de 52 cartas, ¿Cuál es la 
probabilidad de:

(a) extraer una pareja (dos, cuatros por ejemplo) y cuatro que no forman - 
pareja?

(b) extraer dos parejas y dos que no forman pareja?

22. Se distribuye al azar 12 bolas diferentes entre tres cajas. ¿Cuál es la - 
probabilidad que la primera caja contenga 3 bolas?,

23. Se distribuye aleatoriamente n bolas diferentes entre N celdas. ¿Cuál es 

la probabilidad que una celda determinada contenqa r bolas?.

24. Dada n celdas en las oue se distribuye aleatoriamente n bolas, determinar 

la probabilidad que una celda quede vacía.

25. ¿Cuál es la probabilidad que una mano de cartas contenga 2 ó más ases?

26. Dado cinco segmentos de longitudes 1,395,7 y 9 unidades, hallar la proba

bilidad que tres segmentos seleccionados aleatoriamente de los cinco for
men un triángulo.

27. De una urna que contiene 12 bolas , de las cuales 8 son blancas y

4 negras, se extraé una muestra de tamaño 4 con reemplazo (sin reemplazo)

¿Cuál es la probabilidad que la muestra contenga exactamente tres bolas 
blancas?

28. Nueve pasajeros abordan un tren de tres carretas. Cada pasajero escoge -

aleatoriamente el carruaje para sentarse. ¿Cuál es la probabilidad que:

(a) haya tres personas en el primer carruaje?

(b) haya tres personas en cada carruaje?
(c) haya dos personas en un carro, tres en el otro, y cuatro en el carro

restante?

29. El evento C tiene el doble de posibilidad que el evento A; el evento B - 

tiene igual posibilidad que la suma de posibilidades de A y C. Los even
tos son mutuamente excluyentes y uno de ellos debe ocurrir. Hallar la pr£

habilidad de cada uno de los eventos.

30. Un grupo de personas está formado por 6 hombres y 8 mujeres. Se desea fo£
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mar una comisión integrada por cuatro delegados con igual representativi- 

dad; calcular.
(a) La probabilidad que la comisión sea mixta.
(b) La probabilidad que la comisión esté integrada por 3 hombres y una mu

jer.

31. Suponga que se ha cargado un dado de manera que la probabilidad que - 

ocurra un número determinado es proporcional al^mismo. Calcular la proba

bilidad que ocurra un número mayor que 4.

32. Suponga que se tiene un dado cargado de tal forma que la probabilidad del 
número que salga sea inversamente proporcional al mismo. Calcular la pro

babilidad de la ocurrencia (a) un número par (b) un numero mayor que 4.

33. Suponga que ocho jugadores que tienen la misma capacidad participan en - 

un torneo de eliminación sencilla (no se permiten los empates). ¿Cuál es 

la probabilidad de que cada uno sea el ganador del torneo?. ¿Cuál es la - 
probabilidad que el jugador 1 gane sus primeros dos fuegos y pierde la 

final?

34. En la sección de control de calidad de una compañía, se encontró 5 artícu 

los defectuosos, en una partida de 100 artículos tomados aleatoriamente -

de la producción de un día. Estime la probabilidad de producir un artícu

lo defectuoso.

35. Cierto tipo de motor eléctrico falla por obstrucción de los cojinetes, - 

por combustión del embobinado o por desgaste de las escobillas. Suponga - 

que la probabilidad de obstrucción es el doble de la de combustión, la - 

cual es cuatro veces más probable que la inutilización de las escobillas, 
¿Cuál es la probabilidad que la falla sea por cada uno de los tres me

canismos?

36. En una zona de parqueo hay 10 lugares en fila. Una persona deja estaciona^ 

do su carro en uno de estos lugares, que no es ninguno de los estremos. - 

Al regresar encuentra que hay 4 carros estacionados (incluyendo el suyo). 
Calcular la probabilidad que los dos lugares vecinos al que ocupa su - 

carro estén desocupados.

37. Cada uno de los coeficientes de la ecuación ax2 + bx + c = 0 se determi_ 

na por medio de una tirada de un dado prodinario. Calcular la probabili



dad que la ecuación tenga (a) raíces reales, (b) raíces racionales.

38. Una urna contiene 5 bolas blancas, 4 rojas y 3 negras. Otra contiene 5 - 
blancas, 6 rojas y 7 negras. Se elige una bola de cada urna. ¿Cuál es la 
probabilidad que todas sean del mismo color?

39. Ocho ejecutivos de una empresa llegan a su oficina diariamente en su auto 
móvil y lo aparcan en uno de los tres aparcamientos. Si estos son escogi

dos al azar, ¿cuál es la probabilidad que en un día determinado se ten 
ga 5 de los 8 automóviles en un aparcamiento, 2 en otro y 1 en otro?

40. Un fabricante de cereales desea cambiar el diseño de la caja de uno de sis
productos, por lo que se muestra individualmente a cada una de 6 personas 

la caja anterior y la nueva, y se le pide que indique su preferencia. Su

poniendo que cada uno de las personas no tenga verdadera preferencia por 
ninguna, ¿Cu61 es la probabilidad que por lo menos 5 de las 6 personas 

prefieran el nuevo diseño?

41. Supóngase que una persona está ubicada en el origen de un sistema de coor
denadas cartesianas en el plano. Lanza una moneda.En cada lanzamiento, si

obtiene cara avanza una unidad hacia arriba; si obtiene sello avanza una 
unidad hacia la derecha. Determine ud, la probabilidad que al cabo de 

4 lanzamientos se encuentre en el punto (2,2).

42. Jaimito tiene 8 bolas blancas y 2 negras, las alinea al azar. ¿Cual es la 
probabilidad que las 2 negras queden juntas? ¿Oe que las 2 negras ocu

pen posiciones de los extremos?

4* .  S e  ordenan aleatoriamente 4 personas en un círculo, ¿Cuál es la probabili^ 
dad que 2 personas dadas estén contiguas?

44. Cuatro objetos se distribuyen al azar entre seis recipientes. ¿Cuál es la 

probabilidad que

(a) todos los objetos esten en el mismo recipientes?
(b) no haya dos objetos en un mismo recipiente?

45. El gerente regional de mercadeo de ELECTRONIC CALCULATORS está tratando 
de estimar su proyección de venta para el próximo año. El ha limitado sus 

estimados a 200,000, 250,000, 300,000, 350,000 ó 400,000 calculadoras. - 

Más adelante estableció que estaba completamente indeciso entre la venta 
de 350,000 y 300,000 y que no podía decidir cuál era más probable. Sin em
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bargo, cree que unas ventas de 350,000 son dos veces más probables que -
400,000 y que unas ventas de 300,000 son cuatro veces más probables que 

200,000. Finalmente decidió que unas ventas de 250,000 son sólo un 50% - 

más probables que las de 350,000.
(a) ¿Cuál es la probabilidad de vender 300,000 ó 350,000 calculadoras?

(b) ¿Cuál es la probabilidad de vender más de 400,000 o menos de 200,000

calculadoras?

46. Durante un período específico, el 80 % de las acciones ordinarias de una 

industria que incluye sólo 10 compañías Kan aumentado en valor comercial. 
Si un inversionista escoge aleatoriamente tres de esas acciones. Determi
ne la probabilidad que

(a) Sólo una de las tres acciones aumente su cotización.
(b) Sólo dos acciones aumenten su cotización.

(c) Por lo menos dos acciones aumenten su cotización.

47. A es uno de los 6 caballos que van ha competir en una carrera, y lo va ha

montar uno de los Jockeys 3 ó C. Hay 2 a 1 de que B monte a A, en cuyo ce
so todos los caballos tienen iguales probabilidades de ganar; si C monta

a A su probabilidad de ganar se triplica. ¿Cuales son las apuestas en cxm 
tra de la victoria de A?

48. En una urna hay 2 bolas azules, una blanca y 3 rojas. Se van a extraer al

azar 2 bolas. Calcule ud. la probabilidad que las dos bolas sean rojas

o una blanca y la otra azul.

49 . Ocho personas compiten por un puesto público. Los cuatro primeros candida 
tos tienen la misma oportunidad de ganar, el quinto candidato tiene el do 

ble oportunidad que los candidatos anteriores y los trefe últimos tienen - 

el triple de oportunidad que el quinto candidato. ¿Cuál es la probabilidad
que gane el quinto candidato?

50. Un edificio consta de 7 pisos con 4 departementos por piso. Determínela - 
probabilidad que dos jefes de familia, elegidos al azar, pertenescan 
a departamentos que por lo menos estén separados por 2 pisos.

51. Se lanzan 9 bolas en tres cajas inicialmente vacías. Cada una de las bo

las tienen la misma probabilidad de caer en cualquiera de las cajas. De
terminar la probabilidad que:

(a) hayan tres bolas en cada caja.
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(b) hayan cuatro bolas en la primera caja, tres en la segunda, y dos en - 
la tercera.

52. Un muchacho parado en una esquina lanza una moneda. S1 cae cara, camina - 
una cuadra al Este; si cae sello, camina una cuadra al Oeste. En cada es

quina repite la operación. ¿Cuál es la probabilidad que después de 6 - 

lanzamientos esté:
(a) en el punto de partida? (b) a dos cuadras del punto de partida?
(c) a cuatro cuadras del punto de partida?

53. De una baraja de 52 cartas, se extraen aleatoriamente 3 cartas, ¿Cuál es 

la probabilidad que sean del mismo palo?

Independientemente de la forma como definimos probabilidad, esta cumple 

los axiomas siguientes, que son consecuencia inmediata de la definición (ver 

observaciones a la definición clásica y por frecuencia relativa)

te.3 Para cualquier número finito k de eventos mutuamente excluyentes en Q es

Una consecuencia inmediata de Ax.3 es, si A y 6 son dos eventos mutua

mente excluyentes en &, entonces

Como todo axioma, Ax. l,Ax.2 y Ax.3 no se demuestran,sin embargo el lector habrá 
notado que estos son acordes con la definición de probabilidad como hemos - 
hecho notar en las notas, después de cada definición.

En teoría más avanzada de probabilidad, en vez del tercer axioma se usa 

el siguiente

(A1 x3) Si A.j, A2» A3, ...

es una secuencia numerable de eventos mutuamente excluyentes definidos en ft, 

entonces

L6 AXIOMAS DE PROBABILIDAD Y PROPIEDADES

Ax.2

Ax. 1 0 4 P[A] 4 1, para cada evento A en (Q)

fía] = 1

PÍA U B] = P(A] + PtBl

p[AiUa2u ...] - pIAi]-*- pIA2]+   ó



Debido a que la definición de probabilidad cumple los axiomas Ax.1,

Ax.2 y Ax.3» se da una definición de probabilidad conocida como probabili
dad axiomática o abstracta.

DEFINICION 1.6.1 Sea O un espacio muestral asociado a un experimento e. La 

probabilidad P, es una función que asigna a cada evento A(Acf[íí)), un núme

ro P[ A], llamado la pfLobaiUÍÁ.dad dtt cvenío A» tal que cumple los axiomas : 
Ax. 1, Ax.2, Ax.3 -

NOTA En teoría mas avanzada de probabilidad, se considera una clase de sub

conjuntos de O, (no necesariamente todo $*(0)), que cumplen ciertos axiomas, 
llamados o-algebra

Los teoremas siguientes son consecuencia inmediata de los axiomas.

TEOREMA 1.6.1 Si <f> es el evento imposible, entonces P[<J>] = O' 
DEMOSTRACION Nóte que 0 = fl U 4>

TEOREMA 1.6.2 Para cada evento A, se cumple que

PCÁ] = 1 - P[A] ó P[Al = 1 - PÍA]

DEMOSTRACION Tenemos que fl * A U Á y A ÍT A = 4>, es decir los eventos 

A y Á son mutuamente excluyentes. Luego

fl y $ son mutuamente excluyentes, por lo tanto

PtQ] = P[a] + Pfol .
1 = -1 +P[4>]

por Ax.3 
por Ax.2

de donde P[$] * 0.

P[ft] = P P ]  + P[A] 

1 = PC A] + P W ]

por Ax.3 

por Ax.2

por lo tanto PÍfi ~ 1 - P[A] ó P[A] = 1 - PC A] .

TEOREMA 1.6.3 Si A y B son eventos tales que A c  B, entonces

PÍA] « P[B ]

DEMOSTRACION Nótese que B = A U (B fl 5) (ver figura 1.6,1)



Rufino Moya C. - Gregorio Sara Via A .

y A fl (B fl A) = <f>, es decir

los eventos A y B 0 Á son 
mutuamente excluyentes. Luego,

P[B] = P(A] + Pfe n A] por Ax.3

Desde que PÍB D A ] ^ 0, se tiene que

P[B] * P[A] Fig. 1.6.1

TEOREMA 1.6.4 Si A y B son dos eventos cualesquiera en O entonces

P[A U B ] = P [A] + P[B] - PÍA n B ]

DEMOSTRACION El evento A U  B puede representarse como la unión de los even 

tos A y A O B, mutuamente excluyentes {ver fig. 1.6.2)

A U B = A U (ÁflB)

Luego, P f A U B ]  = P[A] + P[Án B] por Ax.3 (1)
El evento B también puede escribirse como la unión de los eventos mutuamente 
excluyentes A (IB y A n B

B = (A n B) U (Á n B) y

P[B]s P[A n B] + P[Á n B] por Ax.3

ó P[Á n B] = P[8] - P[A fl B]

Sustituyendo este resultado en la - 

ecuación (1 ), obtenemos

PÍA U B] = P[A] + PfB] - P[A O B]

CONSECUENCIA Una consecuencia importante del teorema 4, es la siguiente

P ( A U B ] S< PfA] + PfB] , ya que P[ A fl B] 5. 0 

OBSERVACION En la demostración del teorema 4 se ha probado que

P[B] * PfAB] + P[AB] y P[B - A] = P[AB] = P[B ]- P[AB]

TEOREMA

p I a u b  u  c ]  = PIA] + P[B] + P[C] - p [ a h  B ] - p [ A n c ]  - p [ c n  b]

+ p[a n  b n  c ]
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DEMOSTRACION Podemos escribir A U B U C  * ( A U B ) U C  y aplicar el teo

rema 1.6.4, desde que A U B es un evento.

. , Ak es una colección de eventos cualesquieraTEOREMA 1.6.6 Si A 1# A2, . 

en Q, entonces

p I A  i u  a2u ... u  A k ]  =

k k k

X  F I A . ]  - 2 1  P[A. n  A. ] + 2 1  P[A. n  A. (1 A ]
¿<j=2 -i. ' ¿<j<r-3 * j

k + 1+ ... + ( - 1) p[AT n A?n.*. n A k ]

MOTA El lector puede probar por inducción.

EJEMPLO 1 La probabilidad que llueva en Huancayo el 12 de Octubre es 0.10

de que truene es 0.05 y que llueve y truene es 0.03. ¿Cuál es la probabi

lidad que llueve o truene ese día?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:
A : "llueva en Huancayo el 12 de Octubre"

B : "truene el 12 de Octubre" C : "llueva o truene ese día"

Entonces P[A] = 0.10 , P[B] = 0.05 y P[A fl B] = 0.03

El evento C se escribe C = A U B, y

P[C] = P[A U B] = P[A] + P[B] - P[A fl B] teorema 1.6.4

= 0.10 + 0.05 - 0.03 = 0.12.

EJEMPLO 2 La probabilidad que la señora hablantina reciba a lo más 5 lia

madas telefónicas en un día es 0.20; y por lo menos 9 llamadas en un día es

0.50. ¿Cuál es la probabilidad que la señora hablantina reciba 6,7 u 8 - 
llamadas en un día?

SOLUCION El espacio muestral ft es {0,1,2,3, ...} llamadas telefónicas en un 
día.

Sean los eventos:

A : "reciba a lo más 5 llamadas". Es decir A consta de 0,1,2,3,4,5 llamadas 

telefónicas en un día.
B : "Reciba por lo menos 9 llamadas". Es decir, B consta de 9,10,11,12, ...

11 amadas.
C : "reciba 6,7 u 8 llamadas". Es decir , C = (6,7,8).

Además P[A] = 0.20 , P[B] 0.50
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Los eventos A,B y C son mutuamente excluyentes y colectivamente exaustivos, 

entonces fl = A u  B U C , y

P[fl] = P[A U B U C]

1 = P[A] + P[Bl + P[C] ,

= 0.20 + 0.50 + P[C]

por Ax.3

De donde Ptc] * 0.30 .

EJEMPLO 3 Una caja contiene 100 tubos de televisión. La probabilidad que 

haya al menos un tubo defectuoso es 0.05 y de que haya al menos dos tubos de 
fectuosos es 0.01. ¿Cuál es la probabilidad que la caja contenga»

(a) ningún tubo defectuoso? (b) exactamente un tubo defectuoso?
(c) a lo más un tubo defectuoso?

SOLUCION El espacio muestral O es £0,1,2, ... ,100} tubos defectuosos.
Sean los eventos:

A : "haya al menos un tubo defectuoso ". Es decir,

A * {1,2, ... , 100}

B : "haya al menos dos tubos defectuosos". Es decir,

B = {2,3, ... , 100}

C : "ninguno de los tubos es defectuoso". Es decir

C - {0}

E : "exactamente 1 tubo defectuoso contiene la caja".

E - {1}

F : "hay a lo más un tubo defectuoso"

F = {0,1}

Ademas sabemos, P[A] = -0.05 P[B] 0 . 0 1

(a) Los eventos A y C son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivo
Es decir íl = A U  C. Por lo tanto,

P[C] = 1 - P[A] = 1 - 0.05 = 0.95 , por teorema 1.6.2
(b) El evento A se puede escribir así, A * E U B, además E y B son eventos

mutuamente excluyentes, entonces

p[E] = P[A] - P[B] = 0.05 - 0.01 = 0.04 .
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(c) El evento F = C U E, y además C y E son mutuamente excluyentes, en

tonces
P[F] = P[C] + P[E] = 0.95 + 0.04 = 0.99.

EJENM-O 4 Una cadena de supermercados opera con 250 tiendas en toda la na

ción. Estas tiendas están ubicadas en ciudades de diferentes - 

poblaciones como se indica en la tabla 2.2. Una tienda se selecciona aleato
riamente para hacer una encuesta sobre un producto nuevo importante. ¿Cuál - 

es la probabilidad que la tienda esté ubicada en una ciudad con población 
que excede a los 200,000 personas? ¿Cuál es la probabilidad que la tienda 
té ubicada en una ciudad con una población de 200,000 ó menos habitantes? - 

¿Cuál es la probabilidad que la tienda seleccionada aleatoriamente es una - 

tienda de clase A o está ubicada en una ciudad con una población sobre los -

350,000 habitantes?
Tabla 2.2 Tiendas prwpiedad de la  cadena de supeAmencadoé ubicación y clases 
de. tienda*.

Población de. la  dudad de la  
cual está ubicado la  tienda

Clases de 
Clase A

Tiendas 
Clase B

Númeao Total 
de Tiendas

debajo de 50,000 37 35 72
50,000 a 100,000 44 20 64
100,001 a 200,000 30 24 54
200,001 a 350,000 24 16 40

sobre los 350,000 15 5 20

Número Total de tiendas 150 100 250

SOLUCION Sean los siguientes sucesos:

W].: "la tienda está ubicada en una ciudad con población debajo de 50,000 -

habitantes".

u>2 - "la tienda está ubicada en una ciudad con población de 50,000 a 100,000".
ü>3 : “la tienda está ubicada en una ciudad con población de 100,001 a

200,000".

Wt, : "la tienda está ubicada en una ciudad con población de 200,001 a 

350,000".

uí5 : "la tienda está ubicada en una ciudad con población sobre los 350,000 

habitantes".

(a) Sea A, el evento: "la tienda está ubicada en una ciudad con una población

Probabilidad e Inferencia Estadística
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que excede a los 200,000", entonces

A - {íi)4 , u>5) y

P[A] = P [ W ]  + P[{u5}] - + i9
250 250

60
250

_6_
25

(b) Sea B, el evento: "la tienda está ubicada en una ciudad con una población 
de 200,000 o menos", entonces

p Cb ]  = P [  { o ii}  ]  +  P [{ü)2 } ]  + P [{íü3} ]  =

B = {toi, oí2. ti)3} y
72 ( 64 | 54 190 = 19
250 250 250 " 250 ~ 25

(c) Sea C, el evento: "la tienda es de clase A", entonces

P C ] *
_ 150 . 15

250 25

Sea D, el evento: "la tienda está ubicada en una ciudad con población por ejn 

cima de los 350,000 habitantes". Entonces

P[D] = 20
250 25

Se pide calcular

P[C o 0] = P[C U D ]  s p p ]  + p[p]- P[C n D]

pués C y D no son mutuamente excluyentes. Y

por lo tanto 15 155
250 250 250 250

p[cn o] =

31
50

15
250

EJEMPLO 5 De un grupo de personas, el 30% práctica fútbol y el 40% juega 
ajedrez. De los futbolistas el 50% juega ejedrez. Si se elige aleatoriamen

te una persona. ¿Cuál es la probabilidad que
(a) juega fútbol o ajedrez?

(b) practica sólo uno de estos deportes?

(c) no practique ni fútbol ni ajedrez?

SOLUCION (a) definimos los eventos:
A: "la persona elegida es futbolista".
B: "la persona elegida juega ajedrez".

La probabilidad pedida es la de A U B. Antes recordemos una observación 

respecto a la probabilidad y porcentaje; que están relacionados por una fac-
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tor 100; es decir, por, ejemplo el hecho de que el 30% de las personas pra£ 

tican fútbol, entonces al elegir una persona de este grupo, la probabilidad 

de que sea futbolista es 0.3, además como el 50% de los futbolistas, o sea 
el 15% del total juega fútbol y ajedrez, tenemos

P[AU B ] = P [A] + Pfe] - P tA fl B ] = 0.3 + 0.4 - 0.15= 0.55
(b) Sea C, el evento: "la persona elegida practica sólo uno de estos depor-

E1 evento C se pu.de escribir así,

C = (A fl B) U (B n Á)

Los eventos A fl B y B D A son mutuamente excluyentes, entonces 

P[C] = P[A O ¿] + P[B O A] por Ax.3 |--------------------

= 0.15 + 0.25 = 0.40.

EJOPLO 6 Sean A y B dos eventos que no son mutuamente excluyentes tal que

P[A] = 0.20 , P[B] = 0 . 3 0  y P[A fl B] = 0.10 .

Calcular: (a) P[Á fl B] ; (b) P[Á B] ; (c) P[BA] ; (d) P[A U B]

SOLUCION

Nótese que C = A A B

(c) Sea D, el evento: "la persona 

elegida no practica ni fútbol ni ajedrez".
El evento D se escribe D = A U B. 

Luego
F1g. 1.6.3

= 1 - P [A U B]

= 1 - 0.55 = 0.45

teorema 1.6.2

(a) P[Á fl B] = P[A U B ]

= 1 - P t A U B ]

ley de De Morgan 

teorema 1.6.2

1 - [ P[A] + P fe] - P[A n  B]] teorema 1.6.4

1 - 0.20 + 0.30 - 0.10 = 0.60.

(b) P[A B] = P[B] - P[AB ] Consecuencia de teorema 1.6.4



(c) P[AB] = P[A] - P[AB] Consecuencia del teorema 1.6.4

=  0 . 2 0  -  0 . 1 0  =  0 . 1 0  .

(d) PlA U B] = PCÁ ] + P[b] - PlAB] teorema 1.6.4

= 0.80 + 0.30 - 0.20 = 0.90 .

EJEMPLO 7 De una urna que contiene 3 bolas blancas, 4 bolas rojas y 3 bolas

verdes, se extraen al azar 2 bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que ninguna

sea verde o sean de distinto color?

SOLUCION El experimento aleatorio es "extraer dos bolas al azar"

El número de elementos del espacio muestral es Cf0 s 45 
Definimos los siguientes eventos:

A: "de las 2 bolas extraídas ninguna sea verde o sean de distinto color".
B: "ninguna sea verde". C: "sean de distinto color".

El evento A se escribe A = B U C , y BflC Luego

PIA] = p[b] + P[C] - p[b n  c ]

Cálculo de P[B] .

N(B) = C? = 21

« » ]  - §  ■ ¿  . u )

Cálculo de P[C] El evento C se puede escribir así C = Cj U C2 U C3, donde:

C\: "una es blanca y la otra roja". C2: "una es blanca y la otra verde".

C3: "una es roja y la otra verde".

Ci, C2» C 3 son mutuamente excluyentes dos a dos, entonces

P[C] = P[Cj + P[C2] + P[C3]

N(Ci) = 3 x 4  = 12, luego P [C: ] = -^ = -i- ;
45 15

N (C2 ) = 3 x 3  = 9 .  luego P[C2] = ;
45 15

N(c3 ) = 4 x 3 = 1 2 ,  luego PCCj] = ■
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Por lo Unto,

PCC] =
15 15

_4_
15

n
15

( 2 )

Calculemos ahora P[B O C]

Obseve que B fl C = Clf luego P [ £ n C ] = P [ C i ]  =

Finalmente, de (1) , (2) y (3) se tiene

15
(3)

PtA] = P[B] + P[C] - P[B n C]

L  + Al
15 15

JL
15

14
15

Otra forma de resolver el problema anterior

B U C , entonces A =* B U C  = B C ,  es decir 

A : "alguna sea verde y sean de igual color"

N(Á) * 

PÍA] =

C?

45
X
15

Por lo Unto ,

PtA] = 1 - PÍA ]= 1 - x
15

14
15

EJEMPLO 8 Se tiene en una caja 5 tikets de 100 intis cada uno, 3 tikets de 

300 intis cada uno, y 2 tikets que valen 500 intis cada uno. Se escoge alea

toriamente 3 tikets. Determinar la probabilidad que:

(a) Al menos dos de ellas tenga el mismo precio.

(b) La suma de los precios de los tres tikets sea de 700 intis.

SOLUCION El experimento aleatorio es, escoger 3 tikets de los 10 que se tie 

ne en la caja; entonces al espacio muestral Ci0 elementos.

Sean los iguientes eventos:

A: "al menos dos de los tikets escogidos tengan el mismo precio".

B: "la suma de los precios de los tres tikets sea de 700 intis

(a) Calcularemos primero la probabilidad del evento A , donde 

A : "tengan precio diferentes".

entonces, el número de elementos de A , es C^ c£ . Luego,
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P[ÁJ =

P[A] = 1
C\ C¡

y 0.75 .

(b) Sea los siguientes eventos:
Bi : "un tikets de 500 intis y 2 de 100 intis".
B2 : "2 tikets de 300 intis y 1 de 100 intis".

Entonces, el evento B se escribe B = Bj U B2, donde B x y B2 son mutuamen 
te excluyentes; por lo tanto,

EJEMPLO 9 En una encuesta pública se determina que la probabilidad que - 

una persona consuma el producto A es 0.50, que consuma el producto B es 0.37 
que consuma el producto C es 0.30, que consuma A y B es 0.12, que consuma so 

lamente A y C es 0.08, que consuma solamente B y C es 0.05 y que consuma so- 

lemente C es 0.15. Calcular la probabilidad que una persona consuma:
(a) A ó B pero no C.
(b) Solamente A.

SOLUCION Los datos del problema son los siguientes:

P[B] = PCBJ + P[B2] .

El evento B* ocurre de C§ formas; luego ,

Cío

El evento B2 ocurre de C 2 C 5 formas, luego

Finalmente,

+
C 3 C 5 c2 c| + C| C 5

r  3
b io

24
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P[A] = 0.50; P[B] = 0.37; P[C] = 0.30; P[AB] = 0.12

El evento solamente A y C, se escribe ACB ;

luego P[ACB] = 0.08 .

El evento solamente B y C, se escribe A BC ;

luego P[A BC] = 0.05 .

Y el evento solamente C, se escribe A B C ;

luego P[A B C l =  0.15 .

(a) Se pide calcular la probabilidad del evento (A U B)C . 

Observe que

p[(AU B )C ] - 1 - P[Á B U C ]  .

Por otro lado,
P[Á B U C] * P[Á B ] + P[C] - P[Á B C] .

( 1)

( 2 )

Cálculo de P[AB]

P[Á B] = P[A U B] = 1 - P[A U B] (3)

pero, P t A U B ]  = P[A]+ P[B] - P[AB]

= 0.50 + 0.37 - 0.12 

= 0.75 .

Reemplazando este valor en (3), obtenemos

P[Á B] = 1 - 0.75 = 0.25

Reemplazando este último valor en (2), obtenemos

P[A B U C] = 0.25 + 0.30 - 0.15 = 0.40

Finalmente reemplazando este valor en (1) obtenemos la probabilidad pedi_ 

da
P[(A U B)C] = 1 - 0.40 = 0.60

(b) El evento solamente A, se escribe A B C .  Note que el evento A puede eŝ  

cribirse
A = AB U ACB ü AB C, mutuamente excluyentes. Luego,

P[A] = P[AB] + P[ACB] + P [AB C] ,

de donde
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P[AB C ] =  PIA] - P[AB] - PtACB]

* 0.50 - 0.12 - 0.08 

= 0.30 .

NOTA Una forma práctica de resolver este problema es llevando los datos a - 

un diagrama de Venn, como se ob

serva en la fig. 1.5.4. Además,- 
observe que las probabilidades - 

indicadas en el diagrama corres 
ponden a eventos mutuamente ex

cluyentes. Luego,

(a) P[(A U B)C] = 0.30 + 0.10 +

+ 0.20 = 0.60

(b) P[AB C ] = 0.3. Fig. 1.6.4

EJEMPLO 10 El cuadro siguiente contiene la clasificación de 321 obreros de 

un sindicato respecto a dos características:

1. El número de años de pertenencia de cada uno al sindicato ;

2. Su respuesta a la pregunta: "Desea ud. ir a la huelga para obtener un au

mento de salarios".

Respuesta a 

la prequnta

Número de años en el sindicato Total

menos de 1 de 1 a 3 de 4 a 10 más de 10

Si 27 54 137 28 246
No 14 18 34 3 69

No sé 3 2 1 0 6

Total 44 74 172 31 321s'\^

Sean los eventos :

S : "obreros que contestaron si".
N : "obreros que contestaron no".

A : " obreros que pertenecen al sindicato menos de 1 año". 

B : "obreros con 1 a 3 anos en el sindicato".

C : "obreros con 4 a 10 años en el sindicato*.
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(a) Encuentre la probabilidad de cada uno de los siguientes eventos*

S fl B; S U B, S U N  fl  A; N f T c  .

(b) Evalué la probabilidad de los siguientes eventos:

i) "Obreros que contestaron si y pertenecen por lo menos cuatro años al - 
sindicato".

ii) "Obreros que contestaron si o no sé, y tienen más de 10 años en la em>
IIpresa •

SOLUCION El espacio muestral tiene 321 elementos.

(a) 1) El número de casos favorables al evento S 0 B se obtiene de la tabla y
es el número que aparece en la intersección de la fila que contestaron 

si, con la columna de obreros con 1 a 3 años en el sindicato. Este nú-
l

mero es 54, luego,
_ 18p[s n b] = -5±. *

321

ii) P[S U B] = P[S] + P[B] - P[S n B]
107

Teorema 1.6.4

= 2 4 6 + _74___54_ . 266
321 321 ’ 321 ~ 321

íii) p U T T ñ  n  a] = p [ ?  n  n n  a] =
321

iv) P[N fl C ] = 1 - P[N n C] * 1 - —  » —
321 321

(b) Definimos los siguientes eventos:

D: "obreros con más de 10 años en el sindicato".

E: "obreros que contestaron no sé".

i) Sea F: "obreros que contestaron si y pertenecen por lo menos cuatro 
años al sindicato".

Entonces F * S n (C U D) = SC U SD);

los eventos SC y SD son mutuamente excluyentes, luego

P[F] = P[SC] + P[SD] = —  + —
321 321

165
321

ii) Sea G: "Obreros que contestaron si o no sé y tienen más de 10 años en el 

sindicato".
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Entonces G = ( S U E) fl D) * SD U ED,
los eventos SD y ED son mutuamente excluyentes, luego

28 0P[¿1 = PtSD] + P[ED] =
321 321

28
321

EJEMPLO 11 Una compañía que concierta citas por computadoras tiene en sus - 

archivos los nombres y direcciones de 200 chicas. De estas 200, un total de 
35 miden 1.65 mts. o menos de estatura; 60 son rubias; 12 de las rubias mi
den 1.65 mts. o menos. Pedro Carrillo envía su solicitud por correo, ¿Cuál - 
es la probabilidad que

(a) reciba el nombre de una rubia?

(b) reciba el nombre de una chica rubia y estatura mayor de 1.65 mts?

(c) reciba el nombre de una rubia o estatura menor de 1.65 mts?

(d) reciba el nombre de una que no es rubia o estatura menor de 1.65 mts?

SOLUCION Construimos una tabla de dos entradas con los datos del problema.
\

^v^statura
Color^v.
del cabellas

1.65 mts 
o menos

más de 
1.65 mts.

Total

Rubia 12 48 60

no es Rubia 23 117 140

Total 35 165 200

Definimos los eventos:
R: "Recibe el nombre de una

rubia'.'.

E: "Estatura 1.65 mts o me 

nos"

(a) P[R] = 60
200

_3_
10

ib) PCRÉ] = 48
200

(c) P[R U E] = P[R] + P[E] - P[RE]

s 60 + 
200

35
200

12
200

83
200

(d) P[R U E ]  = P[R] +
140 + 
200

P[E] -

35
200

P[R E]
23
200

152
200

PROBLEMAS 1.6

1. Sean A y B dos eventos en O tales que P[A] = 0.2, P[§] = 0.4 y 

P[ Á B] ■ 0.3, Calcular
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s

(a) P[A U B] ; (b) P[AB] ; (c) P[AB] ; (d) P[A B]; (e) P[Á UB]

2. Dado P[A] = 0.5 y P[A U B ] =  0.6 . Determinar P[B], si A y  B son 

mutuamente excluyentes.

3. Si P[A] = 0.4 , P[B] = 0.5 , PtC] = 0.7 , P[AB] = 0.2 ,

P[AC] = 0.2 , P[BC] = 0.4 y P[ABC]= 0.1 . Hall ar

(a) P[A u  B u  C ] (b) P[A U B U C]

4. Si P[A] = 0.4 , P[B] = 0.5 y P[AB] = 0.3 . Hallar

P[A U B] P[AB] , P[ A B ] .

5. Si P[A] = 0.2, P[A B ] = 0.4 , P [ Á C ] =  0.2, P[Á BC] =, 0.1

y P [0C] = 0.1 . Hallar :

(a) P [ Á B C ]  ; (b) P l A U B U C ]

6. Si los eventos Ay , / = 1,2,3 son tales que Aje: A2c  A3 y

P[Ax3 = 1/4 ; P[A2] - 5/12 y PtA3] '= 7/12 . Determinar la pro

babilidad de los siguientes eventos

a i n A2 j A] n A j j a 2 n a 3 ; A] n a 2 n Áj y A j n A 2 n A 3.

7. Si P[A] = -7 Y " i" » ¿S°n los eventos A y B mutuamente ex-
4 5

cluyentes? justifique su respuesta

8. ¿Si P[A ] = 1/3 y P[B] = 1/4, entonces A y  B son mutuamente exclu

yentes?. Justifique su respuesta.

9. ¿Si P[A] = P[B] , entonces A = B? Justifique su respuesta.

10. ¿Cuáles de los siguientes representan tres eventos que son (1) colectiva

mente exhaustivos, (2) pares mutuamente excluyentes:

(a) P[A] = 0.6 , P[B] = 0.2 , P[C] = 0 . 1  y P[AB] = 0

(b) P[A] = 0.1 , P[B] = 0.4 , PtC] = 0.5 , PtA U B] = P[C],

P[A U C] = 0.6 P[BC] = 0

(c) PtA] = PtB] = 0.2 , PtC] = 0.6 , PtAB] = 0
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PÍA l> C] = rfc ü C ]= 0.8

(4 ) P[A] = PCBj = PEE] = 0.35 PlAB] = PlAC] * o

11. Demostrar que para cualquier par de eventos A y B en un espacio muestral 

se tiene que

P(AB U B¿] = P[A] + Pfe]- 2P[AB] (1)

donde el evento AB U BA es el evento que ocurre exactamente uno de - 
los eventos A y B. Compare (1) con la fórmula del teorema 1.6.4, de la 

cual podría decirse que es la fórmula de la probabilidad que ocurra - 
por lo menos uno de los eventos.

12. Dado que P[A] - 
Hallar

0.7, P (¡B ] = 0.5, P[AB] = 0.3 y P t A B C ] « 0 . 1

(a) P[A U Á B ] ; (b) P f Á U B C ]  ; (c) P[AB U A U  Á B ] .

13. Si Pfe] = 0.1 , 
Hallar :

(a) P[B ÁC]

P[C] = 0.2, PCB c3 = 0.1 y P[AB C]

(b) PÍA B C U BC ] .

0.1

14. Si P[A] = 0.5, P [ A U Í T ]  = 0.8. Determinar l C X ( B UC ) ] .

15. Sean A,B, y C tres eventos en un esDacie muestral. Exprese en términos 

de P(A] , Pfe] , P[C] , P[AB] , PtAC] , PlABC] , para
k = 0,1,2,3 la probabilidad que :

(a) ocurran exactamente k de los .eventos A,B,C;
(b) ocurran por lo menos k de los eventos A,B,C;
(c) ocurran cuando menos k de los eventos A,B,C.

16. A y B son dos eventos de un mismo espacio muestral. Lasprobabilidades - 
PIA] , P[B] , y P[AB] se dan. Encuéntrese una expresión en términos 

de estas probabilidades para las probabilidades de los siguientes eventos

(a) A U B

(e) A U B

(b) Á B

(f) AB
(c) A U B

(g) Á (A u B)

(d) A B

(h) A U A B

17. Se elige al azar un número entre los 200 primeros números enteros posi 

tivos. ¿Cual es la probabilidad que el número elegido, sea divisible 
por 6 ó por 8?

18. Jaimito se presenta a dos universidades A y B. El estima la probabilidad
que sea admitido en la universidad A en 0.8; a la universidad B en
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0.75, en al menos una de ellas en 0.95. ¿Cuál es la probabilidad que - 
ingrese a arabas universidades.

19. Por cada 10,000 automóviles asegurados se roban 8,000 al año, se descomp£ 

nen 2,500, y 6,300 de los autos robados resultan averiados. ¿Cuál es la 

probabilidad que un automóvil nuevo asegurado se pierda en el primer - 
año? ¿Cuál es la probabilidad que lo roban o lo averien?

20. Un joyero produce 50,000 dijes en forma de corazón con motivos del "día - 

de la madre". Oe los 50,000 dijes, 720 no están bien moldeados; 397 pre

sentar rayaduras; 534 no tienen broche; 180 están rayadas y tienen defec
tos de moldura y 70 además de rayadas carecen de broche. ¿Cuál es la pro 

habilidad de extraer un dije defectuoso de la caja en que están deposita

dos todos?

21. Una caja contiene diez estampillas de 20 centavos, cinco estampillas de - 

15 centavos, y dos estampillas de 10 centavos. Se extrae aleatoriamente 6 
estampillas; ¿Cuál es la probabilidad que su suma no exceda a 100 centa

vos?

22. En una urna hay 2 bolas azules, 1 blanca y 3 rojas. Se van a extraer al - 

azar 2 bolas. Calcule ud. la probabilidad que las dos bolas sean rojas 

o una blanca y la otra azul.

23. Un dado tiene 3 caras negras numeradas con 1,2,3; y las otras caras son - 

blancas numeradas con: 4,5,6. Si se lanza este dado, ¿Cuál es la probabi

lidad de que aparezca un número par o una cara blanca?.

24. En una ciudad se publican tres revistas: A,B,C. Realizada una encuesta, 

se estima que de la población adulta: el 20% lee A, 30% lee B, 25%- 

lee C; 10% lee A y B, 8% lee A y C y 12% lee B y C; además el 3% lee 

las tres revistas. Se elige aleatoriamente una persona adulta, calcular - 

la probabilidad que lea al menos una de estas revistas.

25. Un banco tiene 50 cuentas de crédito, 8 de las cuales están atrazadas en 

sus pagos. Si se selecciona al azar 5 cuentas de las 50, ¿Cuál es la pro

babilidad que por lo menos una cuenta délas cuentas escogidas corres
ponda a un cliente atrasado en.sus pagos?

26. Se extrae una carta de una baraja de 52 cartas. Se gana I/. 10.00, si el 

resultado es par o divivible por 3. ¿Cuál es la probabilidad de ganar?
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27. Un vendedor está tratando de vender artefacto a tres clientes. Sea A, B,

C los eventos de hacer una venta al primero, segundo y tercer cliente - 
respectivamente. La probabilidad que el primer cliente o el segundo, - 

pero no el tercero comprarían es 0.65. La probabilidad que el primero 

y el segundo cliente comprarían es 0.20. La probabilidadde que haga prime
ra venta pero no la tercera es 0.25, la probabilidad que ni el primer, 

ni el segundo cliente comprarían es 0.25. La probabilidad que el segun^ 

do no compra pero el tercero si es 0.30. ¿Cuál es la probabilidad que 

sólo uno de los dos primeros, compran pero no el tercero?.

28. En una urna existen 3 bolas rojas; 6 blancas; 4 verdes y 2 negras. Deter

mine ud. la probabilidad que al elegir 3 bolas al azar:

(a) Ellas no resultan del mismo color.

(b) Ellas resultan de colores diferentes.

29. En cierta ciudad, la probabilidad que una familia tenga televisor es -

0.85, un refrigerador es 0.60 y que tengan ambos es 0.50. ¿Cuál es la 
probabilidad que una familia tenga al menos uno de estos artefactos?.

30. Una compañía comercial tiene 130 sucursales localizadas en las tres regio

nes del país y se dedican a la venta de diversos artículos tal como apar£

ce en el cuadro.

Regiones Carros Repuestos Art. eléctricos Total

Costa 50 20 30 100

Sierra 10 5 10 25

Sel va 1 0 4 5

Total 61 25 44 130

i selecciona, al azar, una sucursal para colocar en el mercado un nuevo

producto que pueda ser vendido por cualquiera de las sucursales. Determine 

la probabilidad que:

(a) la sucursal seleccionada no esté localizada en la selva o venda re

puestos.
(b) no venda carros o artefactos eléctricos y esté localizada en la costa 

o en la selva.

31. De una baraja de 52 cartas, se extrae al azar una de ellas. Determinar la
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probabilidad que:
(a) Sea figura o copa-, U>) Sea figura; pero no espada.

32. En una ciudad se publican tres revistas: A» B y C. El 30% de la población 

lee A, el 20% lee B, el 15% lee C, el 12 % lee A y B, el 9 % A y C, el
6% B y C, y el 3% leen A, B y C. Determinar el porcentaje de personas -

que:
(a) leen al menos uno de las tres revistas. (b) lee solamente A.
(c) leen B o C; pero no A. (d) leen A o no lee B ni C.

33. El gerente de una planta química situada en el puerto del callao sabe que

en un pleito que se le avecina en la corte, la compañía puede ser culpa
ble de contaminar el mar. Mas aún, el sabe que si la encuentran culpable, 

la compañía tendrá que instalar un sistema de purificación del agua, pa-
i

gar una multa, o ambos. Hasta ahora, solo un 10% de las compañías en ca
sos similares han tenido que pagar la multa e instalar un sistema de puri_ 

ficación. Adicionalmente, cuando la decisión de la corte no obliga a las 
dos penas, una compañía ha tenido tres veces más la probabilidad de ser - 

multada que de ser requerida para instalar el sistema de purificación. Si 

el 28% de las compañías han sido culpables.¿Cuál es la probabilidad de - 

que esta compañía sea requerida para instalar un sistema de purificación?

34. Los 500 clientes de crédito de créditos S.A., están categorizados según - 

el número de años que han tenido cuenta de crédito con Créditos S.A. , y 

por su promedio de saldo de crédito. De estos clientes, 210 han tenido - 

saldos menores a I/. 1000; otros 260 han tenido cuenta de Crédito cuando 

menos cinco años, y 80 han tenido saldos mayores de I/. 1000 y cuenta de 
crédito por menos de cinco años. Si se selecciona al azar un cliente,

¿cuál es la probabilidad que tenga

(a) un saldo de crédito mayor a I/. 1000 ?

(b) un saldo de crédito menor a 1/. 1000 o haya tenido cuenta de crédito 

por lo menos cinco años?

(c) un saldo de crédito menor a I/. 1000 y haya tenido cuenta de crédito 

por lo menos cinco años?
35. De los 250 empleados de una compañía, 130 fuman cigarrillos. Hay 150 hom

bres que trabajan en esta compañía, de los cuales 85 fuman cigarrillos . 

¿Cuál es la probabilidad que un empleado seleccionado al azar,
(a) no fume cigarrillos? (b) sea mujer y fume cigarrilos?

(c) sea hombre o fume cigarrillos?



L7 PROBABILIDAD CONDICIONAL, REGLA DE MULTIPLICACION
La definición de probabilidad» en sus diversas formas discutidas en las 

secciones anteriores» relaciona todo el espacio muestral fl y hemos utiliza

do el símbolo P[A] para denotar la probabilidad de estos eventos; podríamos 

haber usado el símbolo P[A|fl], que se lee: "la probabilidad del evento A da 

do que ha ocurrido Q". Frecuentemente estaremos interesados en obtener la - 
probabilidad de un evento» donde dieho evento está candicÁoftado a la ocurren 
cía de un subconjunto del espacio muestral. Es decir, se da que el evento B

ha ocurrido, y se quiere saber la probabilidad que ocurra el evento A. -
Evidentemente, la probabilidad de un evento A es diferente cuando tenemos la

información que ha ocurrido ya un subconjunto B de fl.

F1g. 1.7.1 Fig. 1.7.2

Se dice que ya ha ocurrido B, entonces, se tiene que el espacio muestral fl - 

se ha restriñido al subconjunto B. Pués se sabe que no ha ocurrido todo su

ceso u que pertenece a § . Por lo tanto, sería razonable definir la pftobahí 
Lidad éU. tvtn lo A dado que ha. ocu/uUdo B, denotado por P[A|B], tal como sij 

giere la figura 1.7.2 (parte sombreada), igual a la razón del área A fl B al 

área B visualizados como probabilidades

P[A | B] = Pt-A n B-1 , si P[B] > 0
P[B]

Así» P[A | fl] se puede escribir ahora,

p[a | a ] = p|:a n = p[a]
p[fj]

Daremos algunas ilustraciones para aclarar mejor esta idea intuitiva. Consi
deremos el "lanzamiento de un dado y observar el número que resulta en la ca 
ra superior". El espacio muestral es fl = {1,2,3,4,5,6}, sea los siguientes 

eventos:
A: “Se observa un número impar’*. B: “Se observa un número mayor que 3“.
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Desde que A = {1,3,5} , B = {4,5,6} se tiene Afl B = {5}

entonces, PÍA D B ] =  ^ y ptsl = ~ . Por lo tanto, la probabilidado b

de que el evento A ocurra, dado que el evento B ha ocurrido es

P[A | B] = 1 / 6 = l 
3 / 6 " 3

Note que N(A fl B) = 1

y N(B) = 3 , entonces

P[A | B] = N i M L B l  , 1 . 
' N (B ) 3

consideremos ahora el lanzamien 

to de un par de dados. Y supo

niendo que se nos informa haber obtenido suma mayor que 6. ¿Cuál es la pro
babilidad de obtener suma 7?

Obsérvese que la información proporcionada descarta, por ejemplo, la oou 
rrencia del par (2,3) y descarta la ocurrencia de todos los sucesos fuera del 

"trapecio" de la figura 1.7.4. Entonces si, A, es el evento: "obtener suma 

7" y B : "se obtubo suma mayor que 6". Se tiene N(A 0 B) = 6 y

N(B) = 21 . Luego,

P [ A | B ] =  " T i

F1g. 1.7.4

o aplicando nuestra definición intuitiva, tenemos

P[A | B] = - P t A A B ]  . W J 6
P[B] 21/36

_6_
21

Formalizaremos ahora la definición de probabilidad condicional.
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DEFINICION 1.7.1 Sea un evento B con P[B] > 0, la probabilidad condlcÁjonat 
de que ocurra el evento A, dado que ha ocurrido B, denotado P[A | B ]  se defî  

ne como sigue

espacio muestral reducido, B; pués a partir de la información sabemos con , - 

probabilidad 1 que el evento B ya ocurrió. En la práctica podemos resolver - 
el problema usando la definición, esto es calculado P [A fl B ] y  P[B] con - 

respecto al espacio muestral original o considerando la probabilidad del

evento A con respecto al espacio muestral reducido B (como indica la nota 2
y los ejemplos que hemos dado).

La definición de probabilidad condicional P[ . | .] dado como resultado 
de la noción intuitiva presentada en la discusión de la definición, es una -

probabilidad definida en un espacio muestral reducido y es de esperar que -
puedan establecerse los axiomas y resultados establecidos para P[.] . Es -

decir, si B es un evento tal que P[B] > 0, P[. |B] satisface los tres - 

axiomas

(A. fl A. = 4> V- j ) .
* J

En general, para una secuencia numerable de eventos A lf A2, ... mutua

mente excluyentes, se tiene

NOTA 1 P[A | B] no está definida, si P[B] = 0

NOTA 2 Como hemos visto intuitivamente en los dos ejemplos dados.

P[A I B] = P[Af1 B] N(A n  B)/n . N(A n  B)
P[B] N(B)/n N(B)

Es decir, la probabilidad condicional es una probabilidad calculada en un

Ax1.

Ax2.Ax2. p[n I B] = 1

Ax3. P[Aj U A2U ... U A n | B] = P[Aj | B] + P[A2 | B] + ... + P[An | B]

n n
*
O P[ M  Ay I 8 ]

A.¿«1
B]

para una secuencia de n eventos A 1# A2, ... , A^, mutuamente excluyentes
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p [ U  A¿ iB ] -X=1
S p [A
¿=1 X B]

De los axiomas Ax1, Ax2, Ax3 de la probabilidad condicional, se demuestra 

que los teoremas dados en 1.6 siguen siendo válidos para la probabilidad - 
condicional. Es decir, si B es un evento tal que P[B] >0, P[. | B] tiene 

las siguientes propiedades:

P[<J> I B ] = OTEOREMA 1.7.1

TEOREMA 1.7.2 P[Á ] B ] = 1 - P[A | B] o P[A | B] = 1 - P[Á | B]

TEOREMA 1.7.3 Si A c C  entonces P[A | B] < P[C | B ]

TEOREMA 1.7.4 P [A U C | B ] = P[A | B] + P[C | B] - P[A fl C | B]

EJEMPLO 1 En Lima, Perú la probabilidad que llueva el día primero de Ju 

lio es 0.50 y la probabilidad que llueva los dos primeros dias de Julio 
es 0.40. Dado que llovió el día primero, ¿cuál es la probabilidad que - 

llueva el día siguiente?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos

A: "llovió el primer día de Julio" B: "llueve el segundo día de Julio" 
Entonces P[A] = 0.50 y P[A fl B] = 0.40.

Usando la definición de probabilidad condicional se tiene

P[B | A ] = B J =
P[A]

0.40
0.50

= 0.80.

EJEMPLO 2 En el ejemplo 11 de 1.6 suponga que él llama a la chica y con

cierta una cita. Convienen en encontrarse en el café AMARGO. Cuando llega, 
ella esta sentada en la barra y ve que tiene el pelo rubio. ¿Cuál es la pro 

habilidad que su estatura sea mayor que 1.65 mts.? ¿Cuál deque sea me
nor que 1.65 mts?

SOLUCION Por la definición de probabilidad condicional se tiene

p[£ | R] = ?[E R] _ 48/ 200

por el teorema 1.7.2

P[R]

se obtiene

60 i 200
4
5

1
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EJEMPLO 3 En una Universidad de 10000 estudiantes y 1000 profesores, el 10% 

de los profesores son de izquierda y 90% de derecha, mientras que en los - 
estudiantes este porcentaje es al contrario. Se selecciona al azar un mien- 
bro de la Universidad y se encuentra que es de derecha, ¿cuál es la probabi^ 

lidad que se haya seleccionado un estudiante? ¿un profesor?

SOLUCION Note que el espacio muestral es la comunidad Universitaria 
10000 + 1000 = 11000 integrantes. Es decir N(fi) = 11000.

Definimos los siguientes eventos:
D: "un integrante de derecha"

E: "el integrante es un estudiante"

con -

(a) Debemos calcular P[E|D] =

Luego,

N(E D ) = 1000

PEE | D] =

P[ED]
PIP]

N(D) = 1900

1 0 0 0 / 1 1 0 0 0
1900/ 11000

U)
19

(b) P[É | 0] =

N(É D) = 

PEE | D] =

P[D]

900 . Entonces 

9 0 0 /11000
1900/ 1 1 0 0 0

_9_
19

a
D 0

iojl-___________

í  9000 1000 J
^ ^ ^ 9 0 0

-------- — j

o también usando el teo

rema 1.7.2

P[E | D] = 1 - P[E | D] =

1 - 10
19

9_
19

F1g. 1.7.5 Oiagraoa de Venn para el ejenplo 3.

EJEMPLO 4 Cierta universidad en formación en su primer año de funcionamien 

to tiene tres curricula: Ciencia, Administración e Ingeniería. La clasifica 

ción de los alumnos por su sexo, es como sigue
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Ciencia Administración Ingeniería To tal

Hombres 250 350 200 800
Mujeres 100 50 50 200

Total 350 400 250 1,000

Tabla 1.7.1
Se selecciona un estudiante aleatoriamente del grupo. Si se sabe que el es
tudiante es hombre. ¿Cuál es la probabilidad que esté en Ciencias? ¿Cuál 

que esté en Ingeniería? ¿Cuál que el estudiante está matriculado en Admi_ 
nistración?. Si el estudiante es una mujer. ¿Cuál que esté en Ciencias? 

¿Cuál que esté matriculado en Ingeniería? ¿Cuál que esté en Adminis
tración?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos :

Bi
B2

A i

A2

a 3

"El estudiante seleccionado es hombre".

"El estudiante seleccionado es mujer".

"El estudiante sigue ciencias".

"El estudiante está matriculado en Administración"

"El estudiante está matriculado en Ingeniría".

P[Bi] = = 0.8O ; P[B2J = —  = 0.20,
1000 1000

estas probabilidades se llaman algunas veces PAcbahCLtjdadeA maAgXnateA. De 

la misma manera :

P[Ai] = = 0.35 ; P[A2] = = 0.40
1000 1000

250P[A3] = ------  s 0.25, son probabilidades marginales.
1000

P[B^ H Â . ] , X -  1,2; j  = 1,2,3. Se llaman también pftobabXJtX-

dade¿ conjuntáis están dadas en la tabla 1.7.2

Ai a 2 a 3 Total

Bi 0.25 0.35 0.20 0.80

b 2 0.10 0.05 0.05 0.20

Total 0.35 0.40 0.25 1.00

Tabla 1.7.2
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donde, por ejemplo P[Bi H A»] * ----- = 0.25
1000

Cálculo de las probabilidades pedidas. Es decir

P[A.fl B ]
i A.

i

por ejemplo :

P[A, B,]= —  = - 0.3125.

' • J *">c WCQO.

03
 

l—
J II 250 0.25

800 0.80

b 2] = 100 0.10
200 0.20

B J  = 350 _ 0.35
800 0.80

b 2J = 50 0.05
200 0.20

B t] = 200 0.20
800 0.80

1 b 2]
_ 5 0 í

200 (

I  = 1,2; y * 1,2,3.

= 0.5 .

= 0.4375 .

P t AolBj  = -2L = ^  = 0.25 .

P[Aa I Bi] = ^  ^  = 0.25 .

P [ A 3 I B 2] = = 0.25 .
200 0 . 2 0

EJEMPLO 5 En una universidad el 7 0 %  de los estudiantes son de 

Ciencias y el 3 0 %  de letras; de los estudiantes de Ciencias -

el 60% son varones y los de letras son varones el 40%. Si se elige alea
toriamente un estudiante, calcular la probabilidad que:

(a) sea un estudiante varón.

(b) Sea un estudiante varón, si es de Ciencias.
(c) Sea un estudiante de Ciencias, si es varón.

(d) Sea un estudiante de Ciencias y varón.

SOLUCION la información contenida en el enunciado, la resumimos en la ta

bla 1.7.3 con dos entradas. Es claro que el 42% de los estudiantes son v^ 

roñes y estudian ciencias, este porcentaje lo obtenemos a partir del hecho 
de que el 60% de los de Ciencias son varones; es decir el 60% del 70 % - 

del total. En forma análoga se obtuvieron los otros porcentajes. Definimos 

ahora los eventos:
A: "El estudiante elegido es de Ciencias".
B: "El estudiante elegido es varón".
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Varones Mujeres Total

Ciencias 42 % 28% 70%

Letras 12% 18% 30%

Total 54% 46% 100%

Tabla 1.7.3

(a) P[B] = 0.54 •

(b) P[B | A ] = PtA n B-* = 5 ^ -  = 0.6 .
P[A] 0.70

(c) P[A | B] = H A H  B] = 0A2_ = o.778.
P[B] 0.54

(d) P[A fl B]= 0.42 .

EJEMPLO 6 Cinco cartas, numeradas de 1 a 5, son puestas en una caja y re
voleadas completamente. Se selecciona tres cartas aleatoriamente y sin re£ 
titución, y se ponen en una mesa mostrando el número. Sea A. el evento el 
número l  (1 ^ l  4 5) está entre estos seleccionados (Así, Ai - (1,2,4), 

ó (1,3,5) etc).Suponga que cada combinación de tres cartas son igualmente

probables. Calcular P[A . | A .]j

SOLUCION El número total de combinaciones de tres cartas seleccionadas de 

las cinco de la caja es

N(Q) = C(5,3) * 10 .

El número total de combinaciones que tienen un número especifico ¿ es

N(A.) = C(4,2) = 6. Entonces

PÍA 1 * C(4»2) = j  = 1 2 3 4 5
PLA-¿J C(5,3) 10 ’ * •

El número total de combinaciones con los números especificados y /, -

i í  j  es C(3,l) = 3 = N(A.O A.). Entonces-t j
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Luego, por la definición de probabilidad condicional

p [ A . n  a  ]
4

P[Ay ]

3/10

6/10

\
2

EJEMPLO 7 Demostremos que P[A | B ] + P[Á | B] = 1. Si P[B] > 0

DEMOSTRACION Por la definición de probabilidad condicional

P[A | B ] + P[Á I B ] = P[A n Bl
P[B]

+ p [a n b]
P[B]

1
P[B]

p[a n b ]+

P [ Á n  b ]  = = i
P[B]

E J W L O  8 Demostrar que P [ A | B ] + P Í Á | B ]  = 1.

DEMOSTRACION B = (A n  B )  U  (B n  Á )

p [ b ]  = p [ a n  b ] +  p [ Á  n  § ]

ya que A fl B y Á D  B son even

tos mutuamente excluyentes.

Luego,

i  p [ a  n  B ]  p [ á  n  b  ]
p[§] p[§]

1 = P[A | B ]  + P[Á | B ]  .

Fig. 1.7.6

EJEMPLO 9 Un hombre tiene dos carros viejos, a y b\ ellos tienen proble
mas para arrancar en las mañanas frías. La probabilidad que ambos arran 

can es 0.1; la probabilidad que arranca b y a no es 0.2; la probabilidad -

que ninguno de ellos arranca es 0.4. Hallar la probabilidad que

(a) el carro a arranca.
(b) arranca a, dado que arrancó b.

(c) arranca b, dado que a no arrancó .

SOLUCION Sean los siguientes eventos:
A: "El carro a arranca". B: "El carro b arranca" .
Entonces, según el enunciado se tiene



Probabilidad e Inferencia Estadística
\ >  V  '

p [ A n B ] =  o.i, p [ ¿ n B ] =  0.2 , p[á n b] = 0. 4

(a) Á = (Á n B) U (A n BJ

p [ á ]  = p [ ( Á  n  B) u  ( á  n § ) ]  

= PtÁ n  b] + p [ á  n  §] 

= 0 . 2 + 0. 4 = 0. 6 .

Ya que los eventos Á fl B y

Afl B son mutuamente exclu- 
yentes. Luego,

F1g. 1.7.7

PtA] = 1 - P[Á] = 1 - 0 . 6  = 0.4

(b) Debemos calcular antes P[B] . Observe que B = (AH B) U (Á fl B)

p[b] = p[(An b) u  ( Á n  b)] = p[a n  b ] + p[á n  b] = 0 . 1  + 0 . 2  = 0 . 3
ya que los eventos A fl B y Áíl B son mutuamente excluyentes. Entonces,

P[A I B] *

( c )

p[a n  b]

P[B]

p[B | Á ] = P[* 0 B3
P[Á]

0.1

0.3

0.2
0.6

1

1

EJEMPLO 10 De una urna que contiene 12 bolas, de las cuales ocho son blan 

cas, se extrae una muestra de tamaño 4, con reemplazo (sin reemplazo). En

cuentre la probabilidad que la bola observada en la tercera extracción 

haya sido blanca, dado que la muestra contiene exactamente tres bolas blan 
cas.

SOLUCION Sean los eventos :

A: "la muestra contiene exactamente tres bolas blancas".

B: "la bola extraída en la tercera extracción haya sido blanca".
El problema consiste en calcular

PtB | A] = ^  0 BJ
p[ A5

(a) En el caso de muestreo con reemplazo .

n = N(ft) * (12) 4 y nft = ( 3 ) x 8 3 x 4, entonces
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formas

( 3 ) 83 X 4
P[A] = -------  .

(12)“

Los elementos de Aft B son de la forma b b b b’,

fijo

entonces varían las 2 blancas y la de diferente color que ocurre de( “ 

. Luego, nAflB = ( 2 )  83 x 4 ’ entonces

(  o )x 83 x 4 
P[An B] = 2*_L¿—  -------  .

(12)^

 2_i_ / 3 n

Por lo tanto, P[B | A] = -P-[-A b] = --------------   = \ ± ±  . 3

" CA) ( ? > ” “  ( J )  4
U2;

(b) En el caso del muestreo sin reemplazo.

n = N(Q) - P ^  , nA = ( J )  P| x 4 , entonces

P |  X 4

p1*12

Los elementos de A fl B, tienen la forma b b b b* , es decir ü )

fijo

formas de variar. Es decir nA O B  = ( 2 ) x 4

( ?  ) P8 X 4 
Luego, P[A fl B] = -------  .

1̂2

( D l i
x 4

P12 ( I )  3
por lo tanto, P[B | A] =   = = —

‘ 4C S ) N . »  ( í )
Pí*2

Compare con la respuesta anterior, explique
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EJEItf’LO 11 La probabilidad que la construcción de un edificio termine 

a tiempo es 17/20, la probabilidad que no haya huelga es 3/4, y la pro

babilidad que la construcción se termine a tiempo dado que no hubo hueĵ
ga es 14/15; la probabilidad que haya huelga y no se termine la cons

trucción a tiempo es 1/10. ¿Cuál es la probabilidad que

(a) la construcción se termina a tiempo y no haya huelga?
(b)Nohaya huelga dado que la construcción se terminó a tiempo?
(c) la construcción no se termina a tiempo si hubo huelga?

(d) la construcción no se termina a tiempo si no hubo huelga?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos :
A: "La construcción se termina a tiempo’'.

B: "No haya huelga".

del enunciado del problema tenemos :

P[A ] = ^  . P[B] = |  , P[A | B] = , P [ Á n B ] = - ^

(a)  P[A n B] = ?

Sabemos que P[A | B] = P-̂ A -- B3 , de donde —  * P^A n BJ
P[B]

luego, PtA fl B] = -  x —  = —  = 0.7 .
4 15 10

(b ) P[B | A] = ■ PlA n B] = - 1 /W~ - ü
PÍA] 17/20 17

15 3/4

(c) PCÁ | b ] = P[Á n  B] = 1 / 1 0  4 _ 2
P[B] 1 _ 3 10 5

4

(d) P[A | B] - P[A n B] = P[B ] - P[A fl B] = j _ P[A fl B]
P[B] PtB] P[B]

= 1 - P[A | B ] = 1 -  —  = —  •
15 15

De paso el lector habrá notado que hemos "demostrado" el teorema 1.7.2

P[A | B] = 1 - P[A | B] .
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EJEMPLO 12 Se retira una carta roja de una baraja de 52 cartas (26 rojas 
y 26 negras); se extraen 13 cartas. Calcular la probabilidad que si to 

das son de un mismo color, ellas son negras.

SOLUCION Como se retira una carta roja, entonces queda 51 cartas, (25 ro 

jas y 26 negras) por lo tanto, el espacio tiene Q 3) elementos.

Definimos los siguientes eventos:

R: "obtener las 13 cartas rojas".
N: "obtener las 13 cartas negras".
E: "las 13 cartas son del mismo color".

Observe que E * R u N , Se pide calcular

P [ N | E] .  PtE n N] = P[n n (R U N)] _ P[N]
p [e ] p [e ] p Ce D

(ü)ademas PC N] =  —  • entonces(8 )
PtE] = P[R] + P[N] =

Luego, ( 5 )

© , OH (8 )<S) 
( 8 )  CÍO ( 8 )

P [N I E ] =

/51\ /26\ ----
\13/ _ _ 13! 13!

© ♦ ©  ( S )  * ( 8 )

(8 )
26!

13!12* 13!13!

26!
13!13! 26

25»13! + 26»12! 1 3 + 2 6  3

13!13!12!

1.7.1 R E G L A  D E  M U L T I P L I C A C I O N

De la definición de probabilidad condicional, obtenemos una fórmula - 

para hallar la probabilidad de la intersección (o producto) de los eventos 

A y B, esto es, de



P[A I B] = P[A 11 ^ P[B] > O (1)
P[B]

P[B | A] = P[A n Bl
P[A]

P[A] > O (2)

Multiplicando ambos miembros de la expresión (1) por P[b ] y por

P[A] la expresión (2), obtenemos las ecuaciones

P[A fl B] = P[B] P[A | B] = P[AB] y

P[A n B] = P[A] PlB I A] = P[AB] ,

este resultado,en teoríadeprobabilidad, se denomina REGIA PE MULTIPLICACION 

o probabilidad de la intersección, (también probabilidad conjunta); expre

sa la probabilidad de que ocurra los eventos A y B es igual a la pro
babilidad de la ocurrencia de uno de ellos multiplicado por la probabili

dad condicional que ocurra el segundo, dado que el primero ha ocurrido.

EJEW’LO 13 Una urna contiene 5 bolas blancas y 6 negras; se extrae al azar 

sucesivamente y sin reposición (con reposición) dos bolas, ¿cuál es la pro 

habilidad que las dos resultan blancas?

SOLUCION (a) Sin reposición .

PRIMERA FORMA Sean los eventos:

Ax: "La primera bola resultó blanca".

A2: “La segunda bola resultó blanca".
E : "Las dos bolas resultan blancas".

Es claro que la probabilidad pedida es la del evento

Es decir, E es la intersección de los dos eventos y la ocurrencia de Aj - 

influye en la de A2. 0 sea

Después de la ocurrencia del evento A¿, queda 10 bolas de las cuales 4 son 
blancas, luego

E * Aj fl A2 = A jA2

P[E] = P[A!A2] = P[Ax] P [A2 | A¡ ]

En la urna hay 11 bolas de los cuales 5 son blancas, entonces

PtAJ = -5-
11
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P[A2 I Al] =
10

Por lo tanto

P[E] = P [Ai ] P [A2 | A j] - —  x —
11 10

2_
11

Un esquema que ayuda a visualizar la solución de este problema es

QJLp
o » o

p[*ii - n

O IQ Q
O

P[A2 Aj] 10

o orno
SEGUNDA FORMA El problema se puede enfocar de otra manera: Como existe

t

5 + 6 * 11 bolas, el número de formas de seleccionar dos de ellas esta da

do por y cada una de estas formas tienen igual probabilidad de ocu

rrir. El número de sucesos favorables al evento E, la obtenemos de la si

guíente manera: como existen 5 bolas blancas, podemos eligir dos de ellas

de C 2 ) ^ormas diferentes, luego aplicando la definición clásica es

P[E] = ( i i -

(V)

51

2!3!

111

2_
11

2 Í 9 !

(b )  Con reemplazo. En este caso también el evento E se escribe como la in 

tersección de los eventos A t y A2 . 0 sea E = A ^ .  Y la ocurrencia 
de A t no afecta a la ocurrencia de A2. En efecto:

PtAj = S_
11

Puesto que después de la ocurrencia de Aj se devuelve la bola a la urna, 
también

P[A2 | Aj] =
11

Por lo tanto,

P[AjA2] = P[AJ P[ A2 | A J  « - L * - * 25

11 11 121

El esquema siguiente ayuda a visualizar la solución del problema
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••c£&> m i  - £ PEAzlAj] aawpo
EJEMPLO 14 En el ejemplo 13. ¿Cuál es la probabilidad de obtener una bola 

de cada color?

SOLUCION (a) Sin restitución.

PRIMERA FORMA Sean los siguientes eventos;
A t: "La primera bola resultó blanca".

A2: "La sequnda bola resultó blanca".

Bi
B2
E

"La primera bola resultó negra". 

"La segunda bola resultó negra", 
"obtener una bola de cada color"

A * A « A fc A A A 4 A x A
En este caso la probabilidad pedida, es, la del evento E formado por la 

unión de los eventos A jB2 y B*A2 , es decir, E = A 1B2 U B XA2 y como 

dichos eventos son mutuamente excluyentes, tenemos

P[E] = PfAjBj + PCBíA J

= P [ A J  P © 2 I A t] + PtjSj] P[A2 | B J (1)

La ocurrencia del primer evento influye en la ocurrencia del segundo. Pue£ 

to que en la urna hay 11 bolas de las cuales 5 son blancas, se tiene

P G M  »
11

Similarmente PEBi] = 6/11
Después de la ocurrencia de A lt queda 10 bolas de las cuales 6 son negras, 

entonces P[B2 |Aj]= 6/10

Similarmente P[A2 | B j  « 5/10. Por lo tanto, reemplazando estos resul

tados en (1) se obtiene

P [e ] = 51 1  "  10 11 x 10
_6_
11

Un diagrama que ayuda a visualizar estos problemas es el llamado "ARBOL DE 
PROBABILIDAD PARA EXPERIMENTOS SUCESIVOS" y es como indica la figura 1.7.8.
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|Primer expe 
rlmento 

1
Segundo ex
perimento

Posibles re 
sult

PtA2\*ll s/io  -  B,A12

B B12’i J’ s7To*¿.......
Fig. 1.7.8

Cada rama completa del diagrama del arból, se llama una tfiayeeXo^Ua y 
representa un posible resultado del experimento. En cada segmento que une 

la secuencia de experimentos se pone sus respectivas probabilidades.

SEGUNDA FORMA El número de formas de extraer dos bolas de 11 es ^ 2̂  • 
Cada uno de estos son igualmente posibles.

Número de sucesos favorables al evento E : Existen^ formas de elegir - 

una bola blanca y ( formas de eligir una bola negra, entonces aplicar^

do el principio de multiplicación, el número de sucesos favorables a E es 

tá dado = 5 x 6 ,  y aplicando la definición clásica es

P[E] x
(?)

5 x 6

111
2!9|

5 x 6  

11 x 5 11

( b )  Con restitución. Como en el caso anterior se pide calcular la probabi 

lidad del evento E = AiB2 U BjA2. Es evidente que

P[E] = P[ A 1B2] + P[BjA2]

= P[AJ P[B2 I A J  + P&i] P[A2 I B , ]

11 11 11 11

60
121

EJEMPLO 15 En un sistema de alarma, la probabilidad que se produzca un 
peligro es 0.10. Si éste se produce, la probabilidad que la alarma fun

cione es de 0.95. La probabilidad que funcione la alarma sin haber habi_ 

do peligro es 0.03. Determinar la probabilidad que haya un peligro y la 

alarma no funcione.
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SOLUCION Definimos los siguientes eventos:

P ; "hay peligro",

F : "la alarma funciona". Entonces, F : "la alarma no funciona" 

Luego, debemos determinar la probabilidad del evento:
PF : "haya peligro y la alarma no funciona"

P[PF] - P[P] PtF | P]

P[p] = ü.10. Si ocurre el evento P, P[F | P] = 0.95 

P[F | P] = 1 - P[F | P] = 1 - 0.95 = 0.05.

pero

(teorema 1.7.2)

Por lo tanto, P[PF] * (0.10) (0.05) = 0.005.

  PF

Fig. 1.7.9 Arbol de probabilidades para el problema 15.

TEOREMA 1.7.5 Si A, B y C son eventos de fl, tales que P[A] 0 y

P[A n  B] i  0, entonces

P[A n B n C] = P[A] P[B I A] P[C I A n B]

DEMOSTRACION Consideremos dos eventos A fl B y C; de la definición 

probabilidad condicional

de

P[ C I A n  B]  *

tenemos
P[A] P[B I A ] P [ C

P[c,n a  n b] _  y  p[B j A] = p [ a  n b]

P[A n B ]  P[A]

A n b ]  = p f A]  -11*1111 x , p [ a  n b n c]
P [ A ]

= p[a n  b n  c ] .

p[a n b ]

El siguiente teorema es una generalización del teorema anterior. 

TEOREMA 1.7.6 Si A lt A2, ..., An son eventos de un espacio muestral fi

nito y P[A! D A 2fl ... n A n |] í  0, entonces

p[A! n A2 n ... n A n ]= p IAi3 p IA2 1 Aj] p[a 3 | Ajfi a 2 ] ...

p [a i a , n A 2n .. .n a , ]
n 1 1 c n - 1

la demostración queda como ejercicio para el lector interesado.



EJEMPLO 16 Dos establos A y B tienen 1,000 cabezas de vacuno cada uno.
Existe una epidemia que afecta a los cascos y la boca del ganado. La pro

porción de ganados afectados con — y — respectivamente (por establo).
5 4

Se escoge un ganado al azar.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que el ganado escogido viene del rancho A 

y tiene afección a los cascos y la boca?.
(b) Si el 70 % de los ganados afectados tienen edad menor que un año, ¿cuál 

es la probabilidad que el ganado escogido venga del rancho B, tiene 

afección y es mayor que un año de edad?

SOLUCION

A

B

E

Definimos los siguientes eventos:
"el ganado escogido es del rancho A"

"el ganado escogido es del rancho B"
"el ganado tiene afección al casco y la boca rt

(a) Debemos calcular

P[A Í1E] = P[A] P[E | A] = x i
2000 5

I
10

(b) Definimos el evento F: la vaca escogida tenga edad mayor que un año. 

Entonces,

P[B n E n F] = P[B] P[E | B] P[F | (B fl E)]

1000 1 75
2000 4 250

. 1 1  3
' 2 X 4 X 10 80

ya que en el rancho B hay 250 ganados afectados y de estos el 30% son ma- 
mayores que un año de edad.

3S9& ..... ................ «
- zqge- a — .................. ^

»[B] . J 0 S T  ■ > F --------- BEF

^  ^  -------------

Fig. 1.7.10 Arbol de probabilidad para el problema 16

EJEMPLO 17 Un lote de 100 fusiblescontiene 2 fusibles defectuosos. Si se 
prueban los fusibles uno por uno, ¿cuál es la probabilidad que el ülti 
mo fusible defectuoso sea detectado en la tercera prueba?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:
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D.. : "el i-ésimo defectuoso se obtuvo en la j-ésima extracción, 

l  = 1,2 ; j  = 1.2,3".

B.. : "el i-ésimo bueno se obtuvo en la j-ésima extracción ¿ = 1,2, ; 

j  = 1,2,3".

E : "el último fusible defectuoso es detectado en la tercera prueba"

En el diagrama del árbol de probabilidades, podemos seguir sólo por las râ  
mas que cumplen las condiciones requeridas por el evento cuya probabilidad 
se quiere calcular (en nuestro caso el evento E) y llegar solamente a los 

resultados favorables a dicho evento. Para el problena en cuestión, siguien 

do este proceso se obtiene el árbol de probabilidades de la fig. 1.7.12. - 

De donde el evento E se escribe

Luego,

 Du B12D23

 Bn 012023

F ig. 1.7.12

E — ^11 ®12 3 U Bit D 1 *» DU  U X 2  u 2 3

P[E] = P[Dn  B 12 Dz3]+ P[Bjj D 12 D23]

= P[0U ] PÍB 12 | D n ] P[D23 | D u B 12] + P[Bn ]

pCd12 I B n  ] p[d23 |bu d 12]

98
100 99 ’ 98

9900 9900

98
100

1

2475

1
99

1_
98

EJEMPLO 18 Un lote oe 100 lámparas contiene 10 piezas defectuosas. Si se 

selecciona 3 lámparas aleatoriamente, ¿cuál es la probabilidad que sólo 

una sea defectuosa?

PRIMER METODO Definimos los siguientes eventos:

0
N

A

"se selecciona una lámpara defectuosa".
"se selecciona una lámpara no defectuosa".

"sólo una sea defectuosa de las tres extraidas"
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Siguiendo el mismo proceso del ejemplo anterior se obtiene el diagrama del
árbol de probabilidades de la fig. 1.7.13. De donde

A = NND Ü NDN U DNN

P[ A] = P[NND ] + P[NDN] + P[ DNN ]

90 89
100 99

89

\0+ 90_ ü  89 
98 100 ' 99 ’ 98

10

89 89 267

11 x 98 11 x 98 11 x 98 1078

90 89
100 * 99 ’ 98

0.2476 .

SEGUNDO METODO El número de elementos del espacio muestral es • Co

mo el evento A contiene 1 defectuoso y 2 no defectuoso, entonces A tiene -

O l O  C^íO elementos. Luego, por la definición clásica es

PÍA] = ( \ °) ( ? )  
(.00)

10 x 90!

8 8! 2 ! 3 x 89 267

1 0 0 !
= 0.2476

11 x 98 1078

97! 3!

EJEMPLO 19 Un grupo que consta de 5 hombres y 10 mujeres se divide al azar 
en cinco grupos de tres personas cada uno. Calcular la probabilidad que 
en cada grupo haya un hombre.

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:

A. : "en el grupo i. haya un hombre * 1,2,3,4,5)".

A : "en cada grupo de 3 personas haya un hombre".
El evento A se escribe así, A = AJA2A 3A4A 5 . Luego,

P[A] = P[A!]P[A2 i A j] p[a 3 I A jA 2] P[Ah I A!A2A 3] p [a 5 I A,A2A 3 A J
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' s

. ( I X ? )  ( ! ) ( ! )  ( ?) ( S)  ( ?) ( ?)
(?) (?) ( ? ) (5 )

1

1

5! 10!
4! 8! 2!

15!
3ll2!

5!10!35 

15!

4!

3!

8!

12!
3¡9]

0.081

3!
2161 . 2!

9!

6!
214!

3! 6!

2! x
4!

2! 2!

6!
3! 3!

x 1

EJEMPLO 20 En un cajón hay 80 tubos buenos y 20 malos; en un segundo ca
jón el 30% son malos y en un tercer cajón, el 25% son malos. Se sabe que

el número de tubos del tercer cajón es el triple de los que hay en el según 

do y en total hay 260 tubos. Se mezclan los tubos de las tres cajas.
(a) Al extraer, al azar, un tubo; calcule la probabilidad que sea malo,

si se sabe que pertenece al segundo cajón.
(b) Al extraer, al azar, 2 tubos; calcule la probabilidad que el prime

ro y el segundo sean malos.
SOLUCION Sea x el número de tubos en el segundo cajón, o sea

100 + x + 3x = 260 , 

de donde x = 40 , y 3x - 120 .

Entonces, en la primera caja hay 100 tubos de los cuales 80 son buenos y -

20 malos; en el segundo cajón hay 40 tubos de los cuales 28 son buenos y -

12 malos; y en el tercer cajón hay 120 tubos de los cuales 90 son buenos y 

30 malos.

(a) Sea D, el evento: "obtener un tubo defectuoso" y C : "el tubo pert£ 

nece al segundo cajón".

Lue9°> P[A C ]
P[D |C ] = -

12/260 = = 0.3
P[C] 40/260 40

(b) Sea 0, el evento: "obtener el primer y el segundo tubo defectuoso. "Eji 

tonces,
D = 0 1 D2

P[D] = PtDJ P[02 | D j] s —  x 61
260 259

3782
67340

= 0.056
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EJEMPLO 21 Una caja contiene 7 tarjetas marcadas "sin premio' y 5 con 

"premio mayor". En un concurso, dos personas A y B, extraen tarjetas de la 
caja en forma alternada hasta que una de ellas saca una marcada con el 

"premio mayor". Si A selecciona la tarjeta en primer lugar, ¿cuál es la -• 
probabilidad que extraiga una con "premio mayor"?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:
A, : "el jugador A obtiene la tarjeta con premio mayor en su i-ésima - 

jugada".

B . : "el jugador B obtiene la tarjeta con premio mayor en su j-ésima - 

jugada".

Ap : "el jugador A extrae una tarjeta con premio mayor".

El evento Ap se escribe, Ap * Aj U A 1B 1A 2 U Á 1B 1Á2B 2A 3 U Á 1B 1Á7B2A 3B 3Ait

Luego,

P [Ap ] = PÍAJ + P[Á1B 1A2] + P[Á1B 1Á 2B?A 3] + P[Á1B 1Á2B2Á 3B 3A4]

= JL + 1  JL + _Z_ JL JL £ 5 + JL JL JL i  3
12 12 ' 11 * 10 12 ’ 11 10 *9 * 8  12 ’ 11 * 10 • 9 ■ 8

. 1 . 5 =  - J « _  , 62 = 0 63
7 6 12x11 x3 99

El diagrama del árbol de probabilidad para este problema se muestra en la 

fig. 1.7.14 .

Fig. 1.7.14

EJEMPLO 22 Una urna contiene 10 bolas, 5 marcadas con la le

tra A y 5 bolas marcadas con la letra B, Dos jugadores, A y B juegan de la 

siguiente forma: comienza el jugador A extrayendo una bola y a continuación 

B realiza también una extracción, y asi alternadamente. Las extracciones - 
se hacen sin reposición. Gana el primer jugador que extraiga una bola con

su letra (A una bola A y B una bola B).

(a) ¿Cuál es la probabilidad que gane el jugador A? ¿Cuál de B?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que no gane ninguno de los dos?
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SOLUCION Definimos los siguientes eventos;

G^ "gana el jugador A"

Gg "gana el jugador B"
G^ "no gana ninguno de los jugadores"

(K = 1,2,... ): "En la K-ésima extracción se obtiene una bola mar 

cada con A"
Bk (K = 1,2,... ): "En la K-ésima extracción se obtiene una bola mar 

cada con B"

Consideremos el diagrama del árbol de probabilidad de la fig. 1,7.15

B

/v/ _ _ b/

%  

10

Ffg. 1.7.15

(a) De este diagrama obtenemos,

PTr 1 - 5  5 5 4 , 5  ^ 3 ^ 5  5 4 4 3rlb.J - —  + —  x —  x -  + —  x x x —  x —  + —  x - x - x - x -
10 10 9 8 10 9 8 7 6 10 9 8 7 6

x — x — + —  x — x — x — x — x — x — x — x — -  ilí.
5 4  10 9 8 7 6 5 4 3 2  252

PtGB] =  l - x 4- v l - x 5- x l , i v  5 - x ^ í
B 10 9 10 9 8 7  10 9 8 7 6 5  10 9 8 7

I x l x i x l  = 76
6 5 4 3 252

(b) No gana ninguno de los jugadores, cuando A saque todas las bolas marca 

das con B y B todas las bolas marcadas con A, o sea

P[G1 .  I x í x ! x í x 3 x 3 x z x z x i x 1 b X (
" 10 9 8 7 6 5 4 3 2 252
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PROBLEMAS 1.7

1. Dado, P[A] = 0.5 y P [ A U B ] =  0.7. Hallar P[B], si

P[A I B] = 0.5 .

2. Si P[B] = P[A | B] = P[C | AB] = j  . Hallar, P[ABC ] .

3. Si, P[A] = 1 P[B] = -  , P[AB] = -  . Hallar: P[A U B ] ,

P[A | B] , P[B | A] , P[A U B | Bl .

4. Si, P[A U B] = 11
12

P[A] = -  , P[AB] = -  ; hallar :

P[B] , P[A | B] , P ÍB | A] .

5. Considere dos eventos A y B, tales que :

P[A] = ¿  ,
4

Diga, si

cada uno de los incisos son verdaderos o falsos:
(a) Los eventos A y B son mutuamente excluyentes.

(b) A es subevento de B.

(c)

6.

P[A | B] = ^

(d) P[A | B] + P[A | B] = 1

Sea B un evento con probabilidad mayor que cero. Demostrar que para 
cualquier evento A.

(a) A c B  implica P[A | B] * —P[A]

P[B]

(b) B e  A implica P[A | B ] = 1

7. El evento A puede suceder, sólo si uno de dos eventos mutuamente exclu
yentes B] ó B2 ocurre; esto es

A c B i  U Bz . Demuestre que A = AB* U AB2 y exprese P[A] .

8. Si P[A ] > 0 y P[B] > 0 ¿Son verdaderas las siguientes propos!

ciones? justifique su respuesta.



(a) Si PfA] = P[B] , entonces P[A | B] = P[B | A]

(b) Si P[A | B] = P[B | A] , entonces P[A] = P[B] .

9. Un aparato electrónico consta de dos partes. La probabilidad que fa

lle la primera es 0.20, que fallen las dos partes es 0.15 y de que falle 
sólo la segunda parte es 0.45. Calcular la probabilidad que:
(a) falle sólo la primera parte .

(b) falle la primera parte cuando se sabe que falló la segunda.

10. Una urna contiene 7 bolas rojas y 3 blancas. Se extrae aleatoriamente - 

tres bolas de la urna, sucesivamente sin reposición. Determinar la pro

babilidad que las dos primeras sean rojas y la tercera blanca.

11. En un lote de 20 televisores se sabe que hay 5 defectuosos. Se extrae al
azar una muestra de tres televisores sin reposición. Hallar la probabi
lidad que la muestra contenga:

(a) 0 defectuosos ; (b) 1 defectuoso

(c) 2 defectuosos ; (d) 3 defectuosos .

12. Suponga que dos artefactos eléctricos defectuosos han sido incluidos en 

un embarque de seis artefactos eléctricos. El departamento de recepción 

de la compañía compradora empieza a probar los seis artefactos uno a - 
uno. ¿Cuál es la probabilidad que:

(a) el último artefacto defectuoso sea encontrado en la cuarta prueba?

(b) a lo más, cuatro artefactos necesitan probarse para localizar los - 

dos defectuosos?

13. Una caja contiene 5 fichas negras y 5 blancas. Si se extrae 5 fichas sin 

reposición. ¿Cuál es la probabilidad que la tercera ficha sea negra?

14. Se tienen 10 cartas numeradas de 1 a 10, las que se ponen en una caja.

Se selecciona cuatro cartas aleatoriamente, sin reposición y se colocan 

en una mesa mostrando el número. Sea A. el evento: “el número ¿ (1 < i,
< 10) está entre estos seleccionados" (por ejemplo, A x (1,2,4,5} , -

{3,1,6,8}). Calcular P[A.|A.] .
■L j

15. Un cazador trata de matar un oso. La probabilidad que aparezca un - 
oso en un radio menor que Rj es de 0.1, en un radio entre Rj y R2 es - 

de 0.3, y un radio mayor que R2 es 0.2. Si aparece un oso en un radio - 
menor que R x, el cazador será capaz de matarlo con una probabilidad de

Probabilidad e Inferencia Estadística
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0.7; con una probabilidad de 0.5 si aparece en un radio entre Rj y R2 ; 
con una probabilidad de 0.2, si el radio es mayor de R2. ¿Cuál es la - 
probabilidad que el cazador mate un oso?

16. Se mezclan dos válvulas defectuosas con dos buenas. Se comienza a probar 

las válvulas una a una hasta que se descubren las defectuosas; ¿Cuál es - 
la probabilidad que la segunda válvula defectuosa sea la segunda, la 

tercera, la cuarta probada?

17. Cuando se acerque el tren, un operador de la estación apretará un botón 

con una probabilidad de 0.95; si aprieta el botón, el interruptor opera 

con una probabilidad de 0.99; si el interruptor opera, sonará una alar
ma con una probabilidad de 0.9. ¿Cuál es la probabilidad que la alar 

ma suene?

18. Considere tres urnas; la urna I contiene dos bolas blancas y cuatro ro
jas, la II contiene ocho bolas blancas y cuatro rojas, y la III contiene 
una bola blanca y tres rojas,Se selecciona una bola de cada urna. ¿Cuál es - 

la probabilidad que la bola seleccionada de la urna II sea blanca, - 

dado que la muestra contiene exactamente dos bolas blancas?

19. Suponga que cierta factoría produce tres productos designados por A, B

y C. ¿Cuál es la probabilidad de seleccionar un producto defectuoso A, 

si se sabe que el 30% de los productos producidos en la factoría son - 
productos A y 5% de los productos A son defectuosos?

20. Suponga que tiene tres colecciones de eventos

{Aj, A2, » A^} , {B i , B2> » í C j, C2» •»• , les q ue

los eventos A¡, A2, ... , A^, son mutuamente excluyentes y colectiva
mente exhaustivos.

Los eventos B lt B2, ... , son mutuamente excluyentes y colectiva

mente exhaustivos.

Q (es decir no son colectivamente exhaustivos).
Evalúe numéricamente cada una de las siguientes cantidades. Si no puede 

evaluar numéricamente especifique una cota superior e inferior numérica 

mente.

Los eventos Cj, C2, ... , Zm . son mutuamente excluyentes y
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(a) ¿ P [ C . ] ; (b) 2  P[*2 1 A ]
¿«1 ¿=1

k k k
te) r £  P [AriAy ] ; (d) ¿  P[C2 1 A.C2]

¿=i y=i y=i

k k l
(e)

£
P[ A • ] ; (f) z  Z p[A¿ p[By i V >

i *  i y=i

21. Un experimento consiste en lanzar dos dados uno o dos veces. Un jugador 

gana si consigue la suma 7 en el primer lanzamiento; pierde si saca 2 ó 

12; si consigue otras sumas no pierde nada, en este último caso tiene - 

opción para un segundo lanzamiento y si este segundo lanzamiento consi
gue la suma 7 pierde, en caso contrario gana y termina el juego. Cuál -

es la probabilidad que el jugador pierda?

22. Un jugador gana si saca 7 u 11 en el primer lanzamiento de un par de da
dos buenos, pierde si saca 2, 3, ó 12 en el primer lanzamiento. Sin em
bargo, si en el primer lanzamiento saca un 4,5,6,8,9 ó 10 continúa ti

rando el dado hasta obtener el número que obtuvo en el primer lanzamien 
to o hasta obtener un 7 . Si obtiene su primer número antes de obtener 
un 7, gana; en otro caso pierde. Calcular la probabilidad que el juga

dor gana en dos o menos lanzamientos.

23. En una ciudad, el 70% de los adultos escuchan radio; el 40% lee el pe 

riódico y el 10% ve televisión, entre los que escuchan radio el 30% _ 

lee los periódicos y el 4 % ve T.V. El 90% de los que ven T.V. lee el 

periódico, y sólo el 2% de la población total lee el periódico, ve te

levisión y escucha radio. Si se elige una persona al azar, calcule ud. 

la probabilidad.

(a) de que lea el periódico; escuche radio o vea televisión.

(b) sabiendo que lee el periódico, de que vea televisión.

24. En una urna hay 8 bolas numeradas de 1 a 8, se extraen al azar y sucesi^

vamente 3 bolas.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que sean las tres pares?
(b) ¿Cuál es la probabilidad que sean tres números consecutivos?
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25. Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Se extraen al azar 
y sucesivamente dos bolas. Sabiendo que la primera bola extraída es 
blanca; ¿cuál es la probabilidad que la segunda bola estraída también 
sea blanca?

26. Una urna contiene 4 bolas marcadas con la letra A y 4 bolas marcadas con

la letra B. Dos jugadores,Ay B juegan de la siguiente forma: comienza
A extrayendo una bola continúa B realizando dos extracciones de a una - 
por vez y así alternativamente (A una extracción, B dos extracciones) - 

hasta agotar las bolas de la urna. Gana el primer jugador que extraiga 
una bola con su letra (A una bola A; B una bola B).

(a) ¿Cuál es la probabilidad que gane el jugador B?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que gane el jugador A?

27. Se tiene cinco urnas numeradas de 1 a 5 y cinco bolas numeradas de 1 a 
5. Se coloca al azar una bolilla en cada urna, ¿Cuál es la probabilidad 

de que.

(a) al menos una bola sea colocado en la urna que tiene su número?
(b) Exactamente una bola sea colocado en la urna que tiene su mismo nú

mero?.

28. Tres jugadores A, B y C extraen (en ese orden) bolas.de una urna, en - 

donde hay 10 bolas blancas y 10 negras, tomando una cada vez. El prime
ro que obtiene una bola blanca gana el juego. Hallar la probabilidad de 

ganar de cada uno de los jugadores.

29. Al tirar tres dados, sucesivamente, determine la probabilidad que -

aparezca una sucesión creciente de números consecutivos.

30. Con referencia al problema 34 de 1.6. Suponga que se sabe que el clie£ 

te ha tenido cuenta de crédito cuando menos cinco años, ¿cuál es la pro 

habilidad que tenga un saldo inferior a 1/.1000?

31. En el problema 35 de 1.6. Suponga que se encuentra con una empleada de 

la compañía, ¿cuál es la probabilidad que no fume cigarrillos?

32. Tres jugadores A, B y C extraen aleatoriamente cada uno una bola de una 

urna que contiene doce, de las cuales ocho son negras y cuatro son blan^ 

cas, hasta que uno de ellos (que será el ganador) saque la primera bola 
blanca. Hallar la probabilidad de ganar de cada jugador, sabiendo que -
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empieza A, que los otros siguen en el orden indicado y que la extracción 
es sin reposición.

33. El departamento de crédito de la Cooperativa la Tacaña sabe por expe
riencia que la probabilidad de que un acreedor deje de pagar un présta

mo es de 0.04. También se encontró que dado un incumplimiento de pago - 
de préstamo hay una probabilidad de 0.40 de que se pidiera el préstamo 

para salir de vacaciones. Además, la Cooperativa sabe que la probabili

dad de incumplimiento es la misma para empleados estatales que para el 
resto de la población.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que un prestatario pida prestado para fj_ 

nanciar sus vacaciones y luego no cumpla?
(b) Si la probabilidad de que se haga un préstamo a un empleado es de -

0.02, ¿cuál es la probabilidad que un prestatario sea empleado - 

estatal y no cumpla con el pago?

34. En el otoño, la probabilidad que un día lluvioso seguirá a otro día 

lluvioso es 0.80 y la probabilidad que un día soleado seguirá a otro 

día soleado es 0.40. Suponer que cada día es clasificado como lluvioso 
o soleado y que el tiempo de cualquier día depende sólo del tiempo del 

día anterior, encontrar la probabilidad que un día lluvioso es segui^ 

do por tres días lluviosos, después por dos días soleados y, finalmente 

por otro día lluvioso.

1.8 TEOREMA DE BAYES ______________________________________
Estableceremos en esta sección, el teorema más importante de este ca

pítulo y el camino para llegar a él exige la definición de partición de un

espacio muestral y el teorema de probabilidad total.

1A1 PARTICION DE UN ESPACIO MUESTRAL
DEFINICION 1.8.1 Se dice que la colección de eventos Bj, B2. .... B del

Iv
espacio muestral íl representa una partición del espacio muestra! Q, si cum 
pie las siguientes condiciones:
(a) los eventos Bj, B2, ...» B^ son mutuamente excluyentes.

En símbolos B. íl B. » d>,
* j ¿ f  i ,  - 1.2,3........ k

(b) los eventos Bj, B2, ... , Bk son colectivamente exhaustivos. En sím
bolo



Rufino Moya C  - Gregorio Sarao i a A.

(c ) P[B.] > O ,

i. s 1,2, ... , k

FI9. 1.8.1. Partición del espacio vuestra!

EJEM’LO 1 En el lanzamiento de un dado, fl = 11,2,3,4,5,6} Si B* = {1,2}, 

&2 = (3,4,5} , B 3 = {6}

Bj, B2, B 3 representa una partición del espacio muestral fl.

En cambio, si :
l x = {1,2}, E2 = {4}, E3 = {3,6}

E i U  E2 U E3 ^ ü  , por lo tanto E 1# E2 y E 3 00 representan una parti

ción de Q .

1.8.2 TEOREMA DE PROBABILIDAD TOTAL
TEOREHA 1.8.1 Sea Blt B2, una partición del espacio muestral fl,

entonces para cualquier evento A en fl , se cumple

P[A] = £  P[B ] P[A I B ] = P[BJ P[A I B J  + P[BZ] P[A
<=1 "t  *■

P[Bk] P [ A | B k ] .

DEMOSTRACION 1 Sabemos que

O = Bj II B2 U ... U B fc , hipótesis

2. Para cualquier evento A en Ci se tiene

B J

A = A n a
(ver fig. 1.8.2)

a  = ( A i r  b j  u  ( a n  B2 ) U  . . .  U ( A n B  )

A = A (1 (Bx U B2U ... U Bk)

a a

3. Los eventos, AflB. y A O B . ,  I  f  j  son mutuamente excluyentes,
** S

pues

( A í l B . l n  ( A O B . )  * A o  (B , n  B .) = <f>, i f / ,  l , j = 1 , 2 ,  . . .  ,k
4. j 4. j
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ti

Fig. 1.8.2. Relación entre el evento A en ti y la partición de ti .

4. Tomando probabilidades a ambos miembros de la igualdad del paso (2) te 
nemos,

+ PfA n Bk]P[A] = P[A fl B ,] + P[A n B 2 ] + ..

= PtBj] P[A | Bj] + P[B2] p[A | B 2] + ... + P[Bkl P l Á | B ^

P[A] = X  P[B ] P[A | B . ] .
^=1 ^

El diagrama del árbol de probabilidad de la fig. 1.8.3 para experimentos 
sucesivos da una visión esquemática del teorema de probabilidad total.

Sucesos favorables a A

• • • • 8jA

*• • B̂ APIA ,

PÍA\«¿

PWlBj]

k = Pft,V

• •

• •

Fig. 1.8.3
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de donde
k k

P[A] = P[ U  B. A] = X  PfB j P t A  | B-] .
X>1 *  ¿m \ *- A-

COROLARIO 1 Si B es un evento en Q tal que 0 < P[B] < 1, entonces para - 
cualquier evento A en Q

P[A] = P[B] P[A | B ] + P[b 3 PÍA | B 1

DEMOSTRACION 1 Los eventos B y B forman una portación d e Q y f t  = B U B  
(por hipótesis)

2. Para cualquier evento A en O se tiene

A = A n o  = A n

ó A = A[B U B ]  = A B U A B  (ver fig. 1.8.4)

3. A B n A B = A(B n B) = 4. . Es decir, los eventos A B y AB son mu
tuamente excluyentes.

4. Aplicando probabilidad a ambos miembros de la igualdad obtenida en el - 
paso (2) se tiene

P[A] = P[AB U AB ]

= P[AB] + P[AB]

= PtB] P[A | B] + P[B]P[A|B]

Fig. 1.8.4

El diagrama del árbol de probabilidad de la fig. 1.8,5 para experimentos - 
sucesivos, muestra una visión esquemática del corolario 1.

A

A --------- bA

A

A --------- BA

Á

EJEMPLO 2 En un laboratorio hay tres jaulas. En la jaula I hay dos conejos 

pardos y tres blancos, la jaula II tiene 4 conejos pardos y dos blancos y

B

B

Fig. 1.8.5



la jaula III contiene 5 conejos pardos y 5 blancos. Se selecciona al azar 

una jaula y se saca un conejo al azar de esta jaula. ¿Cuál es la probabili_ 

dad que el conejo escogido sea blanco?

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos:

I: "la jaula I es seleccionada"

II: “la jaula II es seleccionada"
III: "la jaula III es seleccionada"

A: "el conejo escogido es blanco".

2. El espacio muestral está constituida por los conejos de las tres jaulas 

y estas formas una partición del espacio muestral, es decir

fl = I U II U III

3. A c Q  y se escribe A = IA U IIA U IIIA . Luego, por el teorema -

probabilidad total

P[A] = P[II P[AII] + P[1I] P[A | II] + P[III] P[A | III]

4. Puesto que, se escoge una jaula al azar, las tres son igualmente posi

bles, o sea

Resultados Favorables a A

ri!í —  *  M

A > " 1 — IA

pvikUÜ*-^'* IIApfin-i/3 „  J—

  i»
^ ^ iir5i&lüíi^e-A  n ú

~  '— - S  n i*
Fig. 1.8.6 Diagraaa del árbol de probabilidad para experiaentos sucesivos del eje^lo

P[I] = P [ I H  = P [111 ] - j

5. Si se selecciona la jaula I, P[A | I] = ^ . Si se saca la jaula II ,

P[A | II] = -  . Finalmente si se selecciona la jaula III, PtA | III] -
6

= Tq' ■ Remplazando estos valores en el paso (3) se tiene
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I  + I  + A
5 9 30

43
90

EJEMPLO 3 Del record pasado, se conoce que cierta máquina que produce tor 

ni 11 os trabaja correctamente el 90% del tiempo. Si la máquina no está trâ  

bajando correctamente, el 5% de los tornillos producidos son defectuosos. 
Cuando está trabajando bien solamente el 0.5% de los tornillos son defec

tuosos. Si se escoge un tornillo aleatoriamente, ¿cuál es la probabilidad 
que sea defectuoso?

SOLUCION Sean los siguientes eventos:

D: "el tornillo es defectuoso".

M: "la máquina está trabajando correctamente".

Q = M U M D = MD U MD

Aplicando el corolario del teorema de probabilidad total

P [ D] = P [ M ]  P [ D  | M] + P [ Ñ Ü  P [ D  | M]

= (0.9)(0.005) + (0.01)(0.05) = 0.0095.

El esquema del árbol de probabilidad que visualiza este problema se mués 
tra en la fig. 1.8.7 .

EJEMPLO 4 Una urna contiene 3 bolas rojas y x blancas. Se extrae una bo

la de la urna y se reemplaza por una del otro color. Se saca de la urna - 
~una segunda bola. Sabiendo que la probabilidad de que la segunda bola sea

roja es . Determinar el número de bolas blancas .
50

SOLUCION Sean los siguientes eventos

R: "la segunda bola es roja" 
r: "la bola extraída es roja" 

b: "la bola extraída es blanca"
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H 7

Los experimentos sucesivos del problema se lleva a un diagrama del árbol 

de probabilidad obtenida la fig. 1.8.8, donde vemos que el evento R se es 
cribe R = rr U br , por lo tanto

P[R] = P[r] x P[r | r] + P[b] x P[r | b]

x + 3 x + 3  x + 3  x + 3

de donde se obtiene la ecuación de segundo grado

17x2 - 98x - 147 = 0

4x + ó = j_7 
( x + 3 ) 2 " 50

resolviendo la ecuación se obtiene x » 7 bolas blancas.

rr

- br

1)/(x + 3̂
F1g. 1.8.8

EJEMPLO 5 Juan escoge al azar uno de los enteros 1,2,3 y luego lanza un - 

dado tantas veces como indica el número que escogió. Calcular la probabili^ 
dadqueel puntaje total obtenido en los lanzamientos sea igual a 5.

SOLUCION PRIMER METODO Llevando directamente los experimentos sucesivos - 

del enunciado del problema al diagrama del árbol de probabilidades se ob

tiene la fig. 1.8.9 
Definimos los siguientes eventos

-t : obtener el entero ¿ , l  = 1,2,3". P [ ~ , l  = 1,2,3
A : "Obtener la suma 5 al lanzar el dado".

p c u } ]  - j .

El evento A se escribe como la unión de las intersecciones de los ¿ con su 
ma 5.

Luego, por el teorema de probabilidad total se obtiene

orín - 1  1 . 1  1 . 1  1 . 1  1 . 1  1 . 1  1 . 1  1
3 X 6 3 X 36 3 X 36 3 X 36 3 X 36 3 X 63 3 X 6 3

X 1 1 . 1  1 ^ 1  1 , 1  1
+ 3 X ií + 3 X 6Í + 3 X 6Í + 3 X ií

1 6 —  x —
3 36

. 1 4 . 1 1+ —  x —  + —  x —
3 36 3 36

11
108
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Flg. 1.8.9

(1)5

(2)14

(2)23

(2)32

(2)41

(3)113

(3)122

yfe. i --------------------{3}i3i

(3)212

(3)311

m k i

SEGUNDO METODO Observe que estamos frente a un experimento e que consiste 

en realizar ó e2 ó e 3 en el sentido excluyente, donde consiste 

en lanzar i  dados U  = 1,2,3). El espacio muestral asociado a c es como -

sigue

[ 1 , 2 ,  3, 4,(5), 6],

IX 12 13 @  15 16

2 1 22 24 25 26

31 (¿2) 33 34 35 36

@  42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

111 112 121 (122) 01

211 (22 U (21 266

© @ 321 • • • ■

666
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Los tres bloques definen los eventos Ej, E2, ^3 906 representan una par 

tición de ft. Definimos el evento,
A : “obtener suma 5 con el dado".

Observe que A * E XA U E2A U E 3A. Luego, por el teorema de probabilidad 

total

P[A] = P[Ej] P[A | Ej] + P[E2] P[A | E2] + P[E3] PÍA | E3]

. I X I + I X A + I X 6
3 6 3 36 3 216

108 108 108 108

EJEMPLO 6 Se tiene una caja con doce tarros de conserva de las cuales ocho 
son de durazno. Se extrae una muestra con reemplazo (sin reemplazo) de ta

maño 4. Después se selecciona una conserva de la muestra. Determine la pro

habilidad que sea de durazno.

SOLUCION Definimos los siguientes eventos :
M. : "la muestra contiene i  tarros de conserva de duraznos i  = 0,1 ,2,
4,

3,4".
D : "la conserva es de durazno"

Para que pueda obtenerse de la muestra un tarro de durazno, está debe con

tar por lo menos una conserva de durazno. Entonces, el evento D se escribe

D = U  M ,D . Luego 

4

P[D] = £  P[M .] P[D | M.] (*)
.¿=1 *■ *■

(a) Extracción con reemplazamiento
De las 12 conservas se extrae una a una con reemplazo 4 tarros, enton

ces N(n) = 124 .

Cálculo de P[M.] y P[D|M.], i = 1,2,3,4 .
A. ’ 4

1 . Mj : "la muestra contiene 1 tarro de durazno"
Los elementos de tienen la forma D D^D D,

Pg.l



D ocurre de 8 formas y para cada uno de estos, los tres D ocurren de 4 3 

formas, luego N(Mj) = P 3»1 x 8 x 43. Por lo tanto

P .3 * 1 ft x 4 3
P[ Mj ]  = — “ X 4

12**

Si ocurrió M lt P[D | M x] = i

2. M2: "la muestra contiene 2 tarros de durazno".

Los elementos de M2 tienen la forma ,D D 6 D

P?>2

Las dos D ocurren de 82 formas y para cada una de estas, las dos D 

ocurren de 42 formas, es decir N(M2) = P 2*2 x 82 x 42 , por lo tanto

r , P£’2 x 82 x 42
P[M2] = — —

121*
Ahora, si ocurrió M2, P[0 | M2 ] = j  .

3. M 3: "la muestra contiene 3 tarros de durazno" 

Los elementos de Mr, tienen la forma D D D 5v *
p 3» 1

Las tres 0 ocurren de 8 3 formas y para cada una de estas, la D ocurre de 

4 formas, osea N(M3) = Pij»1 x 8 3 x 4. Luego

P[M3] =
Pj}»1 x 8 3 x 4 

12**

Si ocurrió M 3 , P[D | M 3] = |* ,

4. "la muestra contiene 4 tarros de durazno". Es decir, los cuatro elemeji 

tos de la muestra son tarros oe durazno (D D D D).

Estas cuatro D ocurren de 81* formas. Osea N(MW) = 8** , Por lo tanto

P[MJ * 8J<
I2k

Si ocurrió M^, P[D | H4] = 1 .
El digrama del árbol de probabilidades que resume los pases (1), (2), (3), 
y (4) se muestra en la fig. 1.8.10.
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8 D 

4 0

" • 1 1 1

Reemplazando (1), (2), (3) y (4) en {*) obtenemos

Fig. 1.8.10

P[D] =
P.1»3 x 8 x 43 i P42 i2 x 82 x 42 x P^.i x 83x4 3 84

1 2
x -  +

4 12
x -  + 

2
x -  + xl

1 2 4 I2h

8 3 6 x 8 3 12 x 83. Q1*
12

8 3

1 2 12

12
2
3

¡r [1 + 6 + 1 2  + 8 ] »

12

<^)3 x S  
12 12

(b) Extracción sin reemplazamiento.
De las 12 conservas de la caja se extrae una muestra sin reemplazo de 

tarros,, entonces N(Q) » Ci2 .

Cálculo de P[M. ] y P[D | M .] l  = 1,2,3,4 .

1. Mj: "la muestra contiene 1 tarro de durazno".
Una D ocurre de * 8 formas y para cada una de éstas, las tres D ocu

rren de . Osea N(MjJ * C 3 . Por lo tanto

PtMj] =

Si ocurrió M ls PÍD | Mj] = ■»

Cfc
1 
4 *

2. M,: "la muestra contiene 2 tarros de durazno".
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Las dos D ocurren de Ce y para cada una de éstas, las dos D ocurren de

N(M2) = Cjj Ci . Entoncesde Cu

P[M3 ]

Es decir
P  2 p  2

c 12
Si ocurrió M2 , P[D I M2] = -  .

2
3. M 3; "la muestra contiene 3 tarros de durazno"

Las tres 0 ocurren de C$ y para cada una de éstas, las 0 ocurre de 
Ci = 4 formas. Osea N(M3) = Cs C¿ . Luego p [m 3] = l

C^2
Si ocurrió M 3 * P[D I M 3] = l

4. M,,: "la muestra contiene 3 tarros de durazno".

Las cuatro D ocurren de Cs formas. Es oecir N(Mk) 
Por lo tanto

p[M j  =

= cj .

Lio

Si ocurrió P[D | Mu] = 1 .

Reemplazando (1) , (2) , (3) y (4) en (*) obtenemos,

PCD] = c¿ cj
C í

C¡ Cj 3 .

c“12 X 4 + C e

70 + 1 6 8 + 8 4 + 8 330
495 945 3

El diagrama del árbol de probabilidad que resume los pasos (1},(2),(3) y (4) 
se muestra en la fig. 1.8.11.

80

40

Fig. 1.8.11
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EJEMPLO 7 En el bolsillo derecho de su casaca Ud. tiene 3 monedas de 100 In 
tis y cuatro de 50 intis; en el bolsillo izquierdo tiene 6 monedas de 100 in 

tis y 3 de 50 intis. Tome aleatoriamente 5 monedas del bolsillo derecho y pa_ 

se al izquierdo. Luego extraiga al azar una moneda del bolsillo izquierdo. - 

Determinar la probabilidad que sea de 100 intis.

SOLUCION El primer experimento que se realiza es extraer 5 monedas del bol

sillo derecho, la cual se hace de C? formas.

Definimos ahora los siguientes eventos:

B^: "Se pasan l  U  = 1.2,3) monedas de 100 del bolsillo derecho al iz

quierdo".
M: "Obtener una moneda de 100 intis al extraer una del bolsillo izquier

do".

Entonces el evento M se escribe

M = BjM U B2M ü  B3M

por lo tanto

P[M] = PFBJ P[M I B j  + P[B2] P[M | b 2] + P[B3] P[M | b 3]

Calculemos ahora P[B .] y P[M I B .]
4. * 4 ¿ * 1.2.3

B p  "se pasan 1 moneda de 100 intis y 4 de 50" , 
entonces el número de elemento de Bj es C 3 C¡5 = ci

P[B j] = S i

c5

B2: "se pasan 2 monedas de 100 intis y 3 de 50"*
é

entonces el número de elementos de B2, es C$ C?

p [b J
r?. r  3 
l 3

C?

B 3: "se pasan 3 monedas de 100 intis y 2 de 50" 

luego, el número de elementos de B 3, es C 3 C? -  t i

PtB,] =
C 4

c? '

Si ocurre B lt en el bolsillo izquierdo hay 7 monedas de 100 intis y 7 de 50
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entonces,

PÍM | B ¡I =
14

Si ocurre B2, en el bolsillo izquierdo hay, 8 monedas de 100 y 6 de 50, 
entonces,

P[MI Bol =
_8_
14 •

si ocurre B 3, en el bolsillo izquierdo hay, 9 monedas de 100 y5de 50, luego,

Por lo tanto,

p Cm | b 3] = _9_
14

C3 7 . Cl C,3 8 el 9
P[MJ = — -r- X --  +  r—  X —  + —  X —

C? 14 C? 14 C57 14

1

14 C7
[ 7 C l  + 8 C^C3 + 9 C H

= 0.58 .

Un esquema que ayuda a visualizar, la solución de este problema, es el día 

grama del árbol de probabilidad de la fig. 1.8.12

<3

rZ r3 C3 C4

3 M10O

4 ”50
bolsillo derecho

Fig. 1,8.12 bolsillo izquierdo

EJEMPLO 8 Una urna contiene 10 bolas rojas y 8 blancas. Se lanza un dado y 

se extrae de la urna tantas bolas como indica el número obtenido en el dado. 
Calcular la probabilidad que todas las bolas sean blancas.

SOLUCION Definimos los siguientes eventos
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8.: "obtener el número ¿ en el dado (Z s 1,2, ... , 6)"

A : "todas las bolas extraidas son blancas" .

i6 i£1 evento A se escribe, A » M  B.A . Por el teorema de probabilidad to
<.-1

tal se tiene
6 6 6

P[A] = X  P[B .3 P[A | B .3 = 2  -  P[A | B . 3 = -  2  P IA | B . 3 ,
¿-1 't *" ¿ « 1 6  *■ 6 *-

Pues, P[B.] = 1  , ¿ = 1,2, .... 6 .■L 6

Cálculo de P[A | B . 3 í  = 1...... 6

( 8 Y 1 0 1

P[A | B j  = N - i A 0 Z  = J

(í) 18

p[a | b2] = v ^ ^  .  X x _L

P t A | B 3 ] = ™  = 4 Xn xfe

p[A i b.3 = W  = J_ x x i_ x _L1 I ““J ig x i? x je x 15

V, 4 )

„r« i n i ( ! )  8 7 6 5 4PIA BcJ =   = —  x —  x —  x —  x —
^18^ 18 17 16 15 14

(i)
- ■ ^ • ' T r x u x Í x i i x Í(?)

Luego,

P[A] = I X J L [ 1 + JL + J L x _ L + J . x J L x Jl  + J
6 18 l 17 17 16 17 16 15 i;

6 5 4 7x ~ x  —  x —  + —  x
17 16 15 14 17
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w 6 b 4 3X —  x —  x —  x —
16 Ib 14 13

1 +

M i * 2 -27 I 1 17

27 [ i;

77

221 x 3

17
! + 1  + - L + - A —

8 28 28 x 13

3 J_ 16 
2 28 X 13

251
17 2 x 7 x 13

77
663

= 0.116

693
27 2 x 17 x 13

EJEMPLO 9 Una compañía, por experiencias anteriores sabe que de un determi
nado número de lotes adquiridos, el 60% de ellos no tiene defectuosos, el - 

25% tiene sólo un defectuoso, el 10% tiene 2 defectuosos y el 5% tiene 3 defec
tuosos. Dicha campañía realiza un plan de muestreo de aceptación de lotes, 
que consiste en extraer una muestra de 3 artículos (uno después de otro) de 

cada lote que desea inspeccionar, se acepta dicho lote si a lo más encuentra 

un defectuoso en la muestra. Cada lote contiene 50 artículos. ¿Cuál es la - 

probabilidad de aceptar el lote?.

SOLUCION Sea los siguientes eventos: 

d : "artículo defectuoso", 

b : "artículo no defectuoso".

B0;
Bj:

B2:
B 3:

A:
P[A] -

"El lote no tiene artículos defectuosos'1

"El lote tiene un artículo defectuoso’ .
"El lote tiene 2 artículos defectuosos".

"El lote tiene 3 artículos defectuosos",

'aceptar el lote".
1 - P[A]

= 1 - P[B2ddb U B 2dbd U B 2bdd U B 3ddd U B 3ddb U B 3dbd U B 3bdd]

(0.1)(3)

1

50 x 49
+ (0.05)(

1 —  +
3 x 47

50 x 49 x 8 50 x 49 x 8
)

142 x 5
50 x 49 10 8 x 100

595
50 x 49 x 400

= 1 - 17
28000

= 1 - 0.0006 « 0.9994
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A
—  b-—  Bpbbb J

B„ 1 b X  , _ b ..........  B^bb J
\ O .

^  , ^ . b ........... Bjbdb J

• v  y p ' *   Blbbd /

r^ b^ b _ _ _ _ _ b ....... Bibbb j

. b-..........B?ddb
■yí3--d"

^ i í ¿ r ........\/<8— ■<*.......... B2 d w

o 1_____*77*8^ b  »2<Jbb i/

 »2* W

b"^  ®2bdfa ^

 - B2*,m  '
'¿fi/ía'*'6 Bzbbh ^

0.05  e3ddd

d  ^ ¿ ^ b .......  B3ddb
a '_______ b  Bjdbd

> 47/48
*$^8~^b &3dbb >/

 B̂ )ád
éft

«*7*8^-* B3bdb t/

  83bbd V
b

Fig. 1.8.13 ^ T - b ............B3bbb '

EJEMPLO 10 Se lanza un dado 2 veces. El número que muestra la primera vez - 
es el número de bolas blancas que se colocan en una urna, y el número obteni^ 

do en la segunda vez indica el número de bolas negras que se colocarán en la

misma urna. Luego de la urna, se extraerá al azar una bola. Determinar la -

probabilidad que ésta sea blanca.

SOLUCION Sean los siguientes eventos:

A^. : “en la urna hay ¿ bolas blancas y j-negras", con

¿ , / - 1,2,3,4,5,6 (Así, por ejemplo: “A2 5 es el evento en la urna -

hay 2 bolas blancas y 5 negras").

B: “la bola obtenida es blanca".

Los eventos A^. son mutuamente excluyentes, también
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Luego, dichos eventos forman una partición del espacio muestral. Por lo tan

to,
6 6

P[B] = X  X  P[A ] P[B | A ] ; y P[B | A ] = —  , V  ¿ , j= l ,2 ,3,4,5,6 
¿=i y=i ^  A- }  'L 1  /+/

, J_ £  £  £ [ . A - + .±_ + j L + j L + ^
36 ^=i y*i -t+j 36 L-c+1 -¿+2 £+3 -£+4

+ _—  
-¿+5 ¿+6]

= -1  (18) = i  .
36 2

TEOREMA 1.8.2 TEOREMA DE PROBABILIDAD TOTAL, DE LA PROB. CONO

Sean Bj , B2* . eventos que forman una partición del espacio mues

tral fl, y sean A y E eventos, entonces

P[E | A] = P[Bj | A] P[E | BjA] + P[B2 | A] P[E | B2A] + ... + P[Bk | A]P[E|BkA]

PRUEBA

PtBj | A] P[E | B ^ ]  + P[B2 | A] P[E | B2A ] +  ... + PÍB. | A] P[E | B. A]

PtBjA] P [E B i A ] PtB2A] P [ E B 2A]
   +    +  ,

PÍA] PfejA] P[A] P[B2A]

P[EBt A] P [ E B 2A]
 +    +

PfA] • *

PÍA]
+  PJ ! V J

pC a]

P [ E B , A ] +  P [ E B 2A] + ... + P[EBk A]

PÍA]

P[EA(B! U B2U ... U Bk)]

PÍA]

P[E Afl] 

PÍA]

P[BfrA] P[EBfeA] 

P[A] PfB^A]

P[E A] 

PlA]
= P[E ¡ A]

De donde

PÍE | A ] = X  PtB. | A] P[E | AB .]
k=l *  *
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Resul. Favorables a E dado A

E  ABjE

A

Fig. 1.8.14

EJEMPLO 11 Todos los miembros de un club son médicos o abogados, 40% de los 

miembros son médicos mientras que el 30% de las mujeres son médicos. El 50% 

de los médicos y el 30% de los abogados ganan más de $ 60,000 por año. Sin 

embargo solamente el 20% de las mujeres médicos y el 10% de las mujeres abô  
gados ganan más de $ 60,000, por año.
(a) Si se escoge aleatoriamente un miembro del club, ¿cuál es la probabili

dad que gane más de $ 60,000 por año?

(b) Si se escoge aleatoriamente una mujer. ¿Cuál es la probabilidad que ella 
gane más de i 60,000 por año?

SOLUCION Sean los siguientes eventos:

M: "El miembro del club es un médico".
A: "El miembro del club es un abogado".

F: "El miembro del club es femenino".

6: "El miembro del club gana más de $ 60,000 por año".

(a) Debemos calcular P[G] .

Q = A U M. Los eventos A y M forman una partición del espacio mues
tral Q (el club). Además G c q  .

Aplicando el teorema de probabilidad total tenemos,

P[G] = P[A] P[G | A ] + P[M]P[G|M]

= (0.6)(0.3) + (0.4)(0.5) = 0,38 .



(b) Se debe calcular P[G |F] . El diagrama siguiente, muestra el árbol de 

probabilidades para este caso.

0.30

PtGlFALrÜ 6

Fig. 1.8.15

Luego,
Plfi | F] = P[M I F] P[G I FM] + P[ft I F] P[G I FA] 

= (0.3K0.2) + {0.7)(0.1) = 0.13 .

1.83  TEOREMA DE BAYES

En el ejemplo 2. Supongamos ahora que el conejo escogido aleatoriamente 

se ve que es blanco. ¿Cuál es la probabilidad que provenga de la jaula I?

Usando la notación del ejemplo 2, debemos calcular P D  |A] . Por la de 
finición de probabilidad condicional y el teorema de multiplicación tenemos

p Q  ( A] = P_PAJ . P CIUPEI1A3
p[a] p[a  ]

43P[A] se ha calculado por el teorema de probabilidad total y es —  . Luego,

P[I | A] = -/3 x 3/5- =
43
90

90 _ 18
43 x 5 " 43

Este ejemplo se generaliza por el siguiente teorema.

TEOREMA 1.8.3 TEOREMA DE BAYES Si los eventos B 1# B2, ... , Bfc forman una 

partición del espacio muestral Q y A  es un evento cualquiera de ft, entonces

P[B 1 PtA | B l
P t B j A ]  =

£  P[B .] P[A|B .]
* « Á* X*¿=1

PtB ] PtA I B ]
 A______1 K

PtBj] PtAlBj + PtB2] PtA|B2] + . . + PtBk] PtA|Bk]

para k = 1,2, ... , k
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1 6 f

Este teorema resulta como consecuencia inmediata del teorema de probatn. 

lidad total. En efecto
P[B A ] P[B 1 P[A I B l

P[B | A] =  Í--------
* P[A] k

2  P[B ,] P[A | B ]
■ A* «C

El numerador resulta del teorema de multiplicación y el denominador del teo 

rema de probabilidad total,

COROLARIO 2 Si A y B son eventos en Q tales que P[A ] > 0 y 0 < P[B] < 1 
entonces

r , .. p [b ] p [a I b ]
PtB | A ] = ----------------- '-------------

p [b] P[A I B ] + p [b.1 p [a i b ]

Este corolario es una consecuencia inmediata del corolario 1, En efecto

P[B I A]
p Cb a ] p [b] pCa I b ]

P[B] P[A | B] + P[§ ] P ft I B ]p [a]

EJEMPLO 12 Una compañía de desarrollo urbano está considerando la posibili
dad de construir un centro comercial en un sector de Lima metropolitana, Pe

rú. Un elemento vital en esta consideración es un proyecto de una autopista 
que une este sector con el centro de la ciudad. Si el consejo municipal 

aprueba esta.autopista,hay una probabilidad de 0.90 de que la compañía constru
ya el centro comercial en tanto que si la autopista no es aprobada la proba
bilidad es de sólo 0.20. Basándose en la información disponible, el presiden 

te de la compañía estima que hay una probabilidad de 0.60 que la autopis

ta sea aprobada.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que la compañía construya el centro comer

cial?

(b) Dado que el centro comercial fue construido. ¿Cuál es la probabilidad de 
que la autopista haya sido aprobada?.

SOLUCION Definimos los eventos:
A: :,la autopista es aprobada".
B: "el centro comercial es construido".

(a) Debemos calcular P[B] , aplicando el corolario del teorema de probabili^ 
dad total. El evento B se escribe B = AB U Á B  y
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B A B

A B

0.40 O*® B A B
A

 —  8
Fig. 1.8.16

P[B] = P[AB] + P[Á B] = P[A] P[B | A] + P[Á] P[B | Á]

= (0.60)(0•90) + (0.40)(0.20) = 0.54 + 0.08 

= 0.62 .

(b) Por el corolario del teorema de Bayes tenemos

p[A | B] = PtA] P[B | A] ^ (0.60J(0.90) = 54

PfB] 0.62 62
54

62
0.87 .

EJEMPLO 13 En una línea de producción hay dos procesos, A y B. En el proce
so A hay un 20% de defectuosos y en B hay 25 % . En una muestra de 300 pro
ductos hay 200 del proceso A y 100 del B.
(a) Si se extrae un producto al azar, hallar la probabilidad que sea de

que sea del proceso A.

SOLUCION Sean los siguientes eventos:
A: "el producto es del proceso A".

B: "el producto es del proceso B“.

D: "el producto es defectuoso".

5: "el producto es no defectuoso".

Q = A U B . Es decir, A y B forman una partición de £2 .
(a) Debemos calcular P[D] . Este evento se escribe D = AD U BD y por el - 

teorema de probabilidad total es

fectuoso.

(b) Si al extraer el producto resultó defectuoso, halle la probabilidad de -

Resul. Favorables a D

D

AD

BD

Fig. 1.8.17
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P[D] = P[AD] + P[BD] = P [ A ] P [ D | A ] +  P[B] P[D | B]

-  f  < » • » » ♦  3 (0 2 5 )  ■  i ;  •
(b) Por el teorema de Bayes se tiene

P[A I 0] =
P[A] P[P|A] (2/3)(0.20)

* 0.615
P[D] 65/300

EJEMPLO 14 La compañía ensambladora de automóviles CAR-PERU, se ha presentís 

do a una licitación, para ensamblar un nuevo modelo de automóvil. La probabi^ 
lidad que CAR-PERU gane la licitación es de 0.90 si una firma competidora

MOTOR ANDINO no se presente a ella en tanto que es de sólo 0.20 Sí MOTOR-AN

DINO se presenta. El gerente general de CAR-PERU estima que hay una probabi- 

dad de 0.80 que MOTOR-ANDINO se presente.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que CAR-PERU gane la licitación?.

(b) Dado que CAR-PERU ganó la licitación, ¿cuál es la probabilidad que - 

MOTOR-ANDINO se haya presentado a ella?

SOLUCION Sean los siguientes eventos:
E: "la compañía MOTOR-ANDINO se presenta a la licitación".

G: "la compañía CAR-PERU gana la licitación".
El evento G se escribe G = EG U EG y por el corolario del teorema de - 

probabilidad total es
Resul. Favorables a G

G

6

G

G

EG

-  E6

P[G] = P EEG] + PfÉ G]

P[G] = P[E]P[G|E] + P [É] P[G | É ]

= (0.80)(0.20) + (0.20)(G.90) = 0.34

(b) Aplicando el corolario del teorema de Bayes, se tiene

rtE iG ] = H E 1 P E I E ]  s (0.80) (0.20)
P [G] 0.34 17

EJEMPLO 15 La compañía "compre ahora" efectúa una encuesta del mercado pa
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ra evaluar la lucratividad de cada uno de sus nuevos productos. Encuestas ají 

terrores indican que el 90% de los nuevos productos debieran resultar lucra^ 
tivos; sin embargo, un análisis posterior de la confiabilidad de las encues
tas ha demostrado que sólo el 70% de los productos que se pronosticaban coc
ino lucrativos, lo fueron efectivamente. En contraste, de los productos pro
nosticados como no lucrativos por las encuestas, el 20% resultó ser lucratj_ 
vo. La compañía ha comercializado un nuevo producto llamado X. Dado que X r£ 

sultó lucrativo. ¿Cuál es la probabilidad que la encuesta haya pronostica 

do a X como no lucrativo?.

SOLUCION Sean los eventos:

P: “El producto X fue pronosticado como lucrativo".

L: "El producto X resulto lucrativo".
Observe que Q = P U P. Es decir , P y P forman una partición de Q.

Se pregunta P[P | L] . El evento L <= ft, se escribe L = PL U PL. Luego,

Resultados favorables a L

PL

- P  L

PCÚ = P[P] P[L | P] + P[P]P[L|P]

= (0.90)(0.70) + (0.10)(0.20) = 0.65 .

Entonces, según el corolario del teorema de Bayes, se tiene que

P[P L ] = P[P] P[L |p] = (0.10) (0.20) = _2_
P[L] ’ 0,65 65

EJEMPLO 16 Una vacuna produce inmunidad contra el sarampión en un 95% d é 

los casos, supongamos que en una población, el 30% de las personas se ha vâ  

cunado. Supongamos además que una persona vacunada sin inmunidad tiene la - 
misma probabilidad de contraer sarampión que la persona que no está-.vacunada

¿Cuál es la probabilidad que una persona que contrajo sarampión esté va
cunada?.

SOLUCION 1 Definimos los eventos :

V: "la persona está vacunada".

V: "la persona no está vacunada".
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S: “persona con sarampión".

2. El espacio muestral fl, toda la población, se compone de personas vacunadas 

y no vacunadas, Q = V U V . Osea V y V forman una partición de fl

3. Debemos calcular P[V | S] , la 

probabilidad que la persona 

esté vacunada dado que contra
jo sarampión.

4. El evento S c  fl, se escribe - 

S = VS U VS. Luego

p[s] = p[v] p[s I V ] + p[v] PCSIV]

Teorema de probabilidad total.

30 x 5

PDs]= —  x - - - - + —  x 1 = 0.015 + 0.7 = 0.715.
100 30 100

Por lo tanto, según el corolario del teorema de Bayes

prvisl- P[V]P[SIV] - MÜ - J -

L 1 J P[S] * 0.715 143

EJEMPLO 17 Supongamos que la ciencia médica ha desarrollado una prueba, pa

ra el diagnóstico del cáncer, que tiene el 95% de exactitud tanto en los que 

tienen cáncer como entre los que no tienen. Si 0.005 de la población realmeri 

te tiene cáncer, calcular la probabilidad que determinado individuo tenga 

cáncer, si la prueba dice que tiene.

SOLUCION 1 Definimos los eventos siguientes:

C: "la persona examinada realmente tenga cáncer".

D: "el diagnostico dice la persona examinada tiene cáncer".

2. fl: "Todas las personas", se escribe Q = C U C . Es decir C y C forman

Una partición del espacio muestral.

3. Cel enunciado; P[C] = 0.005 , P[D | C] = 0.95 , PfD | C] = 0.95 . Y
debemos calcular P[C | D] .

4. El evento D se escribe D = CD U CD y por el corolario del teorema de -
probabilidad total



Resul. favorables a D

0.9* D C0
C

D

C
0 C 0

D
Fig. 1.8.21

P[D] = P[ C] P [0 | C ] + P [C] PCD | C]

= (0.005)(0,95) + (0,995)(0,Q5) = 0,0545 .

5. Por el corolario del teorema de Bayes se obtiene

P[d P[D|C] _ (0.0Q5)(0.95) _ _475
P[d " 0.05450

0,087 ,
0.05450 5450

EJOPLO 18 Dos proveedores, A Y B, entregan la misma pieza a un fabricante, 

que guarda las existencias de esta pieza en un mismo lugar. Los antecedentes 
demuestran que 5 % de las piezas entregadas por A son defectuosas, y que 9% 
de las piezas entregadas por B también son defectuosas. Además A entrega cua 

tro veces más piezas que B. Si se extrae al azar una pieza y se encuentra que 

no es defectuosa, ¿cuál es la probabilidad de que haya fabricado A?.

SOLUCION Sean los si’guientes eventos:

A: "extraer una pieza entregada por A".

B: "extraer una pieza entregada por B".

H: "extraer una pieza no defectuosa".

Debemos calcular P[A | N] . fl = A U B, o sea A y B forman una partición 
de O . Puesto que N c  a , se escribe N = AN U BN .

Del enunciado P[A] - i  y P[B] - j  ¿por qué?.

Luego, por el teorema de probabilidad total es

Resultados favorables i II 

 AN

BN

P[N] = P[A] P[N | A] + P[B] P[N | B]
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= -  (0.95) + i  (0.91) = —  .
5 5 500

Y según el teorema de Bayes. Se tiene

p[A . Nj s P[A] P[N | A] = 4/5 (0.95) = 380/500
P[A] ’ 47/500 " 471/500

EJEMPLO 19 El gerente general de una cadena sudamericana de supermercados 

estima la proporción de sus establecimientos que alcanzarán la meta de una 

venta anual equivalente a doce millones de dólares en la forma siguiente;

* 0.807

PROPORCION DE 

ESTABLECIMIENTOS (ir)

PROBABILIDAD 

P M

TT 1 = 0 . 60

ir2 = 0.70
TT 3 *= 0.80

Pt-ifi) = 0,20

P(ir2) = 0,50 
P (tt 3) = 0.30

Es decir, el gerente general, balándose en experiencias anteriores estî  
ma que hay una probabilidad de 0.20 de que 60% de las tiendas alcanzarán -

los doce millones de venta anual; una probabilidad de 0.50 que alcancen el -

70% y finalmente una probabilidad de 0.30 de que 80% alcancen la meta. Se 

selecciona al azar uno de los negocios.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que este haya alcanzado la meta considerada?

(b) Dado que este negocio alcanzó la meta, ¿cuál es la probabilidad que - 

el 80% de los negocios haya vendido doce millones de dólares?
SOLUCION Sea el evento A; "obtener un negocio que alcanza la meta considera 

da".

Las formas diferentes de obtener un negocio que alcanza la meta fijada, se -

observa en el diagrama del árbol de probabilidades.

Resul. favorables a A

?\A * \
A ---

A -----

Fig. 1.8.23

WjA

*2*

W3A
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(a) £1 evento se escribe, A = M  n , A , y por el teorema de probabilidad
2=i •t

total es

P[A] = PItíJ  P[A | ttJ + P[tt2] P[A | tt2] + P[tt3] P[A | 7i3]

= (0.20)(0.60) + (0.50)(0.70) + (0.30)(0.80)

= 0.12 + 0.35 + 0.24 = 0.71 .

(b) Oe acuerdo con el teorema de Bayes se tiene

P[lT
= PCtt3 ] P tA|TT3 1 ^ (0,3Q)(0.80) = 0.24 = Q

338
pCa] 0.71 0.71

EJEMPLO 20 En el almacén de una firma comercial distribuidora de fusibles - 

se encuentra 80 cajas con 100 fusibles cada una. 20 cajas contienen fusibles 
producidos por una empresa At 30 cajas contienen fusibles producidos por una 

empresa B f el resto de cajas contienen fusibles producidos por una compañía

C. A produce el 3% de artículos defectuosos, B el 5% y C el 4% de artícu

los defectuosos. Si se selecciona una de estas cajas al azar, se toma una de 

sus fusibles y se encuentra que es defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de - 
que haya sido producido por B?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:
A: "Elegir una caja de fusibles producidos por la empresa A".

B: "Elegir una caja de fusibles producidos por la empresa B".

C: "Elegir una caja de fusibles producidos por la empresa C".

D "obtener un artículo defectuoso"

Debemos calcular P[B | D] .

p[o|Bl =jóL 0__. BD

--- CD

P[D]= P(AD]+ P DJD] + P[CD]
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= Pt/Ü PlD | A] + P[B] P[D | B ] + P[C]P[D|C]

2 3 , 3  5 . 3  4 33-  x   + - x ----+ -  x ----  = — - •
8 100 8 100 8 100 800

Según el teorema de Bayes tenemos

prn | ni - P[B] P E I 83 - 3/8 x 5/100 _ _5_ a „ 45P[B | D ]    . 33/goo u

EJEMPLO 21 Considere 18 tiradores clasificados en 4 grupos. En el primer - 

grupo hay 5 tiradores con probabilidades 0.8 de dar en el blanco, en el seguí 
do hay 7 con probabilidad 0.7, en el tercero hay 4 con probabilidad de 0.6 y 

en el último 2 con probabilidad 0.5 de dar en el blanco. Se elige aleatoria

mente un tirador, dispara y no da en el blanco. ¿A qué grupo es más probable 

que pertenezca?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos :

E. : "el tirador elegido pertenece al grupo i U  * 1,2,3,4)"

F: "al disparar no da en el blanco"; 

por lo tanto, el evento F podemos escribir como sigue,

P = U  E.F
*

4

PtF] = 2  PÍE .] P ÍF | E.] , (Teor. de prob. total)
¿«I * 4

las probabilidades de los eventos E^ son :

PCe J  = —  , Pfe2] = —  * P k 3] = —  * r f E j  = “
1 18 2 18 18 18

Si ocurre E lf P[F | E j  = 0.2

Si ocurre E2, PlF | £2  ̂ " 0*3

Si ocurre E3, PÍF | E3] = 0.4

Si ocurre E^, PIFIE,] = 0.5

luego, K F ]  = ¿  (0.2) + ¿  (0.3) + ±  (0.4) * £  (0.5)
l o  lo  l o  lo

= —  r 1 + 2 . 1 + 1 . 6 + 1 1  = ,
18 L J 18



Rufino Moya C  - Gregorio Saraoia A.

Calcularemos ahora P[E. | F] (¿ * 1,2,3,4), según teorema de Bayes

P[E» | F] =

PÍE, I F ] =

P[E, I F] =

P[Eu I F] =

P[E¿ P O71E j ] jé (0.2)

pCf] 5 . 7
18

p [e2] pCf )e 2 ] ¿ ( O - 3)

P[F] 5.7
18

P[E3] PÍFIEJ JE (0*4>
P[F] 5.7

18

P[E„] P[F|E„] 0.5)

p If ! 5.7
18

1
5.7

2 . 1
5.7

1.6

5.7

5.7

por lo tanto, el jugador elegido, es más probable que pertenezca al segundo 

grupo.
El diagrama del árbol de probabilidad de la fig.1.8.25 da unavisión esquemáti^ 
ca de la solución de este problema.

Fig. 1.8.25

F —  E jF

¥

EJEMPLO 22 Consideremos una muestra de tamaño 3, extraída de la siguiente ma 

ñera. Se empieza con un grupo de 12 cartas: 7 espadas y 5 diamantes. En cada 

ensayo se extrae una carta, se ve el palo y se devuelve, juntos con otra car 

ta adicional del mismo palo. ¿Cuál es la probabilidad que el número de eŝ  

padas en el grupo de cartas antes de la tercera extracción sea 8, dado que - 
la muestra contiene 2 espadas y un diamante?.
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SOLUCION Sean los siguientes eventos ;

E: "espada" 0; "diamante".

A: "La muestra contiene 2 espadas y 1 diamante".
B: "El número de espadas antes de la tercera extracción es 8".

Se pide determinar P[B I A] .

El diagrama del árbol de probabilidades que da una visión esquemática del 
problema es

•..EEE

...EE9

..EDE ✓

..EDO

DEE Y

..DED

Fig. 1.8.26
000

El evento A se escribe A = EED U EDE U DEE y por el teorema de probabili 
dad total se tiene

P[A] = P[E] P[E|E] P[D|EE] + P[E] P[D|E] P[E|ED] + P[D] P[E|D] P[E|DE]

= -Z_x _ L x -5_ + J _ x Í _ x J_  + _ L x X x -L s 15
12 13 14 12 13 14 12 13 14 39

y por el teorema de Bayes tenemos,



EJEMPLO 23 Una caja contiene 3 monedas: una corriente, otra de dos caras, y

la tercera cargada tal que la probabilidad que se obtenga cara al lanzar
la es 2/3. Se escoge una moneda al azar y se lanza. Si aparece cara se lanza 

la moneda de nuevo. Si aparece sello se escoge otra moneda entre las dos que 

quedan y se lanza.

Sea C el evento: "se escoge la moneda cargada".

Sea X el evento: "sale primero sello y después cara".

Se pide calcular:

(a) P[C | X] ; (b) P[X|C] •

SOLUCION Sean los eventos:

Mi : "La moneda correcta"; P[C] = P[S] = ^

M2 : "La moneda de dos caras", P[C] = 1

M 3 : "La moneda cargada"; P[C] = # P[S] = y

Consideremos el árbol de probabilidad siguiente

1ro S. lueoo C.

AjCC

MjCS
N1SM3C W
H1SK3S.

NjSPf̂ C ¿ 
HpCC

M3CC*
N3CS*

\̂¡3̂ c~.........M3S111CW

1 7 ? s......... n ^ s *
1 C .. M3SH2C*'/

Fig. 1.8.27

Entonces se tiene que, los sucesos favorables al evento C son los que 

están marcados con * , ya que la moneda cargada puede escogerse la primera 

vez o la segunda.
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Los sucesos favorables al evento X son los que están marcados con / . Y los 

sucesos favorables al evento C fl X con los que tienen ambas marcas * 1/ . - 

Por lo tanto:
, , Dr^  1 1 1 2 , 1  1 1 . 1  1 1 1 1  1 1 ,(a) P[Xj * — x —  x —  x -  + —  x —  x —  x 1 + —  x —  x —  x — + — x —  x - x  1

3 2 2 3 3 2 2  3 3 2 2 3 3 2

,  1_ + J_  + _ L + _L .  1  .
36 36 36 36 9

y R[C | X] =
p [ c  n  x ]

p t x ]
1 1 1 1 1 1 1 1 1  1
3 X 2 X 2 X 3 * 3 X 3 X 2 X 2 X 3 x I  * 2

2/9

(b) P[C] *

5/56
2/9

5
8

I * I x ± x  ! ♦
3 3 2

«fl 1 1 1 1 ^ 1  2 2 1 2 1 12 — x —  x —  x — + —  x —  x —  + — x —  x —  + — 
13 3 2  2J 3 3 3 3 3 3 3

_L + J _  + A  + _L + J _  + _L
36 36 27 27 36 36

_5_
12

y K X  | C] - 1 -  P[X|C] prop. de probab. condicional

= 1 -
p [ x  n  c ]  

p [ c ]
5/36
5/12

2
3

EJEMPLO 24 En una caja hay 4 bolas, las que han sido colocados lanzando una 
moneda 4 veces. Si salió cara se colocó una bola blanca y si salió sello se 
colocó una bola roja. De la caja se extrae una bola y resultó ser blanca. - 
¿Cuál es la probabilidad que en la caja queden al menos 2 bolas blancas?

SOLUCION Definimos los siguientes eventos:
B. : "en la caja hay ¿ bolas blancas = 0,1,2,3,4)".

B : "obtener Una bola blanca al extraer una de la caja".

A : "en la caja quedan al menos dos bolas blancas"



El evento 6 se escribe asi,

B ■ U  B.6
•i"1 *

de donde, P[B] = £  P [B . ] P[B | B . ]

4

r , , P[BJ P[B | B J  + P [ B J P [ B | B J
debemos calcular P[A B] =   —

P[B]

Cálculo de P[B . ] ¿ = 1,2,3,4 y P[B|B .]

Bj : "en la caja hay 1 bola blanca y 3 rojas"
P¿*3

P IB i ] * P (obtener en los lanzamientos de la moneda 1C y 3SJ * ----=
21*

B2 : “ en la caja hay 2 bolas blancas y 2 rojas"
P b 2

P[B2] = P[ obtener en los lanzamientos de la moneda 2C y 2S] = — -—

B3 : " en la caja hay 3 bolas blancas y una roja"

P[Bj * P[obtener en los lanzamientos de la moneda 3C y 1S]
p'iil 
r  t»
21*

B^ : "en la caja hay 4 bolas blancas"

P®t»]s P[obtener en los lanzamientos de la moneda 4C] *
21*

Si ocurre Bi. P[B | co II 1 .
4 *

Si ocurre b 2* rfB |1 B 2] -
1 . —  »
2

Si ocurre ®3* P[B || B J  = 3
4 ’

Si ocurre P[B ||B„] = 1 .
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v 
. %

por lo tanto, P[A | B] =
yr * f  + yr x 1

\
2

= —  , teorema de Bayes 
2

La fig. 1.8.28 es el diagrama del árbol de probabilidades que ilustra la sol£ 

ción de este problema.
B

B

B

R

B

R

B

R

PROBLEMAS 1.8

1. Una urna contiene 5 bolas blancas y 7 bolas negras. Se extrae una bola al 

azar; se pone fuera de la urna y su color no es visto; después se extrae 
otra bola aleatoriamente. ¿Cuál es la probabilidad que esta última sea - 

blanca?.

2. Oe un conjunto de fotos una persona A escoge 3 fotos de hombre y 2 de mu

jer. Otra persona B escoge 2 fotos de hombre y una de mujer. La persona A 

extrae de su grupo, al azar, 2 fotografías, que sin verlas, las hecha al 

grupo que tiene la persona B. Si de este nuevo grupo que ahora tiene la - 

persona B, se extrae al azar, una fotografía, determinar la probabilidad 

de que :
(a) ésta sea una mujer.

(b) éste sea un hombre.

3. Se tiene 5 urnas idénticas; dos de ellas de igual contenido, con 3 bolas 
blancas y 5 negras, y las otras tres teniendo cada una, 4 blancas y 3 negras. 

Se el ige una urna aleatoriamente.De la urna elegida se extrae al azar una bo

la, ¿cuál es la probabilidad que sea blanca?.



Una urna contiene 3 bolas blancas, 4 negras y 5 rojas. Se extraen 3 bolas 
sin reposición. ¿Cuál es la probabilidad que sean del mismo color?

Se tiene 2 urnas A y B, con 5 bolas rojas, 3 blancas y una roja, 2 blan
cas respectivamente. Se lanza un dado, si se obtiene 3 ó 6, se pasa una -
bola de B a A, y luego se extrae una bola de A. En cualquier otro caso se

pasa una bola de A a B, y luego se extrae una bola de B.

Determinar la probabilidad que:

(a) ambas bolas sean rojas.
(b) ambas bolas sean blancas.

Un restaurante ofrece, a elección, menús a base de carne, de pollo o de - 

jamón. Si el cliente lo desea puede pedir vino tinto o vino blanco. Se sa_ 

be que las probabilidades que un cliente elija carne, pollo o jamón -

son, respectivamente, 0.60, 0.30 y 0.10. También se sabe que: las proba

bilidades que un cliente pida vino tinto, vino blanco o ningún vino, -
después de haber elegido carne, son 0.40, 0.10 y 0.50 respectivamente; -

las probabilidades, después que el cliente eligió pollo, son 0.05, 0.25 y 

0.70 respectivamente; y las correspondientes probabilidades, después que 
el cliente eligió jamón, son 0.15, 0.20 y 0.65. Por último se sabe que la 
probabilidad que un cliente deje una buena propina es: 0.80 sí a pedi

do carne o vino tinto, 0.30 si ha pedido carne y vino blanco, 0.60 si ha
pedido carne sin vino; 0.40 si ha pedido pollo y vino tinto, 0.80 si ha -

pedido pollo y vino blanco, 0.70 si ha pedido pollo pero no vino; o 0.70

si ha pedido jamón y vino tinto, 0.70 si ha pedido jamón y vino blanco, -

0.50 si ha pedido jamón pero no vino. ¿Cuál es la probabilidad que un 

cliente deje una buena propina?

Tres urnas contienen respectivamente una bola blanca, dos negras; 2 blan

cas, una bola negra; 2 blancas y 2 bolas negras. De la primera urna se -
transfiere una bola a la segunda; después se transfiere una a la tercera 

urna y en seguida se extrae una bola de la tercera urna. ¿Cuál es la probabi^ 

lidad que este sea blanca?

La urna U 1 contiene seis bolas blancas y cuatro negras. La urna U2 conti^ 
ne dos blancas y dos negras. Se transfieren dos bolas de la urna U: a la 
urna U2. A continuación, se extrae sin reemplazo una muestra de tamaño 2 

de la urna U2. ¿Cual es la probabilidad que la muestra contenga exacta 
mente una bola blanca?
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9. Considere una urna con 10 bolas de las cuales 5 son negras. Se elige al - 

azar un entero n del conjunto (1,2,3,4,5,6}, luego se selecciona una mueis 

tra de tamaño n sin reemplazamiento de la urna Determinar la probabili

dad que todas las bolas de la muestra sear negras.

10. Ud. escoge al azar uno de los números enteros del conjunto {1,2,3,4}, Lúe

go lanza un tetraedro regular cuyas caras están marcadas con los números 

1,2,3,4, tantas veces indica el número que escogió.
Calcular la probabilidad que el puntaje total obtenido en los lanza
mientos sea igual a 4.

11. En una sociedad hay 15 miembros, 5 mujeres y 10 hombres. A una reunión -

asistieron 13 miembros para elegir un presidente. ¿Cuál es la probabilidad
de que sea una mujer la elegida?

12. Una urna contiene 5 bolas negras y x blancas. Si al sacar dos bolas, la -

probabilidad que ambas sean negras es 5/14, calcule x.

13. Se tiene 5 fusiles que, cuando son apuntados apropidamente y disparados, 
tienen probabilidades de dar en el blanco respectivamente como sigue: 0.5 

0.6, 0.7, 0.8 y 0.9. Se escoge aleatoriamente uno de los fusiles, se apun 

ta y dispara. ¿Cuál es la probabilidad de dar en el blanco?

14. Una compañía que fabrica tornillos, tiene tres factorías, F1# F2 y F3. -

Las factorías F2 y F3 producen el mismo número de tornillos, mientras que 

Fy produce el doble de las de F2 . Por experiencia pasada se sabe, que - 
el 2% de los tornillos producidos por Fj y F2 respectivamente son de

fectuosos, en tanto que el 4% de los fabricados por F 3 son defectuosos.
Los tornillos producidos por las tres factorías se guardan en un mismo al_ 

macen. Si se escoge aleatoriamente un tornillo del almacén. ¿Cuál es la - 
probabilidad que sea defectuosa?

15. Una caja contiene 3 monedas, dos normales y una con dos caras. Se elige - 

una moneda al azar y se efectúa una tirada. Si sale cara se tira otra vez

Si sale sello, entonces se elige una de las otras dos de la caja y se ti
ra.

(a) Determinar la probabilidad que salgan dos caras

(b) Si se tira la misma moneda las dos veces, hallar la probabilidad de 
que sea la moneda con dos caras.



(c) Hallar la probabilidad que aparezca sello las dos veces.

16. Suponga que Bj , B2 y B3 son eventos mutuamente excluyentes. Si

P[B • ] = \ y P[A | B .] = ¿  , y  = 1,2,3. Hallar P[A]
J J J O

1 7 .  Una urna 1 contiene dos bolas blancas y tres azules, una segunda urna I I  
contiene tres bolas blancas y cuatro azules, se extrae aleatoriamente una 

bola de la urna I y se coloca en la segunda, luego se extrae aleatoriamen 
te una bola de esta; calcular la probabilidad que ésta última sea blanca.

18. Una caja contiene 5 monedas; cuatro de ellas son normales y la quinta con 

cara en ambos lados. Se elige aleatoriamente una moneda y luego se lanza 

dos veces. ¿Cuál es la probabilidad de obtener dos caras?.

19. Por la noche dos coches se aproximan uno al otro en una autopista. Si nin_ 

guno de los dos choferes esta borracho, ambos pasarán a salvo con una pro 

habilidad de 0.999. Cada uno puede estar borracho con una probabilidad de 

0.1, la probabilidad que ambos están borrachos es de 0.01. Si sólo el 
chofer A está borracho, pasarán a salvo con una probabilidad de 0.7. Si -

sólo el chofer B está borracho, pasarán a salvo con una probabilidad de -

0.8. Si ambos están borrachos, pasarán sin peligro con una probabilidad - 
de 0.4. ¿Cuál es la probabilidad que pasen a salvo?

20. En una urna A, hay 5 bolillas rojas y 5 negras; en otra urna 8, hay 3 bo

lillas rojas y 6 negras, y en una C, hay 4 bolillas rojas y 2 negras. Se 
extrae una bolilla de A y se coloca en B, y de esta se extrae una bolilla 

que se coloca en C. De C se extrae una bolilla. Calcular la probabilidad 

de sacar una bolilla negra de C.

21. Se ha lanzado un dado 2 veces. El número obtenido en la primera vez es el 

número de bolas blancas colocadas en la urna y el número obtenido en la - 
segunda vez, es el número de bolas negras colocadas en la misma urna. Se 

sabe también que el número total de bolas en la urna es 8.

¿Cuál es la probabilidad que la urna contenga exactamente 5 bolas blancas?

22. En una caja hay 3 monedas correctas y una no correcta tal que; P[C] = 1/3 

P[S] = 2/3. Una persona elige al azar dos monedas de la caja y las coloca 

en otra caja; luego extrae al azar una moneda de esta segunda caja y la - 

arroja, resultándoles sello. Determinar la probabilidad que esta mone

da sea la no correcta.
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23. Una moneda es tal que: P [C] = 2/3 y P[S] = 1/3. Se lanza dicha moneda

Si aparece, cara se selecciona al azar un número del 1 al 9; si sale se
llo, se selecciona al azar un número del 1 al 5. Determinar:
(a) la probabilidad de obtener un número par.
(b) Si se selecciona un número par, ¿cuál es la probabilidad que haya 

salido sello?

24. Tres máquinas I, II y III manufacturan el 30% , 30% y 40% de la produc^

ción total de un cierto artículo. Las máquinas producen 4% , 3% y 2% -

de productos defectuosos, respectivamente. Se toma un artículo al azar, - 

se prueba y resulta ser defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad que haya 

sido manufacturado por la máquina I? ¿La máquina II? ¿y la III?.

25. De los alumnos del primer año de un determinado programa académico, se sâ  
be que el 40% asistió a centros secundarios privados y el 60% asistió - 

a centros estatales. El registro de matrícula señala que al final del cur 
so alcanzaron una nota media A el 30% de los alumnos que asistieron a - 

centros secundarios privados y sólo el 20% de los que asistieron a cen

tros estatales. Al final del ciclo, se elige al azar un alumno de dicho - 

curso y tiene nota media A. ¿Cuál es la probabilidad que el alumno hu

biera asistido a un centro estatal?

26. (Problema de Bertrand). Se dan tres cajas cada una con dos cajones. Cada 
uno de los cajones de una caja contiene una moneda de oro; cada uno de - 
los de la otra, una moneda de plata. En cuanto a los de la tercera caja, 

uno de sus cajones contiene una moneda de plata y el otro una moneda de - 
oro. Escogemos una caja al azar, abrimos un cajón, y la moneda que en él 

encontramos es de oro. ¿Cuál es la probabilidad que la moneda en el - 

otro cajón de esa caja sea de plata?

27. Una urna contiene dos bolas. La urna se llenó lanzando al aire una moneda 

dos veces y poniendo en la urna una bola blanca por cada cara y una bola 

negra por cada sello. Sacamos una délas dos bolas de la urna y nos encon

tramos que es blanca. Encuéntrese la probabilidad que la otra bola sea 
también blanca.

28. Una estación meteorológica suele acertar el 60% de las veces que pronos

tico día lluvioso, también la probabilidad de acertar en su pronóstico da 
do que indica tiempo no lluvioso es de 0.8. Se sabe que la probabilidad -
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que llueva en un día cualquiera es de 0.25.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que la estación dé un pronóstico correcto 

en un día cualquiera?
(b) ¿Cuál es la probabilidad que llueva dado que se sabe que el pronó^ 

tico está correcto?

29. La caja A contiene nueve cartas numeradas de 1 a 9. La caja B contiene - 
cinco cartas numeradas de 1 a 5. Se elige una caja al azar y de ella se - 

extrae una carta. Si la carta extraída es par. Calcular la probabilidad - 
de que la carta provenga de la caja A.

30. La urna Uj contiene una bola blanca y una negra. La urna U2 sólo contiene 

bolas blancas. Se elige una urna al azar de la que se saca una primera bo 

la que se repone, y se saca luego otra bola. Ambas resultan blancas.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que ambas bolas fueron extraídas de la ur 

na U2 ?
(b) Si de la urna elegida de hacen tres extracciones con reposición. ¿Cuál 

es la probabilidad que las tres bolas fueron extraídas de la urna

31. La urna I tiene 3 bolas blancas y 7 negras. La urna II tiene 20 bolas de 
las cuales algunas son blanc. 1 - urna

probabilidad que esta bola blanca provenga de la urna I es igual a 1/3 
determinar el número de bolas blancas que existían originalmente en la -

32. Una caja contiene 6 monedas de las cuales 4 son normales y las dos restan

tes con cara en ambos lados. Se elige aleatoriamente una moneda y luego - 

se lanza dos veces. ¿Cuál es la probabilidad que se haya elegido una - 

moneda normal, si se obtuvieron dos caras en los lanzamientos?

33. Un fabricante recibe el 60% de sus materias primas del distribuidor A y 

el resto del B. Por experiencia sabe que el 92% de los costales de mate

ria prima llegan en buenas condiciones. ¿Cuál es la probabilidad que - 

un costal dañado sea del distribuidor A? ¿Que sea del B?. Un estudio pos
terior revela que el 95% de los costales del distribuidor A llega en buen 

estado, mientras que sólo el 87.5% de B es de buena calidad. Con esta in 
formación, ¿cuál es la probabilidad que un costal dañado proceda de A?

Ui ?

al azar y de ella se extrae la

urna II.



34. Un fabricante recibe el 45% de su material para un transistor, de la com 
pañía A, el 35% de la compañía B y el resto de la compañía C. Sabe por - 

experiencia que el 1% del material de la compañía A será defectuoso, y - 
que el 2% del material de la compañía B y C estará en malas condiciones
también... En un lote que contenga material de las tres compañías hay mil
transistores. ¿Cuál es la probabilidad que un transistor esté defectu£ 

so?. ¿Cuál es la probabilidad que si un transistor estuviese defectuo

so contase con material de la compañía B?

35. Un aparato especial para medir el contenido alcohólico en la sangre de - 
una persona arrojó el siguiente resultado: de 500 voluntarios, 240 estaban 
borrachos (el nivel de alcohol en la sangre era de 0.0015 o más). Los mi£ 
mos 500 voluntarios se sometieron a una prueba sanguínea inmediatamente -- 
después, encontrándose 280 personas con un nivel de 0.0015 o más. Después 
se determinó que 180 personas resultaron estar borrachos en ambas pruebas 
¿Qué porcentaje de personas resultaron estar ebrios sin que lo indicara - 
el aparato?. Supóngase que una persona realmente estuviera borracha y que 

pasara la prueba en el aparato. Según la información dada anteriormente, 

¿cuál es la probabilidad que la prueba resultara positiva?.

36. Una urna contiene inicialmente una bola blanca y una bola negra. Una bola 

es extraída al azar y es reemplazada por dos bolas de su mismo color. Lúe 

go una de las tres bolas que ahora hay en la urna es axtraida al azar y - 

es reemplazada por dos de su mismo color. Después una de las cuatro bolas 

que ahora hay en la urna es extraída al azar y es reemplazada por dos de 

su mismo color, etc. ¿Cuál es la probabilidad que;
(a) Las tres primeras bolas son blancas?

(b) La tercera bola es blanca?

(c ) Hay 3 bolas blancas en las cuatro primeras extracciones?.

37. Todas las noches, el señor Pérez llega tarde a su casa. La señora Pérez - 

que es una buena esposa, le deja encendida la luz de la entrada a la casa 

La probabilidad que el señor Pérez llegue borracho es 0.60. Si llega - 
borracho, hay una probabilidad de 0.90 que olvide apagar la luz en tan 

to que ésta es sólo de 0.05 si llega sobrio.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que el señor Pérez apague la luz en una - 

nocne cualquiera?



(b) Dado que el ^eñor Pérez apagó la luz una cierta noche.¿Cuál es la prô  

babilidad que haya llegado borracho?

38. El profesor López dicta un curso de Estadística y quiere tomar una prueba 
en cada clase. Sabedor que a veces se olvida de ir a hacer su clase, - 

ha dado instrucciones a su jefe de prácticas que se haga cargo de la clase 
cuando él está ausente. Si el profesor López hace la clase, la probabili

dad es 0.70 que tome la prueba en tanto que si el jefe de práctica hace 

la clase, ésta probabilidad es de sólo 0.10. Si el profesor López falta - 
el 80% de la clases.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que haya una prueba en una clase dada?

(b) Suponiendo que hubo prueba en una clase determinada, ¿Cuál es la pro- 
baoilidad que el profesor López haya estado ausente?.

39. La compañía CüMPUT-PERU está considerado comercializar una calculadora - 

electrónica. De acuerdo con una investigación hecha en el mercado, la pro 
babilidad que el producto tenga éxito es 0.80 si una firma competidora 

no introduce un producto similar en el mercado, en tanto que la probabili^ 

dad de éxito es 0.30 si la firma competidora comercializa el producto si
milar. Además, la compañía estima que hay una probabilidad de 0.40 que 

la firma competidora comercialice el producto. Dado que el producto de la 
compañía C0MPUT-PERU tuvo éxito, ¿Cuál es la probabilidad que la firma 

competidora haya comercializado su producto?

40. Uno de dos peritos mercantiles verifica el estándar de un artículo. La - 

probabilidad que el artículo caiga en manos del primer perito es igual 
a 0.55 y al segundo, 0.45. La probabilidad que el artículo estandariza 
do sea reconocido como tal por el primer perito es igual a 0.9, y por el 

segundo, 0.98. Durante la verificación el artículo fue reconocido como - 

estandarizado. Hallar la probabilidad que el artículo lo haya examina

do el segundo perito.

41. Juan tiene dos bolsas; la bolsa I, con tres bolas rojas y dos blancas; - 

la bolsa II, con una bola roja y cuatro blancas. Juan escogió una bola
de la bolsa I al azar y lo coloca en la bolsa II, luego escoge - 

una bola de la bolsa II y encuentra que es roja, ¿Cuál es la probabilidad 

de que la bola transferida de la bolsa I a la II haya sido roja?.

42. Una persona tiene tres bolsas azules y dos verdes. Cada bolsa azul contiene
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bolas rojas y blancas en una razón de 4 a 1, y cada bolsa verde contiene 
bolas rojas y blancas en una razón de 1 a 4. Tal persona escoge una bolsa 

al azar, y también al azar una bola de la bolsa elegida, y ve que es bla£ 
ca, ¿Cuál es la probabilidad que haya sacado una bolsa verde?.

43. En el problema 17. Se sabe que de la urna II se extrajo una bola blanca, 
¿Cuál es la probabilidad que de la urna I se halla pasado una bola a- 

zul ?

44. En el ejemplo 8 de 1.8. Si se sabe que todas las bolas que se extrajeron 

fueron blancas. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido 2 en el dado?.

45. La probabilidad que un accidente aéreo, el cual es debido a fallas estru£ 

turales, sea diagnosticada correctamente es 0.85 y la probabilidad que 

un accidente aéreo el cual no es debido a fallas estructurales sea diagnos 

ticado incorrectamente como debido a fallas estructurales es 0.35. Si el 
30% de todos los accidentes aéreos son debidos a fallas estructurales, - 
encontrar la probabilidad, que un accidente aéreo es debido a fallas es

tructurales, dado que ha sido diagnosticado como debido a fallas estruct£ 

rales.

46. Una compañía de petróleo, debe decidir, si taladra o no, un lugar determi_ 

nado, que la compañía tiene bajo contrato. Por investigaciones geológicas 

practicadas, se sabe que existe una probabilidad de 0.45 que una formación 

tipo I se extiende debajo del lugar prefijado para taladrar: 0.30 de pro

babilidad que exista una formación de tipo II y de 0.25 de tipo III. EstiJ 

dios anteriores indican que el petróleo se encuentra en un 30% de las ve 

ces en las formaciones de tipo I y un 40% en las del tipo II y 20% en - 

las de tipo III.Determinar la probabilidad que si no se encontró petróleo, 

la perforación fue hecha en la formación de tipo I.

47. Se sabe que la probabilidad que una persona tuberculosa sometida a un 
examen radiológico se le diagnostique como tal es 0.95 y que la probabili_ 

dad que una persona no tuberculosa sometida a un examen radiológico se 
le diagnostique erróneamente como tuberculoso es 0.002. Se sabe, además, 

que el 0.1% de los adultos residentes en cierta ciudad son tuberculosos. 

Si a uno de los residentes, seleccionado al azar, se le diagnostica tuber, 

culosis. ¿Cuál es la probabilidad que realmente sea tuberculoso?
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48. Se tienen dos urnas Uj y U2 . La primera tiene 2 bolas blancas y 3 negras 
la segunda 2 bolas blancas y 3 rojas. Se extrae al azar una bola de Uj y 

se pasa a U2 . Luego se extrae una bola de U2 y se pasa a U 1 . Finalmente 

se extrae al azar 2 bolas de Üj y resultan ser blanca y negra. Determinar 
la probabilidad que Uj no tenga ninguna bola roja.

49. Una fábrica de unidades de aire acondicionado recibe 70% de sus termosta 

tos de la compañía A, 20% de la compañía B y el resto de sus termostatos 

de la compañía C. Por experiencia pasado se sabe que la compañía A produ
ce 1/2% de termostatos defectuosos; la compañía B, 1% y la compañía C, 
i.5% . Se selecciona al azar una unidad de aire acondicionado de la línea 

de producción y resulta defectuosa. ¿Cuál es la probabilidad que el - 

termostato haya sido producido por la compañía B?

50. Se sabe que una empresa industrial utiliza cuatro máquinas en la fabrica

ción de cierto producto y que la producción diaria de cada una de ellas - 
es, respectivamente 1000, 1200, 1800 y 2000 piezas. Se sabe además que en 

promedio, el 1% de la producción de la primera máquina es "defectuosa", 
el 1/2% de la producción de la segunda es defectuosa, el 1/2% de la pro 

ducción de la tercera es defectuosa y el 1% de la producción de la cuarta 

es defectuosa. Si de la producción de cierto día se extrae, al azar, una 

pieza que resulta ser defectuosa. ¿Cuál es la probabilidad que dicha - 

pieza proceda: de la cuarta máquina? ¿de la tercera máquina? ¿de la según 

da máquina? ¿de la primera máquina?

51. Se lanza al aire una moneda. Si sale cara se introduce una bola blanca en 

una urna; si sale sello, la bola que se introduce será negra. Esto se hace 

cuatro veces. Finalmente se extrae dos bolas y resultan ser blancas, ¿Cuál 

es la probabilidad que las otros dos bolas sean blanca y negra?

52. De una urna que contiene seis bolas blancas y cuatro negras, se transfie
ren cinco de ellas a una segunda urna que se encuentra vacía. Se toman de 

ella tres bolas y se ponen en una caja vacía. Se extrae una bola de la ca 

ja y resulta ser blanca . ¿Cuál es la probabilidad que exactamente cu£ 

tro de las bolas transferidas de la primera urna a la segunda hayan sido - 

blancas?
53. La probabilidad que un accidente de aviación debido a fallas mecánicas 

sea diagnosticado correctamente es 0.72 y la probabilidad que un acci

dente de aviación que no se debe a fallas mecánicas sea diagnosticado in-
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correctamente como que se debió a fallas mecánicas es 0.12. Si 40% de to 
dos los accidentes de aviación se deben a fallas mecánicas, ¿cuál es la - 

probabilidad que un accidente de aviación que se diagnosticó como debî  

do a fallas mecánicas sea realmente a esta causa?

54. Tres empaquetadoras se emplearon en una juguetería durante el período de 

Navidades. María, que empaqueta 40% de todos los juguetes, se olvida de 

quitar la etiqueta con el precio 1 vez en 50; Juana, que empaqueta el 30%

de todos los juguetes, se olvida de quétar la etiqueta con el precio una

vez en 10, y Elena, que empaqueta el resto de los juguetes, se olvida de 

quitar la etiqueta con el precio 1 vez en 20. Dado que un cliente se que

jó de que una etiqueta con el precio no fue quitada de un regalo antes de

haber sido empaquetado, ¿cuál es la probabilidad que María cometiera - 
el error?

1.9 EVENTOS INDEPENDIENTES 
INDEPENDIENTES

Hemos visto que, si los eventos A y B son mutuamente excluyentes como - 

indica la figura 1.9.1; 0 sea AB = $ , y si PÍA] > 0 , PÍB] > 0 , se tie

ne

PÍA I B] =
PÍA fl B] 

PÍB]
= 0

por otro lado tenemos, si B c= a  como muestra la figura 1.9.2, entonces

P [A I B ] =
P [A fl B ] 

PÍBl
i

PÍBl

Fig. 1.9.1. Eventos Mutuamente excluyentes Fig. 1.9.2. evento B subconjunto de A

En el primer caso, los eventos A y B no pueden ocurrir simultáneamente, 

así que el conocimiento de la ocurrencia de B nos dice que A no ocurre (o v_i 
civersa). En el segundo caso si ocurre B, debe ocurrir A. Y en general hemos 

visto al definir probabilidad condicional que la ocurrencia de un evento con
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diciona la probabilidad de la ocurrencia de un segundo evento. Sin embargo -
*

hay muchos casos donde los eventos están totalmente sin conexión, y la ocu

rrencia de uno de ellos no cambia la probabilidad de la ocurrencia del otro, 

en este caso se dice que son EVEWTGS IWPEPEWPIEWTtS. No obstante antes de - 

dar la definición formal de independencia, consideraremos algunos ejemplos.
Consideraremos por ejemplo, el experimento de lanzar una moneda dos ve

ces y observar la secuencia de caras y sellos. Entonces el espacio muestral 

es
Q - {CC , CS , SC , SS}

Consideremos los siguientes eventos:

A : "El primer resultado una cara".

B : "El segundo lanzamiento resulta una cara".

Entonces, A = {CC , CS} y B = {CC , SC} . Por lo tanto

P[A] = i  , P[b] = ±
2 2

Supongamos ahora que ha ocurrido el evento B, entonces .

P[A | B ] .  J l ü L l I  = l / i = I  ,  P[/0
P[B] 1/2 2

Es decir, la ocurrencia del evento B no afecta la probabilidad de la ocurren 

cia de A. Es decir, la probabilidad de A no depende del conocimiento de la - 

ocurrencia o no ocurrencia del evento B.

Así informalmente hablando, dos eventos A y B son ¿ndepemí¿en¿e¿, si la 
ocurrencia de uno de ellos np efecta la probabilidad de la ocurrencia del - 
otro. En símbolos significa que:

P[A | B ] = P[A] Si P[B] > 0 (1)

P[B | A ] = P[B] si PCAJ > 0 (2)

Por ejemplo, si queremos hallar la probabilidad de la ocurrencia de A y B.es^
to esPÍA fl B] , tenemos

P l A n B ] =  P fe] P [A I B] ■ = -
2 2 4

En general, de la primera igualdad y la regla de la multiplicación se -
tiene

rfA n eü = pCgO p Ca I b ] = p Cb ] p [a 3



y de la segunda igualdad y la regla de la multiplicación se tiene el mismo 

resultado.

Esto nos lleva a la siguiente definición.

DEFINICION 1.9.1 Los eventos A y B en n son índependlenteA si, y solamente 

si se cumple una de las siguientes condiciones

U )  p[a n b! = p í a ] p[ b ]

(¿¿) P[A I B] = P[A] , si P[b] > 0 . ( t u )  P[B I A 1* pfe] , si PÍA] > 0
En otro caso se dice que los eventos A y B Aon dependiente*. Los eventos iin 
dependientes son llamados algunas veces, EAtadUtlcjanvite ¿ndependienteA, ea
tocdAticamente ¿ndependcenteA o ¿ndependCenteA en et ¿entcdo p>tobalxil¿&£¿ca

EJEMPLO 1 Considere el lanzamiento simultáneo de una moneda y un dado. Sean 

los eventos; A: "Se obtiene cara en la moneda" , y B: "en el dado sale 

6". Verificar que A y B son independientes.

lo que Indica que dichos eventos son independientes.

EJEMPLO 2 En un estudio de una enfermedad al pulmón se examinan 10000 perso 

ñas mayores de 60 años. Se halla que 4,000 personas de este grupo son fumado 
res. Entre los fumadores 1800 padecen de desórdenes pulmonares. Entre los - 

que no fuman 1500 tienen desórdenes pulmonares. ¿Son los eventos "fumadores" 

y "desórdenes pulmonares" independientes?

SOLUCION Sea los eventos :

P [ A n B ] =  p [a ] p [b | A ] = PC A D p [b ]

SOLUCION (C , 1) (C , 2) ... (C , 6)

(S , 1) (S . Z) ... <S , 6)
»

entonces, A = Ü C , 1 ) » ( C , 2 )  ... IC , 6)}

B = {(C , 6) , (S , 6)}

A n B = { 0 , 6 }  , luego P[A (1 B] = ^ (1)

P[A] = \ , PCB] = —  , por lo tanto 
2 62

P[A] P[B] = I  x i  = -i-
2 6 12

de (1) y 12). PÍA n B] =■ PÍA] PfB]

(Z)



A: “la persona elegida al azar es fumador".
B: "la persona tiene desórdenes pulmonares".

Entonces,

P[A] * - ^ 2 2 -  = 0.4 y P[B] = ^ 5 2 -  = 0.33
10000 10000

La probabilidad condicional de fumadores dado un desorden pulmonar es,

1800

P[A | B] = P-[A- ^ B]- 10000 = 1800 = o . 5 5  i PÍA]
pCb! 3300 3300

10000

por lo tanto, los eventos A y B no son independientes.

Una consecuencia inmediata de la definición es el teorema siguiente.

TEOREMA 1.9.1 Si A y B en fl son eventos independientes, entonces

U ) A y B son independientes;
(¿t) A y B son independientes;

Á y B son independientes.

DEMOSTRACION U )  P[A fl B] * P[A1 P[B I A]

= P[A] [1 - P[B | A] ] teorema 1.7.2

= P[A] [1 - P[B] ] Hipótesis
= P[A]P[B] .

Lo que demuestra que A y B son independientes.

(¿c) se demuestra similarmente.

[UL ) P[Á B] * P[Á] P[B | A] = P[Á] [ 1 - P[B | A ] ] teorema 1.7.2

= PtÁ] [ 1 - PCB3 ] = P[Á] P[B] por (11)

EJEMPLO 3 Sean A y B dos eventos independientes, tales que la probabili

dad que ocurran simultáneamente es de 1/6 y la probabilidad que ningu

no ocurra es de —  . Encuentre P[A] y P[B]
3

SOLUCION Del enunciado se tiene

1. píab] = ¿  , p[Á b] = \
6 3

2. A y B eventos independientes; entonces



P[A B] = P[A] P[B] = \
O

3. A y B independientes, entonce* Á y B independientes, teorema

1.9.1 (¿¿ó) . 0 sea

1
3

- P[Á B] - P[Á] P[B] - [ 1 - P[AJ] [1 - PfB]] teorema 1.6.2

* 1 - P[A] - P[B] + P[A] P[B]

= 1 - P[A] - P[B] + i  por paso 1
6

de donde P[A] + P[B] - f  Ó P[B] = |  - P[A]
6 6

4. Reemplazando (3) en (2) obtenemos

"tA) [ t • PH ■ ;

[P[A]]2 - |  p[A] + I  = 0 .

Resolviendo la ecuación de segundo grado se obtiene

PÍA] = \ , y P[A] = y

5. El conjunto solución será í PIA] * —  > P[B] - —  }
2 3

o í P[A] = I  , P[B] = i }

H01A En 'la práctica existen muchas situaciones óonóe no se puede con faciYi 
dad determinar si dos eventos son independientes; sin embargo en muchos ca

sos los requerimientos puede justificarse intuí tivamente de la consideración 

física del experimento, como veremos en ejemplos posteriores. Por ejemplo, 1 
falla de ‘uno de los motores de un avión de cuatro motores es independiente d 

la falla de los otros; en un concurso de tiro al blanco,-la probabilidad 
de acertar por uno de los competidores es independiente de que acierten o 

los otros concursantes, etc.

no

EJEMPLO 4 Para señalar las emergencias que pueden presentarse por la avería 

de alguno de los equipos en una sala de operaciones, se han instalado dos - 
instrumentos indicadores que funcionan independientemente. La probabilidad - 

de que el indicador accione durante la avería es igual a 0.95 para el prime

ro de ellos y 0.9 para el segundo. Hallar la probabilidad que durante una 

avería accione sólo un indicador.
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SOLUCION 1 Sea los siguientes eventos:

A: " el primer indicador acciona".

B: "el segundo indicador acciona".
£ = AB: "sólo acciona el indicador A‘*
F = ÁB: "sólo acciona el indicador B".

2. Para hallar la probabilidad que accione sólo un indicador, debemos caĵ  
cular la probabilidad de E o F. Es decir, P{E U F).

3. Puesto que E y F son eventos mutuamente excluyentes

PÍE U F] - PÍE] + PÜF]

pCE U F] = PtAE] + PtÁ B]

4. Los eventos A Y B son independientes, entonces por el teorema 1.9.1 

partes U) y los eventos A y B , así acomo Á y B son inde
pendientes respectivamente. Luego

P[E U F] = P[A] Pl&] + PtÁ] P[B]

= (0.95)(0.1) + (0.05)(0,9)

* 0.095+0.045 = 0.14.

CONSECUENCIA 1 Si A y B son eventos cualesquiera en il independientes, 
el teorema 1.6.4 , se escribe

TEOREMA 1.9.2 #Si A y B son eventos cualesquiera en ü independientes, enton 
ces

P[A U B] * 1 - PtÁ] PtB] = 1 - Cl - P[A]][1 - P[B]]

DEMOSTRACION

EJEMPLO 5 Un tirador acierta el 80% de sus disparos y otro (en las mismas 

condiciones de tiro), el 70%. ¿Cuál es la probabilidad de dar en el blanco 

cuando ambos tiradores disparan sobre el simultáneamente? Se considera que 

se ha dado en el blanco cuando por lo menos, una de las dos balas ha hecho -

P[A U B ] * PtA] + PtB] - PtA] PtB] .

PtA U B] = 1 - PtA U B]

* 1 - PfÁ B]

= 1 - PtÁ] PtB]

teorema 1.6.2; 

ley de DE-Morgan ; 

teorema 1.9.1 (¿¿¿)

1 - [1 - PtAlHl- PtB]] teorema 1.6,2.
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SOLUCION Definimos los siguientes eventos

B. : "el tirador ¿ acierta en el blanco l  * 1,2"

PCBj] = 0.80 P[B2] = 0.70

PRIMERA FORMA observe que los eventos y B2 son independientes,

P[Bj U B2] = P[BJ + P[B2] - P[B, B2]

= 1 - [ 1 - 0.80 ] [1 - 0.70]

= 0.94 .

El concepto de eventos independientes puede extenderse a más de dos even
tos .

DEFINICION 1.9.2 Tres eventos A, B y C en Q se dice que son mutuamente 
independientes si y solamente si, cumplen las siguientes condiciones 
U) Ellos son independientes por pares. Es decir :

P[B C] = P[B] P[C] .

( U )  P[A B C ] = P[A] P[B] P[C]

DEFINICION 1.9.3 Los eventos A lf A 2, ... , A^ en Q son independientes - 

si sólo si

PtBj + P[B2] - P[Bj] P[B2] • Consecuencia 1 

0.80 + 0.70 - (0.80)(0.70)

0.94 .

SEGUNDA FORMA

P[BX U B2 ] = 1 -[ 1 - PtB j]]  D - P[B2]]  Teorema 1.9.2

P[A B ] = P[A] P[Bl P[A C] = PtA] P[C] y

P[A A .] = P[A.] P[A . ] , ¿ f i
■L j X. j

n • n

EJEMPLO 6 Se lanza una moneda tres veces. Sean los eventos
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es
: "se obtiene cara en el i-ésimo lanzamiento". El espacio muestral 

Q = {CCC , CCS , CSC , SCC , CSS , SSC , SCS , SSS}

Así, i "cara en el primer lanzamiento". 

"Cara en el segundo lanzamiento". 
"Cara en el tercer lanzamiento".

Es decir

Ai
a2

A 3

(CCC , CCS , CSC , CSS} 
{CCC , CCS , SCC , SCS} 
(CCC , CSC , SCC , SSC}

Entonces, PtA,] - j  ,

p[a. n a .]
^ J

1
4

también

• 1,2,3

i  j

1

De {1) y (2} P [ A . n  A .] = P[A.] P[A ] , l t  j
J ^ 5

Por otro lado se tiene

P[Aj n A2 n A J  = ¿
8

P[AX] P[AJ PfAj = 1 1 1—  x —  x —2 2 2
I
8

(1)

( 2 )

(3)

(4}

(5)

( 6 )De (4} y (5) P[Aj fl A2 fl A 3] = P[Aj] P[A2] PÜA^

De (3) y (6); los eventos A 1# A 2 y A 3 son mutuamente independientes.

EJEMPLO 7 Dado el espacio muestral O  (generado por algún fenómeno aleatorio) 

Q = {(1 , 1 , 1) , (1 , 1 ,0) , (1 , O , 1) , (O , 1 , 1} , (0,0,0)}. Sea

(a = (x, y , z) e fl tal que P[{w}] está dada por la siguiente tabla

<J> (1 , 1 . 1 ) (1 , 1 , 0) (1 , 0 , 1 ) (0 , 1 , 1 ) (0 ,0 , 0)

P[ {u}] 1/8 3/16 3/16 3/16 5/16

Considere los eventos asociados a las proposiciones que se indican :

Aj : "La primera coordenada es 1",

A2 : "La segunda coordenada es 1".
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A 3 ; "La tercera coordenada es 1".

(a) Calcular P[(A3 U A2) | {A2 fl A 3) ]

(b) ¿Son A l t A 2 t A 3 eventos mutuamente independientes? justifique su res 
puesta.

SOLUCION (a) Pn
A2

a 3

Luego,

Observe

A a U A2 =

a2 n a 3 =

que A2 H A 3 c: A

P[ (A: U A2) | (a2 n A 3)] -

, (I , 1 ,0) , (1 ,0 , I)} 

, ( 1 , 1 , 0 ) , 1 0 , 1 , 1 ) }  y 

,(1.0, 1) , (0,1, 1)}

, U  , 1 , 0) , (1 , 0 , 1) , (0 , 1 , 1)}

.(0,1,1)}

U A 2, por lo tanto

p[a2 n a j

p[Ao n A j
= i .

(b) P [ A J  - i  ♦ 
8

a  +
i «

3
16

S 8
16

1
2 ‘

P [ A , ]  = I  + -i + 3 8 l
* 2 8 16 16 16 2

p [a J  = 1 + 3 + X 8 1
■ V#t iJ

8 16 16 16 2 *

De (l) y (2), p CAj] P t A ^ - 1
2

1
X 2

1
4 ’

Por otro lado Aj n A 2 = {(1, 1,1), (1 ,1,0)} ,

P [ A ,  1n a2 ] * l + _3_ 5
•M A» 8 16 6

De (4) y (5) se observa que

P [ A j n a2] t P[AX] P[A 2]

lo cual es sufi ciente para decir que A lf A2 y Aj no

(i)

luego

(2)

(3)

(4)

(5)

pendiente.
*

EJEMPLO 8 En tres establos A , B y C hay una epidemia que afecta a los caŝ

eos y a la boca del ganado, la proporciion de ganados afectados :

i  ¿  y i  respectivamente. Se escoge aleatoriamente una cabeza de ganado
6 4 3

de cada establo .
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(a) ¿CcáJ es la probabilidad que exactamente uno de estos esté afectado - 

por la epidemia?
(b) Si exactamente uno de estos está afectado, ¿cuál es la probabilidad de - 

que venga del establo A?

SOLUCION Definimos los eventos siguientes:
A

6
C

E

Aff C
A BC 
£ B C

“El ganado que proviene del establo A está afectado".

"El ganado que proviene del establo B está afectado".

"El ganado que proviene del establo C está afectado".

"Exactamente uno de los tres está afectado por la epidemia".

"sólo el ganado que proviene del establo A está afectado",

"sólo el ganado que proviene del establo B está afectado",

"sólo el ganado que proviene del establo C está afectado".

Luego, E = A B C  U Á BC U Á B C .

Los eventos AB C , A BC y A B C  spn mutuamente excluyentes. También los 

eventos A, B y C son mutuamente independientes, entonces también son los even 
tos A, B y C ; Á , B y C ; Í , B  y C ,

(a) Pta = P[AB C] + K Í B C }  + P[A B C]

* PCAJ P[B] P[C] + P[A] P[B]P[C]

I  1  2 5 I  2 5 3
6 * 4 * 3  6 * 4 * 3 6 * 4

+ P[A] P[B] P[C]
1 _ 31
3 “ 72

(b) Según el teorema de Bayes tenemos

P[A I E ] =
P[A H E] 

PC E]

P[A n AB C] 

P t ]

P[AB C ] 6/72 6

rtE] 31/72 31

EJEMPLO 9 En el ejemplo 19 de 1.8. Supongamos que se seleccionan dos nego
cios al azar.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que ambos negocios hayan alcanzado la meta - 
considerada?

(b) Dado que ambos negocios alcanzaron la meta. ¿Cuál es la probabilidad de 

que el 80% de los negocios haya vendido doce millones de dólares?

SOLUCION Definimos los eventos siguientes:

A x: "el primer negocio alcanzó la meta".

A2: "el segundo negocio alcanzó la meta".
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E : "ambos negocios alcanzaron la meta1',

(a) Debemos calcular P[E] * P[AjA 2] . Además Aj y A2 son eventos inde 
pendientes. En el diagrama del árbol de probabilidad tenemos

*1*2

Fig. 1.9.3

*1

*1

*1

1

-------------- WZ*1*2

0.8  1̂*1*2

P[E] = P[AíA2] = PtirjAiAj] + P[it2A jA2] + Ptir^Aj

- pCttj P[Ax | t i pCA2 | ttjAj] + P[ir23 PCAj | ir2 ] P lA2 | tt2A ! ]

+ Ptir3] PlAa | tt3] P[A2 | t̂ A j ] 

= (0.20)(0.60)2 + (0.50M 0.70)2 + (0.30)(0.80)2

= 0.072 + 0.245 + 0.192

(b) Según el teorema de Bayes tenemos

0.509

P["3 | A jAj] =
P[tt31 Pfttlwg] PlAzUaAj 

P[AiA2]

0.192 = 292 
0.509 509

EJEMPLO 10 Cuando una máquina que produce engranajes está trabajando apropia 

damente, el 92 % de las piezas satisfacen las especificaciones. Cuando la má 

quina no trabaja bien sólo el 60 £ de los engranajes satisfacen los requeri

mientos. La máquina está en buen estado el 90% del tiempo. Se seleccionan - 
dos engranajes y ambos resultan de calidad aceptable. ¿Cuál es la probabili

dad que la máquina no haya estado trabajando bien?

SOLUCION Sean los eventos siguientes:
A ^  "el primer engranaje satisface las especificaciones1.
A2: "el segundo engranaje satisface las especificaciones".

B : "la máquina está trabajando apropiadamente".

Debemos calcular P[B | A XA2] . Además, A x y A2 son eventos independie^ 

tes.
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B

B

Fig. 1.9.4

A1

h

A1

A1

A1AZ

0.92 a 2---------- BA,A2

a2

B AjA2

Entonces, PtAjAj] = PÍBAIA2] + PÍB A }A2]

= P[B] PCAjIB] P[A2 |BA1 ] + P E ]  PlAilB] PlA2|B Aj]

* (0.90)(0.92)2 + (0.10)(0.60)2

= 0.76176 + 0.036 = 0.79776.

y según el teorema de Bayes tenemos

pc§ i A ia 2] - p[§ A-lA23 - = j6oo_ , 0 045 >
PtAxAj 0.79776 79776

EJEMPLO 11 Un gerente está a la espera de las llamadas telefónicas de sus - 
clientes para efectuar un negocio, la probabilidad de que lo llame cualquie

ra de sus clientes es de 0.2. (Las llamadas de los clientes son eventos inde 
pendientes). La probabilidad de efectuar el negocio es de 0.10 si recibe la 

llamada de un cliente; es de 0.3 si recibe la llamada de dos clientes y de -
0.7 si recibe la llamada de tres clientes. Si no recibe llamada no realiza -

negocio. ¿Cuántas llamadas de clientes es más probable que haya recibido el 

gerente sabiendo que se realizó el negocio?

SOLUCION Definimos los eventos, siguientes:

N : "se realizó el negocio".

C.: “llama ¿-clientes , ¿ - 0,1,2,3".A*
Así , Cj: "llama un cliente", C2; "llama 2 clientes", etc. y

P[CJ = 0.2 ; P[C2] = (0.2)2 ; P[C3] = (0.2)3

Tenemos que calcular P[C. | N ], ¿ = 1,2,3. La mayor de estas probabilida

des sera la probabilidad pedida.

El diagrama del árbol de probabilidades se muestra en la fig. 1.9.5

P[N] = P[C jN] + P[C2N] + P[C3N]
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- PtCj] P[N|Cj] + p[c2] P[N|C2] + P[C3] P[N|C3] 

= (0.2)10.1) + (0.04)(0.3) + (0.003)(0*7)

= 0.0376 .

—  CjH

  c*

Aplicando el teorema de Bayes en cada caso tenemos :

P [C1 1N ] =

P[C,|N] =

P Ce 31N 3 =

P[c,] P[N |C,] (0.2)10.1) 200
(1 )

P[N] 0.0376 376 •

P[C2] PtN 1 ^ (0.04)(0.3) 120 (2)
P[N] 0.0376 376

P[C3] P[N 1 ̂ 3-1 (0.008)(0.7) 56
• (3)

p Cn 3 0.0376 376

(3 ) , es más probabl e que el gerente haya recibido la llama

la de un cliente.

con bolillas.EJEMPLO 12 Se tiene 10 urnas : A :, A2, ... , A10 

Sea B el evento: "bolilla blanca" y PCb | A.] = , ¿ = 1,2, ... 10.
'V iU

Se elige aleatoriamente una urna de la que se extraen 2 bolillas una a una, 
con reposición. Sabiendo que resultaron blancas, hallar la probabilidad de 

que la urna elegida fuese A 10,

SOLUCION 1 Sean los eventos B.: "la i-ésima bola es blanca, ¿ = 1,2",
A.

2. Del diagrama del árbol de probabilidades y teniendo en cuenta que los even 

tos Bj y B2 son independientes ¿por qué?, tenemos

10

PCBjB J  = X  Pt A .] P Cb i a . ] 2
ÁJ= 1
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= X  , X ^ 2 + X  / X \ 2 + ± i ± \ 2 + + X  /¿£\2
10 lio 10 10 to^ 10 "* 10 10

10 Lío2 1 02 102 102 102 102 102 102 102 J

PfBjB;,] =

Blg2

*1*1*2

*2*1*2

*2 • • *l(fil*2

Fig. 1.9.6

y según el teorema de Bayes se tiene

p [a 10| b 1b 2] =  — m  Bii2-]
P [B jB23

1/10 x l 2 100
385/1000 385

EJEMPLO 13 El dado A tiene 4 caras rojas y 2 blancas, y el dado B tiene 2 - 

caras rojas y 4 blancas. Se elige uno de estos dados al azar, se lanza n ve
ces, y en todas ellas sale roja. En estas condiciones, la probabilidad de que 
se haya lanzado el dado A es 32/33. ¿Cuántas veces se lanzó el dado?.

SOLUCION Del enunciado , se tiene :

Dado A, tiene «
4 caras rojas (4r)

2 caras blancas (2b)

Dado B, tiene -
2 caras rojas (2r)

4 caras blancas (4b)
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El diagrama dél árbol de probabilidades que visualiza el problema, de la 

fig. 1.9.7 .
n  b o l a s  r o j a s

• f * Arr • r 
n-veces p

• . . B i t  • • . r

i i - v e c e s  r

Si R es el evento: "los n lanzamientos resultan rojas". Entonces, 

R * Arr ... r U Brr ... r , y

PER] = PlArr ... r] + P[Brr ... r]

■ I1!1"* H'” ■ H1!1"* 41"]
Luego ,

!  [ <!>"
+

-i-’

* (ir ■
33

(§)“32

_ 33 y2%n 
32 3

(§)"

(i)" = i  <§)" - i|i“ * ¿  (fr

2" = 32, de donde n = 5.

Por lo tanto, se lanzó el dado cinco veces.

EJEMPLO 14 Un sólo misil de cierta variedad tiene una probabilidad de —  de
4

derribar un bombardero a reacción, una probabilidad de —  de dañarlo y una -
4

probabilidad de ~ de errar el blanco. Igualmente, dos disparos que produzcan

daños derribarán el avión. Si se lanzan cuatro de tales misiles, ¿cuál es la 

probabilidad de derribar un bombardero?

SOLUCION Sean los eventos :

D: "derribar un bombardero".
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A: "un misil derriba el bombardero".
B: "un misil daña el bombardero".
E: "un misil yerra el blanco".

Los elementos del espacio muestral son palabras de 4 letras tomadas del
conjunto {A, B, E}. 0 sea ,

fl = {AAAA, AAAB, . . . , BEEE , EEEE}

Es claro que el bombardero no es derribado si ocurre los sucesos,
{BEEE , EEEE} = D , en todos los demás casos el avión es derribado. Por lo - 

tanto,

CONSECUENCIA 2 Si A, B y C son eventos cualesquiera en fl independientes,-

r f A U B U C ] *  PCa3 + pfe] + p[c] - PtA] pfe] - P[b] pCcl - p[a] Ptcl

+ p [a ] p Cb 3 pCe3

TEOREMA 1.9.3 Si Aj , A2 , ... , son n eventos en fl independientes, en 

tonces

EJEMPLO 15 Durante el primer año de uso un amplificador de radio puede re

querir tres tipos de reparaciones y las probabilidades correspondientes son: 

0.05 , 0.04 y 0.12. ¿Cuál es la probabilidad que un amplificador selec

clonado al azar requiera reparación durante su primer año de uso? Cada tipo 

de reparación es independiente de los otros dos.

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos :
/

E.: "el amplificador seleccionado requiere reparación del tipo

P[D] = 1 -  PC53 = 1 -[ P^-1 PtBIEE] + P Ceeee3 ]

2 2  16 16

entoces el teorema 1.6.5 se escribe

n n

= i - C i - P t A J 3  [ i  -  p [ a 2 U . . .  [ i  -  P f A 3 3 .* n
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l  U  = 1,2,3)".
E : "el amplificador seleccionado requiere reparación"

2 .  El e v e n t o  E s e  e s c r i b e  E = [ J  E.
*

♦ »

PRIMERA FORMA Usando la consecuencia 2

i*,
P[ U  E ] = PCEj] + P t 2] ♦ p Ce 3] - pCE j] p[e 2] - PÍE*) PtE3] - P l E j  p[£3]

+ P[Ej] pfc2 ] PtE3]

= 0.05 + 0.04 + 0.02 - (0.05)(0.04) - (0.04)(0.02) - (0.05)(0.02)

+ 10.05K0.04)(0.02)
= 0.10524.

SE6UNDA FORMA Usando el teorema 3

la probabili 
que él caza

PllJ £.] = 1 - ü 1 - PtEj]] Q - PtE2]][l - PfE3]]
1 *■

= 1 - (1 - 0.05) (1 - 0.04) (1 - 0.02)

= 0.10624 .

EJEMPLO 16 Un cazador dispara 7 balas a un león enfurecido. Si 
dad de que una bala acierte es 0.6. ¿Cuál es la probabilidad 
dor esté todavía vivo?

SOLUCION 1 Definimos los eventos siguientes:

V : "el cazador esta vivo".

E.: "en el i-ésimo tiro acierte , l  = 1,2, ..., 7U.
. ^

2.Los eventos E^ , i = 1,2,..., 7, son mutuamente independientes, y

PfE^.] = 0.6, PtÉ^I = 0.4 = 1 - PÍE^J . , l  = 1,2, ... , 7 .

3. El cazador estará vivo, si el león ha muerto, es decir, si al menos uno 

de los 7 disparos ha acertado en el blanco. Entonces, el evento V  se es
cribe así

V = U  E. .
¿-1 *

p[v] p[ Ü e í  = i - ti - ptEj]] [i - p [e2]]...[i - pC e 7]] *teor. 1.9.3 
¿«1 *



= 1 - (0.4)7 = 1 - 0.0016384 = 0.9983616.

El problema podría ser abordado de la siguiente manera. El cazador está - 
muerto si el león está vivo y esto sucede si los 7 disparos fueron errados 

Es decir,
V = E 2 . . . É7 •

Luego, P[V] = 1 - P [ v ]  * 1 - PtEj] ... PCE^I

EJEMPLO 17 El gerente de la compañía ABC viaja en un avión de 6 motores pa

ra asistir a una reunión importante en Brasil. La probabilidad que un mo

tor falle es 0.10 y cada uno funciona independientemente de los otros. Si se 

necesita al menos un motor en cada lado del avión. ¿Cuál es la probabilidad 

que el gerente esté ausente de la reunión a causa de un accidente de su - 
avión?.

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos :

M.: "El motor X-ésimo funciona perfectamente, * 1,2, 6 )".

A : "El gerente esté ausente de la reunión a causa de un accidente1’.
Á : "El gerente no esté ausente de 3a reunión".

P[Mj = 0.9 , l  = 1,2, ..., 6 .

2 . pCa] = i - p[aJ
3. Supongamos que los motores M lf M2 y M 3 esten a un lado y los motores

Mi** Ms y M6 al otro lado. Además los M. son independientes.

4. El evento A es equivalente a la ocurrencia conjunta de los eventos,
£ :"al menos uno de los motores funcionan perfectamente, ¿ = 1,2,3"

F : "al menos uno de los motores M. funcionan perfectamente, l  - 4,5,6".
3 6

o sea E = U  H. y F = [ J  H. , Por lo tanto Á = EF.
-¿=1 *■ ¿-k *■

5. Los eventos E y F son independientes. Entonces

3 6

P[Á] = P[E] P[F] = P[ U  M.] P[(J M i
*■ í=i, *■

= { 1 - [1 - P[M j]] [1 - P[M2]] [1 - P[M3]]H1 - [1 - p[m 3]][i - p[m 5]]

[i - pCm 6]]>



= [ 1 - ( 0 . 1 ) 3 ] = [1 - O.ÜOlf = (0.999) » 0.998001.

Reemplazando en (2) este resultado obtenemos

P[A]  = 1 - 0.998001 = 0.001999 .

EJEMPLO 18 La probabilidad que falle un motor en un avión es 0.10. ¿Con

cuántos motores debe estar equipado un avión para tener una seguridad de 

0.999 de que el avión vuele? (supóngase que es suficiente que un motor fun

cione para que el avión se mantenga en vuelo).

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos:

M.; “el motor l  funciona perfectamente, (¿ = 1,2, ... , n)1'
A : " el avión se mantiene en vuelo"

2. Los eventos M . son independientes, l  = 1,2, « ; y P[mJ = 0,9 ,

*t = lf 2y ♦ « » | fl

3. El aeión se mantiene en vuelo si al menos uno de los motores funciona. Es de
cir, n

A = U  M , . Luego 
¿=>1 *

n
0.999 = P[A] = P[ jj ]= 1 - [1 - PCMjlKl - P0l2]] .. teor. l.S

= 1 - (0.1)" 
de donde (0.1)n « 0.001

4. Tomando logaritmo a ambos miembros de la expresión anterior

n log (0.1) = log (0.001)

n [- log 10] = - log 103

- n = - 3 osea n = 3.
El avión debe estar equipado con 3 motores.

EJEMPLO 19 El sistema de números binarios tiene un papel muy importante en 

la operación de los computadoras electrónicas. Este sistema implica el uso - 

de dos dígitos únicamente, 0 y 1. Si la probabilidad que aparezca un dígî  

to incorrecto es p a y los errores en los dígitos se presentan en forma inde
pendiente uno de otros, ¿cuál es la probabilidad de que un número de n-dígi- 
tos sea incorrecto?

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos :

D¿ : "el dígito ¿-aparesca incorrecto, U  - 1 , 2 , . . n)1’
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D : "el número de n-dfgitos es incorrecto”

2. Los eventos D. son independientes jL = 1,2, .... n; y PÜ),] = p
^ 'L

3. El número de n-dfgitos es incorrecto si, al menos uno de los dígitos apa
n

rece incorrecto; es decir 0  = [ J  D. . Luego ,

n
«0] = P t M  D.] = 1 - [1 - P[0J] [1 - P [ D J ]  ...[1 - P[D ]]

v  A» Yí
¿-i

= l - (l - P)n .

EJEMPLO 20 Un generador tiene 6 componentes disipadores de corriente eléc

trica. La probabilidad que ocurra una avería que desconecte el primer di

sipador es 0.6; para el segundo, 0.2; y 0.3 para cada uno de los cuatro - 

restantes. Determinar la probabilidad que el generador esté completamente 

desconectado, si:

(a) Todos los disipadores están conectados en serie.

(b) Los disipadores están conectados en serie-paralelo, como se observa en - 

la fig. 1.9.8

Fig. 1.9.8

SOLUCION Definimos los siguientes eventos :

D.: "el disipador ¿ (¿ = 1,2,3,4,5,6) está desconectado”

5 : "el disipador jL ( l  - 1,2,3,4,5,6) está conectado:

D : "el generador está desconectado”
5 : "el generador está conectado" .

Sus respectivas probabilidades son ;

PÜDi ] = 0 . 6 ,  Pt02]  = 0 . 2 ,  pEd . ] =  0 . 3 ,  i = 3,4,5,6

(a) PCD ] = 1 - P[Ó]

P[D] = PljjjDzDsO^sSe]

- PCÓJ PtóJ PfójJ K Ó J  Ptósl rt5el (suponiendo que los -
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son independientes, l  = 1,2,3,4,5,6 )

= 10.4)(0.8)(0.7)*

= 0.077.
Luego, P[D] = 1 - 0.077 = 0.323.

(b) El generador está desconectado, si cada uno de las conecciones en parale^ 

lo están desconectados; es decir, si :

F.: “la conección ¿ en paradlo = 1,2,3) está desconectado".

F.: "la conección ¿ en paralelo U  = 1,2,3) esta conectado"; entonces,

0 = 

p[0] =

pero P[Fj] - 

P[FX] =

P[F2] = 

entonces, P[F,] =

p [f3] =
entonces, P[Fo] =

1F2P 3 • 

[FjFzFb]

Por lo tanto

[Fx] P[F2] P[F3] (Los F. independientes) 

** P[Fi] , donde F x = D jÓj entonces,

- P C D J  P[D2]

- (0.3)(0.8)

- P[F2] , donde F2 = 636  ̂;

- p [d 3] p [5j

- (0.7)2

- P[F3] , donde F3 = D5D6 ;

- p[05] P[D6]

(1)

(2)

- (0.7)2 

De (i) , (2) y (3) obtenemos,
(3)

P[D] * [1 - (0.3)(0.8)] x [1 - (0.7)2]

= 0.1977.

EJEMPLO 21 En la figura 1.9.9, suponga que la probabilidad que cada relé 

esté cerrado es p y cada relé se abre o se cierra independientemente de cuaj, 

quier otro. Encontrar la probabilidad que la corriente pase de R a S.

SOLUCION 1 Sean los eventos ;

E : "la corriente pasa por I"
F : "la corriente pasa por ir*.



G : “la corriente pasa por III".

x I J2
do

n

iii i5 l----l6 l— 1

Fig. 1.9.9

Z. Si Ej, E2, E3 y G5, G6 indican que la corriente pasa por 1,2,3,5 y 6 

respectivamente, se tiene que

G * G5 fl Gg .

3. Cálculo de las probabilidades de los eventos E , G y F respectivamente

PÍE] = P[EiU E2 ]P[E3] = [pDEií + PtE2 ] - PtEjEjjptEa ]

= [Rfta] + PDE2] - PlEa] P K 2 ]] PÜE3]

= (p + p - p2)p = 2p2 - p 3 .

p f c ] =  p f c 5 n  g 6 ]  *  p f c 5 ] p f e 6 ]  = p 2 .

P[F] = P .

4. La corriente pasará de R a S si pasa por I, II ó III ; es decir, si ocu 

rre E ó F ó G ; entonces

P [ E U F  U G ] s P [ E ] + P [ F ] + P [ G ] - P [ E n F ] - P [ E n G ] - P [ F n  G] +

COKFIABILIDAO La confiabi1idad de un sistema “ C " se define como la proba-
4

bilidad que el sistema funciona satisfactoriamente para un intervalo de - 

tiempo especificado en las mismas condiciones.

E * ( E j  U E2) n  E3 y

+ p[e n  f  n  g ]

2p2 - p 3 + p + p2 - (2p2 - p3)p - (2p2 - p3)p2 - pp2

+ (2p2 - p 3)pp2

p + 3p2 - 4p3 - p1* + 3p5 - p6 ,
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(a) Para un sistema en serie, tal como se muestra en la fig. 1.9.10. consicte 

remos los siguientes eventos

Fig. 1.9.10. Sisteaa en serie

E : "El sistema funciona satisfactoriamente".
E.: "la componente p^ del sistema funciona satisfactoriamente,

l  = 1,2,3".

Entonces el evento E es la intersección de los eventos E2, E2 y ^3* ’
Osea la confiabilidad del sistema en serie de la fig. 1.9.10 es

c = peed = p[e, n e2 n e3],
Asumimos que el funcionamiento satisfactorio o insatisfactorio de cada

componente es independiente del funcionamiento de las otres componentes 

¿s decir,
C¿ = P[E ] = P[EjD p [e 2] p [e 3].

Si C. representa la confiabilidad de la respectiva componente p.,

¿ * 1,2,3. Entonces

C « P l ^ ]  P[E2] P[E3] = CjC2C 3 .O

El lector puede obtener la confiabilidad de un sistema con n componentes

(b) tn un sistema en paralelo, tal como se muestra en la fig. 1,9.11, la con 
fiabilidad C puede calcularse de dos maneras.

Fig. 1.9.11. Slstcaa en paralelo

PRIMER METODO Definimos los siguientes eventos :

E : "el sistema funciona satisfactoriamente".
E.: "la componente p. del sistema funciona satisfactoriamente, l = 1 , 2 "
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El sistema funciona correctamente, si al menos una de las componentes funcio 

na correctamente, entonces el evento E, es la unión de los eventos Ej y E2 . 
Es decir, la confiabilidad C del sistema en paralelo de la fig. 1.10.11 es

C = P[E ] = PtE! U E2 ]
4

= PEE,] + P[E2] * *"• E2] * P°r teorema 1.6.4

Asumiendo que el funcionamiento correcto o incorrecto de cada componente es 
independiente del funcionamiento del otro, tenemos

C = P [Ei ] + P t 2 ] - P tEx ] Pfc2 ] .

SEGUNDO METODO Un segundo método para calcular C es, usando el teorema 1.9.2
4

c = p i e ,  u  e2] »  i  -  t i  -  P t E j ] ]  Q  -  p Ce 2 33= i  -  p [ í , ]  P t É , 3

también se llega a la mismo considerando:
1. Los siguientes eventos :

F : "El sistema no funciona satisfactoriamente11 ;

F.; "la componente p. del sistema no funciona satisfactoriamente,A* ^
l = 1 ,2 "

F : "El sistema funciona satisfactoriamente"

2. C = PÍF ] = 1 - PÍF ] por teorema 1.6.2
4

3. El sistema falla, si los dos componentes fallan. Es decir F = F jF2 .

Esto es
P CF 3 « PlFxlPfFzl

= [l - PtFjJJD - P£F2 ]] por teorema 1.6.2

4. Sustituyendo el resultado anterior en el paso (2) se obtiene

c¿ = i - [i - pCF,]] [i - PtF2]]
El segundo método se generaliza usando el teorema 1.9.3 para un sistema - 

en paralelo de n componentes

C = 1 - [1 - P[Ej]] [1 - P(í2 ]]... [1 - PtE ]].

= 1 - [1 - PtF,]] El - P lF213. .. [1 - PtFn ] ]

EJEMPLO 22 Una máquina presenta un sistema de dos componentes A Y B dispue^ 
tos en serie, las confiabi!idades de que las componentes trabajan correcta
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mente son 0.70 y 0.80, respectivamente. Suponga que A y B funcionan indepen
dientemente, y ambas componentes del sistema deben funcionar correctamente - 
para que la máquina lo haga. Para incrementar la confiabilidad del sistema - 

seempleauna componente similar, en paralelo, a fin de formar el sistema S 
que se observa en la fig. 1.9.12. La máquina funcionará siempre que, por lo 
menos uno de las componentes (sub-sistemas) trabajen correctamente, Calcular 

la confiabilidad del sistema S.

Fig. 1.9.12

SOLUCION PRIMER METODO Definimos los siguientes eventos:

E x: "la componente A funciona correctamente*1,

E2: "la componente B funciona correctamente1’,
E : "el sistema S funciona correctamente",

C^: "confiabilidad del sistema".

ti evento E se escribe, E = EXE2 U ^1^2 * entonces,

cs = p De 3 = P t t j E z  u  e , e z ]

= Pfe1E2 ] + P ÜEXE2 3 - p[E1E2E)E23 , teorema 1.6.4

= ¿ P t E ^ z  3 -  [ P l E ^ ] 2

= PlE1E2 ] [2 - P[EjE2]

= PlE^ PCE23[2 - PtEj] PLE23 , E j y E2 independien
tes

= (0.70)(0.80) [ 2 - (0.70)(0.80)]

= 0.8064 ,

SEGUNDO METODO Definimos los siguientes eventos

F ; "el sistema S no funciona correctamente" , entonces,

F : "el sistema S funciona correctamente" ; luego,
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C$ = Pfr] = 1 - P[F] .

El sistema S falla, si las dos componentes en paralelo fallan; es

Fx: "falla la primera componente AB en serie" ,

F2* "falla la segunda componente AB en serie" ;

entonces, F = . Luego

P lF ] = PÜF,] P[F2]

= Ci - P [F ¡]] x [1 - PtFj]

= [1 - (0.70) x (0.30)] x [ 1 - (0.70) x (0.80)]

*  [ i  -  ( 0 . 7 0 )  x ( o . a o ) ] 2

= 0 . 1 9 3 6  .

Por lo tanto,
C PEF] * 1 - 0.1936 = 0.8064

1.9.1 EXPERIMENTOS INDEPENDIENTES

Para terminar esta sección introduciremos el concepto de experimentos - 
independientes, para hacer más plausible la aceptación de la solución intui_ 

tiva que se ha dado a algunos ejemplos anteriores de esta sección.

DEFINICION 1.9.4 Sea e un experimento que consiste de una secuencia de n en
sayos, €\ , e2> ^  eiuaí/oa éon ¿ndzpendiejttea si el resultado de

cualquier ensayo no afecta la probabilidad de los resultados de los otros en
sayos . Además si los A. , ¿ - 1 , n son eventos cualesquiera de -

fl. , ¿ - 1,2, ... , n, respectivamente, donde los fl. son los espacios mue£

trales asociados a los experimentos z¿ respectivos. La probabilidad de la - 
ocurrencia de los n eventos es

p[Ai n A,n ... n A  ] = pCa J p[a 2] ... p [a ]1 ¿ n 1 z n

Los ensayos que no son independientes se dice que son dependientes.

Consideremos el experimento de lanzar una moneda y un dado. Sea A el - 
evento: "obtener una cara y un seis".

fl = flj x fl2 , donde : -  {C , S), íl2 - (1,2,3,4,5,6}
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A = Aj fl A 2 = * 1̂ 2* donde A a = {C}, A2 = (6)

Entonces,
P[A] * PÍA,] P[A2] = -  X -1 1 2 6 12

EJEMPLO 23 Se lanza una moneda hasta que aparezca la primera cara. ¿Cuál es 

la probabilidad que la primera cara aparezca

(a) en el segundo lanzamiento?
(b) en el tercer lanzamiento?

SOLUCION PRIMERA FORMA L1 espacio muestral es

pues el resultado del segundo lanzamiento no es afectado por lo que ocu

rrió en el primer lanzamiento y el resultado del tercer lanzamiento no - 

es afectado por lo que ocurrió en el segundo.

SEGUNDA FORMA
(a) £1 evento A = {SC> se considera como un resultado del lanzamiento de - 

dos monedas y O = x g 2 - (CC , CS , SC , SS}.

Luego, P[A] = ~ *
4

(b) También podemos considerar el evento SSC como un resultado de lanzamien

to de 3 monedas. Entonces el espacio muestral es

EJEMPLO 24 Un dado sesgado es tal que la probabilidad de obtener cada núme
ro pares 2/9 y la probabilidad de obtener cada número impar es 1/9. Suponga 
que el dado se lanza 3 veces. Si Ud. gana cada vez que aparece un 2 ó un 4 . 

¿Cuál es la probabilidad que Ud. gane

(a) Todas las veces?.

O * {C, SC, SSC, . . . }

(a) A = {SC}, A L = {S} , A2 = {C} ,

P[A] = P[AJ P[A2 ] = \ - \ = |  •

(b) PtSSC] = \ - \ - \  = i

n  = n ,  x n 2 x n 3 = { c c c  ,  c c s  ,  e s c  ,  s c c  ,  c s s ,  s e s  ,  s s c  ,  s s s j .

Luego, P[SSC] = ¿  •
O
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(b) exactamente 2 veces?.

SOLUCION Sean los siguientes eventos:
A

B

C

F

"ganar todas las veces".

"ganar exactamente 2 veces".
"aparece un 2 ó un 4".
"aparece un número diferente de 2 y 4".

P[C] = P[{2,4}]= P[{2}] + PC {4>] = |

(a) El evento A = CCC

P[A] =

por lo tanto

4,3

2
9

4
9

P[C] P[C] P[C] * (— ) , ya que son independientes.
9

(b) El evento, B = CCF U CFC U FCC, por lo tanto

PÍB] = 3(¿)2 (|)

pues
PÍF] = p[{l,3,5,6}] * p[{l}]+ Pt{3}]+ p[{5}]+ p[{6>] = |

PROBLEMAS 1.9

1. Si P[A] = |
O

P[AB] - 1
18

P[B] = \
O

¿Son A y B independientes?.

2. Una urna contiene 4 bolas blancas y 5 negras. Se extraen sucesivamente y 

sin reposición dos bolas, sean los eventos.

A: "la primera bola extraída es negra".

B: "la segunda bola extraída es blanca".

¿Son los eventos A y B independientes?

3. De una baraja ordinaria de 52 cartas se extraen sucesivamente dos cartas, 

restituyendo la primera antes de extraer la segunda. Sea A el evento (su

ceso) "la primera carta es una pica", B el evento ,!la segunda carta es - 

as o rey" y C el evento "la primera carta es as o rey. De los tres pares 

de eventos: A y B; A y C; B y C, determine cuales (si los hay) son -
independientes.

4. Si A y tí son independientes, P[A] * 1/3 y

Hallar, P[A U B] .

P[B] * 1/4.
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5. Si A y  B son independientes, y P[A] = P[B ] = 1/2. Calcular

P lAB U Á B ] .

6. Dado PÍA] * 0.5 y PtA U B ] =  0.7. Hallar P[B] , si A y B 

son independientes.

7. Si A y B son independientes, y P[A] = P[B | A] = 1/2.

Hallar PtA U B ].

8. Si A y  B son eventos independientes con P[A ] = 0.2 , P[&]= 0.3 .

¿Cuál es la probabilidad que

(a) al menos uno ocurra ; (b) exactamente uno ocurra ,

(c) ninguno ocurra ; (d) ambos ocurran?

9. Sean A y B dos eventos independientes, se sabe que la probabilidad de - 

que ocurra al menos uno de dichos eventos es 0.6 y que la probabilidad de

que ocurra A es 0.4. Calcular la probabilidad que ocurra B.

lú. Si un conejo es inyectado con una droga A la probabilidad que muera - 

dentro de las 24 horas siguientes es de 0.63 y si es inyectado con una - 
droga 8 dicha probabilidad es de 0.45. ¿Cuál es la probabilidad que un 

conejo sobreviva más de 24 ñoras después de haber sido inyectado simultá
neamente con las drogas A y B, si se supone que la acción de las mismas - 

son independientes?

11. Cierto insecticida mata en la primera aplicación al 90 % de los mosquitos 

pero desarrolla cierta resistencia entre los que sobreviven, de manera - 

que el porcentaje que muere en una aplicación posterior del insecticida <- 

es la tercera parte del porcentaje que muere en la aplicación inmediatamen 

te anterior. ¿Cuál es la probabilidad que un mosquito sobreviva:

(a) tres aplicaciones de insecticida?
(b) tres aplicaciones de insecticida, sabiendo que sobrevivió las dos pri_ 

meras? .

12. Las probabilidades que tres tiradores den en el blanco son, respectiva_ 

mente, iguales a 4/5, 3/4 y 2/3. Si en un disparo simultáneo por los - 

tres tiradores, exactamente dos dan en el blanco; hallar la probabilidad 

de que el tercer tirador haya fallado.

13. Obtener la probabilidad que en 6 lanzamientos independientes de un da-
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do correcto, aparezca el número 3 almenos una vez.

14. La probabilidad que un misil disparado contra una blanco no sea inter
ceptado es 2/3. Dado que el misil no ha sido interceptado su probabilidad 
de dar en el blanco es 3/4. Si se dispara 4 misiles, independientemente, 

¿cuál es la probabilidad que
(a) todos den en el blanco?

(b) al menos uno de en el blanco?
¿Cuántos misiles deben dispararse para que,
(c) al menos uno, no sea interceptado con probabilidad 0.95?

15. Cuatro hombres lanzan cada uno un dado. ¿Cuál es la probabilidad que:

(a) cada uno obtenga un 4 ;
(b) cada uno obtenga un número par de puntos ;

(c) todos obtengan el mismo número ?

16. Cada uno de n individuos lanzan una moneda al aire. Exprese en términos - 
de n, la probabilidad que:

(a) ninguno obtenga cara;
(b) todos obtengan cara ;

(c) al menos uno obtenga una cara.

17. Ocho boletos numeradas, 111, 121, 122, 122, 211, 212, 212,221 están colo

cados en una bolsa, revueltas. Se va a escoger uno al azar. Se definen - 

los siguientes eventos:
A: "el primer dígito del boleto escogido es 1"

B: “el segundo dígito en el boleto escogido es 1"

C: "el tercer dígito del boleto escogido es 1"

(a) ¿Son los eventos A, B y C mutuamente independientes?

(b) Calcular P[A U B | 8 n C.]

18. Suponga que un misil tiene la probabilidad 1/2 de destruir su blanco y la 

probabilidad de 1/2 de errarlo. Suponiendo que los lanzamientos de los mî  

siles forman pruebas independientes, determínese el número de misiles que 

deben lanzarse para conseguir que la probabilidad de destruir el blanco - 

sea por lo menos 0,99,

19. ¿Cuántas personas deben éscoger una carta, cada una de diferente baraja - 

para tener una probabilidad mínima de 0.9 de que por lo menos se escoja - 

un as?

-V,
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20. Se dispara cada uno de los fusiles A, B y C, la probabilidad de dar en el 
blanco es 0.15, 0.25 y 0.35, respectivamente. Calcular la probabilidad.

(a) De que al menos uno de los tres dé en el blanco

(b) de que acierte uno solo.

21. En un club el 60% de las personas fuman; 10 personas son selecciondas su 

cesivamente al azar con reemplazamiento; ¿Cuál es la probabilidad del even 
to: "de las 10 personas seleccionadas 3 fuman"? ¿Y la del evento: "de las 
10 personas seleccionadas 3 fuman", ¿y la del evento: "de las 10 personas 
seleccionadas por lo menos 3 fuman"?.

22. Un teatro tiene sólo un proyector. La bombilla del proyector funciona; la

probabilidad que se queme antes de terminar la película es 0.40, De -

las 20 lámparas de reserva, una tiene un defecto no-visible. De las restan 

tes lámparas de reserva, la probabilidad que se quemen es 0.20 antes de 

terminar la película.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que se queme la lámpara en funcionamiento 

y seleccionado al azar un extra, se escoja la lámpara defectuosa?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que se queme la lámpara es funcionamiento 

y seleccionada una perfecta para reemplazarla, se queme a su vez, antes 

de terminar la película?.

23. La probabilidad de que un hombre viva 10 años es 1/4, y la probabilidad

de que su esposa viva 10 años es 1/3. Suponiendo que estos eventos son iii
dependientes, hallar la probabilidad que;

(a) Por lo menos uno de ellos esté vivo entre los 10 años,

(b) ninguno esté vivo entre los 10 años
(c) solamente la esposa esté viva entre los 10 años

(d) solamente el esposo esté vivo entre los 10 años

24. Una persona que tiene 35 años de edad, padece de cierta enfermedad; con

sultados los médicos las opiniones están en la relación 9 a 7 en contra -
de que la persona viva hasta los 40 años. Otra persona tiene 45 años y - 

las opiniones están en la relación 3 a 2 en contra de que viva hasta los 

50 años. Hallar la probabilidad que cuando menos una de estas personas 

viva 5 años más.

25. En una urna hay 15 bolas, de las cuales 5 son blancas. Se extraen al azar
cinco bolas con reemplazamiento. ¿Cuál es la probabilidad que se selec



cionen x bolas blancas con x = 0,1,2,3,4,5.

26. Una pieza de equipo electrónico tiene 3 partes esenciales. Anteriormente, 

la parte A ha fallado el 20% del tiempo; la parte B, 40% del tiempo y - 

parte C, 30% del tiempo. La parte A opera independientemente de las partes 

B y C. Las partes B y C están interconectadas de tal manera que la falla 
de cualquiera afecta a la otra, por eso, cuando falla la parte C dos de - 

cada 3 veces puede fallar también la parte B.
Suponiendo que por lo menos dos de las 3 partes deben operar para permitir 

el funcionamiento del equipo. ¿Cuál es la probabilidad que el equipo - 
funcione?.

27. Un sistema consiste de 4 componentes: A, B, C l5 C2 . La probabilidad de fâ  

lia es 0.01 para A, 0.02 para B, 0.10 para C1 y 0.10 para C2. Si para el 
funcionamiento del sistema son necesarios los componentes A y B y al menos 

uno de los C, ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema funcione?

28. La probabilidad de que un cazador dé en el blanco con un tiro es 0.40.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que falle 4 tiros consecutivos?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que dé en el blanco por lo menos una vez

en 4 tiros consecutivos?

(c) ¿Cuántos tiros debe disparar para tener una seguridad aproximadamente 

de 0.96 de dar en el blanco por lo menos una vez?

29. Considere tres urnas; la urna I contiene una bola blanca y dos negras, la 

urna II contiene tres bolas blancas y dos negras y la urna III contiene

dos bolas blancas y tres negras. Se extrae una bola de cada una. ¿Cuál es

la probabilidad de que entre las bolas extraídas haya
U )  una blanca y dos negras ; (¿¿) por lo menos dos negras ;

(¿c¿) más negras que blancas.?

30. Una urna contiene 12 bolas, de las cuales 5 son blancas y 7 negras se sa

can dos bolas y se vuelven a la urna. Se saca otra vez dos bolas y se 

vuelven a la urna, y así continúa hasta hacer 5 etracciones.

(a) ¿Cuál es la probabilidad de sacar dos bolas negras en cada uno de los 

tres primeros experimentos y una pareja de una blanca y una negra en 

cada una de las otras dos extracciones.?

(b) ¿Cuál es la probabilidad de sacar dos bolas negras tres veces y las - 

otras dos veces, dos blancas?
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31. La producción diaria de una máquina que produce una pieza muy complicada 
de las siguientes probabilidades para el número de piezas producidas:

P LC 1)3 = 0.10 , P[{2}]= 0.30 , P[{3}]= 0.60

Además, la probabilidad de producir piezas defectuosas es 0.03, Las defec 
tuosas aparecen independientemente. Hallar la probabilidad de no producir 
piezas defectuosas en un día.

32. Se lanza 6 dados. ¿Cuál es la probabilidad que aparezcan cada uno de - 

los números posibles?

33. Se lanzan 7 dados. ¿Cuál es la probabilidad que aparezcan cada uno de 

los números posibles?

34. Si una máquina que produce engranajes está trabajando correctamente, el - 
92 % de las piezas satisfacen las especificaciones. Si la máquina no tra

baja bien, sólo el 60% de los engranajes producidos satisfacen las espe

cificaciones. La máquina trabaja correctamente el 90% del tiempo. Se se

leccionan cuatro engranajes y todos satisfacen los requerimientos. ¿Cuál 

es la probabilidad que la máquina no haya estado trabajando bien?

35. Un fabricante está considerando comprar un lote grande de piezas de un - 
proveedor. El fabricante estima la proporción de piezas defectuosas en el 

lote en la forma siguiente:

Proporción de piezas Probabilidad de la

defectuosas U) proporción P(ir)

TTj = 0 .10 P (tn) = 0.20

tt2 = 0.15 P W 2) * 0.30

ir 3 = 0.25 P(tt 3) * 0.50

Suponga que se elige 3 piezas al azar del lote:

(a) ¿Cuál es la probabilidad que los tres sean de calidad aceptable?

(b) Si las tres piezas resultaron de calidad aceptable. ¿Cuál es la pro
babilidad de que el lote contenga 10% de piezas defectuosas?

36. En el ejemplo 24 de 1.9. Suponga que el dado se lanza 5 veces. ¿Cuál es -

la probabilidad de ganar por lo menos 4 veces?

37. De tres sucesos A 1# A2 y A3 se sabe que son mutuamente independientes, -



que la probabilidad del primero es el doble de la del segundo, que la pro 
habilidad de la ocurrencia simultanea de los 2 primeros sucesos es0,02 y 
que la probabilidad de que ocurra al menos uno de ellos es 0,64, Calcular 
la probabilidad de cada uno de los eventos.

38. Un aparato tiene 4 válvulas que funcionan independientemente, sus probabi_ 
lidades de falla son: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 respectivamente , para la pri
mera, segunda, tercera y cuarta válvula. Dos de estas válvulas han falla

do. Hallar la probabilidad de que hayan fallado la primera y segunda.

39. Un circuito eléctrico consta de 4 interruptores en serie. Suponga que el 
funcionamiento de los interruptores son estadísticamente independientes.

Si la probabilidad de falla (esto es, que quede abierto) de cada interruj) 

tor es de 0.2. ¿Cuál es la probabilidad de falla del circuito?.

40. Resuelva el problema anterior cuando el circuito consta de 4 i nterruptores 

en paralelo.

41. Las probabilidades de que tres tubos se quemen son respectivamente, 0.1 , 

0.2 y 0.3. Las probabilidades de que un proyector se pare; si uno, dos o 

tres tubos se queman son: 0.25, 0.6 y 0.9, respectivamente. Hallar la pro 
habilidad de que el proyector se pare.

42. La compañía constructora "La amiga" debe tener cuando menos dos obras den 

tro de una semana para mantener el empleo de su personal básico. La compa^ 
ñía ha sometido proyectos para cada una de las licitaciones de tres obras 
de tipo A y  dos obras de tipo B. Las firmas ganadoras serán comunicadas - 

dentro de la semana crucial. Suponga que la compañía tiene probabilidad - 

1/2 de que se le otorgue una obra de tipo A y probabilidad 3/4 de que se 

le otorgue una obra de tipo B. Si las decisiones serán hechas independie^ 
temen te, ¿Cuál es la probabilidad de que dicha firma esté en condiciones 

de continuar el empleo de su personal básico?

43. Dos de tres elementos de una calculadora, que funcionan independientemen

te, fallaron. Hallar la probabilidad que hayan fallado los elementos - 

primero y segundo; si las probabilidades de falla de los elementos prime
ro, segundo y tercero son respectivamente iguales a pj = 0.2; = 0,4;

P 3 = 0.3 .

44. Las probabilidades de que tres tiradores A, B y C den en el blanco son - 

respectivamente, 1/3, 1/4, y 1/5. Cada uno dispara una vez al blanco, se

\2 7 S Rufino Moga C. - Gregorio Saratfia A.
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pide:

U )  ¿Cuál es la probabilidad que hayan sido B y C?, si exactamente dos - 
dan en el blanco.

(¿c) ¿Cuál es la probabilidad que hayan sido B 6 C?, si se ha dado en el 
blanco.

45. Se tiene el siguiente circuito del diagrama.

46.

47.

1—  ̂ 11 1 

2i ■—i
p

3
1 1

Halle la probabilidad que el circuito falle (no pase la corriente de 

P a 1); siendo 0.3, la probabiliadd de falla de cualquiera de los 6 com

ponentes del circuito.

Para que funcione adecuadamente, un equipo electrónico debe tener las dos 
componentes conectadas que aparecen en el diagrama en correcto funciona

miento. £1 diagrama muestra que A debe funcionar y lo mismo alguno de los 

dos B. Suponga que las componentes B funcionan independientemente de A e 

independientemente una de otra, y que la confiabilidad de A es 0.9 y la - 

oe Bj y B2 es 0.8. Calcular la confiabilidad del equipo.

{jD

G J
Una componente juega un papel esencial en el funcionamiento de un determi_ 

nado equipo. Si en lugar de instalar un componente, se utiliza un sistema 
idéntico con varios en paralelo, aumenta la confiabilidad del equipo ya - 

que seguirá funcionando siempre y cuando uno de los componentes esté fun

cionando. El correcto funcionamiento de una nave espacial depende de un - 
mecanismo cuya confiabilidad es de 95% . ¿Cuántos de estos mecanismos de

ben incorporarse al sistema para que la seguridad que el mecanismo fun 
cione en forma satisfactoria sea (a) 99% j (b) 99.9% ; (c) 99.99 %?



48. Las series mundiales de béisbol termina cuando uno de los equipos gana su 
cuarto juego. Suponga que los dos equipos tienen igual habilidad. ¿Cuál - 
es la probabilidad que la serie termina al final del cuarto juego? ¿AI 
quinto juego? ¿Al sexto juego?

49. Se lanzan dos dados simultáneamente y se repite tres veces el experimento 

¿Cuál es la probabilidad que salgan por lo menos una vez la suma 7 y 
la suma 9?.

50. Se lanzan simultáneamente dos dados honestos y se repite la experiencia - 

tres veces. ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos una vez la 
suma 7 y 11?

51. Dos personas juegan a "cara" o "sello" con una sola moneda, y convienen - 

en continuar el juego, hasta que tanto las caras como los sellos hayan - 
aparecido cuando menos dos veces. Hállese la probabilidad que el juego 

no termine cuando se ha lanzado la moneda cinco veces.
52. Cada uno de tres tiradores hace un disparo contra tres blancos fugaces, 

escogiendo un blanco al azar e independientes de los demás tiradores.

La probabilidad es p 3p y p respectivamente. Determine las1 ¿ u
probabilidades de los eventos siguientes:

A: "Exactamente en uno de los blancos no habrá ningún agujero".

B: "En cada uno de los blancos habrá al menos un agujero".

C: "Los tres agujeros aparece en el mismo blanco".

53. La probabilidad de obtener cría con un huevo fértil es 0.95. Se sacan 

para incubar, tres huevos de una caja que contenía 12, de los cuales 

4 huevos eran fértiles y 8 infértiles. ¿Cuál es la probabilidad de 

obtener alguna cría de los tres huevos?

1 JO PROBABILIDAD EN ESPACIO MUESTRAL INFINITO NUMERABLE  
Y CONTINUO___________________________________________________________

Aunque no lo hemos mencionado, el lector habrá notado que todos losejem 

píos anteriores de probabilidad han sido referidos a espacios muéstrales fi

nitos. Así, la definición clásica de probabilidad se ha definido para espa

cios muéstrales finitos, pues cuando se habla de e¿poc-ú>¿ 

to&t no tienen sentido hablar del cociente n./n, ya que el espacio muestral
n

tiene infinitos elementos. Sin embargo la definición de probabilidad en un - 

espacio muestral finito dado en 1.5.5, puede ser modificado, asignando proba.
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bilidades p .  a todos los posibles sucesos ü>., ¿A.
p. * PLío).}] t tal que:

(1) p¿ > 0

* 1,2, ...; es decir

l  * 1,2, ...

(2) 2 1  P ; s *
¿=1 *
Luego, definimos la probabilidad de un evento A en Q de la siguiente

manera

PÍA] = P [{<!>.}] » 2
•t/iü ,CA 1

Obsérvese que la sumatoria está tomada sobre todos los sucesos favora
bles a A.

EJEMPLO 1 Se lanza una moneda hasta que ocurra cara. Calcular la probabili 

dad de lanzarla a lo mas 3 veces.

SOLUCION El espacio muestral es

n = {C , se , ssc , sssc, ... }

es claro que los sucesos no tienen la misma probabilidad asi

PÍÍO)!}] = PCC] = i

P[{ü>9}] = Pise] s r  x r  = -i como ya hemos visto
2 2

Y así sucesivamente, en general obtenemos

P [{».)] 3
*  ■

l  = 1,2,3, ...

Ahora, sea E el evento: "lanzarla a lo más 3 veces". 
Entonces,

E - ÍCjO x» W2t W 3Í = SC, SSC)

P[E] = P[{Wl}] + P[{w2}]+ P[(w3}]
l  
8 -

= 1 * 1 + 1  
2 4 8

EJEMPLO 2 Se lanza un dado hasta que ocurra un 4; calcular la probabilidad 
de lanzar

(a) 3 veces. (b) A lo más 3 veces. *

SOLUCION El espacio muestral se puede escribir así,

Q * (4, * 4 , * * 4  , ***4» . . . }  “ (wj, (1)2 , w3, . . .  }
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donde cada * representa un resultado diferente de 4.

] = j  ; P[íu2}] = |  x | ; = (-)2 -  6 6
en general

Entonces,
5,2 1(a) P[{ü>3}] = P [{** 4 } ] = (¿) i

* 6 6
25
216

(b) Si A t es el evento: “lanzar a lo más 3 veces"

A *

P [A ] =

{4, * 4, ** 4} = {wj, U2, ü>3)

I  + ¿ X I + ( V  I  .  J L
6 6 6 36 6 216

El diagrama del árbol de probabilidades que ilustra este ejemplo es

•¿■erv •■■ero
v« 4 4 5/6 t 4

4

/
•  • •

llwin /  , Ihaero
i/6 t 4 / 4

Fi*. 1.10.1

EJEMPLO 3 Ud. lanza alternativamente un dado y una moneda hasta obtener 6 - 

en el dado o cara en la moneda; en el primer caso gana y en el segundo pier
de. Calcular la probabilidad de ganar.

SOLUCION Este es un típico ejemplo de experimentos “truncados" obsérvese que 

la ocurrencia de 6 en el dado, cara en la moneda detiene el experimento. Enu 
meremos a continuación los resultados.

oí1 = 6

0)2 = * C 

u*3 = * S6 

0*0 = * S * C 

105 * * S * S 6

Entonces, O = {6, C, * S6, * S * C, *S *S6,* S * S * C ,  donde cada

* representa un número diferente de 6 con probabilidad 5/6 y la probabili
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dad que salga 6 es 1/6. Sea G el evento: "ganar". Los sucesos en los cuales 

se gana son

G 3 {<*>1 » ü>3* I1J5 * üij* W9* «••} •

« G ] =  PÜwj}] + P[{ü)3}] + PR(o5}] + P[{w7>] + ...

1 5 1
6 6 * 2 *

1 [l ♦ 5
6 [ 12

1 1
6

• «

1
6

12
7

2
7

NOTA Para el lector no familiarizado con sumas de infinitos términos.
00

Z rk 1

k®0
1 - r

si Irl < l

Una forma no muy rigurosa, pero conveniente de demostrar esto es la siguiente
00

2 : r
k=0

- l  + r + r2 + r3 + . . . U)

00

r Z  rk
k-0

restando (2) de (1)
OD

Z rk
k=0

Factorizando

(2)

00

- r Z rk = 1
k-0

y  rk (1 - r) = 1 , y a  partir de esto obtenemos finalmente
k-0

Z r = l + r + r 2 + r3 + . . .  3 1
k=0

en el ejemplo 3,

1 - r

r *
1 2

EJEMPLO 4 Se dispara un rifle hasta acertar en el blanco. Suponer que la pro 
habilidad que se acierte es de 0.9 para cada tiro y que los tiros son inde

pendientes. Calcular la probabilidad
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(a) de que se necesitan más de dos disparos.
(b) de que el número de disparos requeridos sea múltiplo de 3.

SOLUCION Sea el evento A: "acertar en el blanco", entonces
f l = { A , Á A , Á Á A , Á Á Á A , Á Á Á Á A ,  . . . }

(a) Sea E, el evento: "se necesita más de dos tiros", entonces É ; es el 

evento: "se necesita a lo más dos tiros". Luego,

PtE ] = 1 - P[É] = I - [ P[A ] + P[Á A]]

= 1 - [(0.9 + ( 0 . 1 ) ( 0 . 9 =  1 - 0.99 = 0.01
(b) Sea F el evento: "se necesita un número múltiplo de 3",

Entonces, F = {A Á A, Á A Á A A A, . . . Luego,

P[F] = (0.1)2 (0.9) + (0.1)5 (o.9) + (0.1)8 (0.9) +

= (0.1)2 (0.9) [ 1 +  (0.1)3 + (0.1)* + ...]

1
100 10

1

i - 1
10 0 0

9 103
103 999

1
111

• % «

EJEMPLO 5 Tres jugadores A, B y C arrojan-al aire una moneda en ese orden, 

hasta que aparezca una "cara" (gana quien la obtiene primero). ¿Cuáles son 
las respectivas probabilidades de ganar?

SOLUCION Sean los eventos :

B

k

"gana el jugador A", 

"gana el jugador B". 

"gana el jugador C".

c C
Gb
c

®c 
c

Ftg. 1.10.2

El espacio muestral es

n  *  { c ,  s e ,  s s e ,  s s s e ,  s s s s e ,  s s s s s c ,  .  .  .  }
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K\ 
•v
\

\
», \

Los sucesos favorables a cada evento son respectivamente,

Ga = {C, SSSC, SSSSSSC, . . . }

8

P[Ga]

= {SC, SSSSC, SSSSSSSC, . . .}

= {SSC, SSSSSC, SSSSSSSSC, . . .}

= I  +  ( V  +  ( I ) 7  + ( I ) 10 + 
2 2 2 2

P[Gb ]

P[GC ] =

• • •

■  U1*1? 
•Hri: 1

2

<i>* *

1 3 
1 + Ij) +

1
4
—  x —  *8

7
2
7 *

¡)6 + < r

8 4
7 7

' < i >

< K

+ (

¥ '  * l 2 »

* 9 ♦

1,9

(^)3 + ^)6 +

(|)3 [ l  + (i)3 ♦ (i)* ♦ +

1 8—  x —
8 7

1
7

• • •

EJEMPLO 6 Una persona lanza repetidas veces dos dados y gana si obtiene 8 

puntos antes de obtener 7. Calcular la probabilidad de ganar.

SOLUCION Los sucesos posibles en los cuales la persona gana es

a>i = 8

W2 =
ü)3 =

Ü)i+ *

W 5 =

* 8 
★ * 8 

***8 

***★8

donde cada * representa un resultado diferente de 7, 8 y tiene una probabili_
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dad igual a

X - P[{7}] - P[{8}] - 1 -
36 36

25
36

5e considera diferente de.8 pues en caso contrario termina el juego y dife 
rente de 7 pues en caso contrario pierde. Es decir,

= {8, 7, * 8, * 7, ** 8, **7, , . .}

Sea G el evento: "ganar el juego".

36

_5_
36

_b_

36

] + P[{w2}] + p[(u)3}] + , .

25 _5_
36 ’ 36 + < ^ ) 2 . 36 i  * # ’

+  21 + 
36

< ^ ) 2 * 
36 <!>■ ♦ •

1 1 
25 

“ 36 J

5 36 
36 '* IX

5
11 *

JL
36

• « i

• «

EJEMPLO 7 Tres personas participan en un juego llamado disparejo, en el cu

al cada uno lanza al aire simultáneamente una moneda; si uno de los resulta
dos es diferente a los otros dos, la persona que obtiene el resultado diferen 

te pierde.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que uno de ellos pierda, en una tirada, si - 
las tres monedas no están cargadas?

(b) Si ninguno pierde en la primera vuelta, se lanza al aire las monedas nu£ 

vamente, hasta que alguno pierda.

¿Cuál es la probabilidad que se necesite un número par de tiradas pa

ra que alguien pierda?

SOLUCION (a) Sea E, el evento: "perder en una jugada". Entonces, los suce

sos favorables a E son,

E = {CCS , SSC^ } = {CCS, CSC, SCC, SSC, SCS, CSS),

p¡,l

Luego,

p k ] = ( D  + ( D  = 6<|>3 = !  •
(b) Sea F, el evento: "se necesita un número par de lanzamiéntos para que 

alguien pierda".
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El lector puede escribir el espacio muestral y verificar que se obtiene

12 x i + i
8 8

12
A

48
A

82
«

8**
T

12
82 f *

+ 00

i x i x i x i  
8 8 8 8

I xI xI xI xi xI 
8 8 8 8 8 8

192
8&

* ♦ •

+ ^  + 
81*

12
82 frxH

82

EJEMPLO 8 Tres jugadores A, B y C, extraen (en ese orden) una carta con rep£ 

sición de una baraja de 52 cartas. El primero que obtiene corazón gana. Cal

cular la probabilidad que gane A .

SOLUCION Sean los siguientes eventos :

"gana el jugador A"

C : "carta corazón", y C; "carta diferente de corazón".

Pfc] = 7  
4

P É 1  = Í
4

Construimos el árbol de probabilidades siguiente

<* 
c C

6a

3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/43/4 

Fig. 1.10.3.

n * íc ,  c  c ,  c  c  c ,  c c  c c t c c c  c c ,  c c  c  c  c c ,  ,  . .  >

G ={C, c c c c ,  c c c c c c c . c c c c c c c c c c ,  . , , } 
A

Por lo tanto,

l
4
1
4

1
1 27 
1 * 57 -

1
4

3 6
+

64
37

3 9 
<?> *

16 
“ 37

...i
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EJEMPLO 9 Dos jugadores que tienen la misma habilidad juegan una secuencia 
de partidas, hasta que uno de ellos gane dos juegos consecutivos. Determinar
(a) la probabilidad que se necesiten un número par de jugadas para termi

nar el juego.

(b) la probabilidad que se necesite un númern impar de jugadas para terminar 

el juego;

(c) la proDabilidad de ganar de cada jugador.

SOLUCION Llamaremos A y B a los jugadores, y GA , Gg los eventos, que gana 

una partida el jugador A y B respectivamente.
Entonces algunos de los resultados posibles de las partidas se observan en - 

el diagrama de la fig. 1.10.4 .

• *

Fig. 1.10.4

Es decir, el espacio muestral tiene la siguiente forma

o » {GAGA , g bg b, gag bgb> g bga ga , gag bgaga , g bgag bg b,

puesto que ambos jugadores tienen la misma habilidad, entonces
#

p[ga ] = p[GB] =  i  .

Además los eventos y Gg son independientes.

( a )  Sea E: "se necesita un número par de jugadas para terminar el juego". 

Entonces, los elementos del evento E son,

E = <GAGA> g bg b * g agbga ga > g bgag bg b * •••*

LU09°  P [ E ]  -  ( i )2 + ( i ) 2 + ( i )4 +  ( i )4 + ( i )6 +  (1 f  + . . .
2 2 2 2 2 2
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P [ E ]  =  |  +  ( i ) '  +  (|)5 +  . . .
1,2 + ( Y  )4 +

La expresión dentro del corchete, es una serie geométrica de razón (1/2)2 
Por lo tanto

P K ] =  ±
1

i -(¿)2

(b) Sea F: "se necesita un número impar de jugadas para terminar el juego 

Los elementos del evento F son,

F = {Ga g b g b > g b V v  g a g b g a g bV  g b g a g b g a g a  J

Plf]= ( i )3 + ( j )3 (i)5 + (i)5 + (l>7 + ( j ) 7 +

í1 )2 \z ) í1 )4 2 '
(I)6\ z J

( ± ) 2  + ( I ) 4 + ( I ) 6 + • •

( i ) 2 [l + (f>2 + ( i )

[nfr? J‘ *

+ .

•]

(c) Sea A : "gana el juego el jugador A"

A = {GAGA- g b g a V  W a V  • • • }

•tA]- ( | ) 2 + < | f  m |)4 + ( | f  +

= ( i ) 2 [l + <|) + (¿)2 + (i)3 +

. }

' 2 )2 [ 1 ! I  ] = ?
Sea B : "gana el juego el jugador B"

En forma completamente similar para el caso del jugador A, se obtiene
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p[&] « \  .

1.10.1 ESPACIO MUESTRAL CONTINUO

ti último tipo de espacios muéstrales considerando, es el del tipo con

tinuo. Ninguno de las definiciones dadas de probabilidad es aplicable es e£ 
te caso. También se presenta otra dificultad. En los espacios muéstrales dis 
cretos, todos los subconjuntos se llaman eventos y se les puede asignar pro- 

babilidaaes. Pero pueden construirse subconjuntos de un espacio muestral - 

continuo que no son eventos por lo tanto cualquier asignación de probabilidad 
que se les haga es inconsistente con los axiomas de probabilidad. Sin embar

go en los proolenas prácticos que se estudien en este libro, los subconjuntos 
de fl serán eventos. Y por ahora estudiaremos el tipo de espacio muestral con 
tinuo que tiene sus elementos de la misma verosimilitud, esto significa que 

la pronabilidad que un punto ocurre en un subconjunto de Q es proporcional 
a la longitud del subintervalo, Así definimos la probabilidad en un espacio 
muestral continuo; como la razón entre la longitud del evento " t " y la Ion-

A
gituddel espacio muestral o

l A
PÍA] = -A

Aquí el concepto de longitud representa un concepto más amplio; según—  

el caso puede ser: longitud misma, área, volumen, etc; más apropiadamente se 

puede hablar de medida del evento m(ft) y m(A), luego

PC A] m(A)

(n)m

EJEMPLO 10 Se elige aleatoriamente un punto dentro’del segmento determinado 

por el intervalo [2, 10 ]. ¿Calcular la probabilidad que pertenezca al - 

segmento [3, 5]?.

SOLUCION

f l = ( x  | x  e [2, 10 ]} y = 10 - 2 = 8,

A = {x | x e [3, 5 ]} y = 5 - 3  = 2 .

Lue9°- P[A] = |  = J
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EJEMPLO 11 ti espacio muestral asociado a un experimento aleatorio es el 

conjunto

fl = í(x, y) E IR2 l  x2 + y2 4 10), Calcular la probabilidad del 
evento

E = {{x, y) t íi í  x2 + y2 4 5 }

SOLUCION Es claro que Q es un círculo de radio R = 10 y el evento E es un 
círculo de radio r s 5. Luego,

P[E] ■
■nr

lfl ttR

25tt
IOOtt

donde A^ = área del círculo radio 5

A = área del círculo de radio 10,

EJEMPLO 12 Se elige un punto del cuadrado con vértices opuestos (0,0) y

(1 , 1) ; sea E el evento la suma de las coordenadas del punto es menor que

3/4. Hallar la probabilidad de E.

SOLUCION ti experimento aleatorio es "elegir un punto del cuadrado con vér

tice opuestos (Ü, 1) y (1,1)". Entonces

fl ' (U, y) e JR2 / o « x 4 1* o ^ y 4  1 )

Sea el evento t : " la suma de las coordenadas del punto elegido es menor -

que 3/4" .

E = { ( x , í / ) e n / x  + í / <

fl
* Area del cuadrado = 1

A c « Area del triángulo sombreado.

P[E] «
“f l

32

(3/4)(3/4) / 2 
1

EJEMPLO 13 Sea el intervalo [ - r, r ] la base de un semicírculo, si se - 

elige un punto aleatoriamente de este intervalo, calcular la probabilidad de



que la longitud del segmento perpendicular de este punto al semicírculo es me 
ñor que r/2 .

SOLUCION ti experimento aleatorio es “elegir un punto en el intervalo t-r,r]

G « {x / x € [- r, r ] } 
l n * 2r

Sea A t el evento: "la longitud del segmento perpendicular del punto elegido 
al semi-círculo es menor que r/2" .
A : "longitud del segmento perpendicular del punto elegido al semicírculo es 

mayor o igual a r/2 "

/ r2 - (r/2)

2 V 3r2/4

Entonces»

P[*] d _ i/3r 
2r ‘ 2r

V

Por lo tanto, PtA] « 1 - IÍÁ] - 1 -
Flf. 1*10.7

EJEMPLO 14 tn un segmento AB de longitud se escoge aT azar dos puntos L y N 

Calcular la probabilidad que el punto L esté más cercano a M que a A.

SOLUCION El experimento aleatorio es "elegir dos puntos del segmento AB"

Sea x = AL e y = AM, entonces

G = { (x ,  y) / O 4 x 4 O •$ y 4 t } h  ̂ d 
Por lo tanto

A *
L

_  t

i»

Sea C, el evento: ''el punto L esta mas cercano *----

a M que a A". Fig. 1 .10.8

LM < AL * j y — x | < x  - >  O < y < 2x, estos puntos están
dados en la fig: 1.10.9, cuya área da los casos favorables al evento C. ts 
decir

c = íU ,  y) / 0 < y < z* }
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m(C) * 21

luego, P[C] 3¿2/4 _ 3
l 2 " 4 Fig. 1.10.9

EJEMPLO 15 La luz de un semáforo aparece cada 4 minutos y dura un minuto pa 
ra luego cambiar a verde (por lo tanto es verde durante 3 minutos, roja 1 mi
nuto, etc). Cada hora en punto, la luz del semáforo cambia a roja prímeramen^

te.
(a) Si se llega al semáforo en un instante al azar entre las 7.55 y las 8.05

a.m., ¿Cuál es la probabilidad que usted tenga que detenerse ante el 

semáforo?.
(b) Si se llega al semáforo en un instante al azar entre las 7.54 y las 8.04

a.m.. ¿Cuál es la probabilidad que usted debe detenerse ante el sentó 

foro?.

SOLUCION 1 (Ud. va en automóvil) n = ít/t e [7.55,8.05] }

(a) Sea el evento A: "ud. tenga que detenerse ante el semáforo si llega entre 

las 7.55 y 8.05".

R: " Tiempo que dura la luz roja" = 1 minuto.
V: "Tiempo que dura la luz verde" = 3 minutos.

Según el diagrama de la fig. 1.10.10, se tiene

I 4
7.5S 7.56

+  1—
8.00 8.01

Fig. 1.10.10

7.57 8.04 8.05

= 8.05 - 7.55 * 10 mint. 

t . = 3 R = 3 mint.
A

Por lo tanto, P[A] = ^

(bj Sea el evento B: "Ud tenga que detenerse, si llega al semáforo entre 

7.54 y 8.04"; de la fig. 1.10.11

//
//



V R V R ¥
7.54 7.56 7.57 8.01 8.04

Fig. 1.10.11

8.04 -  7.54 10 mint.

2 mint.

Luego P[B]= 2-
10

1
5

2. (Ud. va a pie), Oueda como ejercicio para el lector.

PROBLEMAS 1.10

1. Dos jugadores lanzan alternativamente una moneda. El primero que obtiene 

cara gana. Hallar la probabilidad de ganar de cada jugador.

2. Dos jugadores A y B lanzan dos dados; A comienza el juego. Gana el jugador 

A, si obtiene 6 puntos, antes de que B obtenga 7 puntos, y gana B si saca 
7 puntos antes de que A saque 6 puntos. ¿Cuál es la probabilidad de ganar 

de cada jugador?

3. Al lanzar un par de dados Ud. gana, si obtiene 8 6 10 puntos antes de ob

tener 7 6 9 ;  calcular la probabilidad de ganar.

4. Tres monedas se lanzan simultáneamente hasta que las tres muestren los - 

mismos resultados. ¿Calcular la probabilidad de

(a) Realizar 3 lanzamientos;
(b) Realizar 3 ó más lanzamientos; 
te) Realizar 3 ó menos lanzamientos;

td) Realizar un número par de lanzamientos;
(e) que el número de lanzamientos sea múltiplo de 3?

5. Cuatro personas juegan disparejos, para el cual cada una lanza al aire si_ 

multáneamente una moneda; si una cara es diferente de las otras tres, la 

persona que obtiene la cara diferente pierde.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que uno de ellos pierda en la primera tirada? 

tb) Si ninguno pierde en la primera tirada, se lanzan al aire las monedas 

nuevamente, hasta que alguno pierda.
¿Cuál es la probabilidad que se necesite un número par de tiradas
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para que alguien pierda?

6. Se aplican alternativamente una dosis de veneno a un ratón blanco y luego 

a un ratón negro. La probabilidad que un ratón blanco muera por efectps 
del veneno es 2/5 y la probabilidad que un ratón negro muera por efec

tos del veneno es de 3/4. ¿Cuál es la probabilidad que muera primero 
un ratón blanco?

7. Un jugador arroja dos dados. Si en su primera jugada hace un total de 7 

ó 11 puntos, gana el juego. Si en su primera jugada hace un total de 2,3 ó 
12, puntovpierde el juego. Si en su primera jugada hace un total de 4,5,6 
8,9 ó 10, puntos, continua arrojando los dados hasta que obtenga el punta 

je que obtuvo en la primera tirada o hace 7. En el primer caso, gana; en

el segundo pierde. ¿Cuál es la probabilidad que gane?

8. Jaime se presenta a un examen de manejo varias veces hasta que lo aprueba 

Suponga que la probabilidad que lo pruebe en cualquier examen sea de -
0.1 y que las pruebas son independientes. Calcular la probabilidad que
(a) le tome más de 4 intentos; (*>) le tome más de 10 intentos.

9. Dos jugadores A y B extraen (en ese orden) alternativamente una carta ron 
reposición, de una baraja de 52, hasta obtener un as que es la carta ganâ  

dora. Determinar la probabilidad de ganar de cada jugador.

10. La probabilidad que un estudiante de aviación apruebe el examen escri

to para obtener su licencia de piloto es 0.7. Calcular la probabilidad de

que un estudiante apruebe el examen,

(a) antes del cuarto intento
(b) después del segundo intento
(c) en un número par de intentos.

11. Tres jugadores A, B y C, de igual habilidad en el juego, juegan de la si

guiente manera; juegan A y B mientras que C descansa, el ganador de este 

partido se enfrenta a C mientras descansa el perdedor. El juego continúa - 

hasta que un jugador gane dos partidos consecutivas. Determinar la proba

bilidad de ganar el juego cada jugador. ¿Cuál es la probabilidad que - 
se necesita un número par de jugadas para terminar el juego?

12. Dos jugadores A y B juegan un match. Sus probabilidades respectivas de gâ  
nar una partida son entre si como 2 ; 3. Determinar la probabilidad de g£ 
nar el match de cada jugador, si para ganarlo hay que ganar dos partidas
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seguidas.

13. Tres jugadores A, B y C extraen aleatoriamente cada uno, una bola de una 
urna que contiene 12, de las cuales ocho son negras y cuatro blancas, haŝ  

ta que uno de ellos saque la primera bola blanca que será el ganador. De
terminar la probabilidades de ganar de cada jugador, sabiendo que empieza 

A, los otros siguen en el orden indicado, y que la extracción se hace con 
reposición.

14. En el problema 2. Suponga que los jugadores acuerdan realizar n lanzamier^ 
tos. Determinar:

(a) la probabilidad de ganar de cada jugador;
(b) la probabilidad de que queden empates.

15. Un amigo y ud. hacen turno para tirar un dado hasta que uno de ustedes - 
llegue a obtener un tres o un cuatro. Si su amigo tiro primero, ¿cuál es ▼ 

la probabilidad que lo obtenga ud.?
*

16. Tres inspectores hacen turno comprobando los componentes electrónicos tal 

y como salen de una cadena de montaje. Si el 10 por 100 de todos los com 

ponentes producidos en la cadena de montaje son defectuosos, ¿cuál es la 
probabilidad de que el inspector que compruebe el primer componente sea - 

el mismo que encuentre el primer componente defectuoso?

17. Una regla de longitud de 20 cm. se rompe al azar en dos partes. ¿Cuál es 
la probabilidad que la longitud de la parte más larga sea al menos el 

doble de la más corta?

18. Se escoje al azar un punto entre el 0 y el 1 en el eje de las X del plano 

XY. A continuación se dibuja un círculo con centro en el origen, y radio 

determinado por el punto escogido. Calcular la probabilidad que el área 
del círculo sea menor que tt/2 .

19. Sobre el segmento AB, se toma al azar dos puntos Xj, X2. ¿Cuál es la pro
babilidad que AXls X ^ ,  X2B formen un triángulo?

20. El punto medio del segmento AB es M. Se elige al azar un punto X en dicho

segmento. ¿Calcular la probabilidad de que pueda formarse un triángulo -

con los segmentos AX, BX y AH.?

21. Calcular la probabilidad de que, eleqido un punto al azar en el interior 

de un cuadrado, ninguno de los segmentos que lo unen a los cuatro vértices 

sea mayor que el lado del cuadrado.
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VARIABLES
\

\ALEATORIAS

21  DEFINICION Y  E JEMPLOS___________________________________________
El lector habrá notado en el capítulo anterior, que no todo espacio 

muestral 12 asociado a un experimento aleatorio está constituido por elementos 

numéricos, si no que en muchos casos son entes abstractos; así, al hablar r 

del lanzamiento de una o más monedas teníamos resultados tales como: C, CS, 
CSS, etc. Al hablar de la prueba de dos resistencias los elementos del espa

cio muestral son {BB, BD, DB, DD}. (B bueno, D defectuoso).

También habrá notado que muchas veces no es fácil describir el espacio 

muestral, 12, asociado a un experimento aleatorio, cuando sus elementos no - 
son números. Por otro lado la probabilidad P es una función cuyo dominio es 

9*{Sl) y rango el intervalo de números realesCO, l].(Es decir, [0,1])

, y si los elementos de ^(fl) son entes abstractos, no podemos aplicar 

el cálculo metemático; por lo tanto es conveniente, que el dominio de la fun
ción P sea también un conjunto de números reales. El objeto de la presente

sección es justamente asignar un valor numérico x C IR a cada suceso u)C12(si 

no lo es), es decir "cuantificar" los sucesos. Comenzaremos nuestra discusión 
con un ejemplo simple.

Consideremos, el experimento aleatorio de “lanzar una moneda tres veces". El 
espacio muestral 12 es el conjunto formado por los siguientes 8 puntos,
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fl = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS)

Suponga ahora que sólo nos interesa el número de caras que salen, de manera 
que los sucesos CCS, CSC, SCC pueden considerarse equivalentes, también los 
sucesos, CSS, SCS, SSC se consideran equivalentes, podemos introducir una - 

función X definida sobre fl de tal manera que:

X(CCC)
X(CCS)

X(CSS)

X(SSS)

3,
X(CSC)

X(SCS)
o

X (SCC) 

X(SSC)

2

1

Es decir, la función X en fl definida por X(tn) = "número de caras obtenidas 

al lanzar una moneda tres veces" es una función a valores reales, que tiene 

como dominio el espacio muestral fl y el subconjunto de números reales,
Rv s {x/x = 0,1,2,3} como rango. En símbolos

X: fl 

w

(0,1,2,3} 
X(u>)

La fig. 2.1.Ida una idea intuitiva de lo expresado en el párrafo anterior.

Fig. 2.1.1

tenemos así, un nuevo conjunto {0,1,2,31, ahora formado por números reales, 
a cada uno de los cuales le corresponde una probabilidad de la siguiente ma

ñera:

P[{3}]

P [{2} ]

= P[CCC] = |

= PfcCS] + P[CSC] + PtSCC] = |

P [{1} ] = P[SSC] + P[SCS] + P[CSS] (*)
8



p [ { 0 } ]  = p [ s s s ] 1
8

Vemos pues, que la función X hace corresponder a cada elemento w de ft un nú

mero real x, y además, el conjunto de elementos de fl, cuya imagen es uno de

estos números reales, es un elemento deíP(íl), o sea un evento, y tiene por lo - 
tanto, una determinada probabilidad. La función X que cumplen estas condicio 

nes se llama. va/Ua.ble¿ a lzn ton lju.

DEFINICION 2.1.1 Dado un experimento aleatorio e y íl el espacio muestral - 
asociado a e. Una función X que asigna a cada elemento oj en íí uno y solamen 
te un número real x - X(w), se llama vafUablz atejatoJUa. Es decir, X es una

función real , X : U — ► IR

El dominio de la variable aleatoria X es ft y el rango es un subconjunto de - 

IR que lo denotaremos por "Rx"* Rigurosamente, al hablar de función asociamos 
a ella el conjunto de partida y el conjunto de llegada, mas en nuestro caso 
vamos a trabajar siempre con 3 como dominio que a su vez lo vamos a tomar co 

mo conjunto de partida. El rango Rx de la variable aleatoria X está dado por 

el siguiente conjunto de números reales.

Cuando hubiera cierta duda sobre el rango de una variable aleatoria, vamos a 

tomar como |R, o, como un conjunto que razonablemente contenga a Rx (ver. - 

ejemplo 2).

EJEMPLO 2 Pensemos en los estudiantes de una universidad A, cada estudiante 

vamos a concebirlo como un suceso, a este suceso vamos a asignarle su altura 
asi diremos que Juan mide 1.72 mts, Pedro mide 1.66 mts. Es decir, estamos - 
cuantificado a los estudiantes X(Juan) = 1.72 mts, X(Pedro) * 1.66 mts. Aho

F1g. 2.1.2

Rx = (x£ IR / X(uJ = x, u C  fl) = X(ft)
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ra el lector se estará preguntando, ¿y el rango de la variable aleatoria X?; 

en principio podemos decir que IR contiene todo número que define la altura 
de un-estudiante; luego podemos decir que el conjunto R = (x 6 IR / x > 0} - 

contiene a Rx- Después de razonar un poco en este problema podemos decir sin 

temor a equivocarnos que el conjunto [0.5, 3] contiene a R^; y llegamos a 
esta conclusión, pues con probabilidad cero vamos a encontrar un estudiante 

con altura mayor de 3 metros o menor que 0.5 metros (¿Ud. ya vió alguno?).

Es oportuno, antes de pasar a otro ejemplo, hacer, un comentario res
pecto al ejemplo anterior; este es típico en estadística y revela toda la 1 iber-

tad que tiene un estadístico al empezar untrabajo, más esta libertad tiene un 
precio, "ser cuidadoso".

EJEMPLO 3 Se lanza una moneda tres veces, sea X una función definida por - 

X(tü) = - Hg, donde nc representa el número de caras y ns , número de sellos

obtenidos; X, así definido es una variable aleatoria. Sabemos que el espacio 
muestral (dominio de X) es

Q = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS)

Los correspondientes valores de X (imágenes de X) son;

X(CCC) = 3 - 0  = 3

X(CCS) = X(CSC) = X(SCC) = 2 - 1 = 1

X ( s s c ;  = x ( s c s )  = x ( c s s  j 1 - 2  = -  1
X(SSS) = 0 - 3  = - 3

Luego, es claro que Rx está exactamente definido por el conjunto,

Rx = {- 3, - 1, 1, 3} .

EJEMPLO 4 Un lote de artículos grande contiene artículos defectuosos D, y - 

no defectuosos N. Se extrae sucesivamente 4 artículos. Definimos X como núme 

ro de artículos defectuosos obtenidos. La X, así definida es una variable - 

aleatoria; su dominio es

fí = {DDDD , NDDD , DNDD , DDND , DDDN , DDNN , DNDN , DNND , NDND , NNDD , NDDN ,

DNNN , NDNN , NNDN , NNND , NNNN}

Los valores de X son:

X(DDDD) = 4
X(NDDD) = X(DNDD) = X(DDND) = X(DDDN) = 3
X(DDNN) = X(DNDN) = X(DNND) = X(NDND) = X(NNDD) = X(NDDN) = 2



X(NNND) = X(NNDN) = X(NDNN) = X(DNNN) = 1

X(NNNN) = O

Luego, Rx = íO,1,2,3,4} .

EJEMPLO 5 Bajo la misma suposición del ejemplo anterior, consideremos la ex 

tracción de artículos hasta lograr un articulo defectuoso y definimos X como 
el número necesario de extracciones. El dominio de X es

Q = {0, NO, NND, NNND, . . . }

Las imágenes de X son :

X(D) = 1, X(NDJ = 2, X{NND) = 3, X(NNND) = 4, . . .

Luego, Rx = {1,2,3,4, . . . } .

EJEMPLO 6 Sea X una variable aleatoria que se considera como el beneficio -
de un jugador, en un juego en el que se tira un dado y el jugador gana 100 -

soles, si sale los números 1 ó 3, no gana ni pierde si sale los números 2 6
5, pierde 100 soles si sale 4 ó 6.

El dominio de X es fl - {1,2,3,4,5,6} .

La imágenes de X son :

X(l) = X(3) = 100; X{2) = X(5) = 0; X(4) = X(6) = - 100

Luego; Rx = {- 100, 0, 100} .

Hemos visto que cada elemento del rango Rx de la variable aleatoria X

tiene una probabilidad que han sido inducidas por las probabilidades asigna
das a los posibles resultados del espacio muestral fl a través de la función 

X, ver (*). Esto nos indica que podemos usar auestra teoría de probabilidades 

desarrollada en el capitulo anterior, oara calcular probabilidades en Ry; e£ 

tonces así, como hablábamos de eventos, como subconjuntos de fl, en Rx también 

hablaremos de eventos como subconjuntos de él. Y usaremos paréntesis para d£ 
notar eventos en Rx, así (X(w) = x) o [Xfoi) = x ] o simplemente[ X = x] que

se lee, "la variable aleatoria toma el valor x" y P[X = x] , denotará la -

probabilidad que la variable aleatoria toma el valor x. Formalizaremos e£ 
to con las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.1.2 EVENTOS EQUIVALENTES Sea fl un espacio muestral asociado a 

un experimento aleatorio e, y X una variable aleatoria con rango Rx defi-



nida sobre fl. Un evento A en O y un evento Ex en Rx se dice que son eventúé 
equivalente* y Si,

Simplemente, si A es un evento en fl que consiste de todos los resulta-r 

dos posibles para el cual X(w) £ Ex, entonces A y Ex son equivalentes. -

Ahora, es claro que la ocurrencia de A implica la ocurrencia de Ex y vicever 

sa, la ocurrencia de Ex implica la ocurrencia de A. Entonces, es natural dê  

finir la probabilidad de Ex como la probabilidad de A. Antes de formalizar - 

esto daremos algunas notaciones.

NOTA 1 Nótese que A y Ex son eventos asociados a diferentes espacios.

Si A es un evento en fl tal que A = {gü E f l  / X(qí) = a} su evento equiva^ 
lente en Rx es Ex = {a}, lo cual se denota por[X = a] . 0 sea, el evento -

[ X = a ] es el conjunto de puntos en el espacio fl que son aplicados en el nú

mero real a por la función X. Por ejemplo, en el experimento aleatorio "lan 
zar una moneda tres veces", y X(u) = números de caras obtenidas.

Sea A = {oj E fl / X(w) = 2} = (CCS, CSC, SCC} = [ X = 2 ], por otro lado si
Ex - {1,0}, tenemos que,

A = {CSS , SCS , SSC , SSS} ya que X(CSS) = X[SCS) = X(SSC) = 1 y X(SSS)=0.

Luego,

A = (tue fl / X(iüJ = 1,0} = {CSS , SCS , SSC , SSS} lo denotaremos por -

[ X = 1 ó 0 ]. 

tn general si,

A = {w e fl / X{oí) -  a ó 6} se denotará por [ X = a, b] Similarmente,
Si A = (w e Q / & < X(ü>) < b}, se denotará por [ a < X < b] .

Ahora si queremos hallar la probabilidad de los eventos asociados a R¥

A = {w € Q / X(w) £ Ex }

La figura 2.1.3, ilustra este concepto.

x

Fig. 2.1.3



tales como [ X = a ] , [ X = a . b ] ,  [ a < X < b] etc. usaremos las pro

babilidades de estos eventos en el esDacio original Í2, es decir, pondremos,

P[X = a ] = P[{co e fl / X(w) = a}] = P[A]

que se lee: “la probabilidad ciue la variable aleatoria toma el valor a11.

P[X = a, b ] = P[{a> cU / X(w) = a 5 b}] = P[A]

la probabilidad que la variable aleatoria toma el valor a ó b .

P[a < X < b] = P [ { w e n / a <  X(üj) < b} ] = P[A]

la probabilidad que la variable aleatoria toma valores entre a y b.
También se puede considerar eventos de la forma

[ a $ X ^ b ]  ; [ ¡i < X í í> ] ; etc.

DEFINICION 2.1.3 Si A es un evento en el espacio muestral n y E un eventoA
en el rango Rx de la variable aleatoria X, entonces definimos la probabilidad 

como

PCEX1 = P[A] , donde A M u  e íí / X (w) e Ex>

EJEMPLO 7 En el ejemplo 3 consideremos.

(a) Ex - {3}, entonces el evento A en U equivalente a Ex es, A = {CCC},

A = {w e « / X(ü>) = 3} = {CCC} = [ X = 3] .

Luego, P[EX] = P[X = 3 ] = |

(b) Ex = {1}, aquí el evento equivalente es,

A = {tu e n / X(w) = 1} = (CCS, CSC, SCC} * [X = 1 ]

Luego, P[EX ] = P[X = 1] = P[A] = |

(c) Consideremos el evento Ex = {2}. En este caso el evento equivalente a -

{2} es <f> , por lo tanto :

P[{2}] = P[X = 2] = P U ]  = 0

(d) Consideremos el evento Ex = {-  1 ,  - 3}. El evento equivalente es,

A M u  e / X(üj) - - 1, - 3> = {SSC, SCS, CSS, SSS} = [X = - 1, - 3]

Luego, P[X = - 1, - 3] = P[A] = |  = I



(e) Consideremos Ex = {1,2}. El evento equivalente es,

A = {¡ti e ÍI / X(tii) = 1,2} = (CCS, CSC, SCC, <f>} = [ X = 1,2]

Por lo tanto,

p[X = 1,2 ] = PtA] = ^ , (ver parte c)

EJEMPLO 8 Referimos al ejemplo 5, consideremos un lote grande de artículos

que contiene el 100p% de artículos defectuosos, calcular la probabilidad de

extraer más de 3 artículos hasta obtener el primer defectuoso.
En este caso, Ex = {4,5,6, . . .} y el evento equivalente en 3 es,

A = {NNND, NNNND, NNNNND, . . . }

Luego,
P[EX] = P[X > 3 ] = P[A]

= 1 - p[Á] = 1 - P[X ^ 3 ]

= 1 - [ P [D ] + P[ND] + P[NND]]

= l - [ p + ( l  -  p ) p  + ( l - p } 2p ]  = l -  p -  p + p2 ~ p
+ 2 p 2 -  p 3

* (1 - P)3 ■
PROBLEMAS 2.1

1. Una urna contiene 12 bolas numeradas de 1 a 12. Se saca una bola y defina

la variable aleatoria X tal que X(w) = número de divisores del número ob

tenido. Hallar :
(a) el dominio de X; (b) evaluar X(u)) para cada u> e 3 ;

(c) escriba el rango de X ;
(d) el evento equivalente en Rx a cada uno de los siguientes eventos en 3

A = {2,3,5,7,11} , B = {4,9} , C = {6,8,10} , D = {1,12} .

2. Se lanzan dos dados y sean los números obtenidos U,/ * 1,2,3,4,5,6),

se define la variable aleatoria X(oj) = m.c.d (/./). Hallar :

(a) el dominio de X ; (b) evaluar X(oj) para cada u> £ 3 ;
(c) el rango de la variable aleatoria X

(d) el evento equivalente en 3 a cada uno de los siguientes eventos en Rx

Ex = {2}, Fx = {2,4,5}, Gx = {1,3,6}

(e) La probabilidad de los eventos Ex, Fx y Gx
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3. Una factoría produce 10 paracaídas diario. Sea X, el número de paracaídas 

defectuosas.
(a) ¿Es X una variable aleatoria?

(b) Si su respuesta en (a) es, Sí. Halle el 

variable aleatoria X.

dominio y rango de la -

4. Una urna contiene 5 bolas numeradas de 1 a 5. Se extraen dos bolas sin -

reemplazamiento. Se define X como la suma de los números obtenidos. Deter^

minar :

(a) el dominio de X
(b) el rango de la variable aleatoria X ;

(c) PCX = 3], PCX = 5 3, P[6 ¿ X 4: 8 ]  .

5. Una caja contiene 5 transistores de radio, de las cuales dos son defectuo
sos. Los transistores se prueban uno a uno hasta encontrar el segundo 

transistor defectuoso. Sea X el número de pruebas efectuadas.

(a) Describa el dominio de X ;
(b) Describa el rango de la variable aleatoria X ;

(c) ¿Cuál es el evento equivalente en SI al evento [ X = 4 ]?

(d) ¿Cuál es el evento equivalente en ft al evento [ X = 3] ?
6. Se venden 1,000 números para un sorteo en el que hay un premio mayor de 

I/. 500.00 , cuatro premios de I/. 100.00 y cinco premios de I/. 10.00 . 

El número cuesta I/. 1.00. Si X es el beneficio neto al comprar un número 

Hallar ;
(a) el dominio de X ; (b) el rango de X ;

(c) la probabilidad de cada uno de los elementos del rango de X.

1 2  VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS_____________________________
DEFINICION 2.2.1 Si el rango de la variable aleatoria X, es un conjunto fi

nito o infinito numerable, se llama i/aoUahtz aZeato>Ua d¿AcA&ta. En este caso

Rx = (x1# x2, x3, . . . }

EJEHPL0 1 Suponga que el número de días de trabajo en un año particular es

280 y los records de los empleados se marcan cada día que ellos están ausen

te del trabajo.Se seleccionaaleatoriamente un records y se observa los días - 

marcados. La variable aleatoria X se define como el número de días ausentes
, 280}. Luego, X es una variabledel trabajo, entonces Rx = (0,1,2, • i •
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aleatoria discreta con un número finito de posibles valores.

EJEMPLO 2 La variable aleatoria definida en el ejemplo 5 de 2.1, es una va

riable aleatoria discreta con un número infinito numerable de posibles valo
res.

2.2.1 FUNCION O LEY DE PROBABILIDAD

DEFINICION 2.2.2 Sea X una variable aleatoria discreta con rango R^. Una - 

función definida por

p(xj = P[X = x ] = 2  Ptíio}]
{o» e H/X(t*i) = x }

donde la suma es sobre los sucesos u c fl tal que X(o>) = x y satisface - 

las siguientes condiciones

1. p(x) > 0 , ¥  x £ R x  ; 2. £  p u )  = 2  P[X = x]« 1
x e  R ^  x e  R x

se llama ¿unc¿¿n de probabilidad o tzy de pnobabÁJLüiad (también llamada fun
ción de cuantía) de la variable aleatoria X.

La colección de pares [ (x, p(x)), V- x e R^] se llama dUtfUbucXÓn de pno- 
bakúZidad de X.

Si x i  R , [ X = x ] es un evento imposible, por lo tanto p(x) =

P[X = x ] = 0, Por esta razón cuando definimos una función de probabilidad 

p(x), para x e Rx, no diremos nada sobre la probabilidad en las x £ R^,

pués entenderemos tácitamente que la función p(x) está bién definida para - 

todo x e Rx y asumiendo para los eventos imposibles p(x) = 0 .

Con lo expresado en el párrafo anterior el dominio de la función p puede con 

siderarse como el conjunto de los números, reales y su rango el conjunto 

(0, 1] U {0} . Es decir,
p: IR  - [0,11 .

La distribución de probabilidad se representa usualmente en una tabla, ver - 

tabla 2.2.1. También se representa gráficamente como muestra la fig. 2.2.1 

Rep>iz&ejUa.(Uj6n tabulaA. de la. dí¿&Ubu<Uón de pnobatiilldad
Tabla 2.2.1

X  I x2 i x2 * 3 • • •

p(x) =  p [ x  =  x] p ( x t ) P ( *  2> P  U 3) • • •
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F1g. 2.2.1. Representación Cráfica de la distribución de probabilidad

Hemos denotado a los eventos en R^ por E^, pero no habrá confusión alguna si

se conviene en representar a estos eventos por A, B, C etc. Y la probabili

dad de un evento A con R^, se define de la siguiente manera

Pfo] = 2  p W = X  p Cx = x]
xC A x C A

EJEMPLO 3 En el ejemplo 3 de 2.1, hemos considerado el lanzamiento de una - 
moneda tres veces y definimos X(to) = nc - ns* Hallar la distribución de pr£ 
habilidad en forma tabular y gráfica.

SOLUCION Recordónos que Rx = {- 3, - 1, 1,3), pués el espacio muestral es

Q = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS)

La distribución de probabilidad se obtiene, calculando p(x) para cada x e Rx

p( 3) = PCX = 3] = PtCCC] = i
O

p(i) = ptx = i ]  = ptccs ] + pfcsc] + ptscc] = |

p (- i) = p p  = - i]= p[ssc] + p[scs] + p[css] = |

p ( -  3) = P [ X  = - 3]= P [SSS3 « i

Luego, cada x con su respectiva p (xJ se lleva a una tabla similar a la 
tabla 2.2.1
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Rep*e¿ esUacUón Tabultvi

X - 3 - 1 1 3

p(x) 1
8

3
8

3
8

1
8

F1g. 2,2.2, Gráfico de la distribución de probabilidad para 
el experimento, lanzamiento de una moneda tres veces y

I - nc - V

Es claro que ,
1. p(x) > 0 ,  V- x e Rx ; 2. £  p(x) = 1

XeRx

Pero para x = - 2, tenemos p(- 2) = P[X * - 2 ] =0, pues es imposible que 

la diferencia - ns sea - 2 en tres lanzamientos; similarmente, por 

ejemplo,

p(|-) = P[X = ^  ] = 0. En general si,

x 4 ( - 3 , - 1 ,  1,3} es p(x) = P[ X = x ]  = 0 .

EJEMPLO 4 Para cada uno de las siguientes funciones, determíne la constante 

k para que ¿(x) sea una función de probabilidad de una variable aleatoria 
X .

(a) ¿(x) = xfe, x = 1,2,3, . . . , 10

(b) ¿(x) - fe(j)x , x = 1,2,3, . . .

SOLUCION (a) para que ¿(x) sea una función de probabilidad debe cumplir la

definición de ésta

1. ¿(x) = fe x > 0, -V-x = 1,2, . . . , 10, si, solo si fe > 0

10
2. £  fex = fetl + 2 + 3 + 4 + 5 +  6 + 7 + 8 + 9 + 10] = 1

x« 1
de donde fe * 1/55 . Entonces,

¿(x) = , x = 1,2..........10

es una función de probabilidad .

(b) 1. í ( x ) = fe(i)x > 0, V x = 1,2, . . . , si, sólo si fe > 0 .



\

■  I  [  r i  1  ■  4 1 < f >  ■  1
3

de donde, fe = 2. Luego ,

<¡(x) -  2 ( i ) x X 1 2  3

es una función de probabilidad .

EJEMPLO 5 En un lote de 10 artículos, hay 3 artículos defectuosos. Del lote 

se toma al azar una muestra de cuatro artículos sin reposición. Sea X la va

riable aleatoria que representa el número de artículos defectuosos en 
la muestra.

(a) Describir el dominio de X .

(b) Evaluar X(üj) para cada tu e ti .
le) Evaluar la función de probabilidad, la representación tabular y gráfica 

de la distribución de probabilidad.

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por X(to) a número de artí
culos defectuosos en la muestra de tamaño 4.

(a) Q = (NNNN, NNND, NNDN, NDNN, DNNN, NNDD, NDND, NDDN, DNDN, DDNN, DNND
NDDD, DNDD, DDND, DDDN}

(b) X(NNNN) = 00

X(NNND) = X(NÑDN) = X^ORN) = X(DNNN) = 1

= X(DNND) -- 2
= X(DDDN) = 3

X(NNND) = X(NN 

X(NNDD) = 
X(NDDD) =

Rx = Í0,1,2,3}

(c) La función de probabilidad se obtiene calculando p(x) para cada x e  R

p(0) = PCX = o J
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Rtpx.ej>ejitacUón Tabula*.

X 0 1 2 3

p(x) 5
30

15
30

9
30

1
30

F1g. Z.Z.3. Gráfico de la distribución de probabilidad para 

la Muestra sin reposición de tanaño 4.

En general, la función de probabilidad de X es ,

pU) p[x = x ]  = a u - 7 ,)

( ? )
x = o , 1,2,3

Es claro que :

1. p(x) > 0 , ¥  x e R,

2 . 30 30 30 30 = 1

Este ejemplo se puede generalizar de la siguiente manera.

EJEMPLO 6 Supóngase que se tiene n artículos (n finito) de los cuales n.
son defectuosos. Se extrae una muestra aleatorio de tamaño m sin reemplaza

miento. Sea X el número de artículos defectuosos en la muestra. Hallar la

función de probabilidad de la variable aleatoria X.

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por
X(w) = número de artículos defectuosos en la muestra de tamaño m

Rx = í0,1,2,3, . . . , min (m, *)}

p(x) = pfcx = x ] s o , x * 0,1,2, ,.,, min(m#*)

es la función de probabilidad de X. Esta distribución se conoce como la d¿&-
tKlbucXón tupeAjjeomó&Uca,

EJEMPLO 7 Se pone un ratoncito en un laberinto. Hay cinco caminos posibles, 

de los cuales sólo uno lleva fuera del laberinto. Supongamos que el ratonci-
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to escoge un camino aleatoriamente hasta escoger el camino correcto; suponga 

mos además que un camino incorrecto no se escoge dos veces. Sea X definido - 
como el numero de caminos incorrectos. Hallar :

(a) El dominio de X .

(b) El rango de la variable aleatoria X.

(c) La función de probabilidad asociado a X y su gráfica.

SOLUCION X{ü>) * número de caminos incorrectos hasta encontrar el correcto. 
Sea E = "Se escoge un camino correcto"

F = "Se escoge un camino incorrecto"
(a) El espacio muestral es

Q = {E, FE, FFE, FFFE, FFFFE}

(b) Rx = {0,1,2,3,4) .

(c) p( 0) = P[X = 0] = P[E] = ^

p(l) = p[x = 1 ] = p[fe] = p[f] p[e | f ] = *  X i5 x 4
1
5

p(2) = P[X = 2 ] = 

P(3) = PtX = 3] =

P[FFE] = P[F] P[F | F] P[E|FF ] = |  x |  x |

p [ fffe]= p[F] p [f |f ] p [f |ff] p [e |fff]

4 3 2 1 1
T  x T  x —  X r* = ~
5 4 3 2 5

1
5

P(4) = P[X = 4 ] = P IFFFFE ] = P[F] P[F|F] P[F|FF] P[F|FFF]

P[E | FFFF] = f x f x f x ^ - x l  = |

Luego» P(x)
l
5 ’

x = 0,1,2,3,4 .

es la función de probabilidad, llamado distribución u n ióm e

Representación Tabulan

X 0 1 2 3 4

pU)
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

p(x)

1/5

Fig. 2.2.4. Gráfico de 1* distribución de probabl 

lidad para el experimento del ratoncito.



EJEMPLO 8 Se tiene 6 cajas numeradas 1,2,3,4,5 y 6; se tiene también 6 car
tas numeradas 1,2,3,4,5 y 6. Se coloca al azar, (aleatoriamente) una carta - 

en cada caja. Sea X la variable aleatoria que indica el lugar que ocupa la 

primera carta con número par . Determine Ud. la distribución de probabilidad de X 
Represente sus respuestas en una tabla de la siguiente forma

p(x)

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por

X{üi) = número de la caja que indica el lugar que ocupa la primera car 
ta con numero par.
Cartas (1,2,3,4,5,6} y {2,4,6} son pares .

Rx = {1,2,3,4} LU  LJJ LU LU  L±J LU
Sea F. el suceso : "en la caja ¿ se colocó una carta impar, ¿ = 1,2,3" 

E. el suceso : "en la caja ¿ se colocó una carta par, JL - 1,2,3,4".

Entonces el dominio de X es

fl a {En FjE2, FjF2E3, F1F2F3^4} •

p in  * Ptx = 1 ] * ptEj = |  = l

3 3  3
' 6 * 5  *

p(2) = PtX = 2 ] = PtFj P [E2 |Pi

p(3) = p b  = 3 ] = Pfr1F2F3] = PfrjÜPlFglF

3 2 3 3
' 6 X f  X 4 ' 20

p( 4) = P[X = 4] = PtFiF2F3E4] - PtFiJ P lf2 |F j P l

3 2 1v —  % 3* » 1
6 A 5

a y
4 ‘ 3 20

La representación tabular es >

X 1 2 3 4

p(x) 1/2 3/10 3/20 1/20

10
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EJEMPLO 9 Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X, de 
finida como el máximo de los números anotados en dos bolas extraídas con 

reemplazo (sin reemplazo) de una urna que contiene seis bolas numeradas del 

1 al 6.

SOLUCION (a) Experimento con reemplazo, X está definida por
X(w) = El máximo de los números anotados en dos bolas extraídas de la ur 

na.
Rx - (1,2,3,4,5,6}

Como las extracciones es con reemplazo, entonces O tiene 6 x 6 = 36 

mentos. Luego,

ele-

p U ) = PCX = 1 3  =

p(2) = PÍX = 2 ]  =

p(3) = P[X = 3 ]  =

36
_3_
36

J_
36

1 2 3 4 5 6
1 ú i y / ^ Í13¡

! 23; ✓

14 15 16

2 Si' '22 24 25 26

3 sr.A 2,>^3 34 35 36

4 41 42 43 44 45 46

5 51 52 53 54 55 56
6 61 62 63 64 65 66

En general

p (x ) = P[X = x ]  = 2x - 1 
36

x * 1,2,3,4,5,6

es la función de probabilidad de la variable aleatoria X.

(b) Sin reemplazamiento . Es decir, la variable aleatoria está definida 

X(u) = el máximo de los números anotados en dos bolas extraídas de la 

urna sin reemplazo.
Rx = (2,3,4,5,6}

En este caso (1 tiene 6 x 5 = 30 elementos. Luego,

p ( 2 )  = P t x  * 2 ]  = 

p(3) = P t x  = 3 ]  =

p ( 4 ) s p [ x  = 4 ]  *

2 2(2 - 1) 2 - 1
30 30 15

4 _ 2(3 - 1) 3 - 1
30 30 15
J>_ . 2(4 - 1) 4 - 1
30 30 15

En general se tiene que

p (x ) = P[X -  x ] = X ~5 1 , x « 2 , 3 , 4 , 5 , 6
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es la función de probabilidad de la variable aleatoria X .

EJEMPLO 10 Se lanza un dado hasta que ocurra un número mayor que 2, encon
trar la función de probabilidad del número necesario de lanzamientos.

SOLUCION Aquí la variable aleatoria X está definida por 

X(w) = el número necesario de lanzamientos hasta obtener un número mayor

Ahora si E es el evento: “obtener un número mayor que 2 en un lanzamiento". 
El espacio muestral sería

que 2. Rx = (1,2,3,4,5, . . .}

O  =  { E ,  E  E ,  E  í  E ,  E Í Í E ,  Y  P f c ]  =  =  f  •
b o

E = {3,4,5,6}

pl2) = P[X = 2 ] =

p(l) = PDC = 1]

p(3) = P[X = 3 ] =

En general

p(x) = P[X * x ] * x s 1,2,3,4, . .

la cual define la función de probabilidad de la variable aleatoria X; pues 

es evidente que:

(1) p(x) = |  ( i ) 3" ' 1 > 0  V - x e R xV- x e RX

( 2 )

00 00

3

1 .

EJEMPLO 11 Dos bombarderos lanzan alternativamente bombas al blanco hasta - 

el primer impacto. La probabilidad de impacto en el blanco por el primer bom 

bardero es igual a 0.7, y la del segundo, 0.8. La primera bomba la lanza el



Probabilidad e Inferencia Estadística 255

primer bombardero. Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria 

X, número de bombas lanzadas por ambos bombarderos.

SOLUCION X(ü>) = número de bombas lanzadas por ambos bombarderos.

R = {1,2,3,4, . . . Sean los sucesos:A
Bj : "La bomba lanzada por el primer bombardero da en el blanco"
B2 : la bomba lanzada por el segundo bombardero da en el blanco".

El espacio muestral Q es

O = {B¡, Bj B2, B2 B ^ B iB ^ B z, B jB2B , B ^ B 2B|B2B iB2* *«• 1

P fe j  ]  = 0 . 7 , Ptí,] = 0 . 3

p [ B 2 í  = 0 . 8 p [ B 2 ]  = 0 . 2

p ( l ) = p [ x  = 1 ]  = 0 . 7

p (  2) = P [ x  = 2 ]  = P[BiBz 3 = ( 0 . 3 ) ( 0 . 8 )

P l  3) = p [ x  = 3 ]  = P C B j B z B j ]  = ( 0 . 3 ) ( 0 . 2 ) ( 0 . 7 )

p ( 4 ) = p De = 4 ]  = P [ B i B 2B ! B 2] =  ( 0 . 3 ) 2 ( 0 . 2 )  ( 0 . 8 )

p ( 5 ) = p [ x  = 5 ]  = P [ B i B 2B i B 2B i ] =  ( 0 . 3 ) 2 ( 0 . 2 ) 2 ( 0 . 7 )

P (  6 ) = p [ x  = 6 ]  = PtBjBaBiBz^Bj] = ( 0 . 3 )  3( 0 . 2 ) 2 ( 0 . 8  )

P ( 7 ) = p f o  = 7 ]  = Ptí^zBjB^BaBi] = ( 0 . 3 ) 3 ( 0 . 2 ) 3 ( 0 . 7 )

En general ,
x - 1 x - 1

(0.3) 2 (0.2)  ̂ (0.7), x  = 1,3,5,7, . . .
p ( x )  = P [ X  -  x  ]  = x  x

(0.3)2 (0.2)2 '1 (0.8) , x =  2,4,6,8, . . .
»

es la función de probabilidad de la variable aleatoria X.

EJEMPLO 12 Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X, nú 

mero de cartas extraídas sin reemplazo, de una baraja de 52 cartas, hasta - 

que (a) aparezca un trébol (b) aparezca un as.

SOLUCION (a) X(to) 3 número de cartas extraídas sin reemplazo de una baraja 

de 52 hasta obtener un trébol.

Rx = {1,2,3,4........ 40}
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Obtención de la función de probabilidad de X.

p ( 1 ) = pCx = i] = ||
( ? )  (\3)  

( ? )

r) _ p [ x _ - , ] _  39 13 G39]) Cl3) G í) 13
' PD( ' 2 ] - 52 ’ 5 1 ----- 52 x 51 ' * • 52"V  ( 2 - 1 ]

39

(3) = P De =« 3] = 39 38 13 V3-L/ 13_  _  H  . S í .  ___________
P"" 52 51 50 52 - (3 - 1)

f f i )

. ( 4 ,  .  P B  .  , ]  ,  39 . 38 . 37 . 13 .  ( í - l )  13
52 51 50 49 /coN 52 - (4 - 1)(3

En general

,3 = L H  r— yp(x) = PlX = x] = -y- - Y [  ii  , x = 1,2,3........40
52\ [ 52 * (* * Dc?o

es la función de probabilidad de la variable aleatoria X,

(b) X(u) = numero de cartas extraídas, hasta que aparezca un as,

Rx = (1,2,3,4, . . . .  49} .

Calculemos ahora la función de probabilidad de la variable aleatoria X

P(1) = P[X = 1 ] =

P(2) = P[X = 2

(W
( ? )

S í . .

3

52

52 - (2 - 1)

P(3) = PCX = 3 ] =.  Sí © 52 - (3 - 1)
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En general

p(x) = P[X = x ( ¿ A .CK O 52 - (x - 1)
; x * 1,2,3*4,...,49

es la probabilidad de la variable aleatoria X .

EJEMPLO 13 La variable aleatoria X toma los valores 0,1,2,3, .. 
babilidad .

P[X = x ]  =
3X¿

x .
A.

= 0.1.2.3

con pro-

(a) Calcular el valor de la constante c .
(b) Cálcularla probabilidad que X tome un valor impar .

SOLUCION (a) por la segunda condición de la definición de función de proba 

bilidad

E 1 . 1
x. = 0 3 X¿

= c [1 + ¿  + 1
32

1

1 - 1
]■ 1

de donde c = —
2
3 *

(b) Sea A, el evento: "la variable aleatoria X toma un valor imDar". 
La probabilidad del evento A se determina por la fórmula (I) .

PtA ] » E p[x = X,]
x^ es impar - l \ l  3 L 3

+ -L + - L *  - L *
33 35 37

• • ]
2
9

2
9

1+J_+ 1 + 1 +
32 3** 36

• • • ]
[* ] 1

4

EJEMPLO 14 Una urna contiene 8 bolas blancas y 12 negras. Se extraen las bo 
las una a una, sin reposición, hasta que hayan aparecido 5 blancas. Hallar - 

función de probabilidad del numero de extracciones.

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X por

Rx = {5,6,7,8,9,10,11, . . . , 17}
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un esboso del espacio muestral es el siguiente

(BBBBB, BBBBNB, BBBBNN 6 , ... }s. --v- -̂-------^
+ + ♦ +

P^’1 fijo Pe’2 fijo

p { 5 )  = P[X = 5 ]  = P [ 3 B B B B ]  = ( i )

( ? )

p(6) = P[X = 6 ] = pt4B en las 5 primeras extracciones y la última una 

B ] = P[4B en las 5 primeras extracciones ] P [una B en la sexta dado - 
4B ]

( ! ) ( ? )

( ? )

_  cX 12 
(6 -  1) - 4

15 20 - (6 - 1)

p(7) =
una B] = 
4B ]

P [X = 7 ] = P[4B en las 6 primeras extracciones y la última 

P[4B en los 6 primeras extracciones] P[una B en la séptima dado

(; x ?) 
( ? )

_4_

14

, o i 12
(7 - 1) - 4 l .

G3) 20 -  ( 7  -  1 )

En general se tiene que,

p(x) = PÍX = x] * PÍ4B en las x-1 primeras extracciones, las demás ne 

gras y la última una B ] = PÍ4B en las x-1 primeras extracciones, las demás 
negras ] P [x-esima una B dado que se tienen 4B] .

pU) .  (!)( 12
(x-1) - 4)
cs> 20 - (x

x = 5,6,..., 1 7

es la función de probabilidad de la variable aleatoria X .

EJEMPLO 15 Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X, el 

número de veces que se lanza una moneda hasta obtener cara:
U) por primera vez.

(¿O por segunda vez.



Probabilidad e Inferencia Estadística

SOLUCION En cada caso la variable aleatoria X se define respectivamente por 

C¿) X(tuJ = número de veces que se lanza una moneda hasta obtener una cara.

Rx = {1,2,3, ... }, n = ( C ,  S C ,  S S C,  . .  .  }

Obtención de la función de probabilidad de X .

p ( l )  = P D t  = 1 ]
1
2

P<2) = rtx = 2 1 = | x i  = (|)2

P(3) = PtX = 3 ] = I  x i  x i  = (|)3

En general

p(x) = PlX * x] = (--)x , x = 1,2,3, . . .

es la función de probabilidad de X .

(¿t) X(w) = número de veces que se lanza una moneda hasta obtener 2 caras. 

Rx = {2,3,4,5, . . . }

- {CC, SC C , SSC C , SSSC C , . . . }+ + f

Pj'1 fijo P|* 1 fijo P^*1 fijo

Obtendremos ahora la función de probabilidad de X .

p(2) = P[X = 2 ] = I  x i  = (i)2 = ( J )  (|)2

p ( 3 )  = P C X  = 3 D = (  \ ) ( i ; 3

p(4) = P[X = 4 ] recuerde que ( j )  ' ( 2 )

P(5) = PlX = 5] “ ( j ) ( f ) 5 y en general = (n-l)

por lo tanto, en general se tiene

p(x) ' P[x = * ] = (x‘1) (|)x , x = 2,3,4, . . .

es la función de probabilidad de X .



12.2 FUNCION DE DISTRIBUCION DE UNA VARIABLE ALEATO RIA  DISCRETA

Otro concepto importante en el desarrollo de los siguientes capítulos - 
es el de ¿unción de di&t/Ubución, o ¿unción de d¿&tsUhud6n acumulativa, co
mo se conoce algunas veces, debido a que se considera eventos de la forma:

[X $ x ]  y su probabilidad inducida P[X á x] .

DEFINICION 2.2.3 Sea X una variable aleatoria discreta con rango
= íxi#x2 , . . . } y función de probabilidad, p(x.) = P[X = x.] , sea x

un número real cualquiera, ¿a función de. VikVUbución de X se denota por 
"Rx)'1 y se define como

F(x) = PtX S x ] = £  P(*.) = H  PtX = x J
X . = X *  X. a  'c

EJEMPLO 16 En el ejemplo 3. El lanzamiento de una moneda tres veces y 

X ( w )  = - rts- Hemos calculado la distribución de probabilidad.

p (-  3) = | . p (-  1) = |  . P d )  = |  y Pl3) «  i

Calculemos ahora la función de distribución para esta variable aleatoria.

En efecto, desde que F(x) está definida para todo x e IR, consideremos los 

siguientes casos :

1. Si x < - 3, es claro que

F ( x )  = P [ X S x ] =  Z  p ( x . )  = 0 .
X. < X *
A,

2. Si x = - 3. F(- 3) = P[X S - 3 ] = Z  p(xy) = PÍ-3J = i  .
x . <  - 3  *■ °
A.

3. Si X e  [ - 3, - 1> , F(x) = P [ X i x l =  Z  P<x y> = P(* 3> = k
X. < X X

4. Si x = - 1, F(- 1) = P[X S - 1]

= p ( -  3) + p ( -  1 )  = i  + |

5. Si x e  [- 1,1> , FU) = P[X i x ]

260

Z p(̂ )
X . s -1

4
8 '

X  p(x.) = pl-3) + p(-l) = £

Rufino Moga C  * Gregorio SaraVia A.
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6. Si x = l ,  F ( l )  = P D (  í 1 ]  = £  p ( x . )  = p ( - 3) + p ( - l )  + p l l )
x.¿ 1

7. Si xe[ 1,3) , F(x) = P[X * x] * £  p(x¿) = p(-3) + p(-l) + p(l) = g .

8. Si x = 3, F(3) = P[X « 3] = £  PU/)
x . 3

= p(-3) + p(-l) + p( 1) + p(3)

= 7-  + I - 1 .

8 8

9. Si x > 3, F(x) = p[X ^ x] = 21 Pl*-) = p(-3) + p(-l) + p( 1) + p(3) = 1.

NOTA 1 El lector habrá observado, que si xe[- 3,-1^, entonces F(x)= F(-3); 
Si xe[- 1, l) , F(x) s F(- 1). etc. En general, si

x e [ v  xfe + 1>

se verifica que F(x) - Hx^), donde xfe, y xfe +  ̂ son elementos del rango 

de X. (ver 2.2.3).

Luego, la función de distribución podemos escribir así,

F(x) *

0
1/8
4/8

7/8

Si

Si
Si

Si

Si

x < - 3 

3 4 x < - 1 
1 4  x < 1 

1 ^ x < 3

x * 3

Fig. 2.2.5. Gráfica de la función de distribución del experimento lanzan una moneda tres veces

x " "c - "s
La función de distribución se representa también en una tabla como la si

guiente,



'
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Repte* enlació n Tabulan

X - 3 - 1 1 3

pU)
1

8

3
8

3
8

1

8

F(x) 1

8

4
8

7
8

1

EJEMPLO 17 En un lote de 8 artículos hay dos defectuosos. Del lote se toma 

al azar una muestra (sin restitución) de cuatro artículos. Sea X el número 
de artículos defectuosos en la muestra.
(a) Determine la función de probabilidad de X, construya su gráfica.

(b) Determine la función de distribución y construya su gráfica.

SOLUCION (a) X = numero de artículos defectuosos en la muestra de 4.

Rx - {0,1,2} .

El espacio muestral tiene elementos . Por lo tanto

pU) = g ) ( ¿ )  

( ? )
x - 0,1,2 .

Repte* enlación Tabulan l

X 0 1 2

p U)
15
70

40
70

15
70

40
70

15
70

p ( x )

t I
Fig. 2.2.6. 6ráf1ca de Ta función de probabilidades

(b) La función de distribución es

F(x) =

0
15
70

55
70

1

x < 0

0 x < 1

2 a x



Probabilidad e Inferencia Estadística

F(x)

1
55
70

O

15
70

Fig. 2.2.7. Gráfica de la función de distribución

EJEMPLO 18 Sea p(x) = P[X = x ] = |(|)x ' 1 ,

Hallar la función de distribución F(x) .

SOLUCION
1. SI x < 1 , es claro que F(x) = 0 .

2. Si x es un numero real mayor o igual que uno (x £ 1)

x = 1,2,3, , .

F(x) * PCX á x] =
k=l

l
3 3

2
3̂ 1 1  + 4  + 1

2
3

(i) M  -

3

2
3

1 - (1)([X1

2
3

= i  ( i \  R D
3

)e (1) y (2) Se tiene que la función de distribución es,

F(x) =

i ( i )  MI
3

0

1

x < 1

EJEMPLO 19 Dada la función de probabilidad de la variable aleatoria 

p(x) = 2fex, donde k es una constante y x = 1,2,3, . . n. Hallar :
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(a) el valor de fe; (b) la función de distribución de X. 

SOLUCION (a) Por la definición de función de probabilidad

n
X  Zkx = 2fe{ 1 + 2 + 3 +
Xa 1

. + n)

de donde fe - 1

n(n + 1)

Por lo tanto, la función de probabilidad de X es

2xpU) =
n(n + 1)

x 1,2,3, • • • i ft ■

(b) Desde que F(x) está definida para todo x e IR, consideremos :

1. Si x < 1 , es claro que F^x) = 0 .

2. Si 1 s x < n , entonces

F(x) = P[X < x ] = £
x .í x < nJL

p{x. )

X 2x. t
x.«1 n(n + 1) n(n + 1)

n(n + 1)
. 1KD (ED + i) Dxl fflkH + i)

n(n + 1)

3. Si x £ n , es claro que F(x) * 1 . 

De (1), (2) y (3) obtenemos ,

F(x) -

0

IDCD ( ExD + i)
n(n + 1)

x < 1

1 x £ n

EJEMPLO 20 Se lanza un dado dos veces, llamamos x al resultado del primer 

lanzamiento t y  del 2do lanzamiento. Definimos la variable aleatoria X de 1 
siguiente forma :
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x -  y 

x + y

Si

Si

x £ y

x < y

Determinar el rango de la variable aleatoria, las probabilidades asociadas, 

y la función de distribución asociada.

SOLUCION Para hallar el rango de la variable aleatoria, por facilidad cons 

truimos una tabla de doble entrada como sigue. El espacio muestral del expe 
rimento "lanzar un dado dos veces" es

ft = í(x, y) / x, y = 1,2 ... ,6)

La variable aleatoria

IR

esta definida por

* - y ,
x + y ,

Luego,

X ( U  1)

xa,2)
etc.

x i

X  <

y

y

1 - 1 - o

1 + 2 = 3

X ,
1 2 3 4 5 6

1 0 1 2 3 4 5

2 3 0 1 2 3 4

3 4 5 ◦ 1 2 3

4 5 6 7 0 1 2

5 6 7 8 9 0 1

6 7 8 9 10 11 0

De la tabla vemos que Rx = X(ílJ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} .
El espacio muestral del experimento tiene 6 x 6 = 36 elementos. Entonces la 

probabilidad asociada a cada valor de X se obtiene eontando los casos favora 

bles en la tabla y dividiendo por 36. Los probabilidades asociadas y la fun
dición de distribución para cada uno de estos valores se da en la tabla siguien

te
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

6 5 4 4 3 3 2 3 2 2 1 1—
1XtiX

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

F,( x ) 6 11 15 19 22 25 27 30 32 34 35 36
X 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36



EJEMPLO 21 Se tiene una urna con 2 bolas negras, 3 bolas blancas.y 4 rojas.Se ex

trae sucesivamente una bola sin reposición hasta que salga una roja. Hallar 

la distribución (función de cuantía), del número de extracciones que hay que 

realizar y la función de distribución (función de probabilidad acumulada) - 
correspondiente. Graficarlas.

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por

X(w) = número de extracciones hasta obtener una bola roja.

Rx * {1,2,3,4,5,6}

El espacio muestral asociado al experimento es

fl = {R,R R, R R R, R R R R, R R R R R, R R R R R R)

Entonces;

p ( l ) = p [ x  = 1] =

P( 2) = P[X = 2 ] =

p(3) = p [ x  = 3 ]  =

P( 4) = p [ x  = 4] =

P(5) = p [ x  = 5 ] =

P( 6) ItXQ
.II 6] •«

PtR] ■ |

P[R R ]  = |  • |  =

P[R R R ]  = |  -
9 8

18

4
7

10
63

P [ R R R R ]  = ® . 2  . i
9 8 7 6 63

5
9

= P [ R R R R R ]  = £  . ?. . 4  . £  . £  *4
8

3
7

2
6

4
5

= P [ R R R R R R ]  = |  J  - 4  • I- • i  - 1 =4
8

3
7

2
6

1
5

2_
63

1
126

La representación Tabular de la función de cuantía y la función de distribu 
ción es

X 1 2 3 4 5 6

p(x) 4 > 5 10 5 2 1
5 18 63 63 63 126

FU)
4
9

13
18

111
126

121
126

125
126

1
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F(xJ se escribe también

F(x) -

0 X < 1
4 / 9 1 s X < 2
1 3 / 1 8 2 s X < 3
1 1 1 / 1 2 6 3 < X < 4
1 2 1 / 1 2 6 4 < X < 5
1 2 5 / 1 2 6 5 < X < 6

1 X > 6

2.2-3 P R O P I E D A D E S  D E  L A  F U N C I O N  D E  DISTRIBUCION 

NOTACION Usaremos las siguientes notaciones :

F(«*) en vez de lim F(x) y F(- «•) en vez de lim F(x)
x -► <d x**- - 00

PROPIEDAD 1 O S  F(x) S I ,  Y x e IR, pués F(x) es una probabilidad 

para cualquier x real y las probabilidades están limitadas por 0 y 1.
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PROPIEDAD 2 F(x) es una función no decreciente.

En efecto, sean Xj,x2 e IR tales que Xj s x2, entonces se tiene

{x / X £ Xj )  c  fx / X 3 x2)

Aplicando probabilidades a ambos eventos, por el teorema 1.6.3

obtenemos

F(x í ) = P R á X j ]  S P[X < x2] = F(x2)

Hx\) É F(x2)

PROPIEDAD 3

(a) F(«) = P[{x / X < «}] = PtX < «] = i# pUé5 e] evento 

{x / x < es el conjunto de todos los números reales.

(b) F(- ®) = P[{x / X < - » } ]  *  P[X < - « » ] =  o ,  pues el evento

{x / X < - »} , es el conjunto nulo.

PROPIEDAD 4 Sea x^, x^+1 € Rx> si x és tal gue

xfe 5 x < xfe+1 * entonces F(x) = F(x^)

Es decir, la función F(x) es constante e igual a para todo

x C [ V  xk+ >> Esto iraplic^que si X es una variable discreta, F(x) es

una función “escalonada" (escalera), y la altura de un escalón en x^lx^t R^) 

es igual a la PÍ X = x^] Ver figura 2.2.10.

F 1 g .  2 . 2 . 1 0 .  F u n c i ó n  d e  d i s t r i b u c i ó n
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NOTA 2 (a) La función de distribución dá directamente

P[X á a ] = F(a)

(b) P[X > a ] = 1 - P[X < a] * 1 - F(a - 1), Si a es entero y

= 1 - F( [[a]) ), si a no es entero

(c) La función de distribución F{x) se puede usar para determinar probabili
dades de cualquier clase con relación a X; en particular consideremos el 

evento

(a < X S b), a, b t |R y a < b

consideremos los siguientes eventos :

A = (üj C « / X(ti>) % a) = (X £ a) (1)

B = {u)E / a < X(io) £ b} = (a < X á b)

desde que a y b son dos números reales cualesquiera tales, que a < b, 
entonces es claro que A O B * <J> .

Luego, PtA U B] = PÍA] + pCb ! (2)

pero , A U B  = (X S a ó a < X á b)
por lo tanto (2) , se escribe

p [ x  S b ]  = P[X £ a  ]  + P [ a  <

= (x s b)

b ] por (1)

F(b) = F(a) + P[a < X S b ]

de donde (I)

También podemos calcular P[a £ X £ b]

P[a £ X £ b ] = P[X = a ó a < X < b ] , Si a € f*x .

desde que los eventos (X * a) y {a < X £ b) son excluyentes, se tiene

p[a £ X £ b 1 9 P[X = a ] + P t  < x b ]

= P[X = a ] + F(b) - F(a) por (I)
por lo tanto,

( I I )

Supongamos que estamos interesados en P[a < X < b ].

En efecto,
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P[a < X < fa] = P[a < X < fa] - P[X = b] , si b e  R

= F(b) - F(a) - P[X = b]
Luego,

(III)

También

El lector puede fácilmente calcular la P[a S X < b] . 

EJEMPLO 22 En el ejemplo 19. Calcular

(a) P[9 < X ¿ 20 ] ;

SOLUCION

(a) P[9 S I < 20]

(b) P[X > 10.8] .

P[9 < X § 20] + P DC = 9 ]

F(20) - F(9) + P[X = 9]

2 0 ( 2 1 ) 9(10) 2 x 9
n(n + 1) rt(n + 1) n(n + 1)

348
n(n + 1)

(b) P[X > 10.8 ] 1 - P[X i 10.8 ] = 1 - F( 10.8)

1 -
lío.i (¡El0.8]I + 1)

n(n + 1)

1 - (10)(11) 
n(n +1)

n(n + 1) - 110
n(n + 1)

EJEMPLO 23 La variable aleatoria X tiene la siguiente función de distribu 

ción acumulativa

F (x) =

0
1 / 8

1/2

5/8

x < 0

0

1 s x < 2

2 *  x < 3

1



Calcular : (a) P[X{w) < 0.5 ] + P[X(io) £ 2 ]

(b) la distribución de probabilidad de X

SOLUCION

(a) P[X(oi) < 0.5] + P[X(w) S 2] = F(0.5) + 1 - P[X(«) < 2]

- |  + [1 - P[X(») í 1]] = J  + [1 - F(1) 3

1 + L l .  = L  + L . 5 .
8 2 8 2 8

(b) Teniendo en cuenta la propiedad 4 de la función de diítribución, se tie

ne que el rango de la variable aleatoria X es el conjunto {0,1,2,3} y la 

distribución de probabilidad es

X 0 1 2 3

p(x) 1 / 8 3/8 1 / 8 3/8

P R O B L E M A S  22

1. Para cada uno de las siguientes funciones, determine la constante k para 
que p(x) satisfaga las condiciones de una función de probabilidad para - 

una variable aleatoria X

(a) pU) II * x = 1,2,3,4 ;

(b) p(x) xfe » X  = 1,2,3, . . . , 10,11,12 ;

(c) pU) =
X  = 0,1,2,3, . . . j

W pU) = fe(x +l)2 , X  = 1,2,3.

2. Consideremos el experimento de escoger un entero de 1 a 20 aleatoriamente

Definimos la variable aleatoria X por: X(íi>) = 0  Si el entero escogido -

es divisible por 2, X(w) = 1. Si es divisible por 3 pero no por 2 y

X(w) * 5 en otros casos. Determinar :
(a) la función de probabilidad asociado a la variable aleatoria X y su - 

gráfica.
(b) la función de distribución asociado a X y su gráfica
(c) la probabilidad de que X £ 3 y X > 0



La variable aleatoria X representa el número de bolas blancas de una mueŝ  

tra de tamaño 2, extraída, sucesivamente y sin reposición de una urna que 

contiene 6 bolas de las cuales 4 son blancas.
(a) Describir el dominio de X .

(b) Evaluar X(oi) para cada co € íl *
( c ) Evaluar y graficar la función de cuantía de X .
(d) Evaluar y graficar la función de distribución de X.

En un lote de ocho artículos hay dos defectuosos. Del lote se toma al azar 

una muestra (sin restitución) de cuatro artículos. Sea X el número de ar

tículos defectuosos de la muestra. Determinar :
(a) el dominio de rango de X.

(b) La función probabilidad de X y su gráfica.
(c) La función de distribución de X y su gráfica.

Sea X, la variable aleatoria que describe el lanzamiento de un dado carga^ 

do. La distribución de probabilidad de X está dado por :

p (  1 )  = p ( 2 )  = J -  ;  p ( 3 )  = y y  ;  p ( 4 )  = p ( 5 )  = ¿  ;  p ( 6 )  = d

(a) Determine el valor de d .
(b) Calcule la función de distribución en x = 3.6, o sea F(3.6)

( c ) Hallar P [ 3  < X < 5 ] .

Determine la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X, de

finida en el problema 2.1.6 .

Durante el curso de un día, una máquina produce tres artículos, cuya calj_ 

dad individual, definida como defectuosos o no defectuoso, se determina - 
al final del día. Sea X la variable aleatoria que representa al número de 

unidades defectuosos. Suponga que cada punto del espacio muestral tiene - 

igual probabilidad. Determinar :

(a) el dominio de X .

(b) la distribución de probabilidad de X y su gráfica.
( c ) la función de distribución de X y su gráfica.

En el problema anterior (7), suponga que un artículo defectuoso represen

ta una pérdida de $, 250.00. Sea X la variable aleatoria que representa - 
la utilidad total diaria. Suponiendo que cada punto del espacio mués 

tral tiene igual probabilidad, hallar la distribución la probabilidad pa
ra X . Un articulo no defectuoso representa una ganancia de $ 1 0 0 0 .
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9. Una urna contiene 10 bolas numeradas 1,2,3, . . . , 10 respectivamente. -

Sea X el número que se obtiene al extraer al azar una bola de la urna. Ha

llar :
(a) la función de probabilidad de X y su gráfica

(b) la función de distribución de X y su gráfica
(c) generalice el problema a una urna con n bolas numeradas de 1,2,...,n.

10. Sea la urna definida en el problema 9. Se extraen dos bolas sin reemplaza
miento, y sea X la suma de los números que se obtienen. Hallar la distribución 

de probabilidad de X. Bosquejar su gráfica. La función de distribución - 

de X.

11. Suponer que en el problema 10, se extraen las bolas con reemplazo y define - 

la variable aleatoria X como la suma de los números que se obtienen. Ha

llar la función de probabilidad de X y bosquejar su gráfica.

12. Se tiene una urna con 3 fichas negras y 2 rojas. Se extraen sucesivamente 
una ficha sin reposición hasta que salga una roja. Sea X el número de ex- 
tracciónes que hay que realizar. Determinar :

(a) Los valores que puede tomar la variable y sus probabilidades asociadas

(b) la función de distribución acumulativa y diseñar su gráfica.

13. Hay 10 estudiantes inscritas en una clase de estadística, de entre los -

cuales 3 tiene 19 años, 4 tienen 20, 1 tiene 21, 1 tiene 24 y 1 tiene 26 

años. De esta clase se seleccionan dos estudiantes al azar sin reemplaza

miento. Sea X la edad promedio de los 2 estudiantes seleccionados. Hallar 
la distribución de probabilidad de X y su función de distribución.

14. Un hombre tiene cuatro llaves en su llavero. Como está oscuro, no puede - 

ver cuál es la llave de la puerta de su casa, por lo que prueba cada uno, 

hasta encontrar la correcta. Sea X el número de llaves que se prueba {In
cluyendo la correcta) para abrir la puerta. ¿Cuál es la distribución de - 

probabilidad de X? ¿Cuál es la función de distribución de X? .

15. Se tiene una urna con 3 fichas, numeradas de 1 a 3. Se extrae al azar una 

ficha, luego se lanza una moneda tantas veces como indica el número de la 

ficha obtenida. Si X representa el número de caras, Determinar:

(a) el dominio de X
(b) el rango y las probabilidades asociadas.

(c) la distribución de probabilidad y su gráfica.

(d) la función de distribución y su gráfica.
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16. Una urna contiene 8 bolas numeradas de l a 8. Se extrae dos bolas sucesiva 

mente y con reposición, X representa el mínimo entre los dos números ano
tados en las bolas extraídas. Determinar :

(a) el dominio de X
(b) el rango y la función de cuantía de X.

(c) la función de distribución de X.
(d) los elementos de los eventos [X £2.5] , [ X £ 5.75] , [ X > 6.90]

(e) P[X £ 5.75] , P [1.75 £ X £ 6.75]

17. En determinada ciudad 1/3 de las familias no tienen automóvil, 1/3 tiene
uno, 1/6.tiene dos, 1/12 tiene tres y 1/12 tiene cuatro automóviles. Cada

automóvil tiene 5 llantas. Sea X la variable aleatoria que representa el
número de llantas por familia. ¿Cuál es

(a) el dominio de X ?

(b) el rango de X ?

(c) la distribución de probabilidad de X ? gráficar
(d) la función de distribución de X ? gráficar

18. Suponga que al pasar un neutrón a través del plutonio pueda con igual oro
habilidad dejar libre 1,2 ó 3 neutrones y que esta segunda generación de 

neutrones pueda a su vez, con igual probabilidad dejar libre 1,2,ó 3 neu 

trones de la tercera generación. ¿Cuál es la función de probabilidad del 

número de neutrones de la tercera generación?

19. La variable aleatoria X tiene función de probabilidad definida por

P[x = x  ] = -jpt , x = 0,1,2, . . .

(a) Calcular el valor de la constante fe

(b) calcular la probabilidad que X tome un valor par.

20. Se reparten cinco naipes de una baraja de 52 cartas. Sea X el número de -

naipes de color rojo repartidos. Determinar :
(a) La función de probabilidad de X .

(b) la función de distribución para X.

21. Determine la función de probabilidad de la variable aleatoria X, el núme

ro de ases en una mano de 13 cartas extraídas sin reemplazo de una baraja 
de 52 cartas.

22. Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X. definida co
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mo el máximo de los números anotados en dos bolas extraídas con reemplazo 
(sin reemplazo) de una urna que contiene 8 bolas numeradas de 1 al 8.

23. En un lote grande de artículos, el 10% son defectuosos. Se escogen al - 

azar 4 artículos. Escribir la función de probabilidad de la variable aleâ  

toria X, número de artículos defectuosos entre los cuatro escogidos y - 
construir su gráfica.

24. Dos cañones tiran al blanco alternativamente hasta'él Drimer impacto por - 
uno de los cañones. La probabilidad de impacto en el blanco por el primer 

cañón es igual a 0.30, y por el segundo, 0.70. Comienza a tirar el primer 

cañón. Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X e Y, 

números de proyectiles lanzados por los cañones, primero y segundo respec 
tivamente.

25. Se lanza una serie de cohetes hasta que el primer lanzamiento exitoso tie 

ne lugar. Si esto no ocurre en 5 ensayos, el experimento se detiene y se 
inspecciona el equipo. Supóngase que hay una probabilidad constante de -

0.80 de tener un lanzamiento exitoso y que los ensayos son independientes 

Además, el costo del primer lanzamiento es fe dólares, mientras que los - 

lanzamientos que siguen cuestan k/3 dólares. Cada vez que hay un lanzamien 

to exitoso, se obtienecierta cantidad de información que puede expresarse - 

como una ganancia financiera de C dólares. Si X es costoso neto del expe

rimento, hallar la distribución de probabilidad de X.

26. La urna I contiene 1 ficha blanca y 2 negras, la urna II contiene 3 fi

chas blancas y 2 negras, la urna III contiene 2 fichas blancas y 3 negras 
Extraemos una ficha de cada urna y llamamos X a la variable aleatoria que 
representa el número de fichas blancas extraídas. Determinar la función - 

de cuantía de la variable aleatoria X(los valores que toma y las probabi

lidades asociadas).

27. En una caja hay 8 fusibles buenos y 15 defectuosos. Se necesitan 5 fusi
bles buenos. Se extraen los fusibles uno a uno sin reposición y se va pro 

bando, hasta que se obtenga los 5 fusibles buenos. Determinar la función 

de probabilidad del número de extracciones.

28. En el problema 1c, Calcular la probabilidad que la variable aleatoria 

tome un valor impar.

29. La variable aleatoria X tiene la siguiente función de distribución acumi¿ 

lada
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F(x) *

1. (a) Calcular

(b) Calcular

0 X < 10

1/4 10 < x < 15

3/4 15 S x < 20

1 X £ 20

< 10.5] + P[X £ 15.5] •

P[10.2 < X < 15.5 ] .

(c) Calcular la distribución de probabilidad de la variable aleatoria

30. La función de distribución de la variable aleatoria X ésta dado por

F(x) =

0
0.5

0 . 8

1

x <
1 <

0 á x

x S 2

- 1 
X < 0

2

Determinar :

(a) P[X £ - 0.5 ] + P[X £ 1.5]

(b) la distribución de probabilidad (función de cuantia) de X ,

31. Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X, número de - 

veces que se lanza una moneda hasta obtener cara por tercera vez.

32. Un jugador que tiene I/. 70, juega con un dado, con la siguiente regla: - 

En la primera tirada, apuesta I/. 10 a los números pares y desiste si ga

na. Si pierde, apuesta I/. 20 a los números pares en la segunda tirada y 
desiste si gana. Si pierde de nuevo, apuesta sus I/. 40 finales a los nú

meros nares en la tercera tirada. El juego con un dado duplica la apues
ta al ganador. Hallar la distribución de probabilidad de la ganancia neta 
del jugador.

2 3  VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS____________________________
DEFINICION 2.3.1 Si el rango R^, de una variable aleatoria X es un interva

los sobre la recta de los números reales, se llama vaAÁable. alexrfütUa conce
rnía.

EJEMPLO 1 La variable aleatoria definida en el ejemplo 2 de 2.1 es una va-
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riable aleatoria continua, pues toma todos los valores de un intervalo, por 

ejemplo [ 0.5,3 ] .

EJEMPLO 2 Sea X la variable aleatoria que representa el número de kilogra

mos que pierde una persona al seguir una dieta específica durante cierto pe

ríodo. Es una variable aleatoria continua, pues su rango (los valores que - 
puede tomar)son todos los puntos de un intervalo, por ejemplo [ 1,3 ] .

23.1 FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

DEFINICION 2.3.2 Sea X una variable aleatoria continua con ranqo Rx< la  fun
ción de densidad de pnabablLLdoA asociado a la variable aleatoria, es una - 
función í ( x ) integrable que satisface las siguientes condiciones :

1. í M  í. 0, para todo x € |R (o ¿(x) > 0 x e Rx )

2. R ¿(x)dx = 1 
KX

( 6

+ 00

¿(x)dx = 1)

Esta definición indica, la existencia de una función real ¿ definida 

bre Rx. La condición (1) establece que la gráfica de la función de densidad 

está "arriba" del eje X. La condición (2) indica que el área acotada por la 

curva ¿(x), el eje X y las rectas verticales que pasan por los puntos extre

mos de Rx es 1, como se indica en la figura 2.3.1 .

f(x)

Fig. 2.3.1

Supongamos ahora que estamos interesados en calcular la probabilidad de 

que la variable aleatoria tome los valores entre a y b, donde el intervalo 
[a,6] c  R Es decir, queremos calcular la P[a ú X S b] ; puesto que to

do área vale 1, bien podemos definir esta probabilidad como el área acotado 

por la gráfica de las rectas x = a, x = 6 y el eje X. Por lo tanto, - 

la probabilidad del evento



A -  {x  ¡  a £ X £ b)  

se define como sigue,

P[A ] = P [ a  á X á 6 ]  = ¿(x)dx (*)
a

Este concepto está ilustrado en la figura 2.3.2.

f(x)

• x = a 

F1g. 2.3.2

x * b x

OBSERVACIONES

1. Es importante darse cuenta que ¿(x) no representa la probabilidad de algo

probabilidad.

2. Una consecuencia de la definición de probabilidad de un evento (ecuación*) 

es que para cualquier valor específico de X, digamos xG, P[X = xD ] = 0, - 
puesto que

Este resultado puede parecer contradictorio a la intuición, pués, si X es 
una variable aleatoria continua se admite que X asume todos los valores - 

de algún intervalo, entonces P[X = xQ] = 0  no es equivalente a decir - 

que el evento tX = x0 ] en Rx es imposible. Recordemos que si A = <f>, en

tonces P [ A ]  = 0, sin embargo el hecho que P[X « x0] = 0 y que el 
evento A = (x / X = xc} no es vacío indica que la inversa no es verda
dera .

3. Una consecuencia inmediata de (2) es el siguiente resultado,

P[a < X £ 6] - P[a < X £ 6] = P[a < X < b] = P[a Z X < 6]

y que solamente cuando la función se integra entre dos puntos produce una

p [ x  = x0 ] ~ p[x0 < X £ X o  ]
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cuando X es una variable aleatoria continua.

EJEMPLO 3 Sea X una variable aleatoria con función de densidad*

<U) -

a(3x - x2) 
0

si 0 í x í 3 

en otros casos

(a) Hallar el coeficiente cl ;

(b) construir la gráfica de la función de densidad de probabilidad ;

(c) Calcular la probabilidad que X se encuentre en el intervalo [1,2] .
a

(d) Hallar la probabilidad que X se encuentre en el intervalo 1 ,

SOLUCION (a) Como todos los valores de variable aleatoria X se hallan com

prendidos en el intervalo [ 0 , 3 ] .  Es decir Rx = [ 0 , 3 ]  . Entonces, por
la condición (2) de la definición de función de densidad

3

j a(3x - x2)dx = ^ [  I x2 - ]o = a(
27 - 9) * 1

de donde
* = 9

(b) La gráfica de la función ¿(x) en el intervalo [ 0,3 ] es la parábola

2 2s —  x - r  x2 y fuera de 
3 9

éste intervalo, el gráfico es el 
propio eje de las abscisas

f ( x H

(c) La probabilidad que la variable F1fl’

X se encuentre en el intervalo [1,2 ] se determina por la ecuación (*)

(ti . x * 2 1 . I (f < ■ | d, . [ f  -fjf’ j’

i 2£ I + JL
3 ‘ 27 * 3 27

13
27

(d) Por la ecuación (*)

P[- 1 < X < | ]

.0

0 dx + x - |  x2)dx 
o -3 y
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r*2 2x3 1
[ 3  " 27 Jo

3
4

l
4

EJEMPLO 4 Sea

¿(x) s •
fex2

O

Si

Si

x - 21 S 1

x - 21 > 1

(a) Hallar el valor de fe tal que ¿ sea una función de densidad de una varia
ble aleatoria continua X ;

(b) Calcular la probabilidad que la variable aleatoria X se encuentre en 

el intervalo 2,3^

SOLUCION Por la propiedad de valor absoluto

|x - 2| S 1, si sólo si - 1 £ x - 2 S 1, de donde 1 5 x ^ 3 .

X - 2| > 1, si sólo si x - 2 > l V  x - 2 < - l  o sea x > 3 V x < 1

Por lo tanto la función ¿(x) se escribe

« x )  -

0

fe x2 

0

(a) Como todos los valores de la variable aleatoria se hallan en el interva 

lo [ 1,3] . Por la condición (2) de la definición de función de densi

dad

fex2dx = fe ^
3

26

de donde fe = 26

(b) Por la ecuación (*)

P[2 3x2
26

dx = x-
26

27
26 26

19
26

EJEKM-O 5 La longitud de vida de una especie de plantas en cierto medio am 

biente es una variable aleatoria continua. Supongamos que la función de den_ 
si dad de X es
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1 - x/ 120
120

x £ 0

(a) ¿Qué proporción de plantas de esta especie mueren antes de los 100 días,

(b) Si una planta individual vive durante 100 días, ¿Cuál es la probabili
dad que viva otros 100 días más?

SOLUCION El rango de la variable aleatoria es

Rx * {x / 0 £ x < «}

( a )  La proporción de plantas que mueren antes de los 100 días está dado por

p[X < 100 ] . Aplicando la fórmula de la ecuación (*)
. 1 0 0

P[X < 100 ] = 1
3L 

120
o 120

dx = • e 120

100

= 1 - e

(b) Aplicando el concepto de probabilidad condicional dado en el capítulo 1

P[X > 200 |x > 100 ] = p [ ( x  > 2 0 0 ) n ( x  > íoo)] 
p [ x  > 1 0 0 ]

p [ x  > 200] _ e
-  20/12

P[X > 100] -  10/12

= e
-  10/12 - 5/6

EJEMPLO 6 Para qué valor de fe la función

í ( x )  =
(1 + |*|)*

- «> < x <

es una función de densidad de probabilidad.

SOLUCION
00

fe dx

• 00 (1 + W ) 2 f  -J.oo (1 -
dx

x)

00
fe dx

(1 + x)2

de donde fe - I  
2

1 im
1 -  x

+ lim -
1 + x

* 1
0
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EJEMPLO 7 La gráfica de la función de 

densidad de una variable aleatoria coii 

tlnua X, es como se muestra en la fig. 
2.3.4 . Determinar el número m tal que

P[X > ffl ] = ¿

SOLUCION De la figura observamos que la recta pasa por los puntos (1,0) 
(0,2). Sea y * ax + b la ecuación de la recta, entonces

Si x = 1, se tiene 0 =

Si x = 0, se tiene 2 =
(1)
( 2 )

de (1) y (2) a = - 2 y b = 2

Es decir y = 2(1 - x)
Por lo tanto, la función de densidad de la variable aleatoria X, es

íU) *

2(1 - x) 0 < x < 1

en otros casos

Cálculo de m . Por la ecuación (*)

f 00 1
P[X > m] - ¿(x) dx = 2(1 - x)dx +

4m Jm

/  00

Odx
1

(m - 1)* -  \

de donde m * 1 ± 1
/ T

De las dos soluciones escogemos el que se encuentra en el intervalo [0,1]

2 - f lo se 1 
/2

EJEMPLO 8 Un agricultor encuentra que el peso en kilogramos de una papaya 

es una variable aleatoria X con función de densidad

<(x) = 32

O

(4x - x2) 0 ^ x ^ 4

en otros casos

(a) ¿Cuál es la probabilidad que una papaya pese menos de un kilogramo?
(b) Si el agricultor cosecha 20,000 papayas, ¿cuántas de ellas pesa menos
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de un kilogramo?

(c) El agricultor escoge al azar cuatro papayas para regalar a un amigo, - 
¿cuál es la probabilidad que las cuatro pesen menos de un kilogramo?

SOLUCION La variable aletoria X está definido por

X(w) = peso de una papaya (en kg.) 

/I

u r p[x < 1 ] = -«*)*■

1

o

_ _3_ 
~ 32

(2 - í> 32

(b) El número de papayas que pesan menos de un kilogramo es igual a

20000 P[X < 1] = 20000 x —  = 3,125 papayas
32

(c) Sean X j ,  X2, X 3 y Xi* los pesos de las papayas escogidas, entonces -
se tiene u c i*

P t X !  < 1 , X 2 < 1 , X 3 < 1 , X 4 < 1 ]  = (P[X < 1 ]  ) = (■£r ) , pués
32

los X^ son independientes .

EJEMPLO 9 La variable aleatoria y. tiene por función de densidad

é(y) -
1/5

0

0 S y S 5 

en otro lugar

Calcular la probabilidad que sean reales las raíces de la ecuación

4x2 + 4 xy + (y + 2) = 0  

SOLUCION La solución de la ecuación dada es

± / 2 . ■LjlI. - 4n ± ✓  16t/2 - 4(4) (i/ + 2) _ ^
8 2

Las raíces serán reales, esto es x 6 IR sólo, si y2 - y -  2 i  0

y - 2 2 0 ti y + l  i  0

(1)

( 2 )



como el rango de la variable aleatoria es [0,5 ]. Por lo tanto, los valores 

de y que hacen que la solución de la ecuación sean reales son las y G

[ 0,5 ] n ([2, «*> u - 1] )# es decir y 6 [ 2,5]. Luego, la proba

bilidad que las raíces de la ecuación sean reales es equivalente a calcjj 
lar

Luego, la solución a la desigualdad es el intervalo [2, U - 1 ] y

5

P[2 S y 5 5 ] =
■ ¡ A * >  ■ 5 [ 5 - 21 ■ f  •

EJEMPLO 10 La duración (en horas) de cierto transistor de televisor es una 
variable aleatoria continua X, cuya función de densidad es

<U) *
150/x2 , x > 150

0 . en otros casos

(a) Si un transistor determinado todavía funciona después de 200 horas. -

¿Cuál es la probabilidad de que dicho transistor dure a lo más 300 ho
ras?

(b) Se instalan 3 de tales transistores en un televisor. ¿Cuál es la proba

bilidad de que ninguno tenga que ser sustituido en las primeras 200 ho

ras de uso? ¿Cuál es la probabilidad de que los tres transistores tengan 

que ser sustituido durante las 200 primeras horas? ¿Cuál es la probabi
lidad de que exactamente 1 tenga que ser sustituida en las 200 primeras 

horas de uso?

SOLUCION (a) Por la definición de probabilidad condicional

P[X S 300 I X > 200 ] = p[?°° < X <_30flL
P[X > 200]

i300200

I00

150/x2rfx 150
300

X 200 1

150/x2 dx lim 150l im —  
.£-*•« x

t

200

3
200

(bA) Sea A, el evento: "ninguna tenga que ser sustituida en las primeras 200 

horas de uso".

Luego, P[A ] = [ P[X > 200 ]f
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00

Pero P[X > 200 ] 150

200 X

por lo tanto,

PtA] = (|)3 27
W

(b2) Sea B, el evento: 11 los tres transistores tengan que ser sustituida en 
las primeras 200 horas de uso".

3
Entonces, PÍB] = [P[X S 200]]

Pero

Luego,

P[X S 200]

P[B ] = (i) 3

200
150

150 X 2 

1

dx - i

64

(b3) Sea C, el evento: "exactamente 1 tenga que ser sustituido en las pri
meras 200 horas de uso".

Entonces,

P[C] = 3[P[X > 200] ] 2 P[X < 200 ] = 3 A  * ( 7 ) - 7 7  .
4 4 64

2 3 2  F U N C I O N  D E  DISTRIBUCION D E  U N A  V A R I A B L E  A L E A T O R I A  C O N T I N U A  

DEFINICION 2.3.3 Sea X una variable aleatoria continua con función de den

sidad ¿(x). La ¿unoiÓH de (ListfUha oL6n (o ¿uncMín de d¿¿&i¿buoC6n acumutada) 
de la variable aleatoria X, denotado por "F(x)u, se define por

F(x) = PtX í x ] ¿U)dx, -V* x € |R
OD

f(x) 4

Fig. 2.3.5 El área sombreada es F(x) * P[X £ x]

EJEMPLO 11 Sea X una variable aleatoria con función de densidad definida

por



3x

lS(x) =
(2 - x)

O

O < x < 2

en otros casos

(a) Hallar la función de distribución de X y su gráfica.

(b) F(1) .

SOLUCION La función de distribución F(x) está definida para todo x e |R, 

entonces consideremos los siguientes casos:

I. Si x < 0, F(x) = PCX S x] = Odt = 0 .
OD

2. Si 0 £ x £ 2, F(x) = P[X < x ] *
r x f 0
•¿U)dx =

J «00

O dt +
•  00

£¿(2 - t ) dt
O

O + —  (jC2 - —  ) 
4 3 '

x2 (1 -
O

3. Si x > 2, F(x) = P[X < x ] = í ( t )dt  = O +
00

+ \ í(2 - t )dt  +
O

O dt 1

4. De (1), (2) y (3) la función de distribución de la variable aleatoria X
es

F(x) =

0

1 x2d - f>
1 x S 2

La gráfica de F(x) se muestra en la fig, 2.3.6

(b) F(1) = P[X S 1 ] = 1  ( i ) 2 { i  .1) = I  ,
• 3 2
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Fig. 2,3.6

EJEMPLO 12 Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad está dada 
por la figura 2.3.7

(a) Hallar la función de distribución y su gráfica;

(b) Calcular rfX S 2.4 ]

SOLUCION

1. De la figura, para O í  x á l ,  la función de densidad de la variable alea 

toria es una recta que pasa por los puntos (0,0) y (1, £). Es decir, -

la ecuación de dicha recta es i  x para todo x £ 1,

2. Cuando 1 < x £ 2, la función es constante e igual a j  ,

3. Para 2 £ x £ 3, la función de densidad es una recta de pendiente negati^ 

va, pasa por los puntos (2, i) y (3,0) ; por lo tanto,la ecuación es

1 , 3- —  x + —  .
2 2

4. De (1), (2) y (3) la función de densidad de la variable aleatoria es
tá dado Dor
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<(*> = ^

A x  2 *

1
2

A x  ♦ A 
2 2

0 £ X s i

1 < X < 2

2 £ X HA

todo x e IR, por lo tan-

to, consideremos los siguientes casos :

U) Si x < 0, F,(x) = PtX S x ] = 0 d t = 0
J -  00

(¿t) Si 0 S x á 1, F(x) = P Í I S x ]  =

O

O d t +
— co

\ tdt X*■
4 *

(¿U) Si 1 < x < 2, F(x) = P[X < x ] =
O
O d t +

• 00

/ X

o

1
2 tdt + 1

2

1 + L . 1 1 v — l
4 2 * 2 2 4 ‘

fO r 1

Uv) Si 2 < x £ 3, F(x) = p [ x  < x ] = 0 dt + J-fctó +
.-00 i 0

X
+ (- \ t  + 3

2 ) d t

^  dt +
1

s  1  "  7  +  I  x  “  T x 2 “  3  +  14 2 4

2 x 4
5
4

(v) Si x > 3, F(x) * P[X S x ] = <U) dt
/ -C©

’O
O dt + i t t )  dt +

- 0 0

Octó * 1
O

Luego, la función de distribución está dado por
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, v  \  s

£<• v

F(x) =

0 9 X < 0

1 2 
4 X 9 0 á X <

1 1
2* 4

9 1 á X <

3 X 2 5
2 X ~ 4 '  4 2 < X <

1 9 X > 3

La gráfica de F(x) se indica en la fig. 2.3.8

( b j ) F ( | ) = P [ X  £ •H
co L—

J II 1
4 ( | ) 2 s 9 .

64 *

(^>2 ) F(|) = p [ x  <
f ]  =

1
2 ( § ) -

1
4

»

„  1 
2

•
9

144

(b3) F(2.4) = F(f) = P[x £ 3
2 < ? > • 4

36 36
*

5 9 1 = 0. . 9 1  .
10 25 4 100

5
4

Por definición, la función de distribución F(x), da la probabilidad de even 

tos de la forma : (X £ a), (X < a), (X > a), etc. Es decir,

/a
P [ X  £ a ]  = P [ X  < a  ]  -  F ( x )  * iU)dt

-  QO

P[X > a ] = 1 - P[X < a ] 1 -  F U )

La función de distribución también se puede utilizar, para determinar prob£
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bi'lidades de eventos de la forma :

(a < X < b), (a < X < b), (a < X < b) etc.

En efecto: Sean a,b e IR, tales que a < b, entonces

P[a £ X < b ] = P[a < X $ b ] = P [ a s X ^ b ] =  P[íi<X<2>]

= P[Xí fa]* PDí < a] = F(b) - F{a)’ .

Así, si queremos calcular en el ejemplo anterior

P [ f  S X S |  ]  , tendremos

PÍJ * X s |  ] F(|) -

1  (i)
2 2

F(J)

1 5 2
-(-)4 2

Sí
64

233 PROPIEDADES DE LA  FUNCION DE DISTRIBUCION

Las tres primeras propiedades son los mismos que el caso discreto.

1. 0 £ F(x) í 1 , ¥  x 6 IR .

2. F(- “ ) = Tim F(x) = lim
x *► -°°

x -« ____
. . .  f X

F(») = lim F(x) = í U ) d t  = 1.
x ■> «• , -00

= 0 ;
m
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3. La función de distribución es no decreciente, esto es si a % 6, entonces

Ha) S F(b)

4. lim F(x + h) 
h 0

= F(x) , V x € |R , con h > 0 ; osea F es continua

por la derecha, en todos los puntos.
5. Del segundo teorema fundamental del cálculo se tiene que si F(x) es una 

función derivable, entonces

EJEMPLO 13 Definida una función F(x) como sigue

F(x) = 1 - fee

0

(a) para qué valor de fe, F{x) es una función de distribución de una variable 

aleatoria continua X ;

(b) Determinar, P[X £ 2 ] , P[2 S X < 4] , P[X i - 1].

SOLUCION (a) De la definición de la función, F{x). el rango de la variable 
aleatoria es, 0 5 x < «, entonces, se debe tener que

F(-) - F{0) * 1

1 . 0 - (1 - fee°) = 1

de donde fe = 1

por lo tanto, la función F(x) definida por

F(x) = 1 - e 
0

- x/2 x £ 0 

x < 0

es una función de distribución de una variable aleatoria X con rango

Rx * [ 0, y función de densidad

¿U) = F'(x) = ■ 2 e
x/2 x i  0

0 en otros ca9os
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(bj) P[X 2 ] = 1 - P[X < 2 ]

(b,) P [2

= 1 - 

X á 4]

[ 1 - e' ’ ] = e

1 - F(2) 
- 1

= F(4) - F(2)

- 2= 1 - e -(1 - e" 1 )
1,
e

1

P[X > - 1] = 1 - P[X < - 1] * 1 - F(1) = 1 - 0  = 1

EJEMPLO 14 Se selecciona al azar un punto del interior de un triángulo 
equilátero cuyo lado mide 6 cm. Sea X la distancia del punto a la base, de
terminar la función de distribución y la función de densidad de X.

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por

X(w) = la distancia del punto elegido a la base del triángulo es claro

que X es una variable aleatoria continua con rango

Rx = íx £ IR / 0 < x S 3 / T }

donde 3 /3~ es la altura del triángulo equilátero. Es decir,

h = / 6 2 - 32 = 3 / T .

(a) para x £ 0, la función de distribución F(x) = 0

(b) para 0 < x < 3 / 3  , se tiene que

F(x) = P[X S x] =

A (6)(3 / T  ) 
2

Area del Trapecio ABEF 

Area del Triángulo ABC

= 9 . / T

U)

(2)
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donde X es la altura del Trapecio = distancia del punto elegido a la base 

y ÁB = 6

Cálculo de EF . Eir los triángulos semejantes de la figura 3.3.10 se tiene

EF
T

Luego,

O

3 / 3  - x 

3i/3“
de donde EF = 2 ( 3 / T -  x )

Í T

it 2 ( 3 / T  - x)
J

(6i/~3 - x)x

Í T
(3)

reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos,

F(x) = P[X S x 3 s

[ 6 Í T  x)x

Í T
9 Í T

(6 Í T  - x)x 
27

(c) para los x > 3 / T  , la función F(x) = 1 .
De (a), (b) y (c) se tiene la función de distribución,

0

F(x) = • (6/~3~- x)x 
27

1

0 < x < 3/3

x £ 3 / T

y la función de densidad de la variable aleatoria X es,

¿(x) * F'(x) =
e í T  - 2x

27

0

0 < x 5 3í T

en Otros casos

EJEMPLO 15 Una estación de servicio es provisionado de gasolina una vez se 
mana!. El volumen X de la posible venta semanal en miles de galones tiene - 

la siguiente función de distribución acumulada.

F(x) 1 -  ( 1  -  x ) w ,  0 < x  < 1

(a) ¿Cuál debe ser la capacidad de su tanque para que la probabilidad que 

su provisión se agota en una semana sea sólo de 0 .0 1?

Ib) ¿Cuál es la probabilidad de que la venta semanal este entre SOO y 900 

galones?
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SOLUCION (a) Sea C la capacidad del tanque. Por lo tanto, se quiere deter 
minar el valor de C, tal que,

0.01= PtX 2 C]

= 1 - P[X S C ]

= 1 - [ 1 - (1 - C)" ]

* (1 - c)“

de donde, 1 - / 0.1 .

(b) P[0.8 < X < 0.9] = F{0.9) - F(0.8) = 1 - ( 1  - 0.9)" - [1-(1-0.8)"]

= (0.2)" - (0.1)" = 0.0015 .

E J W L O  16 La función de distribución de la variable aleatoria continua
X, es

F(x) = a + b arctg , x £

Determinar :

(a) las constantes a y b ;

(b) la función de densidad de la variable aleatoria X ;

(c) Calcular P[2 < X < 2 /3~1

SOLUCION (a) Cálculo de las constantes
1. F(- ») = a + b arctg (- «) = 0,

a y b .
propiedad de F(x) ó a + b(- J)

de donde, a = ínr
?

2. F(- •) = a + b arctg(«°) = 1, propiedad de F(x) ó a + 6(^) = 1

de donde, a = 1 - fcm
~T

3, De las ecuaciones (1) y (2) obtenemos, 6 = I
TT

1a -

por lo tanto, la función de distribución de X es,

FU) = \ + -  arctg(f)
2 7T 2

(b) Cálculo de la función de densidad de X
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\ >

í<x) -
it(4 + x2)

. oo < X < 00

(c) P[2 < X < 2 / T ]  = F(2/3) - F(2)

i  + iarctg(/3) - [ ̂  + ^arctgÜ)]

12

PROBLEMAS 23

1. ¿Cuales de las siguientes funciones representan, función de densidad de 

una variable aleatoria continua X?. Grafique las que sean función de deii 
sidad de probabilidad. Oetermine su rango en cada caso y la función de - 
distribución acumulada.

(a) <(x) e
0

-  00 < x < O

x > O

(b) 1 < < 1 —  < y < —
2 2 

en otros casos

(c) ó(x) = i  (1 - X2) 

O en otros casos

(d)

(e)

(f)

<(*> =

<S(x) = 1 - 11 - x|

<U) = |x|

O < x < 2

i * i s  i

2. Para qué valor de a, la función,

í(x) 3
2a

1 + x2

es la función densidad de probabilidad de una variable aleatoria X

3. Sea X una variable aleatoria con función de densidad
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6 M  *
0./X fl2 - X2

O

Si

Si

x| < a 

|x| z a

Hallar : (a) el coeficiente a ; (b) la probabilidad de que la variable

aleatoria X se encuentre en el intervalo <a/2 , ay ;

(c) construir la gráfica de la función de densidad de X.

4. Se le da función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X

¿(*) *
a sen x

0

Si 0 X S TT

en otros casos

Determinar : (a) la constante a ; (b) la función de distribución.

5. Se da la función

<(x)  =
a x
ft(2 - x) 
0

si 0 £ x < 1

si x S X < 2
en otros casos

(a) Para qué valor de a la función ¿(x) es la densidad de probabilidad de - 
una variable aleatoria X.

(b) Hallar F(x) .

6. El tiempo de llegada X de camiones (en minutos) a un depósito. Se compoir 

ta de acuerdo a la siguiente función de densidad

Í M  =
. i 1 si X > 1

en otros casos

Se desea elegir una muestra al azar de 4 camiones. Determinar un número 
C tal que la probabilidad de que al menos uno de los cuatro camiones ex
traídas tenga un tiempo de llegada que excede a C sea 0.9375.

La duración en minutos de un disco de 33-rpm grabados por la compañía - 

Disquera Andina S.A. es una variable aleatoria X con una función de den
sidad

í(x) =
I  y xj 3 
3 36 ~ 4 si 3 £ x ¿ 9

0 en otros casos



(a) ¿Cuál es la probabilidad que la duración de un disco exceda a 6 minu

(b) Si la compañía graba 1000 discos, ¿Cuántos de ellos tiene una dura
ción superior a 6 minutos?

8. Un agricultor encuentra que el peso en kilogramos de un melón es una va

riable aleatoria X con función de densidad

(a) ¿Cuál es la probabilidad que un melón pesa menos de un kilogramo?

(b) Si el agricultor cosecha 24,000 melones, ¿cuántos de ellos pesará me 

nos de un kilogramo?

9. Para cierto negocio por correspondencia la proporción de los pedidos pro 

cesados en 24 horas tiene la función de densidad de probabilidad

¿Cuál es la probabilidad oue sobre un periodo relativamente largo
(a) al menos 80 % de los pedidos sean procesados dentro de las 24 horas?
(b) menos del 30% de todos los pedidos sean procesados dentro de las 24 

horas ?
(c) entre el 50, 60% de todos los pedidos sean procesados dentro de 

las 24 horas ?

10. En cierto país, el ingreso familiar tiene la función de densidad de pro

babilidad

donde x esta en miles de dolares, ¿que proporción de las familias

(a) tiene ingresos menores que $ 6000 ?

(b) tiene ingresos entre $ 2000 y 8000?

(c) tienen ingresos sobre $ 1000 ?

U .  En una tienda grande que vende al por mayor, el volumen de ventas de ju

guetes en el mes de Diciembre tiene la función de densidad

donde x está en miles de docenas. Calcular la probabilidad de que se ven 

dan

tos?

en otros casos

ó(x) * 20x3(l - x) , 0 s x á 1

í(x) = 2x/(l + x2)2 9

x > 0
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é

(a) menos de 10,000 docenas ;
(b) entre 600 y 12000 docenas ;

(c) al menos 15000 docenas .

12. Para un médico, el tiempo en horas que dedica .a un paciente en su visita 

al consultorio tiene una función de densidad

<(x) = 3(1 + x)2
0 < x $ 3

0 en otros casos

Para un paciente elegido al azar, ¿cuál es la probabilidad de que el tien 
po dedicado por el médico es por lo menos una hora?

13. Un agricultor encuentra que el peso en kilogramos de una piña es una va

riable aleatoria X con función de densidad

i M  =
x
39

(x2 - lOx + 25)

en otros casos

(a) para una piña elegida al azar, ¿cuál es la probabilidad que pese me 

nos de 2 kilogramos?

(b) Si el agricultor cosecha 23,400 pinas, ¿cuántas de estas pesará me

nos de dos kilogramos?
(c) Se escoge al azar 3 pifias, ¿cuál es la probabilidad que al menos 

dos pesen menos de 2 kilogramos?

14. Considere la siguiente función

6(x) *

fex 
fe(4 

0
-  x)

0 * x < 2 
2 S x S 4 

en otros casos

(a) Hallar el valor de fe para que ¿ sea una función de densidad.

(b) Hallar la función de distribución.

15. Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad está dada por,

¿U) = a
0

- 5  á x $ 5

en otros casos
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(а) Encontrar el valor de a .
(б) Hallar F(x) y su gráfica.

16. Suponga que X es una variable aleatoria cuya función de densidad está re 
presentada por la figura

(a) Si P [ |  S X á a ] = i 

determinar el valor de a .

(b) Calcular P [± £ X á 2 ]

(c) Hallar F(x) .

17. Una estación gasolinera recibe provisión semanalmente. Las estadísticas 

anteriores sugieren que la función de densidad de probabilidad de las - 

ventas semanales X, medidas en miles de galones, se aproxima a la función 
cuya gráfica se muestra en la figura.

(a) Hallar la función de densi
dad de X.

(b) la función de distribución 

de X .

18. Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad está dado por

íU) =
- U  - 10)

x < 10 

x £ 10

(a) Hallar el número c tal que X sea igualmente probable de ser mayor o 
menor que c.

(b) Encuentre el número d tal que la probabilidad que X sea mayor que d 
es igual a 0.05.

19. La función de densidad de la variable aleatoria X, la resistencia al cor 

te de ensayos de punto de soldadura, está dada por, ^
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<(x) -
250.000

1.000 - x 
250,000

0

0 á x % 500

500 S x á 1,000

en otros casos

20.

Determinar el número a  tal que P[X < a ] =  0.50 y el número 6 tal - 
que PfX < 6] = 0.90 .

¿Cuáles de las siguientes funciones presenta la función de distribución 

de una variable aleatoria continua. Grafique cada una de las funciones - 

de distribución. Determine el rango y la función de densidad de la varia^ 

ble aleatoria.

(a)

(fc) F(x) -

(c) F(x)

0

0

0

x > 0

X S -

- I <
2

1

< I  
2

x * 1

Determine también P[0 S X í 2 ]  en cada caso.

21 Sea X la variable aleatoria que designa la vida (en horas) de una bombilla 
eléctrica. La función de distribución acumulativa está dado por

F(x) - ‘
1 - fe

0

x a 1,000

x < 1,000

(a) Determinar el valor de fe.

(b) ¿Cuál es la función de densidad para la variable aleatoria X?

(c) ¿Cuál es la probabilidad : que una bombilla dure más de 1,500 horas?

(d) ¿Cuál es la probabilidad que una bombilla dure menos de 2,000 ho
ras, si se sabe que-la bombilla todavía funcionaba después de 1,500 

horas?.
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22. Si la función ¿(x)es una función de densidad de una variable aleatoria X

«x) =
2x

0

0 < x < 1

en otros casos

Determinar un numero n tal que, ptx » n ] P^X S n] 

23. La función de densidad de una variable aleatoria continua X es,

< ( x )  =
sen x

0 en otros casos

24.
Calcular el valor de m tal que, P[X < m] = P[X > m] 

La función de densidad de una variable aleatoria X está dado por,

i ( x ) =
4x3

0

0 < x < 1

en otros casos

(a) Determinar el número c tal que la probabilidad que X exceda a c - 

sea igual a 0.05.

25. La función de densidad de la variable aleatoria X es,

<(x) = x/2

0

0 < x < 2

en otros casos

(a) Si se obtienen dos valores de X. ¿Cuál es la probabilidad que am

bos sean mayores que 1?.
(b) Si se obtienen 3 valores de X. ¿Cuál es la probabilidad que preci 

sámente dos de ellos sean mayores que 1?

26. Una variable aleatoria X tiene como función de densidad,

« x )  -  •
1

0

0 < x < 1

en otros casos

27.

Determinar el número a tal que sea 0.90 la probabilidad que al menos

uno de cuatro valores de X estraidos al azar exceda a a.
La longitud de vida de una especie de planta en cierto medio ambiente es 
una variable aleatoria continua X?
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28.

<U)
120/x2 x > a

en otros casos

(a) Determinar el valor de a.

(b) Si una planta particular todavía vive después de 120 días, ¿cuál es 

la probabilidad que dicha planta viva más de 150 días?

(c) Si se observan 3 plantas de esta especie, ¿cuál es la probabilidad de 

que las tres vivan más de 150 días? ¿Cüál es la probabilidad que 

ninguna vive más de 150 días?
(d) ¿Cuál es la probabilidad que exactamente 2 viven más de 150 dias?

(e) Determinar la función de distribución de X y su gráfica.

(f) ¿Cuál es la probabilidad que al menos uno de las tres plantas vi

ven más de 150 días?

Una estación de suministro recibe gasolina una vez por semana. Si su vo

lumen de ventas, en miles de galones, se distribuye con una función de

densidad
5(1 - x)*1 f 0 < x < 1

en otros casos

¿Cuál deberá ser la capacidad de su depósito a fin de que la probabili 

dad que se agote en una semana adeterminada sea 0.01?

29. Dada la función de densidad de una variable aleatoria continua X,

3 sen 3x

para

para

para

IT

6
7T
6

> —TT
3

Determinar :
(a) la función de distribución acumulativa de probabilidad de X.

(b) la probabilidad que X tome valores entre [ É  • íl
30. Sea X una variable aleatoria con función de distribución acumulada.

0 . x < o
F(x) = (-)2va'

1 x > a.
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donde a es una constante no especifica.
(a) ¿Qué valor (es) de a hace {«) de F(*) una función de distribución.

(b) Calcular la P[X > 1 ] , P[| < X < |  ] .

31. Sea X una variable aleatoria que tiene una función de distribución se 
muestra £n la figura adjunta. Determinar de la gráfica.

(a) F(x)

(b) P[X < 0.5]

(c) P(- 0.2 < X < 0

(d) P[X > 0.1]

(e) P[X < 3]

(f) P[X < - 2 ]

(g) P[|X - 0.41 < 0.3

32. Sea

33.

F(x) = •
0

1 3 1 - y e

x < 0

x > 0

¿es su gráfica la que se muestra en la figura adjunta? 

Calcular :

(a) P[X > 2]

(b) P[X < 0]

(c) P[X = 0 ]

(d) PtX = 2 ]

(e) P[|X - 1 2]

Supongamos que la vida (en horas) de cierto tipo de tubo de radio tenga 

una función de densidad

x > a 
9 en otros casos

(a) Determinar el valor de a .
(b) Se toma una muestra aleatoria de tamaño 4 de tales tubos y se coloca 

en una caja. Si se selecciona aleatoriamente un tubo de la caja, ¿üj 
ál es la probabilidad que el tubo seleccionado tenga una duración



mayor que 150 horas?

(c) ¿Cuál es el nümero máximo de tubos que se pueden formar en un apara

to similar al de su uso, de modo que haya una probabilidad de 0.50 - 

de que después de 150 horas de uso todavía funcionen?

En las secciones anteriores hemos presentado las variables aleatorias res
tringidas a discretas o continuas,sin embargo hay aplicaciones en las cuales -

una variable aleatoria X puede tomar valores discretas, xlt x2> . . . con -
probabilidades positivas, y además tomar también todos los valores de un -

cierto intervalo l a ,  b ]  o una colección de intervalos. Es decir, X es una

combinación de los dos tipos de variables aleatorias. La distribución de - 

probabilidad de este tipo de variables aleatorias, se llaman d¿*t/Ubuc¿on&& 
mixta*, se obtiene combinando la definición de distribución de probabilidad 
de una variable aleatoria discreta y la de función de densidad de una varia^ 

ble aleatoria continua de la siguiente manera :
X. A cada uno de los valores x. se le asigna un numero p(x.) > 0, y se defj^A* '•C

ne una función ¿ tal que ¿(x) >0, f  x £ [ a , b ]  pues el rango (los - 

valores que toma) de X es

Rx = íxlt x2, . ■ x^} u la, b ]

2A  DISTRIBUCIONES MIXTAS

x*l ^ }a 

La probabilidad de un evento cualquiera A se define así,

p£a] = 2  pU/) +
x.e a J
j ECA

í ( x )  dx

EJEMPLO 1 Dada la función

2- U + 2 )  

|(1 - x)
k{x) = • 2

para x = 0,1,2,3, . . 

para 0 < x < 1

para 1 < x < 2

0 en otros casos
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(a) verificar que cumple las condiciones de una función de probabilidad de 

una variable aleatoria X.

(b) Hallar la probabilidad de que X tome valores entre ^  y 2 inclusive.

SOLUCION (a) Observe que el rango de la variable aleatoria es

Rx = {0,1,2, . . .} U <0,1> u <1*2>

1.

2.

La función fe(x), para ser función de proababil idad debe cumplir 

h(x) = 2"(x+2) > 0 ,

y  h(x) > o , 

00

o - U

V- x = 0,1,2,3, . . .

H f  <0,1) U < 1,2 >
00

£
x**0

+ 2 ) + [ ’ i —  dx + [ 2 | (1 - x )2dx = 2’ 2 £  
h  2 > i 4 x-o

2'x +

1

i  t i 4  +

i

l 1
22 2

1 - 1 + 2 7  + 7

de (1) y (2) obtenemos que la función fe(x) cumple las condiciones de una 

función de probabilidad de una variable aleatoria X.

(b) p[{ < X S 2 ]

P R O B L E M A S  2.4 

1. Dada la función

¿(x)  *

3

fex

O

2 rl

£  2 - ( * + 2 > + 1 - x , . — 5—  dx +
x=1 1/2 ¿

1  +  - L  ♦ - L  +  I  -  1
22 2“ 16 4 8 '

+ 1 > > ^ = 0,1,2, .

1 < x < 2

- X) , 2 < x < 3

, en otros casos

J>x)2 dx

(a) Determinar fe de manera que ¿ sea una función de probabilidad de una va 

riable aleatoria X.

(b) Calcular 1
2
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2. Sea X una variable aleatoria con función de distribución

F(x) =»

0

4
1
2
x
3

x < 0

2 £ x < 3

x £ 3

Calcular :

(a) P[0 < X £ 1 ] (b) P[1 á X á 2 ]

(c) Hallar la función de densidad de probabilidad.

3. De la gráfica de la función de distribución

Determinar :

(a) P[X < 1 ]

(b) P[- 1 s X
I  ]

4.
(c) la función de densidad de probabilidad de X.

Una variable aleatoria X tiene función de distribución cuyo gráfico se 

muestra en la figura adjunta. Determinar :

(a) x <

(b) P C |X - 1| <

(c) PtX > 1 ]

1(d) PtX = - ±  ]
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ESPERANZA \

MATEMATICA

3 1  FUNCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA_______________________
En muchos problemas de Ingeniería, administración, etc, frecuentemente 

se está interesado en el comportamiento de una función, digamos H, de una - 
variable aleatoria X, Y = H(X) ; y cada valor de Y (esto es y = H(x)), - 
se determina conociendo los valores de X. Desde que X es una variable alea
toria, Y también es una variable aleatoria, y la distribución de Y s H(X) -  

se determina conociendo la distribución de probabilidad de X. Antes, dare

mos un ejemplo simple con el objeto de hacer más comprensible la formaliza- 

ción .

EJEMPLO 1  Sea X una variable aleatoria discreta con función de probabilidad 

p(x) como se indica en la siguiente tabla.

X - 1 0 1 2

p(x) = p[x = x] 1
8

3
8

3
8

1
8

Determinar :

(a) El rango de la variable aleatoria Y = X2 ,
(b) La función de probabilidad de la variable aleatoria Y = X2 .

(c) Lo mismo que en (a) y (6) para la variable aleatoria Y * 3X - 1.



SOLUCION

(a) Según lo expresado en el párrafo anterior, los valores de la variable 
aleatoria Y se determina reemplazando los valores de X en la función 
H(X) (y = H(x)). Así, cuando la variable aleatoria X asume el valor 

x « - 1 , Y = X2 toma el valor y = H(- 1) = (- l)2 = 1.
Si X toma el valor x = 0 ; Y = X2, asume el valor
y = H(0) = (O)2 = 0

Si X toma el valor x a 1; Y = X2 , asume el valor
y = H(l) = l2 = 1 y

Si X asume el valor x = 2 ; Y = X2 , toma el valor 
y = H(2) = 22 - 4

por lo tanto, el rango para la variable aleatoria Y es Ry - {0,1,4}

(b) La función de probabilidad se calcula como sigue :

P y ( 0 )  =  P[Y = 0 ]  = P[X = 0 ]  = p ( 0 )  = |

Py(l) = PfY = 1 ] = P[X = - 1 ] + P[X = 1 ] = i + |  = i

Py (4) = P[Y = 4] = Ptx = 2] = p( 2) = i

Así., la distribución de probabilidad de Y = X2 representando en una 

tabla es,

y 0 1 4

Pr(y)
3
8

4
8

1
8

(c) En este.caso Y = H(X) = 3X - 1. Los valores de Y se determinan de 

manera análoga al caso anterior.
Si la variable aleatoria X toma el valor x = - 1, entonces, la varia 
ble aleatoria Y toma el valor :

y - H(- 1) = 3(- 1) - 1 = - 4 
Cuando * = 0, y = H(0) = 3(0) - 1 = - 1

Si x = 1, y = H (1) = 3(1) - 1 = 2  y

Si x = 2, y = H (2) = 3(2) - 1 = 5

por lo tanto, Ry = ( - 4, - 1,2,5 ) .

La función de probabilidad se calcula de la siguiente manera :
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Py(- 4) = PÍY = - 4] = p[x = - 11 = PÍ- 1) ■=

Py(* !) = P[Y = - 1] = P[X = 0] = ptO)
3
8

Py(2 ) = P[Y = 2 ] = P[X = 1 ] - p( 1)
3

' 8

Py (5) = P[Y = 5] = P[X = 2] = P(2)
1
8

Luego, la distribución de probabilidad está dado en la tabla

y - 4 - 1 2 5

p y («/)
1
8

3
8

3
8

1
8

Presentaremos ahora una formulación más precisa de los conceptos ante

riores.

3.1.1 EVENTOS EQUIVALENTES

Consideremos un experimento aleatorio e con espacio muestral fl. Sea X 

la variable aleatoria definida en Q, con rango Rx. Si Y = H(X) está defi

nida de manera que los valores y = H(x) en R (el rango de Y) son números
y

reales, entonces Y es una variable aleatoria puesto que para cualquier suce 

so u £ ft, se determina un valor y de la función Y = H(X); es decir 
y * H(X(w)). El diagrama de la figura 3.1,1 ilustra esto.

Fig. 3.1.1. Una función de una variable aleatoria y = H(x) - H(X(u>))

En el capítulo anterior hemos definido eventos equivalentes en fl y en 
R^. Extenderemos ahora este concepto de la siguiente manera natural.

DEFINICION 3.1.1 Sea Ex un evento en c  Rx )# y Fy un evento en -

Ry (̂ y c  • Ex Y Fy son eventos equivalentes si

Ex = (x í Rx / H(x) € Fy )

Informalmente hablando, los eventos Ex y Fy son equivalentes si la



ocurrencia de uno implica la ocurrencia del otro, es decir cuando ocurre E
X

ocurre Fy y reciprocamente. Supongamos ahora que A es un evento en 3, el -

cual es equivalente a un evento Ex en R^, entonces A y  Fy en Ry son 
equivalentes.

NOTA Es importante notar que cuando hablamos de eventos equivalentes (en - 
el sentido anterior) estos eventos están asociados a espacios diferentes.

EJEMPLO 2 Supongamos que Y = H (X) = X2, donde X es una variable aleatoria 

definida como en él ejemplo 1. Entonces, los eventos Ex = {- 1,1} y 
Fy » {1} son equivalentes.

EJEMPLO 3 Sea X una variable aleatoria con función de densidad

Sea Y = H(X) = 3X + 2 una función de la variable aleatoria X. Por lo tan

to Rx = íx £ |R / x > 0} ; el rango de Y, se calcula asi,

y s H(x) = 3x + 2, observe que cuando x tome valores mayores que cero, 
y toma valores mayores que 2; es decir

Supongamos ahora el evento Fy = (Y ¿8), se tiene que y £ 8 si, sólo sí -

3x + 2 £ 8, lo que da x > 2.

Por lo tanto los eventos Fy = (Y £ 8) y Ex = (X > 2) son equivalentes.

DEFINICION 3.1.2 Sea X una variable aleatoria definida en el espacio mues

tral 3 con rango Rx> Sea H una función real, de modo que Y = H(X) es una -

variable aleatoria con rango Ry, entonces para cualquier evento Fy c Ry» de 
finimos PfFy] como sigue

En palabras: la probabilidad de un evento en el rango de Y está definida co 

mo la probabilidad del evento equivalente en Rx , Observe que esta probabill^

dad relaciona probabilidades en el espacio muestral 3. Esto es

x > 04
x < 0

Ry - {y E Ry / y > 2}

P[Fy ] - P[tx t Rx / H U )  £ Fy}] = P[EX ]

p[Fy ] -  p [{u e n  / HlX((o)] e Fy) ]
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La definición de probabilidad da el método a usarse en la solución de los - 

problemas; para el cual se debe hallar el evento Ex en Rx que es equivalen

te el evento Fy en Ry, y luego se halla la probabilidad del evento Ex *

EJEMPLO 4 Sea X una variable aleatoria cuya función de probabilidad es

p(x) - — *,a* , X = 0,1 ,2 , . . .
a !

= 0  , en otros casos

Si Y = H(X) = 2X + 2. Calcular P[Y < 5] , P[Y > 4]

SOLUCION
(a) Debemos calcular P[Y á 5] ; para lo cual calcularemos el evento equi_ 

val ente en Rx .

y £ 5 se cumple si, sólo si 2x + 2 £ 5 ó x £ 3/2 por lo tanto, el even 

to equivalente en Rx es, (X £ 3/2)
Luego,

P[Y S 5 ] = P [2X + 2 $5] = P[X < 3/2]

= p ( 0 )  + p ( l )  = í a + £ ^ 5 .  = e ' a  t 1 + a ]

Obsérvese que el conjunto (x € Rx / x % —  } está en el rango de la vâ

riable aleatoria X. y la función p está definida en Rx,

(b) En este caso el evento equivalente a y > 4  es 2x + 2 > 4, o sea - 

x > 1. Luego,

P[Y > 4 ]  = P[2X + 2 > 4 ] * PÍX > l] = 1 - P[X Si]

= 1 - e ' a  C 1 + a 1

EJEMPLO 5 Sea X una variable aleatoria que tiene la siguiente función de 

densidad.

—  0 £ x £ 4
« x )  = \ 8

0 , en otros casos

Si Y = 2X + 10. Calcular P[12 £ y  < 16]

SOLUCION Tenemos que el evento en Ry es

iy € Ry / 12 5 y  £ 16}



(el rango de Y es = {¡/ / 10 s y S 18})

El evento equivalente en Rx se calcula así;

12 % y S 16 s1 sólo sf 12 s 2X + 10 s 16 

de donde 1 £ x £ 3

y el conjunto (x e Rx / 1 s x < 3} está en el rango de X, y la función

de densidad ¿(x) está definida en este conjunto. Luego,

P[12 £ Y S 16] = P D 2  S 2 X + 1 0  S 16] = P Q  ¿ X < 3]

■ i ;
8 dx = 16

_9_
16 16

1
2

3.L2 FUNCIONES DISCRETAS DE UNA VARIABLE ALEATO RIA 

PRIMER CASO Sean X e Y variables aleatorias discretas tal que

Ry * (Xjj X2 f X3, • » • } P[x = * . ]

la función de probabilidad de X. Supongamos que x. , x. , x.^ x*
1 2 3

re

presenta los valores de X tal que H(x. ) ~ y. para algún conjunto de fn-
*-i *■

dices J = {/// * 1,2,3,..., S.}. La distribución de probabilidad para Y -

se denota por PY(í/¿) y está dado por

PY(</¿) = PtY * X Pyi(x¿)

por ejemplo, en la figura 3.1.2. S. = 4, la probabilidad de y . es

PY (^) = Px(X ) + Px(X. ) + Px(X ) + p  (X, )

Fig. 3.1.2. Probabilidades en
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En el caso especial donde H es una función tal que para cada valor de 

y le hace corresponder exactamente un valor x, entonces la distribución de 
probabilidades de Y es

Py (Y¿} P X (X.), donde H(x-). ¿

EJEMPLO 6 Consideremos el experimento de lanzar una moneda tres veces. Sea 

X el número de caras que se obtiene. Si, Y = 2X + 1. Calcular la distri
bución de probabilidad de la variable aleatoria Y.

SOLUCION X = número de caras.

= {0,1,2,3}, con probabilidades i  , ^ ~ y i  respectiva
* 8 8 ■  8 8

mente .
Si

Si

x = 0

x = 1

x = 2

x = 3

y

y = 2(0) + 1 = 1

y = 2(1) + 1 = 3  

y * 2(2) + 1 = 5

y = 2(3) + 1 = 7

por lo tanto, Ry = {1,3,5,71; como indica la figura 3.1.3

Fig. 3.1.3

En este caso la probabilidad en cada punto del rango de Ry, es :

V 1* = Px(0) = I  

Py<3> = ' x ^  = I

P y ( 5 )  =  p x ( 2 )  =  |

1
PY (7) * Px (3) = 8

Luego, la distribución de probabilidad de Y es

y 1 3 5 7

PY (í/)
1
8

3
8

3
8

1
8

EJEMM.0 7 En el ejemplo anterior, supongamos que Y = |X - 2|. Calcular la 

distribución de probabilidad de Y. Y"1

)
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SOLUCION Los valores de Y, ahora están dados por la ecuación y = |x - 2| , 
Es decir, los posibles valores de Y son 0,1,2. Como indicamos en la figura 
3.1.4.

y  P Y ( ° )  =  P x ( 2 ) “  g

P y ( D  = P X U )  +  P x < 3 )
I  + 3 = 1  
8 8 8

Py(2) s Px(0) = g

Fig. 3.1.4

entonces la distribución de probabilidad para Y es,

y 0 1 2

r^(y)
3
8

4
8

18
SEGUNDO CASO Cuando la variable aleatoria X es cortínua, pero Y = H(X) es 

discreta, la formulación para la función de probabilidad de Y, py(y •) está

dado como sigue, /

PY (í /¿)  * J í(*)dx
S(

donde Ex es el evento en Rx> que es equivalente al evento (Y = y¿) en Ry y

¿(x) es la función de densidad de probabilidad asociada a la variable alea

toria X.

EJEMPLO 8 Supongamos que X es una variable aleatoria que tiene una función 

de densidad dada por :

¿(x) =
ae -ax x *  0

en otros casos

Sea Y - H(X), definida de la siguiente manera

Y =
1

x S 1/a 

x > 1/a

Calcular la función de probabilidad de Y .
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SOLUCION Se tiene que Ry = {0,1} Vemos que y = 0, sí, sólo sí

x £ 1/a por lo que el evento E^ » {x / X £ l/a> es equivalente al evento

(Y = 0) en Ry. Por lo tanto

P y ( 0 )  * P[X S 1/a] =

1/a
-ax , -axae ax * - e

1/a
- i

Tanfcién el evento Ex = {x / X > 1/a} es equivalente al evento (Y = 1) 

Ry. Luego

en

1^(1) = P[X > 1/a] = -ax . -axae ax = - e
1/a

= e-1

1/a

3J3 FUNCIONES CONTINUAS DE UNA VARIABLE ALEATO RIA CONTINUA

S1 X es una variable aleatoria continua con función de densidad y H 
üria función continua; entonces Y = H(X) es una variable aleatoria continua 

La función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria Y denotado 

por g , se obtiene siguiendo el siguiente procedimiento :
(1) Se obtiene la función de distribución G de Y, es decir

G(y) = PtY < y ]

Encontrando el evento Ex en Rx, equivalente al evento (Y á íf) en Ry ,

(2) Derivando G(y) con respecto a y se obtiene g(y),

(3) Se halla el rango de la nueva variable aleatoria con la condición que -

Q{y) > 0.
Ilustraremos estos tres pasos en los siguientes ejemplos,

EJEWLO 9 Supóngase que X es una variable aleatoria con función de densi
dad .

<(x) =
x/10

0

0 £ x £

en otros casos.

Si Y = H(X) - 2X + 6. Calcular la función de densidad g de Y. 

SOLUCION El procedimiento dado en el párrafo anterior es,

(1) G(y) = PtY á y 1 = p[2X + 6 £ y ] * PÜC ¿ ■ X-‘ 6 ]

y-6

10 dx s 20

ŷ > 
2

80 (y2 - 12* + 36)
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donde los eventos (Y £ y) 
val entes.

d

en «Y en son equi_

(2) 9 ( y )  = dy G (y) - y_
40

2 ,
20

(3) 0 £ x £ 2 /5~, Entonces: 6 S 2x + 6 í 4 / ^  + 6 ,  ó 6 Si/ S 4 /s + (

por lo tanto la función de densidad de Y es :

9 ( y )  =
X
40

0

x
20 6 £ y £ 4 / 5  + 6

en otros casos

EJEfPLO 10 Consideremos la variable aleatoria X definida en el ejemplo 5, 

y supongamos que Y * H(X) = (X - 2)2. Hallar la función de densidad de Y.

SOLUCION Procediendo como en el ejemplo anterior obtenemos :

(1)

(2)

G{y) = P[Y $ y ] = P [(X - 2)2 < y ] = p [ _ r j  s X - 2 £ ]

« P [ 2 - / 7  £  X £  2 + ¿ 1 }  ]
2+ Vy

2- /</
T dx *

2+Jy~

1- fy

- ^ [ (4  + 4/y + &)- (4 - 4 /t/ + cf) ]  =

donde los eventos (Y < y) en Ry y (2 - f~y < X £ 2 + /^) en - 

Rx son equivalentes.

9 Í y )  = G'(i<) = 1
4 Vy

(3) 0 S x £ 4, entonces, Si x = 2, y = 0 y

Si x = 0 ó x = 4 ,  í/ « 4

Como quiera que g> no está definida en y - 0, se tiene que el rango

de, Y es, 0 < y < 4, por lo tanto la función de densidad de Y es,

1

9( y )  *  i  4/iJ
0 < y £ 4

0 en otros casos.



Probabilidad e Inferencia Estadística

TEOREMA 3.1.1 Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad 

¿ que satisface ¿(x) > 0  para a < x <  b, e y = H(x) es una función con
tinua de x, estrictamente creciente o estrictamente decreciente, entonces - 

la variable aleatoria Y = H(X) tiene una función de densidad g dada por,

dx
9 ( y )  =  < ( x )  | ^  |

Con x = H*1 (t/) expresado en función de y. Si H es creciente, g(y) > 0  si 

H(a) < y < H(b); y si H es decreciente, g(y) > 0 si H(b) < y < H(a)

DEMOSTRACION Daremos solamente para cuando H es estrictamente creciente. - 

slmilarmente se demuestra cuando H es decreciente.

(1) G(</) P[Y s> y ] = PtM(X) 

P[X < ] ,

F[H” 1{y) ]

- 1H existe, pués H es estrictamente 

creciente.

(2) g(y) = * Í E W  • 4^ por la regla de la cadena
dx dy

= ¿(x) '• ^  , donde x = \C'(y)
t

Slmilarmente cuando H es estrictamente decreciente.

9 (y) ■ G ' {y ) = - ¿(x)

por lo tanto g(y) -  ¿(x)

dx

dx
dy

EJEMPLO 11 En el ejemplo 9, donde X es una variable aleatoria con función 

de densidad

<U> = '

x/10

en otros casos

y H(x) = 2 * + 6 es una función estrictamente creciente. 
Luego, usando el teorema 3.1.1, tenemos

ya que

g ( y )  =  6 M

. y - 6

dx
dy

(íL l A) (i)
V 2 0  2

dx
dy Í M  =

.  y -  6  
20
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H(O) = 6, H ( 2 / T  ) = 4 / 5 ” + 6; entonces

ó( y )  = \

! JL 
40

2.
20

l 0

6 < y < 4 /5~ + 6

en otros casos

P R O B L E M A S  3J

1. Una variable aleatoria X tiene la siguiente distribución de probabilidad

X - 1 0 1

pU)
1
5

3
10

1
1

Determinar :

(a) la distribución de probabilidad de la variable aleatoria
(b) la distribución de probabilidad de la variable aleatoria

( c ) la distribución de probabilidad de la variable aleatoria

Y

Y

Y

2X + 1 . 

X2 - 1 . 

(X - l)2.

2. Suponga que la demanda diaria de gasolina en una estación de servicio eŝ  

tá acotado por 1,000 galones, que se lleva a un registro diario de venta 

Cada galón vendido produce una utilidad de 60 soles mientras que cada ga 

lón no vendido produce una pérdida de 5 soles (debido a costo de almace

namiento). Si X designa la variable aleatoria qu<' representa la demanda 

e Y la variable aleatoria utilidad, describa Y en función de X.

Un puerto tiene capacidad de acomodar 4 naves de cierto tipo durante la 

noche. Las tarifas del puerto producen una utilidad de 1,000 dólares por 

nave atracada. Si X es la variable aleatoria que representa el número de 

naves buscando atracadero por noche; y suponiendo que

* U )
1
6

para * * 0,1,2,3,4,5

(a) Si Y es la variable aleatoria que representa las utilidades noctur

nas, describa la variable aleatoria Y en términos de la variable 
aleatoria X.

(b) Determinar la distribución de probabilidad para Y.

4. La cantidad de magnesio en una mezcla es una variable aleatoria, la fun 
ción de densidad de probabilidad éstá dado por

<(x> = -
x/18

0 en otros casos
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El beneficio obtenido de esta mezcla es P = 10 + 2x Hallar la función 

de densidad de P.

5. Suponga que X es una variable aleatoria con función de densidad.

Í U )  = ■
Zx

0 en otro caso

(a) Hallar la función de densidad de Y = H(X) = 5x + 3
(b) la función de densidad de Y - H(X) = X2

6. Una variable X tiene la distribución de probabilidad siguiente

x
6

0

x = 1,2,3

en otro caso

Si Y = H(X) ■ (X - 2)2 , Hallar la distribución de probabilidad de Y.

7. El número de días requeridos para la terminación de un proyecto de cons

trucción se denota por X y se considera como una variable aleatoria con 
la distribución siguiente

X 10 11 12 13 14

x) 0.2 0.3 0.3 0.1 0.1

y p(x) = 0  en otros casos.

El beneficio de la contratistas es Y = 1000(12 - X) intis.
Hallar la distribución de probabilidad de Y.

*  .

32  CARACTERISTICA DE UNA VARIABLE ALEATORIA_____________
Si bien la variable aleatoria está completamente determinado por la -

distribución de probabilidad [{x., p(x.)) ; i  * 1,2,3, . . . ]

Si es discreta, y por la función de densidad ¡$(x) si es continua, muchas - 
veces es conveniente trabajar con algunas características descriptivas de - 

la variable aleatoria. Introduciremos aquí las medidas descriptivas mas usa 

das; además una expresión general para otras medidas similares. El primero 
de estos es el primer momento alrededor del origen; llamado e t vatoA e&peAa 
do o ¿a medía de. ta  va/Uabte, ateatoAia (Tanbién Esperanza. Matemática}. El - 
segundo momento alrededor de la media, llamado vatUanza de la variable aleâ  

toria. Fvnalmete la moda y la mediaría.
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3*2.1 VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Antes de dar la definición del valor esperado de una variable aleato
ria daremos un ejemplo simple para captar la idea intuitiva.

Consideremos por ejemplo el experimento de lanzar 3 monedas 20 veces y

sea X el número de caras que ocurren por lanzamiento; entonces, X toma los 
siguientes valores, 0,1,2,3. Es decir Rx = {0,1,2,3). Supongamos ahora -

que en los 20 lanzamientos de las tres monedas obtenemos 0 caras, 1 cara, 2

caras y 3 caras, un total de 4,6,7, y 3 veces respectivamente. El promedio 

del numero de caras por lanzamiento de las 3 monedas es entonces

0 (4) + 1 (6) + 2 (7) + 3 (3)
20

0(— ) + 1(— ) + 2 (i) + 3(— ) 
20 20 20 20

1.45

este es un valor promedio y no necesariamente un posible resultado del expe
4 6 _7_ 3

' 20 y
rimento (ver figura 3.2.1). Los números 20 # 20  ■ 20 J ' 20 
frecuencias relativas para los diferentes resultados posibles.

son las -

Consideremos ahora el problema de calcular el número de caras por lan

zamiento que podemos esperar a la larga (esto es cuando el experimento se -
*

repite indefinidamente). De la definición de probabilidad por frecuencia r£ 

lativa, sabemos que a la larga aparecerá cara 1/8 de las veces

(PCX « 0 3 * P[{SSS}]= 1/8) 1 cara 3/8 de veces (P[X = 1] = P[(CSS)]

+ P[(SCS>] + P[{SSC}] = 3/8); 2 caras 3/8, y3carasl/8de veces por lo tanto 
el número de caras esDerado oor lanzamiento a la laraa d e n o t a d o  v o k  E(X)* u
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W = o (i) + 1 (|) + 2 (|) + 3 (i) = 1.5

Como se indica en la figura 3.2.2 .

La ilustración anterior sugiere que el promedio o valor esperado de - 

cualquier variable aleatoria puede obtenerse multiplicando cada valor de la 

variable por sus correspondientes probabilidades y sumándoles.

DEFINICION 3.2.1 Sea X una variable aleatoria con rango Rx y función de -

probabilidad p(x) si es discreta o función de densidad ¿(x) si es continua. 

El vatoK eApestado o eApeAonza maXmdtíca de X, se denota por "E(X)l> 
y se define

E(X) = x p(x) , Si X es úna variable aleatoria discreta.
* n x

u)

E(X) x ti (*) =

oo

R J — CD
x#x)dx, si X es una variable aleatoria

continua (**)

Siempre que ] ^ x  p(x) sea absolutamente convergente. Es decir 7 Jx|p(x)-
x C Rx x - n x

finita. y |x|¿(x)dx finita respectivamente.
J*CQ

La esperanza matemática de X, se llama también, media de la. vwUabti 
*Uat y se denota por u, o sea

y = E(X) .
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INTERPRETACION GEOMETRICA la esperanza matemática, tanto de una variable - 
aleatoria discreta como continua, es igual a la abscisa del centro de grave^ 

dad del área acotada por la curva o el polígono de distribución de probabi

lidad y el eje de abscisas. Por eso cuando la curva o el polígono de distrj_ 
bucion de probabilidad es simétrica respecto a cierta recta paralela al eje 

de ordenadas, la esperanza matemática coincide con la abscisa del punto de 

intersección de este eje de simetría con el eje de las obscisas.

EJEMPLO X Hallar la esperanza matemática de la variable aleatoria X con - 
distribución de probabilidad dado por,

X 0 1 2 3 4

P(x) 0.2 0.4 0.3 0.08 0.02

SOLUCION Por la fórmula (*) encontramos la esperanza matemática

E (X) = 0(0.2) + 1(0.4) + 2(0.3) + 3(0.08) + 4(0.02) 1.32 .

EJEMPLO 2 Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad está defi 
nida por,

^  x (2 - x) 
<(*) = * 4

0

0 < x < 2

en otro caso .

Calcular la esperanza de X .

SOLUCION por la fórmula (**) encontramos la esperanza matemática

2

y - £(x) |  x2<2 -  x)dx = ¿  x2(2 - x) dx 
4

3
4

2x3 X

4

if 12
* 1

EJEMPLO 3 La función de distribución de una variable aleatoria X es,

F(x) - c [ 

Calcular, E(X) .

SOLUCION Se tiene F(1) = c  ̂̂  + J  = propiedad de F(x). De donde
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\ * . ' . \ \

C * -  ; por lo tanto, ¿(x) 3 2 -  x¿ - 1 á x s 1. Luego

E(X) =

1

x(|x2)dx = 3
2

x4
T

- 1 -i

EJEMPLO 4 Una fábrica easambladora de televisores a colores recibe los 
transistores en lotes de 20. El departamento de recepción utiliza la si
guiente regla de inspección : Se prueban 2 transistores de cada lote. Si - 

ninguno es defectuoso, no se continúa probando los demás transistores. Si - 

al menos uno de los transistores resulta defectuoso, se prueba el lote com
pleto. ¿Cuál es el número esperado de transistores probados por lote si se 

sabe por experiencia que cada lote contiene exactamente el 25% de defectuo 

sos?

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X por

X(w) = Número de transistores probados.

{2 ,2 0}

Definimos los eventos :

D. : "el ¿-ésimo transistor verificado es defectuoso, ¿ = 1,2"4.
D. : "el ¿-ésimo transistor verificado es no defectuoso , ¿ - 1,2"

Cada lote de 20 transistores, consta de 15 buenos y 5 defectuosos. 
Cálculo de la distribución de probabilidad de X .

p(2) = P[X = 2 ] = P[D1D2 ] =  P[ü J  P C D . I D J

20
14
19

2 1
38

Puesto que en todos los otros casos se examina todo el lote se tiene que,

p(20) = P[X = 20] = 1 - PD( = 2 ] = 1 - P t D j D j

2_1
38

17
38

Por lo tanto, la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X es

X 2 20

p U)
21
38

17
38
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El número esperado de transistores probados por lote, es

W ■ E«> ■ E(|) * 2»(§!
382
38

10.05

EJEMPLO 5 Una urna contiene cuatro fichas numeradas; 1,2,3,4, y de ellas - 
se extraen dos fichas sin reposición. Si X es la variable aleatoria que re

presenta la suma de los cuadrados de los dos números obtenidos, calcular - 

E(X).

SOLUCION La variable aleatoria X esta definida por 
X(u>) - Suma de los cuadrados de los dos números obtenidos 
Rx = {5,10,13,17,20,25}

Cálculo de la distribución de probabilidad 
de X .

P<5) = PCX = 5 ] = A  . I

p( 10) = P[X = 10] = 

p ( 13) = P[X = 13 ] =

2_
12

2_
12

1
6
1
6

por lo tanto.

P ( x )  = ¿ x = 5,10,13,17,20,25

es la función de probabilidad de la variable aleatoria X. Luego 

E(X) = 5  A  + 10 [ h  + 13 (¿) + 17 (i) + 20 (L + 25 (i)
b o o o o b

5 + 1 0 + 1 3 + 1 7 + 2 0 + 2 5  90 = 15
6 6

EJEWL0 6 Consideremos el experimento que consiste en lanzar un dado. Si - 

el dado muestra 1 ó 2 se selecciona un número al azar del conjunto {0,1}, - 

Si el dado muestra 3,4,5 ó 6 se selecciona un número al azar del conjunto - 
{2,3,4} .

(a) Determinar la función de distribución de X.
(b) Hallar E(X). Donde X es la variable aleatoria que representa el número 

seleccionado.
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SOLUCION Desde que X es el número seleccionado. Entonces,

Rx = {0,1,2,3,4}

Para determinar las probabilidades en cada punto, nos valemos del diagrama 
de probabilidades siguiente,

Del diagrama :
1 1 . 1 1  1 3

p (  0)  = P [ X  = 0 ]  -  -  6 -  18

p(l) = P C X - l ]  . ¿ x l + i x l  = i  = ±

p (2) - p c x - 2 ]  - ¿  •

p ( 3 ) = 3 ]  -  I x I  + I x ± + | x I * I x I  = ¿

P(4) = PCX- 4]  = I x I + I x I  + | x I + | x I  - ±

(a) por lo tanto, la distribución de probabilidad de X se da en la tabla S2 

guíente, donde se observa también la fynción de distribución de X,
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X 0 1 2 3 4

p(x) 3
18

3
18

4
18

4
18

4
18

F(x) 3 6 10 14 1\ / 18 18 18 18

(b) La esperanza de X es,

E(X) = Q (± ) + l(-l) + 2(— ) + 3(— ) + 
18 k18j 18

13 2.17 .

NOTA Un juego se considera equitativo si la esperanza matemática o valor - 
esperado de la ganancia es cero.

EJEWLO 7 Una urna contiene 4 bolas rojas, 6 negras, 8 verdes y 2 blancas.
Se saca una bola de la urna. Si ésta es roja usted gana I/. 30.00 y si es

negra usted gana I/. 20.00. ¿Cuánto debería pagar usted si saca una bola - 
verde y cuanto, si saca una bola blanca para que el juego fuera equitativo?
Además, si saca una bola verde usted paga la cuarta parte de lo que paga -

cuando saca una bola blanca.

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por

X(w) = ganancia del jugador . 

designemos las pérdidas asociados con la extracción de una bola verde, y - 

una bola blanca por l i  y l2 respectivamente. Entonces,

Rx - (30,20, L1# L2} donde, 4Lj s L2

por lo tanto, la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X es

Luego,

de donde,

X 30 20 Li L2

p (x )
4
20

6
20

8
20

2
20

E(X)
■ 30 &

+ 20 (JL) + L, (— ) + 20

I- ro

_ 420
20

120
20

8Li
TfT +

ii 240 ^
7tr + '

-̂2
240
A

S - 60 y Ll =

= 0
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Entonces, si usted paga I/. 15.00 , cuando la bola extraído es verde y
I/. 60.00 cuando es blanca, el valor esperado del juego es cero y éste es -

equitativo.

EJEMPLO 8 En una lotería se ofrece cinco premios de la siguiente manera: 
un primer premio de I/. 25.00 , un segundo premio de I/. 10.00 y tres premios 

de I/. 5.00 cada uno. ¿Cuál debe ser el precio justo de los boletos si se - 

venderán 100,000? ¿Cuál si se vendiera 1 millón?

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X por

X(üj) = ganancia neta al comprar un boleto.
Sea c el costo de un boleto en intis. Entonces

Rx = {- c, 5 - c, 10 - c, 25 - c}

La distribución de probabilidad de X si se venden 100,000 boletos es

X - c 5 - c 10 - c 25 - c

p(x)
99,995 3 1 1

100,000 100,000 100,000 100,000

E(x, _ - 99,995c + 15 - 3c + 10 - c + 25
100,000

- c 50 - 100,000c = Q 
1 0 0 ,0 0 0

de donde c =
10000

0.0005

El precio justo de cada boleto debe ser 0.0005 Intis.
La distribución de probabilidad de X si se vende 1*000,000 boletos es

E(X) =

de donde c s

X - c 5 - c 10 - c 25 - c

p(x) 99995 3 1 1

1'000,000 1*000,000 1*000,000 1*000,000

- 999,995c + 15 - 3c + 10 - c + 25 - c 50-1* 000,000c

5

1-000,000

0.00005

1-000,000
0

100,000

En este caso, el precio justo de cada boleto debe ser I/. 0.00005 .

EJEMPLO 9 (a) Calcule el peso medio de una papaya cosechado por el aqricu
tor del ejemplo 8 de 2.3.
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(b) Estime el peso total de la cosecha del agricultor. 

SOLUCION

(a) por la fórmula (* *) el peso medio de una papaya es
4

P *
3x 3 ,4*3* (4x - x2)dx = —  ( 
32 32 3 )

0

3_ .256 
32 ' 3

256
) = 2

(b) Si N es el número total de papayas cosechadas, el peso total estimado 

de la cosecha del agricultor es

M N = 2(20000) 40000 kg.

EJEWL0 10 Una florista estima su venta diaria de rosas en la forma siguien 
te,

Venta estimada diaria en docenas Probabilidad de la venta estimada

12 0.5
13 0.4
14 0.1

La florista debe ordenar las rosas con un día de anticipación. Las rosas -
que no se venden em un día se pierden. Si el costo de las rosas es de 

$ 100.00 por docena y su precio de venta es de $ 300.00 por docena, ¿Cuántas 

docenas debe ordenar la florista para maximizar su ganancia diaria esperada?

SOLUCION La florista puede ordenar 12, 13 ó 14 docenas por día. La ganaii 

cía para cada "orden" posible depende del número de docenas que venda. Se - 

puede considerar entonces tres variables aleatorias X, Y y 2 donde :

X = ganancia neta (utilidad) de la florista al ordenar 12 docenas.

Y * ganancia neta (utilidad) de la florista al ordenar 13 docenas.

Z = ganancia neta (utilidad) de la florista al ordenar 14 docenas.

El rango de cada variable aleatonia (utilidad para cada orden posible), se 

calcula así,

utilidad = ingreso total - costo total

Cálculo del rango de X .

(1) Si vende 12 docenas

utilidad = 12 x 300.00 - 12 x 100.00 = 240,000

(2) Si vende 13 docenas .



El segundo valor del rango de X es también $ 240,000, porqué la florista or

denó sólo 12 docenas aunque habría podido vender 13 docenas.
(3) Si vende 14 docenas.
De manera similar que en (2) aquí también la utilidad es de $ 240,000.

Luego,
Rx * {2,400, 2,400, 2,400}

Cálculo del rango de Y
(1) si vende 12 docenas

utilidad = 12 x 300.00 - 13 x 100.00 = 2300.00

(2) si vende 13 docenas.
utilidad = 13 x 300.00 - 13 x 100.00 = 2,600.

(3) si vende 14 docenas.
Se obtiene taninén $ 2,600, porque la florista ordenó sólo 13 docenas aunque 

podía haber vendido 14 docenas.

R y ■ {2,300, 2,600, 2,600}

Rango de Z .
Se obtiene de manera completamente análogo a-los casos anteriores.

Rz = {2,200, 2,500, 2,800}

Los resultados se resumen en la tabla siguiente :

____________________Niveles posibles de utilidad
Probabilidad X: ganan al or

denar 12 doc.

Rx

Y: ganan al or
denar 13 doc,

«Y

Z: utilidad, al 
ordenar 14 doc.

Rz

0.5 S 2400 $ 2,300 $ 2,200

0.4 $ 2400 $ 2,600 $ 2,500

0.1 $ 2400 $ 2,600 $ 2,800

La utilidad (ganancia) esperada para cada una de las variables aleatorias 

(niveles de orden) se indica en el siguiente cuadro,
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X: utilidad al or
denar 12 docenas

Y: útilidad al or
denar 13 docenas

Z: útilidád al or
denar 14 docenas

2400 x 0.5 = 1200 

2400 x 0.4 = 960 

2400 x 0.1 = 240

E(X) = 2400

2300 x 0.5 = 1150 

2600 x 0.4 = 1040 
2600 x 0.1 * 260

E(Y) = 2450

2200 x 0.5 = 1100 

2500 x 0.4 = 1000 
2800 x 0.1 = 280

E(Z) = 2380

por lo tanto, la utilidad esperada es máxima, si la florista ordena 13 doce 
ñas por día.

EJEMPLO 11 A y B lanzan alternativamente un dado común. El primero que sa

ca un 6 gana. Si A lanza primero, determine usted cuál es su ganancia espe

rada si el premio es I/. 220 .

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por

X(üj) = ganancia del jugador A.

Rx = {220, 0}

Determinaremos ahora la distribución de probabilidad de X. Del diagrama de 

probabilidades siguiente, se obtiene

4 4

4 4 4

P [X = 220 ] = P[GJ = i  + (|)2 x (I) + (f-)“

■ é  * (|r * . . .  j

l
6

1

1 - 25
36

6̂
11

P[X * 0] = P[Gd ] = —  (de manera análoga que el anterior).
B 11
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por lo tanto, la distribución de probabilidad de X es,

Luego,

X 0 220

p (x ) _5_
11

6
11

E(X) = 0 (^-) + 220 (Í¡-) 12 0

La ganancia esperada del jugador A es de I/. 120.

322  PROPIEDADES DE LA  ESPERANZA M ATEM ATICA

Daremos aquí algunas leyes útiles que simplificarán el cálculo de la - 
esperanza matemática. Estas leyes o teoremais nos permitirán calcular espe

ranzas en términos de otras conocidas o esperanzas que son fáciles de calcij 
lar.

El siguiente teorema generaliza la definición de esperanza matemática 

a la de una función de la variable aleatoria Y = H(X).

TEOREMA 3.2.1 Sea X una variable aleatoria, e Y = H(X) una función de X 
El valor esperado de la función H(X), denotado por "E[H(X)]", se define - 

por

U ) E[H(X) ] = X  H(x) p(x)
x e r„

si X es discreta

siempre que esta serie sea absolutamente convergente .

(¿c) EtH(X) ]
R.
H(x)¿(x)dx , si X es continua.

siempre que |H(x) | ¿(x) < « .
R

Hemos visto que si X es continua, H(X) puede ser discreta o continua, en eŝ  
te caso restringiremos H a que Y = H(X) sea una variable aleatoria conti

nua.

Como habra observado el lector en esta propiedad para evaluar E[H(X)] no se 

necesita calcular la distribución de probabilidad de Y = H(X) pués es sufi
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cíente el conocimiento de la distribución de probabilidades de X.

NOTA La media de la variable aleatoria X, presentado anteriormente es un - 
caso especial de la definición anterior, pués si

H(X) = X vemos que, E(H(X)) = E(X) = p .

TEOREMA 3.2.2 Si X es una variable aleatoria, a y 6 constantes. Entonces

U) E(«) « a ,

(U ) E[a N (X) ] = *E[H(X)]

U¿¿) EtaH(X) + bG (X) ] = aE[H (X) ] + bE[G(X)]

DEMOSTRACION Daremos la demostración para el caso discreto. La demostración

para el caso continuo es similar sólo se cambia la sumatoria por la integral
Asunimos que X es discreta con función- de probabilidad p(x).

U) Tomamos H(X) = a , entonces

E[H(X) ] = E(a) = ap(*) = a 2  P(x) s Pu^s suma c*e"
x e Rw x eRw . -X x recha es 1.

(¿c) E[aH (X) ] = aH(x)p(x) = a H(x)p(x) - aE[H(X)].
x e r x xT

U¿£) EÍaH (X) + b G (X) ] - 2  [a H (*) + b G (*) ] p(x)x
= a 2  H(x) p(x) + b 2  G(x) p(x) 

x eRx x e Rx

= aE[H{X) ] + 6E[G(X)]

El teorema siguiente es un caso especial del teorema 3.2.2 Es una -
función lineal de X .

TEOREMA 3.2.3 Sea X una variable aleatoria y si a y b son constantes, eii

tonces
EIa  X ± 6 ] = a E(X) ± b

DEMOSTRACION Demostraremos para el caso discreto, para el continuo la demos

tración es similar.

Asumimos que X es una variable aleatoria discreta con función de probabili

dad p(x), entonces
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E[a X ± b ] - (ax ± b)p(x)

■ xcRx

a 2  X P<* )  ± 6 X  P ( * )
x e r x€ R

= a E (X) ± b.

CONSECUENCIA DEL TEOREMA 3.2.3 Si b = 0, entonces E(aX) = a E(X). Es de

cir, la esperanza de una constante por una variable aleatoria, es la constan 

te por la esperanza de la variable aleatoria.

TEOREMA 3.3.4 Sean Xlf X2, . . X , n variables aleatorias y 
a. (¿ = 0,1, . . . , n) constantes, entonces
4,  »

n

E [ a o + Z
¿«1

a. X.
A. 4.

a o  + a. E(X.)
4.  4.

CONSECUENCIA DEL TEOREMA 3.2.4 Si X e Y son variables aleatorias y a,b 
constantes, entonces

t ía  X + b Y ] * a E(X) + b E(Y)

En efecto: asumimos que X e Y son discretas con función de probabilidad 

p(x), entonces

E[a X + b Y ] = £  (ax + by) p(x)
x eR^

= « 2  * p(x) + b 5 2 1/ p(x) 
xe R.. x £R„

= a E(X) + b E(Y)

EJEMPLO 12 Sea X una variable aleatoria cqya distribución de probabilidad 

está dada por .

Calcular:

(a) E(2 X + 1)

(c) E{2X2 + 3)

; (b) E(4X - 2)

; (d) E(4X2 + X + 3)

(e) E(3X2 + 4X - 5) ; ( i )  E(X3)

X 0 1 2 3

p(x) 1/8 3/8 3/8 1/8
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SOLUCION (a) Cálculo de E(X). Por la fórmula (*) se obtiene

E (X) = 0 x i + l x | + 2 x | + 3 x |  = - F -  = f  •8 8 8 8 8 2

E(2X + 1) = 2E(X) + 1 = 2 x |  + 1 = 4 .  por teorema 3.2.3

(b) E(4X - 2) = 4E(X) - 2 = 4 x | - 2  = 4 por teorema 3.2.3

(c) Primero calculemos E(X2). Por la fórmula (¿) del teorema 3.2.1. se ob

tiene

E (X2) = 02 x i + l 2 x | + 2 2 x | + 3 2 x i  = ^  = 3.
8 8 8 8 8

E(2X2 + 3) = 2E(X2) + 3  = 2 x 3 + 3  = 9 .  por teorema 3.2.3

(d) E(4X2 + X+3) = 4E(X2) + E(X) + 3 = . 4 x 3  + | +  3 = 16.5

(e) E{3X2 + 4X-5) = 3E(X2) + 4E(X) - 5 = 3 x 3  + 4 x | - 5  = 10.

(f) Por la fórmula (¿ ) del teorema 3.2.1 se obtiene

E (X3) = 03 x | + l 3 x | + 2 3 x | + 3 3 x |  = %  = ^

EJEMPLO 13 Considere la variable aleatoria X definida en el ejemplo 2. 
Calcular :

(a) E(2X + 3) ; (b) E(5X2 - 2X + 1)

SOLUCION (a) E(2X + 3) = 2E(X) + 3  = 2 x 1 + 3  = 5. por teorema 3.2.3

(b) Primero calculemos E(X2). Por la fórmula (¿¿) del teorema 3.2.1
,2

E(X2)
o

E(5X2 - 2X + 1) = 5E(X2) - 2E(X) + 1

= 5 x |  - 2 x 1 + 1  = 5 .

EJEMPLO 14 Se va rifar un automóvil cuyo precio es de $ 3,000.00 dólares, 

se venden 10,000 boletos a ldólarcada uno. Si se compra 1 boleto, ¿cuál es 

el beneficio esperado?. Si se compran 100 boletos, ¿cuál es el beneficio es 
perado?
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SOLUCION (a) Sea la variable aleatoria X definida por

X(ü>) = beneficio neto al comprar 1 boleto

Rx * {- 1, 2,999}

Al comprar 1 boleto, se pierde 1 dólar o se gana el automóvil que vale

3,000 dólares.

La distribución de probabilidad de X es,

X - 1 2,999

pU)
9,999 1
10,000 10,000

por lo tanto, el beneficio esperado es ,

E(X) = - 1 (-?-»££?_) + 2 999 (— 1---)  ___Z22ÍL = - o 70
1 } vio,ooo; ■ U0,000; 10000

(b) Supongamos ahora que Y = H(X) = 100X una función de la variable alee

toria X. Y = 100X, es el beneficio al comprar 100 boletos. Luego,

E(100X) = 100 E(X) = 100(- 0.70) = - 70

EJEMPLO 15 En una lotería, se venden 1,000 boletos a 25 i  (centavos de dó
lar) cada uno. Hay 5 premios en efectivo de $ 25, de $20, $ 10, de $ 5, y

de $ 1, primero, segundo, tercero, cuarto y quinto premio respectivamente - 
Calcular la ganancia esperada de un comprador de 2 boletos.

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X tal que

X(w) = es el beneficio neto al comprar un boleto.

Entonces Y = 2X, es el beneficio neto al comprar 2 boletos y

E(Y) = E(2X) = 2E(X)

Debemos calcular entonces la distribución de probabilidad de X,

R- = {- 0.25, 0.75, 4.75, 9.75, 19.75, 24.75} y

X - 0.25 0.75 4.75 9.75 19.75 24.75

p (x )
995 1 1 1 1 1
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

por lo tanto, el beneficio esperado al comprar 1 boleto es,
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Elx> ■ '• 0-2S) 1 Ü 5 5  * |0-'5) d 00 * (4-75K® 0 1 * l9 n » l k >  9

* (19■75><I55Ó> 4 (2,-'5,ld » >
OQC 1

= ( ~ ° *25) ( T g o ó ) +  T o o ó  (0‘75 + 4,75 + 9,75 + 19,75 +  2 4 , 7 5 )

= - 0.24875 + 0.05975 = - 0.189 .

Luego,

E(2X) = 2{- 0.189) = - 0.378, es el beneficio esperado al comprar
dos boletos.

EJEMPLO 16 Si X representa los posibles valores que se obtiene al lanzar - 
un dado balanceado. Hallar E(Y), donde

Y = 2X2 - 5

SOLUCION X(üj) = número obtenido al lanzar un dado

Rx = (1,2,3,4,5,6}

La función de probabilidad de X es

p(x) = J- , x = 1.2.3,4,5,6.

Cálculo de E(X2). Por la fórmula C¿) del teorema 3.2.1

E(X2) = l 2 x i + 2 2 x | + 3 2 x i + 4 z x i + 5 2 x | - + 6 2 x|- = ^
6 o 6 6 6 6 6

Luego, q.
E(2X2 - 5) = 2E(X2) - 5 = 2 x ^ - - 5  = —

6 3

EJEMPLO 17 Asumimos que un cierto tirador siempre acierta en un blanco cir 

cular de radio 1 dividido en 3 zonas A, B y C (como indica la figura); -

los puntajes al acertar en las zonas son 10,7 y 3 respectivamente y la pro

babilidad de acertar (en dichas zonas) están dadas por la función de cuantía 

de la variable aleatoria Y, donde

Y = p  | X |J

y X una variable aleatoria cuya función de densidad es,

¿(x) *
kx2 , - 1 < x < 1

0 , en otros casos
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X es la variable aleatoria que da la posición horizontal del disparo del tî 

rador. Se pide :
(a) Hallar el valor de fe y la función de cuantía de Y.

(b) El puntaje medio esperado.
NOTA □  Función máximo entero

SOLUCION Sea Z la variable aleatoria 

definida por'

Z(w) = puntaje obtenido por el tira

dor al hacer un disparo.

R, = {3,7,10}
Fig. 3.2.3

La distribución de probabilidad dé Z (función de cuantía) está dada por la

distribución de probabilidad de

Y = H(X) = [3 | X

Obsérvese que X es una variable aleatoria continua; pero Y = ¡[3|X|J es una

variable aleatoria discreta.
Cálculo de la distribución de probabilidad (función de cuantía) de Y (que - 

es igual al de Z).
(a) (x) cálculo del valor de fe.

/i

fex2 dx = fe 4

-1

1
* K —

-1

= 1; por definición de

función de densidad.

de donde, fe = -  2

Luego, la funsión de densidad de X es, es,

¿(x)

0

- 1 < x < 1

en otros casos

xx) Cálculo de la distribución de probabilidad (función de cuantía) de Y. 

como, - 1 < x < 1, entonces, 0 < 3 |x| < 3, luego los valores posibles 

que toma la variable aleatoria Y es el conjunto {0,1,2}. Es decir, el -
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rango de Y, ( y = (f31x¡J¡ ), es el conjunto {0,1,2} .

1 • y = { p M J = 0, sí, sólo sí 0 £ 3 |x 1 < 1 ó 0 £ |x[ < -j esto

' I  < x < 3

Es decir, el evento (Y = 0) en Ry es equivalente al evento (- i <  X <-|)

implica que

en Rx y este es equivalente al evento (Z = 10), acertar en la zona A; -

ya que X representa la posición horizontal del disparo (ver fig. 3.2.3) 

Por lo tanto se tiene,
r 1/3

3

py (0) = P[Y = 0] = P[Z = 10] =

-1/3

1

1/3

3

1
2 x 27 2 x 27

2. y - [[3|x|]l = 1. sí, sólo sí 1 ^ 3 ¡x

cual es equivalente a

1

x < 2 *

27

£ - -  V x £ i  
3 3

2 ^ ^ 2 
“ 3 X 3

2 1 1 2
de donde, ~ 3‘ < x á ~ ' 3  ^ 3 ~ K K 3 e s e  ̂ conjunto solución

Es decir,

El evento (Y = 1) es equivalente al evento (- < X ó ~  ̂  X < -̂)
O O O  o

en F?x lo que a su vez es equivalente al evento (Z = 7), acertar en la - 

zona B; por la misma. anterior (ver fig. 3.2.3). Por lo tanto,

PY (1) = P[Y = 1 ] s P[Z - 7 ] =

-1/3

-1/3
3x2 dx +

-2/3

2/3

j  x2 dx
1/3

-2/3

2/3
1_
27

1/3

y = [[^lxl]l = 2» sí só1o sí 2 £ 3 |x| < 3 ó 
viendo la desigualdad obtenemos^.! conjunto solución

£ !xí < 1 resol-
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X < " 3 I  * * < 1}

Es decir, el evento (Y * 2) es equivalente al evento.

{- 1 < X - \ ) ó ( ú x < 1) en R , la cual es
3 3 *

equivalente al evento (Z = 3), acertar en la zona C. {ver fig. 3.2.3) 

por lo tanto,

py (2) * P[Y = 2] - PtZ = 3] =
-2/3

I  x2 dx +
-1

3 2 . 19
K¿dx = 57

2/3

4. De (1), (2) y (3), la distribución de probabilidad de Y, es

y 0 1 2

Py(í/)
1
27

'7
27

19
27

(b) debemos calcular el puntaje medio esperado. En otras palabras E{Z). 

Sabemos que las probabilidades son las mismas que las de Y. Entonces,

z 3 7 10

Pz<z)
19
27

7
27

1
27

E(Z) = 3(li) + 7(¿-) + 10(¿) = 57 +- ~  ■■ = 4.29

Luego, el puntaje medio esperado es 4.29 .

EJEMPLO 18 Una caja contiene 4 bolas rojas y 6 azules, se sacan 3 bolas su 
cesivamente y con restitución. Si usted gana I/. 20.00 por cada bola roja - 

y I/. 10.00 por cada bola azül, ¿cuánto debería pagar por el derecho a ju

gar para que el juego fuese equitativo?

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X por

X{w) = ganancia total del jugador.
Sea L cantidad que deposita por derecho a jugar. Entonces, para que el jue

go sea equitativo se debe tener,

E(X - L) = E{X) - L = 0

Rx = {30, 40, 50, 60}
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X toma el valor 30 si las 3 bolas extraídas son azules

X toma el valor 40 si de las 3 bolas extraídas, 2 son azules y 1 roja
X toma el valor 60 si de las 3 bolas extraídas, 1 es azul y 2 rojas

X toma el valor 60 si las 3 bolas extraídas son rojas.

P{X = 30 ] = P[AAA] = P[A] P[A] P[A] = ( ^ ) 3

por ser la extracción con restitución.

P[X = 40] ■ P[AAR u  ara u  RAA] = ( I )  (^)

pués, los eventos son mutuamente excluyentes.

p[x = 50 ] = PtARR u  RAR U  RRA ] = ( \ ) (A.) (-^)3

P[X = 60 3 = P[RRR ] = (-^)3

por lo tanto, la distribución de probabilidad de la variable aleatoria es,

X 30 ! 40 50 60

pU) (— ) 3 l10;
3(_L)2 (_L\ 
u o ; lio'

3(JL)
10* V (— )3 V10;

E(X - L) = E(X) - L - 30(^)3 ♦ 40 (3)(^)3(±) + 50 (3)(¿)(¿)2 +

* 6< > 3 - L - W  - L • 0
de donde L = 42.00 .

Es decir, usted debe pagar I/. 42.00 por derecho a jugar para que el juego 
resulte equitativo.

EJEMPLO 19 En el problema anterior suponga que las bolas se sacan sin res
titución, ¿cuánto debería pagarse por el derecho a jugar?

SOL0010N Sea X la variable aleatoria definida por

X(co) = la ganancia total del jugador.

Sea L la cantidad que deposita por el derecho a jugar. Entonces, se debe te
ner que

E(X - L) = E(X) - L = 0  

Rx = {30,40,50,60}



Probabilidad e Inferencia Estadística

r * \
P [x = 30 ] = - ■ = i

( ? )

PlX • 401 -  Ü X U  ,  1

( ? )

( ? )

2

Ptx . 50] = ÜX1 ) = ±

( ? )

Ptx - 60] - - í l i  - i

NOTA El lector puede calcular las probabilidades anteriores, usando proba 

bilidad condicional.
Luego, la distribución de probabilidad de X, es

X 30
1

40 50 60

p (x ) l 1 3 1
6 2 10 30

E(X - L) = E(X) - L

* 30 (1) + 40 (I) + 50 { ± )  + 60 (¿) - L

= 42 - L = 0
de donde L = 42.00 .

Es decir, ud. debe pagar I/. 42.00 por derecho a jugar.

EJEMPLO 20 Un jugador A lanza un dado. Si en el primer lanzamiento saca un 

número impar de puntos, gana 5 intis, y termina el juego. Si no es asi, - 

lanza nuevamente el dado y gana 18 intis si obtiene en el segundo lanzamien 
to el mismo número de puntos que obtuvo en el primer lanzamiento. Determine 

ud. la apuesta que debe colocar A para que el juego sea equitativo.

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por

X(w) = la ganancia del jugador A al lanzar el dado.

Sea L la apuesta que debe colocar A. Entonces, se debe tener,
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E(X - L) = E (X ) L = O

R {0,5,18}

Para calcular las probabilidades respectivas, nos valemos del diagrama de 
probabilidades siguientes,

Por lo tanto,

p( 0) = P[X = 0] = 1 5 1 5 , 1  5
6 X 6 6 X 6 6 X  6

_5_
12

P(5) = P[X = 5] = I
12

P(18) = P[X = 18 ] = r x 7  + 7 x Í + l x 7o o o o b D

Luego, la distribución de probabilidad es,

12

X 0 5 18

p (x )
5 6 1

r ' • 12 12 12

E(X - L) = E(X) - L

= 0 (— ) + 5 (-É-) + 18 (^-)
12 12 12

L = 0

de donde, L = 4 .

EJEMPLO 21 Si X es una variable aleatoria, con función de probabilidad de
finida por ,
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v  k V

p ( x )  = 2 ( | ) x

Hallar E(X) .

SOLUCION 1 Por definición de valor esperado se tiene,
00

E(X) = £  x(2 (±)x) = £ 2 x ( V
X » 1

= 2

2. Por otro lado

i E(X)

1 2 3—* + +
3 32 33

|  E(X) es,
00

= - ? ,  2 x ( i ) X

_3_
33

34
+ .

= 2

+ n+ l . + 1 oM + 1 • ■ J

4  4.  4 . ñ  4.
¥  ' ‘ ’ F - ]

3. La expresión (1) se puede escribir así,

E(X) = 2 [ w
1 2  1 3  1

3 2  + 3 2 + 3 3 + 3 3 + 3 Í T + 3 Í -  +

n
• • • fl + 1

1
n + 1

4. Restando (2) de (3) obtenemos,

E(X) - i  E(X)

(1 - j)E(X)

[*
2
3

2
I

+  J _  +  i +  J _  +

3 32 33 3** +  3 n  +  1 +  * ■ *  \  

. +  +  • • • ]

[ ± ]

= 1

de donde, E(X) 3
2

EJEMPLO 22 Se lanzan dos dados repetidas veces hasta obtener suma 7. Dete_r 

minar el número esperado de lanzamientos.
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SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por

X(u) = numero de lanzamientos hasta conseguir suma 7.

Rx - {1,2,3,4, . . .}

Determinaremos ahora la función de probabilidad de X.

P [ suma 7 ] * J5_
36

1
6

Ptsuma diferente de 7 ] = 30
36

5
6

Luego,

p( 1) = PtX = 1 ]

p(2) = p[x = 2 ]

P( 3) = P[X = 3 ]

l
6 »

(-) (-)6 V  *

í-)2 - 
6 6 1

p ( x )  = p [ X  = x  I  = ( | ) x -  1 ( i )

por lo tanto, ^

p ( x )  = i  ( | ) X '  1 x  = 1 . 2 , 3,4, . . .

es la función de probabilidad de X. El lector puede verificar fácilmente - 
que,

U )  p ( x )  > 0  ;  x  *  1 , 2 , 3 ,  . . .  y

00 00

( ¿ £ )  S  p ( x )  = 2  Í  ( f ) * ' 1 = 1
x « l  x « l  6 6

Cálculo de E(X). 1 por la definición de valor esperado
te oo

E<x > = - ¡

= |  [ i  + 2 ( f )  + 3(|)* + ... + ( n + 1 )  |)rt J
5

2. Consideremos ahora, ¡r E(X)
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\  '■ v -  .

00 00

|  e(x) = 4 Z  é )  * (4)x-’ = ^  S *  (4)x
6 *-| '6 x=1

H I  * «!>• ♦
/5*« 

»(? > ♦

3. La expresión (1) se escribe de la siguiente manera,

i

E(x) = i  C 1 + # + 1+ 2(4)2 + ( | )2 + _  + „£)« + (5jn + _  J

4. Restando (2) de (3) obtenemos,

E(X) - 4 E(X) = i [ 1 + 4 + (4) • + (I)” +...]

(1 - 4) E(X) 1 ] - 1

de donde, ^  E(X)
6

1, Por lo tanto, E(X) * 6

EJEMPLO 23 Sea H(X) = (X - a)2 donde a es una constante y supóngase que

E[(X - a)2 ] , existe. Hallar el valor de a para el cual E[(X - a)2 ] , - 

sea mínimo.
i

SOLUCION Escribimos,

G(a) = E [ ( X - a ) 2 ] = E[X2 - 2aX + a2 ]

= E (X2) - 2aE(X) + a2

derivando la función G(a) con respecto a a e igualando a cero

G'(a)= _d_E RX-a)]2 _
da

- 2E(X) + 2a = O

de donde, a - E(X).

Es decir, la E[(X - a)2 ] es mínimo cuando a - E(X) .

3.23 VARIANZA DE UNA  VARIABLE ALEATORIA

DEFINICION 3.2.2 La va/Líanza de una variable aleatoria X, se denota por - 
Var (X) o por la letra griega a2 (o simplemente o2) y se define como

Var(X) = a2 * E [ ( X - p ) 2 ]



por lo tanto

o2 = E[(X - a)2 ]* ^  (x - u)2 p(x) , si X es discreta
xC R„

oo

(x - a)2 ¿(x)dx , si X es continua.
/f. OO

Observe que la varianza de una variable aleatoria X es un caso especial del 

teorema 3.2.1. Pues H(X) = (X - u)2.
Observe también que si la unidad de la variable aleatoria es u, entonces la 

unidad de la media es la misma, en cambio la unidad de la varianza sería u2. 

Otra medida de dispersión ¿temada desviación típ ica  de la variable aleatoria 

se define como la raíz cuadrada de la varianza y se denota por "a", es de
cir,

o = + /  o2

Note que la unidad de or es la misma que de la variable aleatoria; y un valor 
pequeño de o indica poca dispersión, mientras que un valor grande indica gran 

dispersión,

NOTA En el desarrollo de la media y la varianza, hemos usado la terminolo
gía "media de la variable aleatoria"y varianza déla variable aleatoria". al_ 

gunos autores usan la terminología "media de la distribución" y "varianza - 
de la distribución" ambas terminologías son aceptables.

EJEMPLO 24 La variable aleatoria X tiene la siguiente función de distribu

ción

F(x) =

0

1 / 8
1/2
5/8

1

0

0

1

1

Calcular la varianza de la variable aleatoria.

SOLUCION En el problema 23 de 2.2 hemos visto que la distribución de proba^ 

bilidad, X está dado en la tabla siguiente
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X 0 1 2 3 Total

p(x) 1
8

3
8

1
8

3
8

xp(x) 0 3

8

2
8

9
8

14
T

de la tabla, E(X) = P
14
8

7
4

La varianza de la variable aleatoria X es,

a2 = E u
X € RX

- p)2 p(x)

•

= (0 - 1)2 (i)
4 8 + (1 - -)2(-) + 4 / v (2 - j ) 2(¿) ♦ (3

49 t 27 . 1 , 75 19
16 x 8 16 x 8 16 x 8 16 x 8 16

8

EJEMPLO 25 Calcular la varianza de la variable aleatoria X definida en el 

ejemplo 2.

p = E(X) = 1. Entonces

rZ
SOLUCION

o2 = E[(X - 1)2 ] = (x - l)2 ~ x(2 - x)dx = i

0

3.2.4 PROPIEDADES DE LA  VARIANZA  Y  DESVIACION TIPICA

TEOREMA 3.2.5 Si X es una variable aleatoria con media p, la varianza de X 
está dado por ,

2
Var(X) * a2 = E(X) - [E(X)] = E(X2) - p2

DEMOSTRACION

Var(X) = o2 = E[(X - p)2 ]

E(X2 - 2Xp + p2) 

E(X2) - 2pE(X) + E(p2) 

E(X2) - p2

teorema 3.2.3



pues E(X) = y , por definición y E(y2) = y2 por ser y2 constante

TEOREMA 3.2.6 Si X es una variable aleatoria, a y b constantes, entonces

Var(oX +6) = a2 Var(X)

DEMOSTRACION

Var(aX + b) = E RaX + b)2 ] - [ E(aX + b ) f  teorema 3.2.5

= Eta2X2 + 2obX + b2 ] - taE(X) + b f  teorema 3.2.3
= a2E(Xz) + 2abE(X) + b2 - [ a 2 [E(X)]Z + 2abE(X)+b2 ]

= a2 t E(X2) - [ E(X)]2 ]

= a2 Var(X) .

CONSECUENCIA DEL TEOREMA 3.2.6 .

1. Si a = 0 , Var(b) - 0 , la varianza de una constante es cero

2. Si b = 0 , Var(aX) = a2 Var(X).

TEOREMA 3.2.7 Si X es una variable aleatoria y o una constante, entonces

W  ° C X  = l C l° X  { U )  a X  + «  = ° X

EJEM’LO 26 Para la variable aleatoria definida en el ejemplo 1. Hallar

(a) Var(X) , (b) Var{- 2X + 3)

SOLUCION (a )  Por el teorema 3.2.5

Var(X) = E(X2) - [ E(X) f  

E(X) = 1.32 , ejemplo 1.

Cálculo de E(X2). Por la fórmula C¿) del teorema 3.2.1

E(X2) = 0 Z(a2)l2 (0.4) + 22 (0.3) + 32 (0.08) + 42 (0.02)

= 2.64.

Ahora hallarnos

Var(X) = 2.64 - (1.32)2 = 2.64-1.7424 = 0.8976.

(b) Var(- 2X) = 4 Var(X) teorema 3.2.6

* 4(0.8976) = 3.5904.

EJEMM.0 27 Hallar (a)  Var(X), (b) Var(- 5X - 3) de la variable alea

toria definida en el ejemplo 3.
SOLUCION ( a )  Por el teorema 3.2.5 es
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Var(X) = E(X2) - E(X)

E(X) = O , ejemplo 3.

Cálculo de E(X2). Por la fórmula {¿¿) del teorema 3.2.1

E(X2) = |  x"dx 3 x: 
2 5

-1

3
5

-1

Entonces,
Var(X) = |  - 0 3

5

(b) Var(- 5X - 3) 25 Var(X) teorema 3.2.6

= 25(|) = 15 .
O

EJEMPLO 28 Sea X una variable aleatoria con función de densidad

¿U) =
fex3

0

0 < x < 1

en otro caso

( a )  Calcular la función de distribución y el valor de la constante fe.

(b) Calcular P[
X + 1

(c) Calcular la esperanza matemática y la varianza.

SOLUCION (a) Queda como ejercicio para el lector; verificar que fe =

F<x) =

0

1

x < 0

0 < x < 1

x > 1

La función de densidad es,

Í M  = *

4x3

0

0 < x < 1

en otro caso

(b) P[
X + 1 3

P[3X 2 X + 1 ] = P[X 2 i  ] pues P(X > 0)

1 - P[X < i  ] = 1 - P[X S i ]
2 2

= 1 - F(1/2) = 1 - _1_
16

15
16
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r\
(c) E (X ) = x(4x3)dx =

i

4xk dx
O

4x5

O

4
5

Cálculo de Var(X). Por el teorema 3.2.5

r\

m z) = x2(4x3) dx
0

4x6

1

O

2
3

Luego, a E(X2)

2 16 2
3 25

— 1 ■ •
75

EJEMPLO 29 Sea X una variable aleatoria continua con función de distribu
ción, A

0 X  £ 0

F(x) = P[X < x] = X

2tt

* o A x £ 2tt

1 X  > 2tt

Si E(X) = y y var(X) = o2. Hallar P[y - a < X < p + 2. ]

SOLUCION La función de densidad de la variable aleatoria es,

¿(x) i r= F' (x) = ■ 211

0

Cálculo de E(X).

U - E(X) =

2tt

2tt
dx =

0 < x < 2ti

en otros casos

4tt

2tt
58 7T

Cálculo de Var(X).

E(X2) =
í 2t :

x 2 x 3
x dx = x
2u 6tt

2it

10

-  TT2

Luego,

Entonces,

o 7T de donde a * TT

/ y

P[y - a < X < y + | ]  s F(y + !*) - F(y - a)



Puesto que p + f ^ u - a están entre 0 y Znt tenemos

y + £  r -
F(y + f) - F(y - a) = ----1 - = l£ = O  = 0.433

2 2tt 2tt 4tt 4

Es decir,
P [ y - o  < X < y + f  ] 3 0.433.

3.2.5 MODA, M EDIANA Y  PERCENTILES DE UNA  VARIABLE ALEATORIA  

DEFINICION 3.2.3 MODA Se llama moda de una variable aleatoria discreta X 

a su valor más probable.

Se llama moda de una variable continua X a su valor con función de densidad 

máxima. En otras palabras, el valor xc de la variable aleatoria X es una mo 
da de X, si

p(x0) > p(x) , -V x € Si X es discreta

¿(x0) > ¿(x) , V- x £ si X es continua.

NOTACION La moda de una variable aleatoria denotaremos por x ^  .

INTERPRETACION GEOMETRICA La moda es la abscisa de aquel punto de la curva
o polígono de distribución de probabilidad con ordenada máxima.

DEFINICION 3.2.4 MEDIANA La medúma de una variable aleatoria X es un núme
ro x0, tal que

F(x„) = p[x s x„ ] a i  a p[x > x ] a ~
2 o ¿

o equivalentemente, P[X < xc] = P[X £ x0] = “ * para X continua*

Es decir, la mediana tiene la propiedad de que la variable aleatoria tiene 
la misma posibilidad de estar a cualquiera de los dos lados de este.

NOTACION Denotaremos por x ^  a la mediana de una variable aleatoria.

INTERPRETACION GEOMETRICA La ordenada trazada por el punto con abscisa
x = x d i v i d e  por la mitad el area acotada por la curva o polígono de -

distribución de probabilidad

NOTA I Una variable aleatoria X es simétrica si su función de probabilidad 

(o función de densidad de probabilidad) es simétrica*

* Una funcí¿n ¿ es slaítrlca alrededor de x  - a si &(x + a) - tf(x - a). En particular,

¿  e s  s i m é t r i c a  a l r e d e d o r  d e l  o r i g e n  ( a *  0 )  s i  £ ( x )  *  í ( - x )
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NOTA 2 Si la recta x = a es el e.ie de simetría de la curva de distribu

ción de probabilidad ¿(x), entonces x ^  = x = E(X) = a .

EJEMPLO 30 Hallar la moda y la mediana de la variable aleatoria X, cuya - 

distribución de probabilidad está definida por,

X -  2 - 1 1 2

pU)
1
3

1
6

1
6

1
3

SOLUCION (a) Desde que p(x) es mayor, cuando x = - 2, 
entonces x« = 2 y

y x = 2, -

- 2 son dos modas de la variable aleatoria X .

(b) La mediana calculamos usando la definición, F(xQ) = P[X < xQ] =

se cumple para x0 = - 1 , también para cualquier xe [ - 1 , l) .En -
particular podemos tomar x = 0.

EJEMPLO 31 Se da la función de densidad de probabilidad de la variable aleâ  
toria X,

x - x3/4 , 0 á x £ 2
íM  *

0 en otros casos

Hallar: (a) la moda (b) la mediana de esta variable aleatoria.

SOLUCION (a) Hallamos el máximo de la función ¿(x). Para esto encontramos 

la primera y segunda derivada.

¿'(x) = 1 -
4 r w  - - f x

De la ecuación (x) 3 2
1 - x  * 2 = 0 » obtenemos x = ±

/ T
Entre las dos raices de esta ecuación escogemos sólo la que está comprendí*-

O
da en [0,2 ] . Por lo tanto, x -

Puesto que (^3-) = -  h - U

la función ¿(x) presenta su máximo, o sea M

< 0 , entonces en x = 

2

/ r  '
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(b) Por la definición de mediana tenemos

rX

P[x < X o ]  = (x - ^ ”)dx = ( )
o

Xo'
T

Xo
16

1
2

Asi, de la ecuación Xo
16

\
2 xS - 8.xq2 + 8  = 0,

obtenemos 8

Entre las cuatro raices de esta ecuación escogemos la que está compren^ 

dido en el intervalo [0,2 ].Por lo tanto, x^e = / 4 - / 8 ~  = 1.09.

EJEMPLO 32 Sea X una variable aleatoria, cuya función de densidad es,

2
9 *

0

0 < x < 3

en otro caso

Calcular : (a) la mediana (b) la moda de X

SOLUCION (a) por la definición de mediana se tiene

P[X £ Xo ] s
2
g x dx

0

1
2

de donde obtenemos x» = ±
V T

. De estas dos soluciones escogemos

la que está comprendida en el intervalo [0,3] . Por lo tanto, xa-

(b) Los únicos puntos criticos de la función de densidad en el intervalo 

[0,3] son 0 y 3. Los valores de ¿ en estos puntos críticos son

/ i

f!(0) = |(0) = 0 ;

Por lo tanto, la función de densidad toma 
su máximo en x0= 3. Es decir la moda es 3. 

El gráfico de la función de 
densidad de X está dado en 

la fig. 4.2.4.

En esta figura se observa que 

la función toma su máximo en ”

el punto x = 3

¿(3) = |(3) = |

f(xU

Fig. 3 .2 . 4



DEFINICION 3.2.5 PERCENTILES Se llama el 100 k-ésimo percentil de la va
riable aleatoria X (denotado par x^) al número más pequeño posible tal que

la probabilidad de no excederlo es cuando menos fe, con 0 < fe < 1. Es decir 
x^ es el valor más pequeño tal que

F(xfe) « P[X S xfe] á fe 

A  P[X s xfe] a i - fe

Como se muestra en la fig. 3.2.5, el 30-ésimo percentil, xQ es 

ro tal que F(x. __) = 0.30; el 70-ésimo percentil, x« 7n satisfaceU* Jw U* /v
F(x0 y0) = 0.70. Por lo tanto, x^ es el número más pequeño tal que 

P[X $ xfe ] = fe. Algunos percentiles reciben nombres especiales se lla

man manJUXxjb de la distribución xQ 2^t xQ xQ ^  debido a que cortan

la función de probabilidad o función de densidad en cuatro probabilidades - 
iguales. El 50-ésimo percentil, xQ se llama también mediana de la varia

ble aleatoria. A la diferencia xQ 75 - xQ 25# se le conoce como el tango -

intercuartiU  y a veces se usa como medida de la variabilidad. Se nota que -
el rango intercuartil esla longitud de un intervalo que encierra el 50% de 

la distribución de probabilidad de X.

NOTA 3 En la definición del lOOk-ésimo percentil se usa la desigualdad de es 

ta manera están seguros que se definan los percentiles para cualquier ti 
po de variable aleatoria. En particular, si X es una variable aleatoria dis 

creta, su función de distribución F(x) tiene saltos y puede no existir un -
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número tal que F(x^) - fe. Al usar la definición dada, se define el lOOk-

ésimo percentil como el número x^ en el cuál saltó la función de distribu

ción más allá de fe. (Ver ejemplo 34. Fig. 3.2.6)

EJEMPLO 33 Si X es una variahlp aleatoria tal aue

F(x) = -

0

100

Halla : (a) xQ ]Qt (b) x(0 . 20 ’

(f) el rango intercuartil
x

SOLUCION (a) H * 0 ] Q ) = 0 . 10 

100

X  <  0

0 £ x á 100

x > 100

*0 55’ ^  X0 80’ ^  la mediana

= 0.10 ; es decir x0 10 = 10*

<b > F< W  =
0 20 
100

0.2 por lo tanto xQ 2Q = 20

(c) f (x0í55) 0.55
100 0.55 se obtiene que x

0.55
= 55

(d)
0.80
100 0.80 se tiene que xQ gQ = 80

(e) La mediana está definida por

F(x0.50) =
0.50
100 = 0.50

(f) En forma análoga obtenemos

0.25

0.75
El rango intercuartil es x

100(0.25)

100(0.75)

de donde

25

75

0.75 ' *0.25
50

0 .50 = 50

EJEMH.0 34 Si X es una variable aleatoria tal que

F(x) =

0

1/6

1/3
1/2

x < 0

0 á x < 1

1 < x < 2

2 < x < 3
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Hallar : (a) xQ (b)  xQ 5)f (c) xQ l6> (d) xQ 17> ( e )  la media

na, ( f )  el recorrido intercuartil

SOLUCION Construimos la gráfica de F(x).

(a)

(e) La mediana es x - 2 ,0.50

rango intercuartil es xQ ^
^  *0.25 " 1#

x0.25 = 2‘

xQ 75 = 3, luego, el

3.2.6 MOMENTOS DE ORDEN SUPERIOR Y  ASIMETRIA DE UNA  VARIABLE  
ALEATORIA

DEFINICION 3.2.6 MOMENTOS Se llama momento de onden fe alrededor del pun

to a de la variable aleatoria X a la esperanza matemática de (X - a)^, y se
denota por y. . Entonces,

pfe a = E^ X " = » si X es discreta.

L
(x - a) j¡(x)dx , si X es continua

Rx

Si a = 0, se llaman momento* iniciales o momento* a l Kededon. det ofUgen 
de orden fe de una variable aleatoria a E(X^). Es decir,

ufe,o = v,'fe = = x ? R xfe * S1 X es discreta-X
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x ¿(x)dx , si X es continua .

R

al primer momento inicial , yj = y = E(X) hemos llamado la media de. 
X.

Si a = E{X) = y, se llaman momentos at tiededox. de la  media o momeji 

to central de orden fe de una variable aleatoria a

E[(X - y)k] . Es decir

fe* P
* u = E [(X - y)*1] * (x - y)kp(x) , si X es discreta .

x í R

(x - u) í ( x )  dx , si X es continua
R,

al segundo momento alrededor de la media de una variable aleatoria X hemos

llamado varianza de la variable aleatoria, o sea o2 = P2, y •
El primer momento central (o alrededor de la media) para cualquier variable

aleatoria es igual a cero, es decir ]i\ -  0 .
Los momentos iniciales y centrales de primer, segundo, tercer y cuarto or

den están vinculados por las relaciones

Vi = 0 »

y 3 = y '3 - 3uiP2 + 2yl3

yi = y'2 y'i2
y* = y¿- 4yjy^ + 6y¡2 y¿ - 3y\4

Si la distribución de probabilidad es simétrica respecto a la media, - 

entonces todos los momentos centrales de orden impar son iguales a cero, o 

sea yi = y 3 = y5 * ... * 0

DEFINICION 3.2.7 . ASIMETRIA Se llama tulmeXUa o sesgo a la relación

E[(X - y)3]
a

Hl
~3

La medida es positiva , negativa o cero. Si > 0 la distribución está ses_ 

gada a la derecha (asimétrica positiva). Si < 0 la distribución está -

sesgada a la izquierda (asimétrica negativa). Si = 0 la distribución

es simétrica con respecto a la media.
En las fig. 3.2.7 y 3.2.8 se muestran las gráficas de la —

ra S^ > 0 S^ < 0 respectivamente.
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DEFINICI0N3.2.8. CURTIOSIS Se llama curtiosis o coeficiente de curtiosis 
de una variable aleatoria X a la relación

E[(X - u)1* ]
«4 Hit«4

Frecuentemente se compara con la curva normal o de Gauss (Ver cap. 6) que 

tiene un coeficiente de curtiosis igual a 3 y se denomina el exce&o o sea

E = Hü - 3X a4 J

para la curva normal o de Gauss, E

EJEMPLO 35 Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilidad

X 2 4 6 8

p(x) 0.4 0.3 0.2 0.1

Hallar : (a) Los cuatro primeros momentos iniciales .
(b) Los cuatro primeros momentos centrales.

(c) La asimétrica .

SOLUCION (aj) El momento inicial de primer orden

Vi = 2(0.4) + 4(0.3) + 6(0.2) + 8(0.1) = 4.

(a2) El momento inicial de segundo orden

V2 = 4(0.4) + 16(0.3) + 36(0.2) + 64(0.1) =  20

(a3) El momento inicial de tercer orden

V3 * 8(0.4) + 64(0.3) + 216(0.2) + 512(0.1) = 116.8.
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h. . VN

( N

(34) El momento inicial de cuarto orden

vi * 16(0.4) + 256(0.3) + 1296(0.2) + 4096(0.1) = 752.

(bx) Determinar de los momentos centrales. El primer momento central

Pi = 0 -

(b2) El segundo momento central se encuentra por la relación

U2 = P 12 = 20 - 42 = 20 - 16 = 4.

(b3) El tercer momento central se determina por la fórmula
V3 = P 3 - 3piv¿ + 2p13 = 116.8 - 3 x 4 x 20 + 2 x 43 = 4.8

(bH) El cuarto momento central se utiliza la fórmula

V* = Vi -4vlV3 + 6 v 12M2 " 3vi4

= 752 - 4 x 4(116.8) + 6 x 42 x 20 - 3 x 41* = 35.2

(c) a2 = y2 = luego o = 2. La asimetría es

4.8
23

4.8
8

0.60

3.2.7 DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

Si conocemos la distribución de probabilidad de una variable aleatoria 

X (la función de densidad en el caso continuo, la función de probabilidad - 

en el caso discreto) hemos visto que podemos determinar v y o2, si exis
ten. Pero lo recíproco no es cierto. Es decir, conociendo y y o2 no pode

mos determinar la distribución de probabilidad de X. Sin embargo se puede - 

dar una cuota superior (o inferior) para probabilidad del tipo

P[|X- vi £ feo ] , este resultado, se conoce como la desigualdad de

CHEBYSHEV.

TEOREMA 3.2.8 <DE CHEBYSHEV) Si la variable aleatoria X tiene y y a2 finí

ta, entonces, para cualquier fe > 1 , se cumple

Pt|X - v| a feo ] £ 7 T
fe*

la cual indica que la probabilidad que X tome algún valor fuera del in

tervalo - feo , y + feo^ es a lo más 1/fe2
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DEMOSTRACION El teorema es válido tanto para variables aleatorias discretas 

como para continuas. Daremos aquí la demostración para el caso discreto. La 

demostración para el caso continuo queda como ejercicio para el lector.
Sea p(x) la función de probabilidad de X. y sea el evento,

A = {x / | x — y | £ fea}

Entonces, o2 = E[(X - y)2 ] = £  (x - y)2 p(x)
xT r.

= x S (x - y)2 p(x) + x̂ A (x - y)2 p(x) (1)

Note que |x - y|2 = (x - y)2

El segundo sumando de (1) es un numero no negativo,entonces es mayor • 
o igual a cero. Luego,

°2 - X  ‘ v )1 p(x) (2)
x€ A

Y como el evento A, es |x - y| s fea, se tiene (x - y)2 s fe2a2 
entonces, reemplazando esta última expresión en (2),

o2 £ 2  = k2°2 p(x)
x C A x €A

pero, p(x) = PtX € A ] = p[|X - y
x í A

fea ]

Luego, a2 £ fe2a2 P[ 1X - y| £ fea]

P [ | X - y | £ fea] £ 1
fe2

CONSECUENCIAS

( a )  Si e * feo , se tiene P[|X - y| > e ] s p-

(b) Puesto que {|X - y| > fea} y (|X - y| < fea} son eventos comple

mentarios, entonces

P[|X - y| < fea ] £; 1 -
fe2

indica que la probabilidad de que X tome valores dentro del intervalo

<y - ko , y + es por lo menos 1 - 1/fc
2



EJEMPLO 36 Sea X una variable aleatoria con media 33 y varianza 16. Hallar

una cota inferior para P[23 < X < 43 ] .

SOLUCION

P[23 < X < 43 ] = P[23 - 33 < X - 33 < 43 - 33]

s p[_ 10 < X - 33 < 10] » P[|X - u| < 10]

5
Observe que 10 = Ko , y o = 4, entonces fe = —  . Luego,

P[23 < X < 43] = P[|X - y! < £  x 4] £ 1 - 1
2 (f)2

por lo tanto, P[23 < X < 43 ] = •

PROBLEMAS 3.2

1. Para participar en un juego ud. debe paqar I/. 2.00. El juego consiste - 

en lo siguiente:lanzardos dados y si lasuma es al menos 8, se le permitirá 
lanzar un dado y recibirá I/. 1.00, por cada punto que obtenga en el da-r 

do (por ejemplo, si saca 4 recibe I/.4.). ¿Qué cantidad de dinero espera 

ud. ganar o perder en este juego?.

2. Considere a una persona que compra un billete de una lotería que vende - 

1000 billetes y que dá cuatro premios de I/. 200. , 10 premios de

I/. 100. y 20 premios de I/. 10. ¿Cuanto debería estar dispuesto a pagar 

la persona por un billete de esta loteria?

3. Ud. le hace una apuesta a un jugador por I/. 100. Si él pienza que su ga
nancia esperada es I/. 50. ¿cuál es la probabilidad de que gane la apues

ta?

4. Un tirador hace tres disparos a un blanco. En cada uno de estos disparos 

la probabilidad de acertar es igual a 3/4. Si acierta una vez recibe 12.8 

Intis, si acierta dos veces recibe 32 intis, si acierta tres veces recibe 

64 intis y si ninguno de los disparos da en el blanco, tiene que pagar - 

320 intis. Calcular su ganancia esperada.

5. Lotes de 40 artículos de cierto producto son aceptados si ellos contienen 

no más de tres defectuosos. El plan de aceptación consiste en extraer una 

muestra al azar de 5 artículos y si se encuentra un artículo defectuoso - 

se rechaza el lote.
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(a) Hallar la probabilidad de que se encuentre exactamente un defectuoso 
en la muestra, si el lote se considera en su calidad mínima, (un lote

es de calidad máxima si no tiene defectuoso).

(b) ¿Cuántos defectuosos espera encontrar en la muestra?

6. Un radio técnico debe reemplazar una válvula defectuosa. En un maletín - 

tiene cuatro válvulas de las cuales sólo sirve una de ellas. Si las selec 

ciona al azar, una después de otra sin reposición, ¿cuál es el número es
perado de válvulas que ha de probar para que pueda arreglar el receptor?

7. Ud. lanza una moneda tres veces. Si obtiene al menos dos caras se le per
mitirá lanzar un dado y recibirá tantos intis como puntos obtenga en el - 

dado. ¿Qué cantidad de dinero espera ud. ganar en este juego?

8. En una feria se deben pagar 25 i . para participar en un juego que consis
te en tirar anillos. Se dan tres anillos a una persona, la cual trata de
lanzarlos uno por uno hacia una clavija. Se da un premio de 50 si se -

logra ensartar un anillo en la clavija; si se logra ensartar dos anillos, 

el premio es de $1; si se ensartan los tres, entonces se otorga un pre

mio de $ 5. Suponiendo que la probabilidad de ensartar en la clavija sea 

de 0.10 en cada tirada, ¿cuál es la ganancia esperada si se juega una vez? 
¿Diez veces?.

9. Un jugador A paga I/. 1.00 a otro jugador B y lanza 3 dados. El jugador A 

recibe I/. 2.00 si aparece 1 as; I/. 4.00 si aparece 2 ases y I/. 8.00 si 

aparecen 3 ases en los otros casos no recibe nada. Se pregunta:

(a) ¿Es equitativo el juego? Justifique su respuesta.
(b) Si no lo fuese, ¿Cuánto debería recibir A por sacar 3 ases?.

10. Un amigo A, le hace a otro B, la siguiente apuesta: "Te doy 3 bolitas que 

debes lanzarla sobre cuatro casilleros, de tal suerte que, al lanzar las - 

tres bolitas ganas, si dos de ellas (solamente dos) caen en el mismo cas_̂  
11 ero". Se sabe que:

(Io) Al ejecutar el lanzamiento las bolitas caerán, siempre, en cualquiera 
de los 4 casilleros, en consecuencia,la probabilidad de que una bolj^ 

ta caiga en un casillero, es la misma para cualquiera de los casille 
ros.

(2o) A, le da a B, tres oportunidades; ganando B en la primera oportunidad 
que logre colocar 2 bolitas en algún casillero.
Si B gana, recibirá de A, $ 219.70, determinar la cantidad que debe
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darle B, si pierde en el juego, debiendo ser este equitativo.

11. Un borracho llega a su casa y quiere abrir la puerta de entrada. En el - 

llavero lleva cinco llaves y prueba una tras otra al azar. Suponga que se 
encuentra suficientemente despierto para eliminar de tentavias posteriores 

las llaves probadas sin éxito. Se representa por X el número de llaves - 

que prueba hasta que abre la puerta.Hallar el número esperado de llaves que 
se prueba.

12. En el juego de carnaval llamado Chuck-a-Luck, un jugador paga una canti

dad a como derecho de entrada al juego. Elige después uno de los números
1,2,. . 6 y tira tres dados. Si en los tres dados sale el número elegi^ 
do por el jugador éste cobra cuatro veces su entrada; si el número sale - 

en dos de los dados, cobra tres veces la entrada, y si sale sólo en uno de 

los dados cobra el doble de la entrada. Si no sale el número elegido no - 
cobra nada. Sea X el beneficio neto del jugador en una tirada de este jue 

go. Suponiendo que los dados son buenos. Determinar E(X).

13. Se lanza una moneda hasta que salga cara. Hallar el número esperado de ti_ 
radas.

14. Se lanza un dado hasta que aparezca el 4 ó 5. Calcular el número de lanz^ 

mientos.

15. La compañía "ELECTRON-PERU" fabrica radios y televisores. Dicha compañía 

recibe los transistores en cajas de 100 transistores cada una. El departa 

mentó de recepción utiliza la siguiente regla de inspección. Se prueban - 

cuatro transistores de cada caja. Si ninguno resulta defectuoso no se con 
tinuán examinando transistores de la caja. En caso contrario se prueban to 

dos los transistores restantes. Determine el número esperado de transisto 
res examinados por caja, si cada caja contiene exactamente el 10% de de

fectuosos.

16. Una empresa que lanzará al mercado un nuevo producto ha considerado la - 

contratación de una póliza de seguro para cubrir posibles pérdidas en la 
operación. Consideran que si el lanzamiento es un fracaso total, las pér
didas serán de I/. 180,000^00; y si el lanzamiento del producto es sólo - 

modestamente satisfactorio las pérdidas serán de sólo I/. 50,000.00. Los 

actuarios de la empresa aseguradora, basados en encuestas del mercado han 

determinado que las probabilidades de un fracaso total y de un lanzamien
to modestamente satisfactorio son respectivamente, 0.01 y 0.05. Si se -
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ignoran otras pérdidas asociadas, ¿qué monto de primas debe cobrarse pa
ra salir sin ganar ni perder?

17. Un actuario, que es un estadístico empleado por una compañía de seguros, 

determina las primas de seguro que la compañía debe cobrar por determina
da protección. Considere el problema de determinar la prima anual para un 

seguro de daños de automóvil de 200,000.00 intis. La póliza cubre un tipo 
de eventos (siniestros) que por experiencia pasada se sabe que ocurren a 

3 de cada 5000 automovilistas cada año .

18. Los dos finalistas en un torneo de tenis juegan una serie de 3 juegos, - 
donde el ganador recibe I/. 100,000 y el segundo recibe I/. 60,000. ¿Cuá

les son las esperanzas matemáticas de los dos jugadores si,
(a) tienen las mismas posibilidades-,

(b) el mejor jugador es favorito 3 a 1?

19. Como parte de un programa promocional, un fabricante de detergente ofrece 
un primer premio de I/. 90,000 y un segundo de I/. 30,000 para aquellas - 

que aceptan en usar el nuevo producto (distribuido gratuito) y enviar su 

nonfcre en la etiqueta. Los ganadores serán seleccionados al azar en un pro 
grama de T.V.

(a) ¿Cuál sería la esperanza matemática de cada concursante si enviaran - 

sus nombres 1'500,00 personas?

(b) ¿Vale la pena entonces gastar un inti en estampillas para enviar una 

etiqueta?

20. Una compañía de seguros acepta pagar al promotor de una fiesta campestre 

I/. 50,000 en caso que el evento tenga que ser cancelado por lluvia. Si - 
el actuario de la compañía cree que una prima justa a pagar por este segi¿ 

ro sería I/. 2,000, ¿qué probabilidad asigna a la eventualidad de que la 

fiesta campestre tenga que ser cancelada por lluvia?

21. Un fabricante de televisores utiliza un cierto tipo de componente electró_ 

nico en el montaje de televisores a color. Cada televisor requiere 6 de - 
estos componentes. Un componente defectuoso no puede ser detectado hasta 

que el televisor ha sido totalmente montado. El costo de detección, reoa- 

ración y reposición de un componente defectuoso es $ 15. El fabricante ha 

estado comprando estos componentes en lotes de 100 a dos diferentes pro
veedores. El costo de compra por lote al proveedor A es de $ 100, en tanto 

que el costo de compra por lote al proveedor B es $ 120. Basadas en expe-
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riendas anteriores» las calidades comparadas de los lotes comprados a 
los dos proveedores son las siguientes:

PROVEEDOR A PROVEEDOR B
Número estimado 
de componentes 
defectuosos por 
lote

Probabi- 
1 i dad

1 0.30

2 0.25

3 0.20

4 0.15

5 0.10

Número estimado 
de componentes 
defectuosos por 
lote

Probabi-
dad

1 0.60

2 0.30

3 0.10

¿A qué proveedor debe comprar los componentes electrónicos?

22. Un comerciante estima las ventas diarias de un cierto tipo de pan espe

cial en la forma siguiente:

Venta diaria estimada Prohabilidad
unidades

4 0.50
5 0.40

6 0.10

El costo por unidad de hogaza de pan es de 25 i  y el precio de venta es 

de 50 i . El pan debe ser ordenado con un día de anticipación y cada unidad 
no vendida en el d.ía se entrega a una institución de beneficiencia al pre 
ció de 10 i  por unidad. ¿Cuántas unidades debe ordenar el comerciante pa
ra maximizar su utilidad esperada diaria?

23. Un fabricante está planeando la producción de una novedad de temporada. - 

El fabricante estima que la demanda de este artículo está dada en la for
ma siguiente:

Número Unidades (X) Probabi1idades

1,000 1/4
2,000 1/2
3,000 1/4

El costo de producción y comercialización del artículo consiste en un eos
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to base fijo de $ 5,000 y un costo variable de $ 1 por unidad. Si el pre

cio de venta es de $ 5 por unidad, ¿Cuál es la qanancia esperada para el 
fabricante?

24. La demanda para cierto artículo particular está caracterizado por la dis

tribución de probabilidad siguiente :

( c )  la varianza de la demanda*

25. A, B y C cortan una baraja de 52 naipes sucesivamente en ese orden. El - 

primero que saque corazón gana I/. 74. Las extracciones se hacen con reDO 

sición. Determinar la esperanza de cada jugador.

26. Un jugador lanza una moneda al aire, frente a otro jugador, gana 1 sol si

sale sello y pierde 1 sol si sale cara. Supongamos que lanza una vez y si
gana abandona el juego; en caso contrario tira otra vez. ¿Cuál es la ga

nancia esperada?

27. En el problema 7 de 2.2.Hallar la utilidad esperada diaria y la varianza.
28. En el problema 3 de 3.1. Determinar la utilidad esperada por noche y la va

rianza.

29. Determinar la media y la varianza de la variable aleatoria Y definida en 

en el problema 6 de 3.1.

30. Determinar la media y la varianza de la variable aleatoria definida en el 

problema 7 de 3.1.

31. Una casa de suministros eléctricos está rematando cierto número de artícu 

los, entre ellos un lote de cuatro artículos de cierto tipo al precio de 
I/. 40.00 por todo el lote. Un comerciante puede vender los artículos en 

buen estado a I/. 20.00 cada uno, pero todo artículo defectuoso represen

ta una pérdida completa de I/. 10.00. Basada en su amplia experiencia, el 
comerciante asigna probabilidades de 0.1, 0.5, 0.2, 0.1 y 0.1 a los

eventos que haya 0.1,2,3. y 4 artículos defectuosos en el lote, respecti
vamente. Si no es posible ninguna inspección. ¿Deberá comprar el lote?

32. Tres jugadores A, B y C de igual habilidad juegan de la siguiente manera: 

A y  B juegan la primera partida mientras que C descansa, el ganador sigue

/

p(d) = 1 6  *

l 0
(a) Hallar el valor apropiado de fe;

en otros casos
(b) Calcular la media de la demanda-,

d = 1,2,3,4,5



jugando y el que pierde es reemplazado por el que no jugó, haciendo lo -

mismo después de cada partida. El juego continúa hasta que un jugador ga
ne dos veces seguidas. Si el premio es de I/. 210. ¿Cuál es la ganancia 

esperada de cada jugador.
(a) después de la primera partida? (suponga que la primera partida gana A)

(b) al principio del juego?

33. En un sector de Lima metropolitana, hay una playa de estacionamiento que 
tiene una capacidad de acomodar 8 automóviles. Las tarifas de la playa de 

estacionamiento producen una utilidad de I/. 4. (4 intis) cada hora por - 

automóvil estacionado. Sea X la variable aleatoria que representa el nüme 

ro de automóviles buscando estacionamiento por hora. Suponga que la fun

ción de probabilidad de X está dada por

p^x* = 2x l l  ’ x = °»1»2» ■ * ■

Hallar la utilidad esperada de la playa por hora.

34. Sea X una variable aleatoria cuya distribución de probabilidad es la si

guiente:

367

X 0 1 2 3 4

p U)
1
8

1
4

1
4

1
4

1
8

Calcular: (a) E(2X + 1), V(X) , V(2X + 1) , E(X2 + 2X + 1)

(b) La moda y la mediana de X;

(c) El tercer momento alrededor de la media.

35. La siguiente tabla representa el número de televisores vendidos en cierta 
semana de una tienda.

X 0 1 2 3 4 5

P[X = x] 0.05 0.1 0.35 0.25 0.2 0.05

Hallar: (a) E(3X - 2) ; (b) E(- 6X + 10) ; (c) E(2‘ x 2 + 3X - 5)

(d) La media, la varianza y la desviación estándar de X;

(e) La moda y el tercer momento alrededor de la media de X;

(f) Var (X2 + 2) ; Var{- 2X2 + 5X - 1) ; (g) el 60-ésimo percentil ;

(h) el rango intercuartil.

Probabilidad e Inferencia Estadística
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36. Sea X una variable aleatoria cuya distribución de probabilidad está dado 
por

X 1 3 5 7 9

p(x) 0.1 0.4 0.2 0.2 0.1

Hallar: (a) 20-ésimo percentil; (b) 50-ésimo percentil ;
(c) el recorrido intercuartil;

(d) los primeros cuatro momentos iniciales (o al rededor del origen)

(e) los primeros cuatro momentos centrales (o al rededor de la media)
(f) la asimetría.

37. La variable aleatoria X con media y y varianza a2 tiene función de densi 
dad,

¿(x) = fex2 , 0 S x ¿ 5

Calcular (a) el valor de k\ (b) F(2); (c) P[|X - u| < a2 ].
38. La función de distribución de una variable aleatoria continua X tiene la

forma;

F(x)

0

a + 6 arcsenx

1 X  >  1

(a) Hallar las constantes a. y b ; (b) Calcular p y
39. Sea X una variable aleatoria con función de densidad

x , 0 s  x < 1/2
¿U) =
0 1 5x - 2 , 1/2 s x s 1

Hallar E(X), E[(X - 4)2]

40. La media y la varianza de una variable aleatoria X son 50 y 4, respecti 
vamente. Calcular:

(a) La media de X2 ; (b) La varianza de 2X + 3 ;
( c ) la desviación estándar de 2X + 3 j
(d ) La varianza de - X .

41. Sea X una variable aleatoria con función de densidad definida por,

á(x) = -
X
18

0

0 5 x 5 6

en otro caso



42. Lina variable aleatoria X, que representa el peso (en onzas) de un artícu 
lo, tiene la función de densidad dada por,

Si Y = 10 + 2X. Hallar la esperanza y la varianza de Y.

í ( x )  =
x - 8  , 8 £ x < 9

10 - x , 9 < x < 10

0 . en otro caso

(a) Determine la media y la varianza de la variable aleatoria X.
(b) El fabricante vende un articulo por un precio fijo de $ 2,000.00. El

garantiza el reintegro del precio de venta a cualquier cliente que eii 
cuentra que el peso de su articulo es inferior a 8.25 onzas. El costo 

de producción está relacionado al peso de artículos de acuerdo a la - 
expresión (0.05)X + 0.30. Exprese la variable aleatoria utilidad P, - 

en términos de la variable aleatoria X, es decir, encuentre la función 
H(X) tal que P = H(X).

(c) Determine la utilidad esperada por artículo.

43. Una máquina produce un artículo que es revisado (inspección de 100%) an

tes de ser despachado. El instrumento de medición es tal que es difícil -

leer entre 1 y 1 ~ (datos codificados). Después que se realiza el proceso 

de revisión, la división medida tiene la siguiente densidad.

fex2 , 0 £ x £ 1
¿ U )  = i  i  , l  < X  s  i  i

0 , en otro caso

(a) Determine el valor de K;

(b) Qué fracción de los artículos estará fuera de la zona confusa? (esta
rá entre 0 y 1?)

(c) Calcular la media y la varianza de esta variable aleatoria.

44. Sea X una variable aleatoria con función de densidad

<(x) -  If-  . - l  á x s  i

Calcular :

(a) La mediana (b) la moda

(c) el momento de orden 3 alrededor de la media.

45. Sea X una variable aleatoria con función de densidad



O < x é a

O en otro caso

Hallar: (a) La constante c

(c) la mediana

(b) la moda
(d) la desviación típica.

46. La estatura de adulto de un niño de 3 años tiene la misma posibilidad de 

estar comprendida en el intervalo de 5 pies 6 pulgadas y 5 pies 11 pulga
das. ¿Cuál es su estatura esperada de adulto? ¿Cuál es su varianza?

47. Una estación de gasolina recibe semanalmente gasolina. Las estadísticas - 

anteriores sugieren que la distribución de probabilidad de las ventas se 

manales X, medidas en miles de galones está dada por:

(a) Calcular la probabilidad de que las ventas semanales superen a 1,500 

galones.
(b) Si la provisión semanal es siempre de 500 galones mas que la venta de 

la semana anterior. Calcular la probabilidad de una provisión menor a 
3 mil galones.

(c) Calcular los límites del intervalo, - feo* P + feo>
que ocurre con una probabilidad 0.95.

48. Cierta aleación se forma al combinar la mezcla fundida de dos metales. La 

aleación que resulta contiene cierto porcentaje de plomo X, que puede con 

siderarse como una variable aleatoria. Supongamos que X tiene la siguien
te función de densidad

Suponga que P, la utilidad neta obtenida al vender esta aleación (por li

bra), es la siguiente función del porcentaje del contenido de plomo.

p = Cj + C2X. Calcular la utilidad esperada (por libra)

49. Suponga que X es una variable aleatoria con función de densidad de proba
bilidad

1 < x < 2

2 á x < 3 

en otro caso.

¿(x) = -  10"5 X  (100 - x)
5

en otros casos
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Determinar: (a) el valor de a ; (b) la moda ; (c) la mediana de X;
(d) el rango intercuartil

50. Suponga que X es una variable aleatoria con función de distribución

FU) =
0

l 1 x > 1

Determinar: (a) la mediana ; (b) el rango intercuartil; (c) el 40-

ésimo percentil ; (d) el 60-ésimo percentil ; (e) el 90-ésimo percentil

51. Suponga que X es una variable aleatoria con función de densidad

a x

= i  i (2 -  x ) 2
*

0

1 < x < 2

en otros casos

Determinar: (a) el valor de a ; (b) los primeros cuatro momentos inicia
les ; (c) los primeros cuatro momentos centrales ; (d) la asimetría.

52. pa

53.

Si E(X) = 17 y E(X2) = 298, use la desigualdadde CHEBYSHEV _
ra determinar la cota inferior para: P[lO < X < 24 ]
Sea X una variable aleatoria con media p = 2 y varianza a2 = 1. Use la 

desigualdad de CHEBYSHEV para hallar una cota inferior para:

(a) P[|X - 2| < 4] (b) P[- 3 < X < 7]

54. Sea X una variable aleatoria con media p = 10 y varianza a2 = 4. -
Hallar :

(a) P[|X - 10| 3] (b) P[|X - 10| < 3]; (c) P[5 < X < 15]

55. pro

(d) Hallar el valor de c, tal que

P[|X - 10| £ c] £ 0.04
(a) Calcule el peso medio de un melón cosechado por el agricultor del _ 

blema 8 de 2.3.
(b) Estime el peso total de la cosecha del agricultor.

56. (a) Calcule el peso medio de una piña cosechado por el agricultor del pro 

blema 13 de 2.3.
(b) Estime el peso total de la cosecha del agricultor.



57. Una empresa que lanzará al mercado un nuevo producto ha considerado la

contratación de una póliza de seguro para cubrir posibles pérdidas en 
la operación. Consideran que si el lanzamiento es un fracaso total, - 

las pérdidas serán de 80,000.00 dólares; y si el lanzamiento del pro
ducto es sólo modestamente satisfactorio las pérdidas serán de sólo

25,000.00 dólares. Los actuarios de la compañía aseguradora, basados - 
en encuestas del mercado han determinado que las probabilidades de un 

fracaso total y de un lanzamiento modestamente satisfactorio son, 0.1 

y 0.5 respectivamente. Si se ignoran otras pérdidas asociadas, ¿qué mon 
to debe cobrarse como prima para salir sin ganar ni perder?.

58. Calcular P[y - 2a < X < y + 2a ]

donde X es una variable aleatoria, con función de densidad

59. Sea X una variable aleatoria del tipo mixto que tiene la siguiente fun
ción de distribución

<(*) = 6x11 ' x)
0 en otros casos

0
x2/4

x < 0

FU) = \ x + 1
4

1

1 < x < 2

Hallar : (a) E(X) ; (b) Var(X)
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VARIABLES
\ ALEATORIAS

BIDIMENCIONALES

4.1 INTRODUCCION_____________________________________________
Hasta aquí sólo hemos considerado variables aleatorias unidimensionales. 

Es decir, el resultado de un experimento hemos representado por un sólo núme 

ro real x. Sin embargo, un experimento aleatorio puede generar dos o más va
riables aleatorias de importancia. Un investigador puede estar interesado en 

el comportamiento simultáneo de dos o más características numéricas de un ex 

perimento aleatorio. Por ejemplo, se extrae aleatoriamente un estudiante de 

cierta universidad, y se anota su estatura x y su peso y\ consideremos el - 

par (x,í/) como un sólo resultado del experimento. Por lo tanto, es importan

te estudiar la d¿&tnXbu<Uón de paobabttüiad conjunta de las variables aleato 
rias bidimensionales denotado (X, Y) que se genera al cuantificar a cada es
tudiante por el par (x,t/); así, por ejemplo X(Juan) = x, Y(Juan) = t¿\ donde 
X representa la estatura e Y el peso. Estudiaremos tarrbién las dU&Ubuc¿o- 
m á  moAglnat^A, es decir, la distribución de cada una de las variables alea
torias X e Y. Daremos luego las d¿&&ubucÁJ$n condctUonal. Previamente vamos 
a definir el concepto de variable aleatoria btdirneji&tonat o vccto* aJLejatoiuo 
b¿dóneju>tona¿

42 VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL
DEFINICION 4.2.1 Si ft es el espacio muestral asociado a un experimento alea
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torio e, y X e Y dos funciones, que asigna un numero real x * X(qj), y = Y{ui) 
a cada uno de los elementos w €  fl; el par (X,Y) se llama VcoUabte. aJU.atoK¿a 
b<dúnejiA¿onat o uecÉo* b¿dánen&¿onaZ (Ver fig. 4.2.1).

Fig. 4.2.1. Una variable aleatoria bidinencional.

La extensión de una variable aleatoria bidimensional a n-dmejiÁtonat es 
directa, siguiendo los usos habituales del cálculo.

El rango de la variable aleatoria bidimensional (X,Y) es el conjunto de 
todos los valores posibles del vector aleatorio (X, Y), denota por R«v V . -A A I
donde

RX x Y  = { ( x , í O  / x  e Rx, y e  Ry}

Es decir, es el producto cartesiano de los rangos de las variables aleatorias

X e Y. La cual es un subconjunto del plano Euclidiano.
Extendiendo de manera natural las notaciones de eventos usados en el ca 

pítulo 2, tenemos, por ejemplo el evento (X = a, Y = b), que se lee: "la vâ  

riable aleatoria X toma el valor a y  la variable aleatoria Y toma el valor b" 

similarmente (X £ a, Y ^b), (X U ,  Y = b), etc. Las probabilidades de eŝ  

tos eventos se escribirá

P[X = a, Y = b ] , P[X £ a, Y = b ] etc.

EJEMPLO 1 Una tienda comercial tiene dos vendedores A y  B. Sea X el número

de televisores vendidos en un día por A, e Y el número de televisores vendi
dos en un día por B.

Entonces, el par (X, Y) es una variable aleatoria bidimensional, donde el - 

rango de X, es, por ejemplo, Rx = {0,1,2, . . . , n}, y el rango de Y es -

Ry = {0,1,2, . . . , m}. Por lo tanto, el rango de la variable aleatoria bi

dimensional (X, Y) es RX x Y  = Í(x,í/) / x £ Rx , y 6 Ry}
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Se tiene también, por ejemplo, que (X = 2, Y = 4) es el evento: "A vende 2 

y B vende 4 televisores". (X ¿ 2, Y * 3) es el evento "A vende por lo menos 

2 televisores y B vende 3" .

EJEMPLO 2 Una urna contiene 3 bolas numeradas 1,2,3 respectivamente. De la 

urna se extraen 2 bolas al azar una a una con reposición. Sea X el número de 

la primera bola que se extrae, e Y el número de la segunda bola que se extrae 

Se tiene que el par (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional con rango

RX x Y = ^ x» ^  / e (1,2,3}} pués,

Rx = = {1.2,3}

Como en el caso unidimensional, distinguiremos, dos tipos de variables 
aleatorias bidimensionales; discretas y continuas. Puesto que en el par 

(X,Y) cada uno de ellas es una variable aleatoria, entonces es posible que : 

anbas sean discretas, ambas continuas o que una sea discreta y la otra con
tinua; en este trabajo solo se consideran los dos primeros. Si ambas son diŝ  

cretas, se dice que el par (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional diŝ  
creta; y si antas son continuas, se dice que (X,Y) es una variable aleatoria 

bidimensional continua, formalizaremos esto en las definiciones siguientes.

DEFINICION 4.2.2 Si los posibles valores de (X,Y) son finitas o infinito nu 
merable, entonces (X,Y) se llama vasuabte, alejUo'Ua tUxUrnensionat dUcJioXa . 
Es decir, los posibles valores de (X,Y) se puede representar por,

(x>,í/*), a. ~~ 1,2, * • .,n j  ~ 1,2, . . . ,m.
i

Los dos ejemplos anteriores son variables aleatorias bidimensionales discre

tas.

DEFINICION 4.2.3 Si los posibles valores de (X,Y) son todos los valores de 

un conjunto no numerable del plano Euclideano, entonces (X,Y) se llama varita 
6lo, aliaXjoKÁjL btdúnen&lonMl continua.
Por ejemplo, si a s x s b y c. % y < cf, se tiene que, RX x Y = {(*,!/)
/ a S x á b ,  c £(/ £ rf), son todos los valores de un rectángulo

EJEMPLO 3 Considere la extracción de un tornillo aleatoriamente de la pro
ducción de un día. Anotemos su diámetro y su peso. Si X representa el diáme
tro en pulgadas e Y representa el peso en libras, y si sabemos que 2.0 < x <

2.08 pulgadas y 0.75 í y £ 0.8 libras; entonces el rango de (X,Y) es el -

conjunto ,
Ry y — {{x,íi) / 2.0 < x < 2.03, 0.76 < y % 0.8}

A X 1



Esto se muestra en la figura 4.2.2

43 DISTRIBUCION BIDIMENSION AL DISCRETA____________________
DEFINICION 4.3.1 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta - 

con rango R y . A cada posible resultado {xfy) de (X,Y), asociamos un nüme
A X T

r0’ p(x,y) = P[X = x, Y = y ]

llamado la ¿unccon de pnobabÁJUÁad conjunto., que cumple las siguientes condi_ 
ciones,

(1) p(x,¿/) £(>-¥• (x,y) ;

(2) £  £  p(x^ } = 1
(x,!/)eRXxY

Los valores [(x,c<), p(x,£/)] para todo {x,y) e RxxY* se llama
di&t>ub<x(U6n de pnobahUMiad conjunta.
La probabilidad de un evento cualquiera A en R (A d  Ry v ), está defini-

^  ^  T A X T

do por,

PÍIX.Y) e A ] = 21 p(x,»J
(x,y)€ A

Como en el caso unidimensional, la distribución de probabilidad conjunta de 
(X,Y) es inducida por la probabilidad de los sucesos del espacio muestral - 

original fl. Si la variable aleatoria bidimensional es finita, la distribución
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de probabilidad conjunta se representa en una tabla con dos entradas como se 
muestra en tabla 4.3.1.

Tabla 4 . 3 . 1 .  Rejyteóevitación Tabulan.

y \ *2 • *n -  1 X n

yi P(*l» \)\) P(*2» !/l) ♦ p ( V  *»)

í/2 p(*i. í/2) P U 2, </2) • P < V  í/2)

• • • * •

• • • •

p(*i. ym) P(*2. í/m ) 9 p U  , y )r n vm

P(*.y) ^
p(x2.yj)

pCxj.yj) 

P(*j.y2)

P(*».y ,)

P < V V
P(W

(x„ * V

f i g .  4 . 3 . 1 .  R e p r e s e n t a c i ó n  g r á f i c a  d e  u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  b l d l a e n s i o n a l

DEFINICION 4.3.2 la  ¿unción de dcstnlbuccón acumulada de la variable aleato 
ria bidimensional está definida por.

H*.y ) = PCX s x, Y s y ] = ¿  ¿ p (u ,w )
-CO ŜS -»

EJEMPLO 1 Hallar la distribución de probabilidad conjunta .y su gráfica de - 
la variable aleatoria bidimensional definida en el ejemplo 2 de 4.2.

SOLUCION Hemos visto que el rango de la variable aleatoria (X,Y) es,
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rxxy = i  x<y e

= {(1,1). (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1),(3,2), 

(3,3)}.

Luego,

p{l,U = PCX = 1, Y = 1]

P Í  1*2) = P[X = 1,

1
9
1

1

Luego,

p(l,3) = P[X = 1, y = 3 ] = , etc

Pix-.y) = ^ , * = 1,2,3; y = 1,2,3

es la función de probabilidad conjunta de X e Y.

Representación Tabular p(x.y)

\ x
1 2 3

1 1 1 1
i

9 9 9

0 1 1 1
C

9 9 9

T 1 \ 1

9 9 9

Fig. 4.3.2. Representación Gráfica del ejeaplo 1 .

EJEMPLO 2 Sea (X,Y), la variable aleatoria bidimensional definida en el 

ejemplo 1 de 4.2. Suponga que de experiencias pasadas se sabe que la distri 
bución de probabilidad conjunta de X e Y está dado por la siguiente tabla

(a) ¿Cuál es la probabilidad que cada vende

dor vende a lo más 1 televisor?
(b) ¿Cuál es la probabilidad que B venda más 

televisores que A?

SOLUCION (a) Debemos calcular la probabilidad 
Hel evento. (X <1, Y S 1)
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PCX S 1 ,  Y S  1 ]  = F ( 1 , 1 )  = P[X = O, Y = 0 ]  + P[X = O,

Y = 1 ]  + P[X = 1 ,  Y = 0 ] +  P[X = 1 ,  Y = 1 ]

= i t I + J _ + l = 2 
16 8 16 8 8

(b)  Se debe calcular la probabilidad del evento (X < Y)

P[X < Y ] = P[X = 0, Y = 1,2 ] + P[X = 1, Y = 2 ]

* p [x = o, y = 1] + P[X = 0, Y = 2] +

+ P [ x  = 1 ,  Y = 2 ]

„ I + I + i  . i. .
8 8 16 16

4.3.1 DISTRIBUCIONES MARGINALES

En algunos casos se puede estar interesado sólo en las distribuciones -

de X o de Y. Antes de dar la definición consideremos el siguiente e.iemplo.

EJEMPLO 3 En el ejemplo anterior supongamos que estamos interesados, sólo 

en Vas ventas que hace el vendedorA La distribución de probabilidad de X se ob 
tiene de la tabla de distribución conjunta asi,

p x ( 0 )  =  p [ x  =  o ,  r  =  o  ]  +  p C x  =  o ,  y  =  i  ]  +  p C x  =  o ,  y  =  2  ]
. -L + I + I = JL ;

16 8 8 16

px(l) = P[X = 1, Y = 0] + PCX = 1, Y = 1] + PCX = 1, Y = 2]

= ±  + I + J -  = J L  ;
16 8 16 16

px(2) = PCX = 2, Y = 0 ] + P[X = 2, Y = 1 ] + PCX - 2, Y = 2 ]

= I + I + J L  -  J -  ,

8 4 16 16

En otras palabras, la probabilidad que la variable aleatoria X toma el va
lor 0 es 5/16, que toma el valor 1 es 4/16, y que toma el valor 2 es 7/16. Y 

se obtiene sumando las columnas de la tabla de distribución de probabilidad 
del ejemplo anterior. Luego la distribución de probabilidad de X 

(px U) = PCx = x ] ) es,
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...

X 0 1 2

pw(x)
5 4_ J7_

16 16 16

Similarmente sumando las filas de la tabla de distribución conjunta de X e Y, 
se obtiene la distribución de Yt

(pY U) = P f Y  « yl)

y 0 1 2

PY (í/)
4
16

8

16

4

16

Las distribuciones de X é Y asi calculadas, se llaman distribución de proba
bilidad marginal.
Es, muchas veces, conveniente escribir estas sumas en los márgenes de la ta
bla de distribución conjunta de (X,Y), como se observa en ia tabla siguiente

Distribu
ción «a re
gina 1 de Y

DEFINICION 4.3.3 La función de probabilidad individual para X e Y se llaman 

dl&lribuc¿ont& de probabilidad marginal o ¿uncxcnea de probabilidad marginal 
la  ViAtrUbucion Marginal para X, está dado por,

PyU) = P[X = X ] = 2
y i  Ry |x=x

P[x = x, Y = y l = 2
y 1 1^ | X-x

p(*,y)

.... ( 1)

donde y e Ry|X = x es el rango de valores para Y, dado que X = x. Note que 

este rango puede ser diferente para valores diferentes de x.
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La VÁA&UbucAj6n Ua/igútal pmfia Y, está dado por,

(2)

El nontre de marginal se debe a que los valores de estas distribuciones es
tán dadas por la suma total en los márgenes de las filas y columnas de la re 

presentación tabular de p(x#í/).

EJEMPLO 4 La función de probabilidad conjunta de la variable aleatoria 

(X,Y) está definido por,

p u,<o =
X + tí

32
x = 1,2; y * 1,2,3,4.

Hallar la distribución de probabilidad marginal de X y de Y

SOLUCION

(a) p*(x) * P[X = x ] = 2
* vt Iyt Ry|x=x

t

*/-i 32

x + 1 x + 2 + x + 3 + x + 4
32 32 32 32

Luego, pY(x) * P[X = x ] * - , x - 1,2
A ¿ O

es la función de probabilidad marginal para X.

(b) pAy) = P &  = y l = X
xe R |Yrny X = 1

,  L±jl + 2 + y
32 32

Luego, py (</) = P[Y = </] = 2¡í ^ ■ 3 y * 1,2,3,4

es la probabilidad irarginal de Y.
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432 VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

El concepto de independencia de variables aleatorias es muy importante 
en estadística. Como en el caso de independencia de eventos, dado en el capí
tulo 1; intuitivamente diremos que las variables aleatorias X e Y son ¿nde.- 
pzndcenteA si el resultado de una de las variables,digamos X no influye en - 
el resultado de Y, y viceversa.

DEFINICION 4.3.4 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta - 

con función de probabilidad marginal PX W  y PY (í/h Se dice que X e Y son

independientes si, sólo, sí

p(*.</) = p,(x) Pv(y) V (x,y)

o que PCX = x, Y = y ]  = PCX = x]PCY = ( / ] , ¥  (x,y)

En otras palabras, X e Y son independientes si, P[X = x]no afecta a la 

P[Y = y ] .

EJEMPLO 5 Las variables aleatorias definidas en el ejemplo 2 . no son inde 
pendientes, puesto que por un lado se tiene,

p ( 0 , 0 )  =
16

por btro lado se obtiene,

de donde,

P x ( 0 )  p / 0 )  =

p { 0 , 0 )  t  P x ( 0 ) p Y ( 0 )

_5_
16 16

_5_
64

EJEMPLO 6 Suponga que X e Y tienen la siguiente distribución de probabilidad 
conjunta,

Determine si las variables aleatorias X e 

Y son independientes.

SOLUCION La distribución marginal de cada 

variable está dada en la tabla siguiente,

1
2

-----
4

1 0.10 0.15

3 0.20 0.30

5 0.10 0.15



Probabilidad e Inferencia Estadística
v •

X\J
ís%

2 4 p[y = y ]

i 0.10 0.15 0.25

3 0.20 0.30 0.50

5 0.10 0.15 0.25
X II * 0.40 0.60 1

p x ( 2 ) p y ( l )  =

P x ( 2 ) p Y ( 3 )  =

P x ( 2 ) p y ( 5 )  =

px(4)py(l) = 

P X ( 4 ) P y ( 3 )  =

p x ( 4 ) p y ( 5 )  «

( 0 . 4 0 ) ( 0 . 2 5 )  = 0 . 1 0 , Luego, p ( 2 , l )  =  p x ( 2 ) p y ( l

( 0 . 4 0 ) ( 0 . 5 0 )  = 0 . 2 0 , Luego, p ( 2 , 3 )  12 p x ( 2 ) p y ( 3

( 0 . 4 0 ) ( 0 . 2 5 )  = 0 . 1 0 , Luego, p ( 2 , 5 )  = p x ( 2 ) p y ( 5

( 0 . 6 0 ) ( 0 . 2 5 )  = 0 . 1 5 , Luego, p ( 4 , l )  = P X ( 4 ) p y ( l

( 0 . 6 0 ) ( 0 . 5 0 )  = 0 . 3 0 , Luego, p ( 4 , 3 )  =  p x ( 4 ) p y ( 3

( 0 . 6 0 ) ( 0 . 2 5 )  = 0 . 1 5 ; Luego, p ( 4 , 5 )  =  p x ( 4 ) p y ( 5

concluimos que X e Y son independientes,

433 DISTRIBUCION D E  P R O B A B I L I D A D  C O N D I C I O N A L

Dado dos eventos A y  B, en el capítulo I hemos presentado, la probabilidad - 

condicional de que ocurra el evento A dado que ha ocurrido el evento B. Ex

tenderemos este concepto a la distribución condicional de una variable alea
toria X, dado que la variable aleatoria Y haya tomado un valor determinado , 

por, ejemplo y 0*
Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimencional con función de probabilidad - 

p(x,y) de rango RX x Y * y probabilidades marginales px(x), pY (t/). Rx y Ry -

los rangos de las variables aleatorias X e Y respectivamente.

Sean los eventos A = (X = x) , B = (Y = </) , (x,y) £ rX x y' entonces »

por la definición de probabilidad condicional se tiene.

r , , P[A O  B]
P[A|B] =

p[b]



Pero, A O  B * (X = x, Y = y ) t por lo tanto

P[A f) B] = PtX = x , Y = y ] = p{x,y) y

P[B] = P[Y = í/ ] - py(y) > 0, pues y e Ry .

Luego, la probabilidad condicional del evento A, dado B es

P[A |B] = PtA fl B] _ P[X = x, Y = y] = p(x,y)

P[B] P[Y = y ] py (i/)

Es decir,

P[x = x|Y = y ] = P[X = *» Y = ^  = p(x,y)
P[Y = y ] pY(y)

La raz6n p(*»¡0  ̂ se n ama -|a función de probabilidad condicional de X,
PyCy)

dado Y = y. La siguiente definición formaliza lo expuesto en el párrafo an
terior.

DEFINICION 4.3.5 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional discreta, 

la {¡unción de pnobaitiJLidad condicional de X dado Y = y, se denota por 

"Px|YW!/)" y se define por,

PX|Y( XI</) = . Py ( » )  > 0
1 P y ( y )

Similarmente, la ¿unción de probabilidad condixúnnat de Y dado X = x, se de
fine por,

Py]X(l/|x) = > p (X) > 0
^ 1X Px(x) X

EJEMPLO 7 Sean X e Y dos variables aleatorias cuya función de probabilidad 

conjunta esta definida por,

p(x,y) 9 y . x = 1,2; i/ = 1,2,3,4,

Hallar :

(a) la función de probabilidad condicional de X, dado Y = y.
(b) la función de probabilidad condicional de Y, dado X = x.

SOLUCION En el ejemplo 4 hemos calculado las respectivas funciones de proba
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bilidad marginal,

px(x)

P y ( y )

2x + 5 
16

Zy + 3 
32

x = 1,2

y * 1,2,3,4.

Entonces:
(a) La función de probabilidad condicional de X, dado Y = y es,

X | Y U l  y)

* + y
32

2 i / Q
32

x + y 
Zy + 3

x = 1,2;

cuando c/ — 1 6 2 6 3 6  4. 
por ejemplo,

P[X * 2|Y = 2 ] = pX |2(2|2) =

(b) La función de probabilidad condicional de Y, dado X = x, es

x +

PY |x^lx) =
f - .

2x + 5
x + y 

4x + 10 *
para, x * 1,2,3,4,

16

cuando x = 1 ó 2.

por ejemplo, P[Y = 3 JX * 1 ]  = P Y j j ( 3 | l )  = 14
2
7

EJEMPLO 8 La distribución de probabilidad conjunta de la variable aleatoria 

(X, Y) está dado por.
Hallar:

(a) P[X = 1|Y = 0 ]

(b) P[Y = 2|X = - 1]

SOLUCION La distribución de probabilidad marginal, 

Px(x) = P[X = x ] y pY (t/) = P[Y = y~\ , están -

dadas por la suma de las columnas y filas de la tabla 
de distribución de probabilidad conjunta.

N .  x - 1 1

0 1 3
6 12

i 0 4
12

2 1
12

2
12
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(a)

(b) P[Y s 2|X = - 1] = P[X = - 1, Y = 2] 
P[X - - 1]

1/12
3/12

1.
3

El lector habrá notado que, Px iY (*|{/) > °*

E  ,

x£ R |Y-y
£  Ptx.i/) = * £Rx ^

X  £ Rv | Y = t/ Py(y) Py(y)X

Py(y)

Py(f/)
1 .

Es decir, p x j y ( x | í/)  cumple las condiciones de una función de probabilidad 

entonces se puede calcular probabilidades tales como,

P[a <s X « b|Y = <y] = £
x€ R

pX iY (x i</) 
a <  x <  b X IY

, etc.

por ejemplo, en el problema anterior, la probabilidad condicional del evento 
(0 < x < 3/2), dado que Y = 2, es

3
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P[x = 1, Y = 2 ] 

P[Y = 2 ]

2 / 1 2

3/12

2

3

TEOREMA 4.3.1 Sea (X.Y) una variable aleatoria bidimensional, entonces,

Px |y(x|i/) = PXU)

Py ix(!/|x) pY(y)
*  (*,y)

■V [x,y)

sí, sólo si X e Y son variables aleatorias independientes .

43.4 ESPERANZA Y VARIANZA

En el capítulo 3, hemos calculado, la media o valor esperado de una va

riable aleatoria X, la media de funciones de X, como por, ejemplo; X2,* aX + 

b; etc. En algunos problemas, se requiere calcular, el valor esperado de una
función de dos o más variables aleatorias X e Y, por ejemplo, las mas sim

ples: X + Y, XY, X2Y + X, etc. La técnica* para obtener el valor esperado de 

una función de dos variables aleatorias es la misma que en el caso de una vâ  

riable, como indica la definición siguiente.

DEFINICION 4.3.6 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta, - 

y H(X,Y) una función de dos variables aleatorias X e Y. El o atan. ¿Apestado dt 
H(X,Y), se define por,

E H(X,Y) = £ *  2 - H (x,y)  p(x,y)
X x  Y

Siempre que la suma sea absolutamente convergente.

En el caso particular de que H(X,Y) = X, se tiene

Uw = E(X) = £  E x p i x . y )  = 2 -  X 2p(x,!/)
X x Y  xE Rx uí  Ry

= x ? R f x < x)

Similarmente, si H(X,Y) 3 Y, py = E(Y) = cJec'*r> me“

día de X(Y), se determina, de la función de probabilidad marginal de X(Y).

El lector, siguiendo un proceso similar, puede encontrar que la varianza de
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X y de Y están dados por

= E(X - w J 2 = £  (x - u j 2py(x) - E(X2) - (w )2
X ' x T r x ^X ' " X

°y = E Ŷ ■ V = ■ >VZ,V^ = Êy2̂ ■

observe que, aquí es,

H(X,Y) = (X - px)2 ; H(X,Y) (Y - gY )2

TEOREMA 4.3.2 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional, entonces,
f

EfcH(X) ± bG(Y)] = aE[H(X)] ± bEÍG(Y)]

una consecuencia inmediata de este teorema, cuando,

H(X) = X, y G(Y) - Y, es,

E(X t Y) = E(X) ± E(Y)

TEOREMA 4.3.3 Si X e Y son dos variables aleatorias independientes, enton

ces

(a) E(XY) = E(X) E(Y)
(b) Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

Una generalización de la parte (a) de este teorema es la siguiente

Si X e Y son variables aleatorias independientes y H(X), G(Y) son funciones

de X e Y respectivamente, entonces,

E[H(X) G(Y) ] = E[H(X)] E[G(Y)]

También la parte (b) se puede generalizar a n variables aleatorias,

EJEMPLO 9 La variable aleatoria bidimensional (X,Y), tiene la siguiente diŝ  

tribución de probabilidad conjunta.

Calcular:

(a) E(X + Y) ;

( b ) E(XY) ;

(c) E(XY2), E(2XY + XY2)

SOLUCION Cálculo de la distribución de probabilidad marginal.



x 0 1 P[Y = y]

1 1 1 3
i

6 12 12

2 2 5 9
6 12 12

P[X * x] 3
6

6
12

1

U) PX = E(X) = 0(f> ♦ u ¿ )
6
12 ;

PY = E(Y) = <í « f v  («) ■ 1(ir>*
2(— ) 

12
21 
12 ’

y por el teorema 1, se tiene,

E(X + Y) ii m X + m 6
12

+ Ü  
12

•

cnl«d-

n

(b) Puesto que X e Y no son independientes y por lo tanto no podemos aplicar

el teorema 3, aplicaremos la definición. Entonces,

E(XY) = ¡ £  Z xííP(W ) = 0.1.(i) + 0.2.(|) + l.l.(-L) + 1.2.¿) = .
X Y O O le le le

(c) E(XY2) = ¡f- E xy2p{xty) = 0.1. (±j + 0.4. (£) + l.l.(i) + 1.4.(^) = %  .
X X Y 6 6 12 1Z 12

(d) aplicando el teorena 2 y (c) se tiene,

E(2XY + XY2) = 2E(XY) + E(XY2) = 2 • + || = ^| .

EJEMPLO 10 Sean X e Y dos variables aleatorias, con función de probabilidad
conjunta,

PU.j/) = S-Jjp*- , X = 1,2, y = 1,2

Calcular:

U) ux ; (b) a* ; (c ) ; (d) a*

SOLUCION Las funciones de probabilidad marginal son, respectivamente
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Pvl!/) =
x + 2y _ 3 + 4t/

18 18 y s i,z

Observe que p{x,y) f P (í/)< Por tanto X e V son dependientes.
X  t/

(a) = E(X) = £  = M t x ) + Z(“ ) =
X * 1

18 18 18
14
9

2
(b) También E(X*) = =

x*l 18
l.(— ) + 4(— ) 

18 18
24
9

Luego, 2 - 24
9 (y1)2

20
81

(c)
“r ' E(,) ' t <  ' T T 41 ’ 1(S >  * E(S >

29
18

(d) EIY*) « Z  í/2!1 ^ )  = 1 (•£) + 4 ( ~ >18 18 18
11 
18 *

Luego, °Y =
51
18

(29,2
18

77
324

435 ESPERANZA CONDICIONAL

La esperanza condicional (o media condicional), se define de la misma - 
forma que una esperanza ordinaria, excepto que se usa la probabilidad condi

cional en vez de la probabilidad ordinaria. Esto se justifica debido a que - 

la probabilidad condicional, cumple las condiciones de una función de proba
bilidad, como hemos visto anteriormente en el capítulo I.

DEFINICION 4.3.7 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional y sea y un 

número real, tal que P[Y = y ] > 0. El voto)i e¿p&Lado cond¿<Uona¿ de X da 
do Y = y, se denota por,

ux |^ y se define por,

j--------•---------------   1----------------------------------, - - , n,

wx|j, * E(XIY = y) = xll?xxP[X = X IY = ^  = x ? R xXPX |!/(x|íí)

Similarmente,



Uvl = E(Y|X = x) = 2  = !/l* = * I = 2  Wy\Jy\x)
^ |x </e\ y í R y |x

En particular, si P[X * x©] > O, se tiene,

Mx |Xo - E(X|X = X o )  xPtX = x|X = x„]

v P[X = X ,  X = X o ]

P [ x  = x©]

P[ X = x 0]

p [ x  -  X o ]

Observe que habrá una E(X|í/) para cada valor de y en el rango de Ry, 

y el valor de cada E(X|y) dependerá del valor de y9 que se reemplace en la -

E(Y|x) como valores tiene x (rango de X), y el valor de E(Y|x) dependerá de 

los valores de x, determinado por la función de probabilidad.

DEFINICION 4.3.8 La ueuUcmza condicional de X dado Y = y9 se define por,

La varianza Oy|x» se define de manera similar.

Las propiedades de la esperanza condicional son completamente similares 

a las de esperanza ordinaria.

TEOREMA 4.3.4 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional, y sean afbey  

números reales. H(X, Y)  una función de dos variables. Entonces:

función de probabilidad condicional. Similarmente, habrá muchos valores de -

E[(X - E(X\y))2\y ] = 2  (* - E(X|t/))2p(x|i/)
x CRx

Como en el caso de varianza ordinaria, puede usarse la propiedad,

° l \ y  * E(X2I ^  - <E<XI*>>2

(a) E(oX + b |Y = y) = a£(X|Y = y) + b V- y tal que py (t<) > 0

(b) E[H(X,Y)|Y = y j  = S R H(x,y)P[X = x|Y = y ] = E[H(X,Y)|Y = w]
X

En (a) Si 6 = 0, se tiene que E(aX|Y = y) = aE(X|Y « tj)



TEOREMA 4.3.5 Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces,

EtX|Y = y) = E(X), V y , que cumple py (t/) > 0

EJEMPLO 11 La distribución de probabilidad conjunta de (X,Y) está definida 
por la siguiente tabla. Calcular :

(a) E(X|Y = 1) ;

(b) E(2X|Y - 1) ;

(c) E(3X + 4 |Y = 1) ;

(d) E{XYIY = 1) ;

(e) E(2X + 3Y|Y = 1) ;

SOLUOION

(a) E (X | Y = 1) = 2  *P[X = x|Y 
xC R

= 1]

= (- 1)P[X = - 1 ] Y = 1] + 1. P[X = 1|Y = 1]

= l- l)(i) + 1 <!>
1
3

Ya que, P[X - 1|Y = 1 ] =

P[X = 1|Y = 1]

P[X = - 1, Y = 1 ] 

P[Y = 1]

1/8 _ 
3/8

P[X = 1, Y = 1 ] . 1/4

P[Y = 1 ] 3/8

1
3

2 
3

(b) E(2X|Y = 1) = 2E(X|Y = 1)

* - !  •

(c) E(3X + 41Y = 1) = 3E(X|Y = 1) + 4

= + 4

(d) E(XY|Y = 1) = E(X, 1|Y = 1)

= E(X|Y = 1) = I

= 5.

por teor 4.3.4a,

por teor. 4.3.4a,

por teor. 4.3.46,

Le) E(2X + 3Y Y = 1) = E(2X + 3.1|Y * 1) por teor. 46»

= E(2X + 3 Y = 1)
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= 2E(X|V = 1) + 3

2 < i >  +

U
3

4.3.6 COVARIANZA Y  COEFICIENTE DE CORRELACION

Daremos aquí la definición de unos números que miden como, están rela

cionados los valores posibles de X con los valores posibles de Y; estos núme 
ros dependen de la función de probabilidad conjunto de X e Y.

DEFINICION 4.3.9 Sean X e Y dos variables aleatorias con media ux y Uy>

respectivamente. La aovwuanza dt X e Y, denotado por "Cov(X,Y)", "°xy"> se
define por

Cov(X.Y) = oXY = E [(X - Px) (Y - Uy) 1 =

=  X  U  - tO(í/ '

M í «x x y

A diferencia de la varianza que siempre es no negativa, la covarianza -

puede ser negativa, cero o positiva. Si los valores más pequeños de X son -

asociados con valores grandes Y, y viceversa, entonces la covarianza es negâ

tiva. Es decir, si X - y e Y - u tienen signos opuestos. En cantio la C£x y
varianza será positiva cuando los valores grandes de X, se asocian con valo

res grandes de Y, y valores pequeños de X son asociados con valores pequeños 
de Y. Si la covarianza es cero, se dice que X e Y no están correlacionadas, 

aunque pueden ser dependientes o independientes. Una fórmula alternativa pa

ra calcular covarianzas, da el siguiente teorema.

TEOREMA 4.3.6 La Cova/uanza de dos variables aleatorias X e Y, con media - 

ux y v>y respectivamente, está dado por,

Cov(X,Y) = E(XY) -

TEOREMA 4.3.7 Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces,

Cov(X,Y) = 0

TEOREMA 4.3.8 Si X e Y son variables aleatorias con función de probabilidad 

conjunta y varianzas finitas, entonces,

Var(aX ± bY) = a2Var(X) + b2Var(Y) ± 2obCov(X,Y)
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En particular, si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0, por lo - 
tanto se cumple el teorema 3b.

DEFINICION 4.3.10 Sean X e Y variables aleatorias con desviación estándar - 

°x ^ °Y re&Pectivamen*e ' coeficien te de coxAetatUÓn de X e Y, denotado

p(X,Y), se define por,
p(X,Y) = 9? v (_XjY)

°X °Y

TEOREMA 4.3.9 PROPIEDADES DEL COEFICIENTE DE CORRELACION p

(a) -1 < p s i

(b) p(X,Y) = p(Y.X)

(c) Si X e Y son independientes, entonces p = 0

(d) Si p = ± 1, entonces entre X e Y existe una dependencia funcional li
neal .

(e) Suponga que Y = áX + b, donde a y b son constantes.

Si a > 0, entonces p(X,Y) - 1; Si a < 0, entonces

p(X,Y) = - 1

(f) Si a, b, c, d son constantes, a > 0 y b > 0, entonces;

p(aX + c, bY + d) = p(X,Y).

EJEMPLO 12 La función de probabilidad conjunta de (X,Y) está dado en la ta
bla. Calcular :

(a) Cov(X,Y) ; 

«2(b)

(c)

(d)

wx

Ô  *Y '

P(X,Y)

<e > °X + Y ;

lf) p(2X, 3Y + 4).

SOLUCION

_
0 1 P[Y = (/]

0 1 1 2v
8 8 8

1 2 1 3
8 8 8

O 2 1 3c
8 8 8

p[x = xl 5
8

3
8 1

«.5.
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t(XY) = 0(1 + f  + |  + 1) + 1(1) ♦ 2(1)

Por lo tanto, Cov(X,Y) = E(XY) - ^Y
3
8

(b) E(X2) = 0(|)
' f y

Luego, 2 - 3  9
aX 8 * 64

3 . —  *
8
15
64

3
8 *

9 3
8 * 8

_3_
64

( c )  E ( Y 2 )

Luego,

■ °<|) * •<§> * 4i|) ■
15
8

E(Y2; - 2 -  1 5 . 
8 ( V8

39
64

(d) Se tiene, ax = /o£ / 15/64

Oy = - /  39/64

/Í5~

8

/39” 
8

Por lo tanto, p(X,Y) Cov(X,Y) 

°X°Y

- 3/64

/l5 x 39 
64

1
/~65

( e ) ° x  +

^  + 
64

»  + 
64

2Cov(X,Y)

21" w64
3
4

(f) por el teorema 9f, p(2X, 3Y + 4) = p{X,Y) = - 1

/65

P R O B L E M A S  43

1. Una urna contiene 3 bolas numeradas 1,2,3 respectivamente. De la urna se 

extraen 2 bolas una a una sin reemplazo, y sea X el nümero de la primera 

bola extraída, Y el número de la segunda bola. Hallar la distribución de 
probabilidad conjunta de la variable aleatoria (X,Y) y su qráfica.

2. Suponga que tres objetos no diferenciables se distribuyen al azar en tres 

celdas numeradas. Sea X el nümero de celdas vacias e Y el nümero de obje
tos colocados en la primera celda. Construya la tabla de distribución de 

probabilidad conjunta de X e Y. ¿Son independientes dichas variables alea 
torias?

3. Se elige uno de los números enteros: 1,2,3,4,5. Después de eliminar to-
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dos los enteros (si los hâ y) menores que el elegido, se elige uno de los - 
restantes (por ejemplo, si el primer numero es el 3, la segunda elección 

se hace de entre los números 3,4,5). Sean X e Y los números obtenidos en
la primera y segunda elección respectivamente.

(a) Hallar la distribución de probabilidad conjunta de X e Y.

(b) Determine las distribuciones de probabilidad marginal de X e Y.
(c) Determine la función de probabilidad condicional de Y, dado X = 3.

(d) Determine la función de probabilidad condicional de X, dado Y = 3.
(e) Calcular P[X + Y > 7] y P[Y - X > 0]

4. La función de probabilidad conjunta de X e Y está dado por:

p(x.y) = *23y  y2 . X - 0.1.2.3; y = 0,1

(a) Hallar las funciones de probabilidad marginal de X e Y.

(b) Hallar la función de probabilidad condicional de X, dado Y - y ,
(c) Hallar la función de probabilidad condicional de Y, dado X = x.

5. Se extraen al azar 2 naipes sin reemplazo de una baraja de 52 naipes. Sea 

X el número de ases que aparece e Y el número de espadas que aparecen.

Obtener p{x,y) y Calcular P[X > Y] .

6. En una urna hay 3 bolas negras y 7 blancas. Se seleccionan al azar 2 bolas 

sin reemplazo. Sea X el numero de bolas negras sacadas, e Y el número de 

blancas. Obtener p{*,y)  y calcular P[X S Y] .

7. El espacio muestral fl consiste de tres puntos toj , üj2. w 3. Las probabili

dades asignadas a estos puntos son i  , —  , i  , respectivamente. Las va

riables aleatorias X e Y se define como :

X(u í ) = 0 , X(iü2) = 0 , X(u3) = 1

Y(Wl) = 1 , Y(iü2) = 2 , Y(co3J = 3

(a) Hallar la distribución de probabilidad conjunta de X e Y.

(b) Encuentre, la distribución de probabilidad marginal de Y.

(c) ¿Son independientes X e Y?
(d) Calcular la distribución de probabilidad condicional de X, dado Y = 1.

(e) Determine E(Y).

8. Sean X e Y dos variables aleatorias que representan el número de bici
cletas producidas por las líneas ensanbladoras A, B respectivamente en un
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día. La distribución de probabilidad conjunta p(x,í/} de las variables 
aleatorias X e Y , está dado en la siguiente tabla.

0 1 2 3 4 5

0 0.00 0.01 0.03 0.06 0.07 0.08

1 0.01 0.02 0.04 0.07 0.07 0.09

2 0.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.06

3 0.00 0.01 0.05 0.05 0.05 0.04

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que la línea B produce tres artículos, - 

si se sabe que la linea A ha producido 1?

(b) ¿Cuál es la probabilidad de que la línea B produce más bicicletas - 

que la línea A?
(c ) ¿Son las variables aleatorias X e Y independientes?

(d) Hallar Cov(X,Y) y p (X,Y).

9. Una moneda se lanza cuatro veces. Sea X, el numero de caras que aparece y 

sea Y, tal que toma el valor si la primera cara aparece en el i-ésimo 

lanzamiento y es 0, si no aparece cara. Calcular:
(a) La distribución de probabilidad conjunta de X e Y.

(b) P[X = 2, Y = 3] ; ( c )  F<2,4) ; (d) F(2,l); (e) PfX = 3]

(f) P[X = 3)Y = 0 ] ; (g) P[X = 3|Y = 1]

(h) E(2X + Y|Y = 1)

10. La distribución de probabilidad conjunta de X e Y se define como :

/ . 3x + 2u - 4 i o o
= ----- 54^------- ; x,í/ = 1,2,3.

(a) Hallar las distribuciones marginales de X e Y respectivamente.

(b) Calcular : p{x|l) ; p(x|2) ; p(x|3)

(c ) Calcular : p{y|1) ; p(</|2) ; p(t/|3)

(d) Verifique que X e Y son dependientes.

11. Dos firmas comerciales principales, A y B, controlan 50 y 30 por ciento - 

del mercado respectivamente. Si se escoge al azar una muestra de dos com

pradores para una observación. ¿Cuál es la distribución de probabilidad - 

conjunta del numero de compradores que favorecen a cada firma de la mués-
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tra?, Calcular, E(X), E(Y), E(X + Y) y E(XY).

12. Un puerto tiene capacidad de acomodar 4 naves de cierto tipo durante la 

noche. Las tarifas del puerto producen una utilidad de 5 1,000 por nave - 
atracada. Si X es la variable aleatoria que representa el número de naves

buscando atracadero por noche y suponiendo que P[X = fe] = i para

fe s 1,2,3,4,5. Un segundo puerto está disponible para manejar el exceso - 

de naves, si existen. Sea Y el número de barcos solicitando atracadero en

el segundo puerto (lo cual sólo ocurrirá, si el primer puerto, está lleno)
Calcular:

(a) La distribución de probabilidad conjunta de X e Y.

(b) La distribución de probabilidad marginal de Y.

(c) E(Y)
(d) La distribución de probabilidad de Y, dado X = 4 .

(e) ¿Son las variables aleatorias X e Y independientes?

(f) o2 , a2 ; tg) Cov(X.Y) ; (h) p(X,Y)

13. Considere las variables aleatorias independientes X e Y, las cuales sólo 

pueden tomar los valores - 1,0,1. Suponga que PÜX = - l] = p[X = l] =

i  y p [ y  = -  1 ]  = p [ y  = o ]  = i  .

(a) Calcular E(X), EIY) ;

(b) Si Z = 4X + 3Y , calcular E(Z) ;
(c) Determine la distribución de probabilidad conjunta de X e Y .

14. La distribución de probabilidad conjunta de la variable aleatoria (X,Y) 

está dado por la siguiente tabla.

Calcular -:

(a) E (X) ;

Ib) E(Y) ;
(c) E(3X + 4Y) ;
(d) E(Y2) ; le) o2 ;

(f) E(XY) ;

(g) P[X = 1|Y = 13 ;

(h) H(X|Y = 1) ;

(i) E(2X + 1|V = 1) ; (j) E(2X + Y|Y = 1); (k) EIXY|Y = 1)



15. La distribución de probabilidad conjunta de (X,Y) está dado por la tabla 
adjunta. Calcular :

(a) E U  + YJ ;
(b) E(XY)

(c) E(2X + 3|Y = 2J

(d) E(XY|Y = 2)

(e) E(X + Y|Y = 2)

(f) Cov(X.Y) ; (g) Cov(X, - Y) ; lh) p(X,Y) ; (i) p<X, - Y)

16. Un producto se clasifica de acuerdo al número de defectos que contiene y 

a la fábrica que lo produce. Sean X e Y las variables aleatorias que repre

sentan el número de defectos por unidad (con posible valores 0,1,2 Ó 3) y
el número de fábricas (con posibles valores 1 ó 2), respectivamente. Los 

valores de la tabla representa la distribución de probabilidad conjunta - 
de X e Y. Determinar:

(a) La distribución de probabi

lidad marginal de X e Y ;

(b) E(X + Y)

(c) O* ; 02 .

(dj E(2Y + 3|X = 2)

17. Sean X e Y dos variables aleatorias que representa las producciones dia
rias de dos lineas ensanbladoras A y B de automóviles respectivamente. La 

distribución conjunto p(x.,y) de las variables aleatorias esta dado en el 

cuadro adjunto. Calcular :

(a) Las distribuciones marginales px (x)

y  pY U )

(b) P[X = 3|Y = 2] ; P[Y = 3|X = 2 ]

(c) E(X) y E(Y)

I 1 2 3

1 0 1/6 1/12

2 1/5 1/9 0

3 2/15 1/4 1/18

0 1 2 3

1 1/8 1/16 3/16 1/8

2 1/16 1/16 1/8 1/4

X 0 1

1 0 . 1 0.4

2 0.2 0.3

Probabilidad e Inferencia Estadística

( d )  E(X|Y = 2) ; E(Y|X = 3) ; E(2X + 3|Y. = 1) ; E(2X + Y|Y = 2)

le) P[X < Y]; VarlX) ; Var(Y) ; Cov(X,Y) ; Cov(3X + 2, 2Y + 4)



4.4 DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES CONTINUAS
Extenderemos aquí la idea de la función de densidad de probabilidad de 

una variable aleatoria continua a la de una variable aleatoria bidimensional 

continua. Como en el caso de una variable aleatoria, las definiciones son - 

las mismas que en el caso discreto, excepto que las integrales reemplazan a 
la sumatoria. Para la mayor parte, aceptaremos esta sustitución, y por lo - 

tanto esta sección consiste principalmente de un resumen, ejemplos y proble
mas.

DEFINICION 4.4.1 Si (X,Y) es una variable bidimensional continua. La &un- 
<Uán de densidad de piobatULidad conjunta, es una función integrable &{xty) 
que cumple las siguientes propiedades:

(a) ó(x ,y) > 0  , y  U,¿/)

(b ) J J í(x,y}dxdy = 1 , (o JJ 6{x,tj)dxdy = 1)

-» -» Rv vX x  Y

La probabilidad de un evento A definido en un plano euclideano, está dado - 
por,

P&x,Y) e A ] = £{x,y)dxdy
i

Y por lo tanto P[(X,Y) 6 A] es el volumen del sólido sobre la región A en 

el plano XY y acotado por la superficie í(x.fy).

Las Fundones de densidad Marginal son :
00

H*,y)dy,
J - co

(a) ¿X(x) = | &[x,y)dy, función densidad marginal para X.

r
(b) = I función de densidad marginal para Y.

J _ 00

El valor esperado de X (media de X), el valor esperado de Y (o media Y) es

tán dados por :r ' 00 f 00 /O?

E(X) = yx = j xix (x)dx = | | xí(x,y)dydx
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E(Y) = Uy = <éí^(y)dy = y£{x,y)dxdy
00 * -  09  '  ~  00

f 09 / 00

y<su.
Jo QD Jo 09

En general, el valor esperado de una función H(X,Y) se define por,
/ 00 + 00

H(X,
J - c o J  -eo

EtH(X.Y)] = H [x,y) i (x,y)dxdy

Las propiedades son las mismas que en el caso discreto. Así,

E[H(X,Y) ± G(X,Y)] = E[H(X,Y)] ± E[G(X,YJ]

La varianza de X e Y están definidos como sigue :
#00 /OO #00

Var(X) = = I U  - wx)2¿x U)d* = M x ' Vx) 2í^,y)dydx
J . CQ J - 00 J-OD

Var(Y) = a2 = (t/ - Vy)2íy (y)dy
/• 00

= í í  {y - Vy)26(x-,y)dx.dy
J . OO J  ~  00

Las propiedades también son las mismas que el caso discreto. Así,

o2 = E(X2) - ivx)2

E J W L O  1 Sea (X,Y) una variable bidimensional, con función de densidad 

junta,

< ( x )  -  -
; O ¿ x  £ 2 . 5  , O £i/ £ 200

500
O ; en otros casos

(a) Calcular P[1.0 S X £ 2.0, 100 í Y $ 200]

(b) Hallar la función de densidad marginal de X e Y ;

(c) Calcular E(X);

{4) o2 .

SOLUCION
(a) Esta probabilidad se calcula integrando la función i ( x ,y ) sobre la 

gión 1.0 S x £ 2.0 y 100 S y * 200. Es decir,
/200 j-2.0

P[1.0 S X £ 2.0, 100 SY S 200] = « L  dxdy = i  .
'  100'1.0 3



( b )  ¿X(x) =

Por lo tanto,

1  j  -  2

o 500 y 5

200

0 S x < 2.5

á v U )  =

2
5

0

0 < x á 2.5

en otros casos

íY (y)
2 . 5

0

1
500 dx = 1

200

Esto es,
1

< Y W  s

200

0

0 *  y S 200

en otro caso

(c) E(X) = y

,2.5Lx • fdx = j(2.S)2 = 1.25 .

,2.5

( d ) x2 . f  dx - 11.25}2 
5 3 x 5

(0.5)3 - (1.25)2 = 1.56

Si (X,Y) es una variable bidimensional continua, la  dtn&ldad condicional de 

X, dado Y = y, es,

í x\y(*\y) = í ^ . y )
ív(y)

siempre que 6v[x) > 0

Similarmente, <Sv iyM x )  = ií*xi£i
V|X ív(x)

L(y) > 0

La EApc/Lonza Condicional para la variable aleatoria (X,Y) continua está dado
por; oo

Ay
= E(X|Y = y) = | x¿x ^(x|y)dx , y

- OO
/ »

lY | X = E (Y | X = x) =
- OO

EJEMPLO 2 Sea (X,Y) una variable bidimensional cuya función de densidad es

tá dado por,
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H*,y) = ’

2 + 1l  
3 o x S 1 , ü % y £ 2

O en otro caso

Hallar :

(a) <X | (*l¥> 1 (b) |x(tf|x) ; (c) E(Y|X = x)

SOLUCION Las respectivas densidades marginales son,
2

2xlíx(x) = Jo (^2 +  = 2x2 + 3

Es decir, ¿„(x) 2x2 + 
0

2x
3

O á x 3 1
de otra forma

y » )  ■ f u »  *  f ) ¿ X = A + a
3 6

Luego , Íytí/) í
1 0 en otro caso

Por lo tanto las respectivas densidades condicionales son:

(a)
2x2 + 2x

1
2

x + *
x + A  

3

0 £ y * 2 ,

0 < x í 1

en otro caso.

(b) í x \y(*\y) =

X 2 + ¥
I  ♦ í
3 6

x(3x + y) 

1 + !
1 ,

= 0 en otro caso

(c) E(Y|X = x) = x + tf/3 
x + 1/3

dy

9x + 4 
9x + 3 ’



P R O B L E M A S  4.4

1. Hallar el valor de fe, de tal manera que la función

fe —  , 0 < x < l ,  1 < y < 2
=

 ̂0 , en otros casos.

Sea una función de densidad de una variable aleatoria (X,Y).

2. Sea (X,Y) una variable aleatoria continua bidimensional con densidad.

Í U , y )  -  i  7  * 0 < y  < x  • 0 < *  < 1

0 , en otros casos.

Hallar las densidades marginales para X,y para Y.

3. Sea X e Y los puntajes sobre un test de inteligencia y un test de prefe

rencias ocupacionales, respectivamente. La función de densidad de probabj^ 
lidad, de la variable aleatoria (X,Y) está dado por :

k , 0 S X S 100 , 0 í K í 10
1000
0 . en otros casos

(a) Hallar el valor de K.

(b) Hallar la función de densidad marginal de X e Y .

(c) Hallar una expresión de la función de distribución acumulativa F(x ,í/)

4. Consideremos, una situación en la cual se miden la tensión superficial y

la acidez de un producto químico. Estas variables son codificadas tal que 

la tensión superficial se mide en una escala de 0 í x 2 y la acidez se
mide en una escala de 2 y £ 4. La función de densidad de (X,Y) es,

fe(6 -  x -  y )9 0 £ x “ 2 ,  2 £ í / á 4

0 , en otros casos

(a) Hallar el valor de fe.

(b) Calcular la probabilidad de que X < 1 , X < 3

(c) Calcular la probabilidad de que X + Y S 4

(d) Hallar la probabilidad de que X < 1.5

(e) Hallar la densidades marginales de X e Y .



Probabilidad e inferencia Estadística

5. En el examen de admisión a cierta universidad se califica en base a 100 - 
puntos. Sea X la calificación que obtiene uno de los estudientes (que con 

tínua sus estudios hasta graduarse) y sea Y su razón del punto de calidad 
al graduarse (4 puntos - A). La función de densidad conjunta de X e Y es,

6. Sean X e Y variables aleatorias continuas, cuya función de densidad con-

Hallar las densidades condicionales * Y ¿y |x ^ x  ̂ '

8. Se ensayan dos tibos de vacio hasta que fallan. Sea X el tiempo de falla 

menor y sea Y el tiempo de falla máxima. La función de densidad conjunta 

está dada por,

(a) Hallar las densidades marginales de X e Y

(b) ¿Son X e Y independientes?

(c) Hallar la densidad condicional de Y, dado X = 60

9. Un elemento corrfcustible de diámetro D va a ser colocado en un tubo de diá 

metro T. La densidad conjunta está dada por,

1 0 , en otros casos

2 < y < 4 , 25(y - 1) < x < 25y

(a) Hallar nx. Uy, E(XY)

(b ) Oj , Oy , Oĵ y y Pjjy

junta es,
4

0 en otros casos

, 0 < x < y

0 en otros casos



m

O

100 para 1.95 sd s 2.05 
2.00 s 2.10 

en otros casos\

(a) Hallar las densidades marginales de D y T.

(b) Determine E(D), E(T),
(c) Calcular , a'j .

10. Un equipo que consta de dos componentes electrónicos independientes perma_

necerá en uso tanto tiempo como uno de sus componentes esté aún en opera
ción. El equipo tiene una garantía del fabricante que cubre la sustitución 

si el aparato se vuelve inutilizable en menos de un año desde la fecha - 

de compra. La vida X (en años) del primer componente e Y la vida (en años) 
del segundo, son variables aleatorias con función de densidad de probabi

lidad conjunta

Usted compra uno de esos equipos, seleccionado aleatoriamente entre las - 

existencias del fabricante. ¿Cuál es la probabilidad de que la garantía - 
expire antes de que su equipo se vuelva inutilizable?

11. Suponga que X, el tiempo (en minutos) que una persona pasa con un agente 
eligiendo una póliza de seguro de vida e Y el tiempo (en minutos) que el 

agente emplea en hacer el papeleo una vez que el cliente se ha decidido - 
son variables aleatorias con función de densidad de probabilidad conjunta

Usted se dispone a encontrarse con un agente de seguros para suscribir - 

una póliza de st;r>ro le vida. ¿Cuál es la probabilidad de que toda la - 

transición dure más de media hora?

12. Suponga que X, el tiempo (en minutos) que una persona pasa en la sala de 
espera de cierto médico e Y la duración (en minutos)de un examen físico - 

completo, son variables aleatorias con función de densidad de probabili

dad conjunta

ted llega a la consulta del médico para un examen físico 50 minutos an

tes de tener que partir a una reunión. ¿Cuál es la probabilidad de salir

í(*;<é) = £  e'X/Z eTy/2 , x * 0 , y i  0

x ¿ 0 , y £ 0

nara la »r»anniAn?
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DISTRIBUCIONES
DISCRETAS

IMPORTANTES

En este capitulo presentaremos algunas distribuciones de probabilidad - 

discreta, desarrollando en forma analítica ciertas suposiciones básicas de - 
un fenómeno real. Estas distribuciones tienen aplicaciones en ingeniería ad

ministración etc. La distribución geom&OUca, la  binomial y la  blnlmlal negó. 
¿iva se basan en una sucesión de en&ayo* de. BeAnouflX. Presentaremos también 
la dú-OUbuclón Hipe* geom&OUcm. y la  d¿&&Ubuc¿ón de Pol&Aon.

SJ ENSAYOS Y DISTRIBUCION DE BERNOLLLI______________________

Hay muchos experimentos que tienen sólo dos resultados posibles, llama

dos ext¿o "E" y (¡n.actuó "F", Luego, el espacio muestral para este tipo de 

ensayo es fl = {E,F}, Por ejemplo, al lanzar una moneda se obtendrá sólo dos 

resultados posibles C ó S. Llamaremos éxito al evento de nuestro interés. En 

el ejemplo, si estaros irteresados en "cara", diremos que hemos obtenido un 

éxito cuando en el ensayo ocurre cara, en caso contrario, dineros que hemos 
obtenido un fracaso.

Un experimento con esta característica se 11? .u>*zuo de
Definimos ahora la variable aleatoria X de tai manera que XÍ&) = nihero de
éxitos en un ensayo de Bernoulli.

*x - (0,1} .
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Es decir: X(F) = O , "si el resultado del ensayo es una F" y X(E) = 1,
"si el resultado del ensayo es una E".

La variable aleatoria X, asi definida se llama, vcuUable, a£e.aXofu.a de. Be/inoa
t u

IR

1 - X(E)

0 * X(F)

Fig. 5.1.1 Ensayo de BemoulTI.

denotemos por p = P[E ] y q = 1 - p = P[F] .

La distribución de probabilidad de la variable a-lea.toriaXdeBernoulli, es lia 
mada d¿ÁtUbac¿6n de. BexnoutU y su gráfica se muestra en la tabla 5.1.1 y 
la fig. 5.1.2 respectivamente.

X 0 1

p(x) 1 - p - q P

Tabla 5.1.1

La distribución de Bernoulli se escribe tanbién como una función así,

p(x) = P[X = x] = px(l - p) 1 - x x * 0 6 1.

La media y la varianza de la variable aleatoria X, se calcula como sigue :

y - E(X) = O.q + l.p = p

o2 = Var(X) = E(X2) - (E(X))2

02.q + l2.p - p2 - p - p2 = p U  - p)
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Hay muchos problemas en la cual el experimento consiste de n ensayos (o sub 
experimentos) de Bernoulli nj,e2, Se dice que una secuencia de n en

sayos iguales de Bernoulli, forman un p*oce¿o de. EeAnoultí o zxpeAMnento b¿ 
nom¿al si se cumple:

(a) Cada ensayo tiene sólo dos resultados posibles E ó F.

(b) Los ensayos son independientes. Es decir, el resultado (éxito o fracaso)
de cualquier ensayo es independiente del resultado de cualquier otro en

sayo.
(c) La probabilidad de éxito "p" permanece constante de ensayo a ensayo. Lu£ 

go, la probabilidad de fracaso q = 1 - p tanfeién es constante.

EJEMPLO 1 Suponga un experimento que consta de tres ensayos de Bernoulli y

P la probabilidad de éxito en cada ensayo. X la variable aleatoria que repre 

senta el número de éxitos en los tres ensayos. Hallar la distribución de pro 

habilidad de X.

SOLUCION Sea X . ( ¿  = 1,2,3) la variable aleatoria de Bernoulli que represen^ 

ta el número de éxitos en el ensayo
3

La variable aleatoria X se escribe, X = ? *  X . .  El dominio es
c-1 *.

a = {FFF, FFE, FEF, EFF, FEE, EFE, EEF, EEE} y 

Rv = {0,1,2,3}X 

P [ x = 0] = PftFFF}] = (1 -  p ) ( l  -  p ) ( l  -  p )  =  (I -  p ) 3

P [ X  = 1 ]  = P f t F F E } ]  + P [ { F E F } ]  + P t í E F F } ]  = 3 p ( l  -  p ) 2

P [ X  = 2 ]  = P [ { F E E )  ]  + P [ { E F E } ]  + P [ { E E F } ]  = 3p2 ( l  -  p )

P  De = 3 ]  = P [ { t E E } ]  = p 3

X 0 1 2 3

p  X ( 1 -  P ) 3 3 p ( l - p ) 2 3p2 ( 1 - p ) P 3
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A menudo estaremos interesados solamente en el númeAo to ta l de ex¿£o¿ -

"E" obtenidos en un proceso de n ensayos de Bernoulli, al margen del orden - 
en que se presentan. El espacio muestral de los n ensayos, tiene 2 elemen
tos o sucesos los cuales son, una sucesión de n símbolos E y F.

SI = {EEFFEF .. . EFE, . . . }
• _  *V

n letras

Definimos ahora una variable aleatoria X de la siguiente forma,

X{w) = números de éxitos obtenidos en los n ensayos de Bernoulli.

Rx = (0,1,2,3, . . . ,  n}

La variable aleatoria X así definida se llama una vaAMibte. olfatoKta bino- 
mial.

La distribución de probabilidad de la variable aleatoria binomial X, se lla

ma dUtJUbuetón btnomáit y se denota por P[X = x|B; n 9p] ó b(x;n,p) que se 

lee : "la probabilidad de obtener exactamente x éxitos y w - x fracasos". 

Cálculo de la distribución de probabilidad de la variable aleatoria binomial 

X :
(a) La probabilidad que en los n ensayos no ocurre ningún éxito es qn. Es de 

ci r
P[X = 0] = P[{F F... • F}] = qn , por ser independientes

n-veces F

(b) La probabilidad que en los n ensayos ocurre un éxito, es
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p [ x  = i  ]  = P[{FFF. . .FE-,...}] = Pj j ' 1 ' 1 ^ ' ’p = ( "  ) q n' ' p
pn - 1,1 

n

Ya que una E y n - 1 efes pueden ocurrir en los n ensayos de P* 1 ^

formas diferentes.
( c ) La probabilidad que en los n  ensayos ocurre 2 éxitos es,

n-2 2
p[X = 2] = P[{fF.:..FEE,..,}] = ( “ V ' 2p2

p n -  2 , 2  
n

ya que en los n ensayos los dos ees y n - 2  efes ocurren de =(  2 )
formas diferentes.

( d ) En general la probabilidad que en los n  ensayos ocurre x  éxitos es,

n - x x.
P[X = x] = P[{FFF, . .F EE...E,...}] V

px,n-x
n

ya que las x ees ocurren en los n ensayos de P*~XfX ^formas diferen
tes.

Por lo tanto, la d¿&&Ubu<U6n blnomcat de la variable aleatoria X es

Algunas veces, escribiremos simplemente

b{x;n,p) = (  x ) pX<*W~X ' x = 0 ,1 ,2 , . . . ,n

Observe que :

(X) p(x) = P[X = x ]  > 0 , x = 0,1,2,, . ,,n

n n n

(2 ) p(x) = ] ] p [X = x ]  = £ ( " ) pV
x=0 x=0 x /

-X

= (p + q)n = = 1 * ya que p + q - 1

La función de di&tfubucxón aciaiuíada está dada por,
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, x < O

F(x) = P [X S  x ] = P[X £ x|B;n,p] = l Z ( | [ ) p V ' fc. O £ x < n
k=0 

}

CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

La media de la variable aleatoria binomial se puede calcular utilizando 
directamente la definición,

n
.. - r m  - V  f n n_* X* «1 x w-xV - E(X) = ¿-.H x JP Q = * “V:--- 77- P R

x-0 v x /  x»0 x ! (n-x ) !

n
V .
x-0 ( x- 7)! (n-x ) !

n(n-7)! x n-x

^  ín- IJ! x-í n-x 
' np ¿ 8  U-f)! (n-x)! p «

Carinando el índice de la suma, l  = x - 1, se tiene,

p - E ( X )  - np £ . T Í3IÜ] p V " 7^
é o  ¿tin-J--C.Í I P *

= np(p + q)^'1 

y como p + q = 1, se tiene,

y * E(X) = np

Una demostración alternativa de la media usando el Teorema 3.2.4 de espe

ranza matemática es la siguiente:
Puesto que la variable aleatoria X, está definida como el número de éxitos 

obtenidos en los n ensayos de Bernoulli, entonces,

X = X! + X2 + X3 + ... + Xi ¿ 3 n

donde X. , ¿ = l,2,...,n, es una variable aleatoria con una distribución de 

de probabilidad de Bernoulli. Es decir, X^ está definido por, 1, si el resul̂
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\' •• w

tado del ensayo e. es un éxito y 0 si el resultado de) experimento e . es un 
fracaso. Hemos visto que,

Por lo tanto,
V = E(X) = E(XJ + E(X2) + ... + E(Xw)

= p + p +  . . . + p  = np.

La varianza, se puede determinar aplicando, la propiedad 

a l = E(X2) - (E(X))2 .

« « ■ >  - i c y v
-X

n n n

■ £  - £  { ; > v  * £  < ; > v -X

n n

■ 5 . u - « O * , -* * s < : > v -X

n

S  x ( x -  D ( " ) p V ' X  +  n p
x=*0 N x '

pero x(x - 1 ) ( "  )  = x(x - 1) ni n!
x! (n-x)|

= n{n - 1) U-2)!
(x-2)¡  (n-x)¡

I x- 2)! {«- x )!

= «{« - 1) ( " J )

Por lo tanto,

E(X2) = 2 1  n(H - 1) ( ” . 2 )  P * 2<<rL' Xp2 + np

= n(n - l )p2 PX Z?n * + np

n -2
= n(n - l )p 2 j p  (n¿2)  pkqn

fe*0

- 2 - f e + np



Luego» o

n-2- n(n - l)p2(p + <?) + n p

= n(n - l)p2 + np .

2 = VarlXJ = n(n - l)p2 + np - n2p2

= np2(n - 1 - n) + np

* np (1 - p) = npq

de donde, la desviación estándar de X.

Para la varianza también una demostración alternativa para el lector que co
noce el capítulo 4 es la siguiente:

Hemos visto que o2 = pq. Además sabemos que las variablea aleatorias X ;

son independientes. Entonces,

o2 = Var(X) = Var(Xi) + Var(X2) + . . . + Vartf^)

= pq + pq + . . . + pq = npq.

EJEMPLO 1 Se lanza un dado 10 veces. Calcular la probabilidad de obtener 4
veces seis.

SOLUCION 1 La variable aleatoria X está definida así,

X(w) = numero de veces que aparece el numero 6 en los 10 lanzamientos del 
dado .

R * {0,1,2, . . ., 10}

2. El evento que nos interesa es "obtener un seis". Entonces definimos

E =* "obtener un seis al lanzar un dado".
F = "obtener un número diferente de 6".

« E )  ■ ' PtF] ■ i

3. Se lanza el dado 10 veces n = 10. Cada lanzamiento puede considerarse - 

con sólo dos resultados posibles E y F. Las probabilidades de E y F per 

manecen constante en cada ensayo. El resultado de cualquier ensayo es in

dependiente de los otros. Por lo tanto, X es una variable aleatoria bino
mial y su distribución de probabilidad es,
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P[X = x|B; 10, I  ] = ( “ J l r A f ) 10'* , x - 0,1,2,....10

4. Debemos calcular

p[* = 0  = (? ) 7.57
6*

EJEMPLO 2 En Huancayo en el mes de Octubre, la lluvia cae con un promedio - 
de uno cada cuatro dias durante los que el cielo está nublado. Determine la 
distribución de probabilidad del número de días con lluvia entre los cuatro 
próximos días nublados, suponiendo se cumple independencia. Encuentre la me

dia y la varianza del número de días lluviosos. Presente también la gráfica
de la distribución de probabilidad,

SOLUCION 1 La variable aleatoria X está definida por

X(w) = número de días con lluvia durante los 4 días nublados

Rx = (0,1,2,3,4}

2. El experimento es observar, si llueve o no cada uno de los cuatro días niu 
blados. Obviamente cada experimento tiene sólo dos resultados posibles,

E = "día con lluvia" y F = "día sin lluvia".

P -  PtEl = A « = * F ]  = f

3. Suponiendo, que llueva o no un día determinado es independiente de que - 

llueva o no los otros días, se tiene que X es una variable aleatoria bino

mial cqya distribución de probabilidad, con parámetros n = 4 y P ~ \  es

P[X = x | 4 . I ]  = ( 4X )<±>X(J)4-x x s 0,1,2,3,4,

4. La media y la varianza de X están 
dados por,

v = E(X) = np = 4(¿)

a2 « npq 3
4

3
4

EJEMPLO 3 El departamento de contabilidad de una firma comercial, tiene dos 
empleados a tiempo parcial: Juan y Juana, Juan trabaja los lunes, miércoles 
y viernes en tanto que Juana lo hace los martes y jueves. Juan archiva erró

neamente uno de cada cuatro documentos, mientras que Juana lo hace uno de ca



da cinco. Se selecciona un día de la semana al azar y en ese día se toma una 

muestra aleatoria de cuatro documentos de entre los documento archivados ese 

día.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que la muestra contenga exactamente dos do

cumentos mal archivados?
(b) Suponiendo que la muestra contenga dos documentos mal archivados. ¿Cuál

es la probabilidad que ambos hayan sido archivados por Juan ?

SOLUCION 1 Elegir al azar un día de la semana. La semana se divide, en los

días trabajados por Juan y en los trabajados por Juana. Se tiene así,

p[Juan] = 3/5 , p[juana] = 2/5 (ver diagrama).

2. De todos los documentos archivados el día elegido, se extrae una muestra 

de 4 documentos.

3. Teniendo en cuenta que los documentos pueden ser archivados por Juan ó - 

Juana (o, err el sentido de exclusión),

Definimos :
X(o>) = número de documentos mal archivados por Juan, en la muestra de 

4 .
Y(to) = número de documentos mal archivados por Juana en la muestra de 4 

Rx = {0,1,2,3,4} , Ry = {0,1,2,3,41

4. U) La verificación de cada documento, son ensayos con sólo dos resulta
dos posibles: mal archivados (E) o bien archivados (F).

U¿) Los resultados de cada ensayo son independientes debido a que la po

blación es muy grande con respecto a la muestra (ver 5.2.1). Es decir

P = P[£] es constante en cada ensayo.

5. Por lo tanto, las variables aleatorias X e Y tienen una distribución bino

mial con parámetros n = 4 , p = y n ~ 4, p = ^  respectivamente.

P[x = x ] « * =  0,1,2,3,4;

w  = y i = C y ) {b y& 5' y ' * = o»1»2-3-4 ■
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\  v'

\

P[2D/Juan] = PIX = 2] ' ( ^ t )2^ ) 2

P[2D/Juana] - P[Y = 2] =( 2 ) (i ,24 ,2
5 1 ^  2

Del diagrama se obtiene

(a) P[2D] = |  P[X = 2] + |  PtY = 2 ]

3
5 212

i L  / I \2( l )2 + £  -4i -  ( i \ 2( i )2
1 ^1 V4 ) 4̂ ) 5  2 I2 ! 5 5

81 182
5 x 128 5 x 625

75201
400000

* 0.188 .

(b) Según el teorema de Ba.yes, se tiene ,

P[Juan,20] . _ M Z M 2 810000 * 0.6732
75201/400000 1203216

EJEMPLO 4 La figura 5.2.2 representa la gráfica de la función de distribu

ción acumulada de una variable aleatoria X, que tiene una distribución bino 

mial.
(a) Determinar n y p% y y a£

Ib) Calcular P[X £ 1 ]

F U Í t    .........................

72/81

48/81

Fig. 5 .2 .2
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SOLUCION

(a) De la gráfica obtenemos,
Rx = (0,1,2,3,4} n = 4

Luego; p(x) = p[x -  , i - ^ V x  4-x- x ] - { x ) p  q
9 x = 0,1,2,3,4

Además H U
48
81 y F(2 ) = qy , por lo tanto, el salto

punto X = 2,

p[x

vale 

= 2 ]

gy , entonces, se

■ a y * *  • &

tiene que

6 p2q2 24
81 , luego pg = 2

9

ó p(l - p) 2
9

,  Ó p2 - p + 2
9

0 , de donde

P
1
3 . y i =  | Ó p 2 1 

= 3 y = 3

Entonces, la función de probabilidad de X en el primer caso es,

p(x) = P[X = x 9 x = 0,1,2,3,4

La media y es igual e

y

i.

= np = 4(-j) = 4
I  *

i

La varianza, a2 = npq = 4 x -j x 2
3

8
9

(b) P [ X > 1 ]  = 1 - P [ X  = 0] = 1 = 65
81

el

EJEfPLO 5 Un estudiante se presenta a un examen de selección múltiple que 

contiene 8 preguntas cada una con tres respuestas opcionales. Si el estudian 

te está adivinando al responder cada pregunta y además se sabe que para apro 
bar el examen debe responder correctamente 6 ó más preguntas. ¿Cuál es la pro 
habilidad de aprobar el examen?

SOLUCION 1

X(w) =
Definimos la variable aleatoria X tal que 

número de respuestas correctas en las 8 preguntas.
Rx = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}
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2. Puesto que cada pregunta consta de una respuesta correcta y 2 respuestas
1 2 

no correctas, p[£] = f  = p y p[f] = q = (por estar adi

vinando)
3. Luego, la distribución de probabilidad de X es,

p(x) = P[X = x ] = ( 8 ) < I ) X(|)8-X , x = 0,1.....8

4. Sea A, el evento: "aprobar el examen", entonces

P[A] = P [ X i 6 ]  = )(^)Xíf)8_X

5.2.1 APLICACION DE LA  DISTRIBUCION BINOMIAL EN UNA MUESTRA.

La extracción de una muestra de n elementos de una población puede con
siderarse como un experimento que consiste de n ensayos repetidos. Los n en_ 

sayos o selecciones serán independientes en los siguientes casos :

(a) Cuando los elementos de la muestra se extraen con o sin reemplazo de una 
población Infinita. Obviamente el resultado de una extracción cualquiera 
es independiente de otra extracción y la proporción p de éxitos

(p = PfExito]) permanece constante en cada extracción. Entonces, es •: 
aplicable la distribución binomial.

(b) Cuando los elementos de la muestra se extraen con reemplazamiento de una 
población finita. Suponga que la población tiene N elementos, fe de los - 

cuales son de cierta clase en las que estamos interesados. Definimos la 

variable aleatoria X tal que

X(w) = numero de elementos de la clase de nuestro interés en la muestra 

de tamaño n.

Las extracciones individuales son ensayos de Bernoulli, donde "elemento de 

clase de nuestro interés" corresponde a "éxito" y el experimento de tomar - 

una muestra de tamaño n con reeplazamiento consiste de n ensayos indepen- -■

dientes de Bernoulli donde p - P Exito] = ; es decir X tiene una dis-
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tribución binomial

p(x) = P[X = X|B;«, J ]  = ( " ) [ £ ] *  [l - £ ] "  X , X -  0,1,2.... «

Frecuentemente, en la práctica se extrae una muestra sin reemplazamiento de 
una población finita, situación en la cual no se puede aplicar la distribu

ción binomial, ya que los ensayos claramente no son independientes. En este 
caso la distribución es una hipergeométrica (ver 5.5)

EJEMPLO 6 En una población grande de drosophila, el 25% de las moscas tie

nen una mutación de alas. Se seleccionan aleatoriamente 300 moscas de la po
blación para un examen de mutación de alas. Defina X como el número de moscas 

que tienen mutación en la muestra. Determinar el valor esperado, la varianza 

y la desviación estándar de X.

SOLUCION 1 X(w) = número de moscas que tienen mutación de alas en la mues

tra de 300 moscas.
2. Puesto que la población es grande (infinita), no interesa como se ha ex

traído la muestra (con o sin reemplazamiento), se aplica la distribución 

binomial, con n = 300, p = 0.25, q = 0.75.

3. La función de probabilidad de X es

p(x) = P [ x  => x ] = ( 3°°)(¿)X(f)300_X , x -  0,1,2.....300.

4. La media, varianza y desviación estándar de X son :

y = np = 300(i) = 75 .

O2 = npq = 75 x |  = .

de donde, ax = J  ̂ jp- = y  .

EJEMPLO 7 Las máquinas A y B producen, en promedio, 5% y 10 % de piezas 

defectuosas, respectivamente. Se extrae una muestra aleatoria de 4 piezas de

la producción de cada una. ¿Cuál es la probabilidad que la muestra obteni_

da de la producción A tenga exactamente una pieza defectuosa y la muestra co 

rrespondiente a B contenga exactamente dos piezas defectuosas?

SOLUCION 1 Sean X e Y variables aleatorias definidas por 

X(oi) = números de piezas defectuosas extraídas de la producción de A en la 

muestra de 4.
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Y(ü>) = número de piezas defectuosas extraídas de la producción de B en la 

muestra de 4

«x = {0,1,2,3,41

n = 4, px = 0,05

(0,1,2,3,41

PY = 0.10 .

2. X e Y asi definidas son variables aleatorias binomiales y sus respectivas 

funciones de probabilidad son :

p[X = x ] = ( x )(0.05)*t0.95) 4-x x - 0,1,...,4 .

3. Se pide calcular ,

y s 0|1|«•i)4 »

p[x = 1, Y = 2] = Ptx = 1] PtY = 2] , X e Y independientes

■ fjyt- (0.0S)(0.9S)>J [ j f W  10.10>*(0.90)*]

' '“ •20» © í -6-T5100 100
= (0.17147 5)(0•0486)

* 0.0083 .

EJEMPLO 8 El daltonismo afecta al IX de una población grande. Suponga que 

se escogen «personas aleatoriamentedeésta población . ¿Cuál es la probabilidad de 

que ninguna de las n personas sean daltonianos? ¿Qué tamaño debe tener « pa

ra que ésta probabilidad sea menor que el 10%?

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por
X(w) = número de personas daltonianos en las n personas seleccionadas.

Rx ■ (0,1,2,...,«} p = 0.01 n =  ?

2. Luego, X tiene una distribución binomial con p = 0.01 , q = 0.99 . 
0 sea

P[X = x] = ( ” )(0.01)x(0.99)n"x , x = 0,1,2.... n

U) P[X = 0 ] =(p)(0.01)°(0.99)n = (0.99)”

(b) Se quiere determinar n tal que,
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P[X = O ] = (0.99)“ < 0.10
Resolveremos la ecuación (0.99)n = 0.1 
Tomando logaritmos a arribos miembros, se tiene,

n log(0.99) = log(O.l)

de donde, n 1 1

Luego n

2 - log 99 

227.

2 - 1.9956

EJEMPLO 9 Un dado cargado es lanzado 10 veces. Se sabe que la probabilidad 

de que aparezca 5 veces un número par es el doble de la probabilidad que 

aparezca 4 veces un número par. Si se lanza el dado una vez. ¿Cuál es la pro 
babilidad que aparezca un número par?

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria tal que

X(üj) * número de veces que aparece un numero par en los 10 lanzamientos
del dado cargado

Rx = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

n = 10 , p = ?

2. La función de probabilidad de X es,

10

3. Además, del enunciado se tiene

P[X = 5 ] * 2P[X = 4]

( ? ) pS(1 - P>5 = 2 ( 11 - P)6

5!5! p 4|6|
101 2 x  1 0 !

(1 - p)

| P = 2(1 - p)

de donde 5

4. Por lo tanto,la probabilidad de obtener un número par en un lanzamiento 
de éste dado es *



EJEMPLO 10 Una máquina produce artículos en los que hay una proporción p de 

defectuosos. El ingeniero a cargo de la producción acosturrtra inspeccionar - 
la máquina cada hora, mediante una muestra. Si la muestra no contiene artíc£ 
los defectuosos, permite que la máquina siga trabajando. Admitiendo que 
p = 0.10, determinar el tamaño máximo de la muestra, de modo que la probabi

lidad que la máquina no sea detenida en una inspección determinada sea me 

ñor o igual que 0.01.

SOLUCION 1 Sea n el tamaño de la muestra, que queremos determinar.

2. X(w) = número de artículos defectuosos en la muestra de tamaño n ,

P[E ] = p = 0.10, q = 0.90

3. La distribución de probabilidad de X es,

P [ x  = x ] ” )(0.10)x(0.90)n'x , x = 0,1,2,....n

4. La máquina no se detiene, si la variable aleatoria X toma el valor, 0, en 
tonces,

P [ x  = 0 ] = ( "  )l0.10)°(0.90)n S 0.01

Resolveremos la ecuación,

(0.90)* = 0.01

« log(0.90) = log(0.01)

n « — — —  = 43.6
- 0.0458

Luego, n = 44.

EJEMPLO 11 Fabricante de piezas de carro, envía en lotes de 20 a sus clien

tes. Suponer que cada pieza está defectuosa o no lo está, y que la probabili

dad de que cualquiera de ellas está defectuosa es de 0.05.

(a) ¿Cuál es el número esperado de piezas defectuosas por lote?
(b) Si un cliente determinado del proveedor mencionado recibe 10 lotes. ¿Cuál 

es el número esperado de lotes que no tienen piezas defectuosas?.

SOLUCION 1 Definimos la variable aleatoria X, tal que 
X(cú) = número de piezas defectuosas en un lote de 20.

Rx = {0,1,2,...,20}

2. La variable aleatoria, X, tiene una distribución binomial con n = 20
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y p = 0,05. Entonces,

(a) p = E(X) = 20(0.05) = 1 .

(b) Sea Y la variable aleatoria tal que

Y(u) = número de lotes que no tienen piezas defectuosas en 10 lotes.

Ry * (0,1,2.....10}

La probabilidad que un lote no tiene piezas defectuosas se obtiene así,

P[X = 0 ] = ( 20°)(O.O5)0 l0.95)20 = 0.3585

La variable aleatoria Y tiene una distribución binomial con n = 10 y
p * 0.3585. Entonces,

V * E(Y) = 10(0,3585) = 3.585. 

aproximadamente hay 4 lotes que no contienen piezas defectuosas.

S22 USO DE LA  TABLA DE PROBABILIDAD BINOM IAL

Los valores de la función de distribución acumulada de la variable alea 

toria X que tiene una distribución binomial, están dadas en tablas y el uso 
de éstas simplifica enormemente el cálculo de todo tipo de probabilidades bî  

nomiales.

Sea X(üí) = número de éxitos en los n ensayos de Bernoulli
La probabilidad acumulada binomial dado en la tabla I. es P Qt 6 a ] , que -•

designaremos por

P[X £ /l| B ; n,p ] o P[X i  A.|n,p ]

En otras palabras, la tabla da,la probabilidad que variable aleatoria bi
nomial toma valores mayores o iguales a *i. Estas probabilidades se muestra - 
en la figura 5.2.3. El diagrama muestra los posibles valores que toma la - 
variable aleatoria, asociado con sus respectivas probabilidades y se ve tam

bién que cada probabilidad en la tabla de probabilidad acumulada es la suma 

de las probabilidades individuales.
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r t x  H  ]  = P [ x  = a  ]  + P [ X  = A + l ]  + .  .  .  + P t x  = n ]

Nueero de 
éxitos

r r+1

Fig. 5.2.3

n-1 n

P [ X 5  r| n , p ]

Valores en la tabla

Algunas de la probabilidades más simples que se presentan, se da en el si 
guiente cuadro

Probabilidades que 
queremos calcular

Probabilidades dadas en la 
tabla

P r X  £ * | n , p ]  

p[X > * | n , p í  

p[X = * | n , p ]  

P[X < *!n , p ]

P[x s*|n,p]

P[X £ *|w,p]

PD( i  a, + 1 |n,p]
PtX £ *|n,p] -  p[X £ A + l|n,p] 

1 - P[X £ *|n,p]

1 - P[X £ *  + l|*i,p]

Utilizando un diagrama similar a la figura 5.2.3, se tendrá :

0 1 . . .  r r + 1  . .  • n - 1 n

PCX £ r|n.p]

P[X«r|n,p]

PfX > r|n,p] * P[X ^ r + l| n,p]

»

P[X<r|n,p] - 1 - PfX S r|n,pj

**

* P U  - r| n,p]- PfX 2 r + l| n,p]

Fig. 5 .2 .4



EJEWLO 1Z Calcular :

(a) P[X = 2|4,0.23 ] , (b) P[X < 10120,0.3 3

SOLUCION

(a) P[X = 214,0.23 ] = P[X 2 2 14,0.23 ] - P[X 6 3|4,0.23 ]

= 0.2285 - 0.00403 = 0.1882. (ver fig. 5.2.5)

0  1 2  3  4

P C X  =  2 ]

F 1 g .  5 . 2 . 5

P [ X  £  3 ]

P C X  £  2 ]

De la gráfica se observa, PtX = 2] = P[X S 2] - P[X £ 3]

(b) P[X < 10|20,0.3 ] = 1 - P[X ^ 10|20,0.3] = 1 - 0.0480 = 0.9520

10 1 9  2 0

PCx < 10]

PCX £  10]

F i g .  5 . 2 . 6

de la figura: P[X < 10 ] = 1 - P[X a 10 ]
Ahora usando la simetría de la distribución binomial se ha eliminado en

la tabla los valores de p que exceden a 0.5. Si setiene un problema donde la

probabilidad de éxito p es mayor que 0.5, debemos usar el siguiente procedi

miento.
La figura 5.2.7 muestra como se utiliza la simetría de la distribución 

binomial. Consideremos las variables aleatoriamente X y X 1. Primero conside
remos la ocurrencia de la variable aleatoria X como el número de éxitos.

Luego sonsideremos la ocurrencia de X' como el número de fracasos.



Probabilidad e Inferencia Estadística 627

Número de éxitos con
n n - 1 . . . 1 0

éxitos, X probabilidad
p > 0.5

Números de 
fracasos 

X ‘
0 1 • « n - ti 9 » . n - 1 n Fracaso con 

probabilidad 
1 - p < 0.5

Fig. 5.2.7

Luego, si p > 0.5, se hace las siguientes sustituciones
(1) Se sustituye ti por n - ti
(2) Se sustituye p por 1 - p

(3) Se invierte las desigualdades ( > se cambia por s ; < por >, así suce

sivamente)
(4) Use el procedimiento descrito para calcular probabilidades con p < 0.5. 

EJEMPLO 13 Calcular las siguientes probabilidades :

(a) P[X < 4|10,0.8 ]

te) P[X * 4|10,0.8 )

(e) P[X < 4|10,0.8 ]

SOLUCION

(b) P[X > 4|10,0,8] 

(d) P[X = 4|10,0.8]

(a) Debemos determinar P[X < 4| 10, 0.8] , entonces

n = 10,

Luego, n - ti = 6,
Por lo tanto, se tiene,

p = 0.8 .

1 - p = 0.2

P[X < 4 110, 0.8] = PtX' > 6 110,0.2 ]

= P[X' > 7110,0.2 ] = 0.0009

esta relación puede verse en la figura 5.2.8 .

Número de 
éxitos X

P[E ] * 0.80

P[X < 4 110,0.8 ]

P[X' a 7 110,0.2 ]
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Números de
fracasos

X'
0 1 2  3 4 . . . 7 8 9  10 P[F ] = 0.20

Fig. 5.2.8

Siguiendo un procedimiento similar obtenemos,

(b) P[X > 4(10,0.8 ], aquí n = 10, n. = 4, p = 0.8 

Luego, n - * = 6, 1 - p = 0.2, por lo tanto,

P[X > 4| 10,0.8 ] = PtX* < 6| 10,0.2]

= 1 - P[X' 2 6| 10,0.2]

= 1 - 0.0064 = 0.9936 . 

P[X 2 4|10,0.8 ] = P[X'S 6|10,0.2 ]

= 1 - P[X' 2 7|10,0.2 ]

1 - 0.0009 = 0.9991 .

P[X = 4|10,0.8 ] = P[X* = 6|10,0.2 D

(c)

(d)

= P[X' 2 6110,0.2]- P DC‘ 2 7110,0.2]

le)

= 0.0064 - 0.0009 = 0.0055 

PtX S 4|10f0.8] = PtX' > 6|10,0.2] = 0.0064 .

EJEMPLO 14 Se ha elaborado un examen de selección múltiple consistente en 

10 preguntas. Hay cuatro respuestas posibles para cada pregunta. Suponga que 
ninguno de los estudiantes que van a rendir el test concurrió a clase o que 

no estudió para el examen (cosa muy frecuente). El profesor que toma la prue 

ba ha establecido que para aprobar debe contestar correctamente al menos 6 

preguntas. Si hubiese 100 alumnos en la clase, ¿cuántos alumnos teóricamente 
aprobarián?

SOLUCION 1 Puesto que ninguno de los alumnos asistió a clase o no estudió - 

para el examen, la elección de la respuesta en cada una de las 10 preguntas 

se hará al azar; Por lo tanto la elección de la respuesta en cada pregunta - 

se considera como un ensayo de Bernoulli, con
1 3p = Probabilidad de acertar la respuesta correcta = -  y q = —

2. El experimento se repite 10 veces. Es decir n = 10

3. Definimos la variable aleatoria X por



X(wJ = número de preguntas correctas en las 10 preguntas

Rx * {0, 1, 2, 3, . . . , 10}

4. La variable aleatoria X, así definida es una variable aleatoria binomial,
por lo tanto su distribución es,

5. Para aprobar el examen debe contestar al menos 6 preguntas correctas. Es 
decir, la probabilidad de aprobar el examen es,

10

buscando en la tabla 1 obtenemos

P[X £ 6] = 0.0197

Por lo tanto, aprobarían teóricamente el examen,

100 (0.0197) = 1.97 % 2, alumnos

EJEMPLO 15 El tiempo de llegada en minutos X de camiones, a un depósito, se 
comporta de acuerdo a la siguiente función de densidad,

Se desea alegir una muestra aleatoria de 8 camiones. Determinar la probabilj_ 

dad que al menos dos de los camiones por elegir tengan un tiempo de llega 

da menor de 3 minutos.

SOLUCION 1 Calcularemos primero la probabilidad que un camión tenga un 

tiempo de llegada menor de 3 minutos. Para esto definimos la variable aleato 
ria X de la siguiente manera

X(oj) s tiempo de llegada de cada camión en minutos.

10 .

P[X £ 6 ]

en otro lugar

1 < x < •

Entonces dx 2
3

2. Definimos ahora la variable aleatoria Y de la siguiente manera,

Y(üj) * número de camiones que tienen un tiempo de llegada menor de 3 minu 
tos, en la muestra de 8.



Ry = {O, 1, 2, 3, , 8}
2 13. Y es una variable aleatoria binomial, con n = 8, p = —  y q ~ y

/  ft \ i o y  
p[y * y  ] * (  . y = o* i* 2................. 8

4. Se pide calcular P[Y 5 2 ]

P[Y 5 2|8, 2/3 ] = P[Y'S6|8, 1/3] = 1- P[Y'2 7|8, 1/3]

= 1 - 0.0026 = 0.9976 . (Tabla I)

EJEMPLO 16 Dos personas juegan a cara o sello y han convenido en continuar 
la partida hasta que tanto cara como sello hayan aparecido por lo menos tres 
veces. Hallar la probabilidad que el juego no se acabe cuando se han rea

lizado 10 tiradas.

SOLUCION 1 Definimos la variable aleatoria X como sigue 

X(u) a número de caras obtenidas en diez tiradas.

Es decir, la probabilidad pedida es

P[{X S 2} U  (X £ 8} ] = P [ X s 2 ]  + P B  s 8 ] (Eventos excluyentes)

EJEfPLO 17 Un cuerpo se encuentra en reposo, en el punto (0,0). Se lanza un 
dado y por cada número primo que aparece el cuerpo se desplaza 1 unidad de - 

longitud hacia la derecha, en caso contrario se desplaza una unidad a la iz
quierda. Calcular la probabilidad que después de 10 lanzamientos el cuer

po se encuentre :

(a) a 8 unidades de longitud a la derecha del origen;
(b) a 3 unidades de longitud a la derecha del origen;

Rx = {0,1,2,3, . . . .  10}

2. X tiene una distribución binomial con parámetros n = 10 1

3. Para que el juego no termine en 10 tiradas, debe ocurrir que :

X í 2 , número de caras menores que 3 .

ó X £ 8 , número de sellos menores que 3 .

1- PtX £ 3|10,0.5 ] + P[X 2 8|10,0.5 ] 

1 - 0.9453 + 0.0547 (tabla I)

0.1094 .
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(c) a 2 unidades de longitud a la izquierda del origen;

(d) a más de una unidad a la derecha del origen.

SOLUCION 1 El experimento es lanzar un dado 10 veces.

2. Definimos la variable aleatoria X de siguiente manera;

X(w) = número de veces que aparece un número primo en los 10 lanzamientos - 
del dado.

Rx - {0,1,2,3,4,5.6,7,8,9,10}

P = P[E] = P[{N° primo}] = P[{1,2,3,5}] = 1  = 1
6 3

q ~ P[F] = P[{N° no primo}] « P[{4,6}] = —  .
3

3. La variable aleatoria X tiene una distribución binomial con parámetros
2

n * 10 y p = — . 0 sea
3

Ptx = « 1 1 0 ,  |  ]  = ( j ) X ( | ) 1° 'X  ,  X  = 0,1,...,10 .

4. Definimos ahora una nueva variable aleatoria Y, así
Y(w) = posición del cuerpo con respecto al origen (0,0) .

Ry = (- 10, - 8, - 6, - 2,0,2,4,6,8,10}

5. Observe que la variable aleatoria Y puede escribirse como una función de X,

y = 2 X - 10
Por lo tanto, la distribución de probabilidad de Y se obtiene de la distri
bución de probabilidad de X.

(a) P[Y = 8] = P[X = 9] = ( 19°) (|)9 (|) = 0.0898

(b) P[Y " 3] = 0 , pués 3 ( Ry .

(c) P[Y =-2]= P[X = 4] - ( 14°)(|)4 (1)6 = 0.2252 .

10

(d) P[Y í2] = P [ X £ 6 ]  = Z  ( ™ ) ( j ) x (I)10̂  = 0.7936 .

523  NUMERO MAS PROBABLE DE REPETICIONES DE SUCESOS

Expondremos aquí dos problemas importantes con respecto a la distribución bino

mial. La primera es que cuando los valores de x crecen, las probabilidades
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p(x) = P[X = x|n,p] aumentan y, después de alcanzar un valor máximo, di 
minuye. Este hecho, se aprecia mejor representando la distribución de proba

bilidad en un diagrama (por ejemplo ver Fig, 5.2.1). Cuando n es grande, es
tos diagramas proporcionan un cuadro aún más convincente de la variación de 
p(x) para los x crecientes.

La sequnda es encontrar el número más probable de repeticiones de un suceso;o 

sea para qué valor de x la probabilidad p(x) =P[X = x|n,p] alcanza su valor 

máximo U  y p conocidos).
A continuación proporcionaremos una solución a los problemas planteados. Cal
culemos primero el valor del cociente p(x + 1) / p(x). Por la fórmula de la 
distribución binomial es

n| 1»i \
(x + 1 ) ! U  - X - 1)! ( 1 ' p)P(x + 1) 

Plx)

n-x-1
n-x

ni

x!(n - x)!
x vn-x

P (1 - p)
x+1 1-p

p(x + 1) es mayor, igual o menor que p(x), según que el cociente p(x+l)/p(x) 

sea mayor, igual o menor que uno. 0 en forma equivalente según que :

n - x  
x + 1 1 - p

> i ;
n - x £
x + 1  1 - p

* i ;
n - x
x + 1  1 - p

< i i d

Para encontrar, para qué valores de x se cumple la desigualdad p(x+l)> p(x), 

es suficiente saber para qué valores de x se cumple la desigualdad

n - x
x + 1  1 - p

de donde se obtiene

> 1 (n - x)p > Cx + 1)(1 - p)

np - (1 - p) > x .

Esto significa que para valores de x menores que np - (.1 - p) valdrá la de 

s1gualdadp(x + 1) > p(x), es decir, cuando x crece p(x) también crece. 

Análogamente, partiendo de las otras dos relaciones de (1) se tendrá que :

p U  + U p(x)

p(x + 1) < p(x)

SI

si

X  =« np - ( 1 - p )  

x > np - (1 - p)

Este último indica que para valores de x mayores a np - (1 -p) , p(x) dis

minuye hasta alcanzar el valor p(n) .

En conclusión el comportamiento de la probabilidad p(x) para x creciente 
(primero aumenta y luego disminuye) es una ley general que rige en todos los 

casos. Tal conclusión permite resolver inmediatamente el segundo problema -
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planteado, es decir determinar el valor más probable de x ,

Designaremos con x0 el valor más probable de x. Luego debemos tener :

U) p(xo + 1) £ p(x0) , la cual se cumple, si x0 s np - (1 - p)

(¿c )  p(x0 - 1) - p(xo) , la cual se cumple, si x0-l ̂  np - (1 - p)

ó Xo S np - (1 - p) + 1 = np + p .

de (¿) y C¿¿) el valor más probable x, 

doble desigualdad

de x tiene que satisfacer una

np - (1 - p )  é = np + p

El intervalo [np - (1 - p) , np + p] donde está xc, es de longitud 1, 

OBSERVACIONES
(a) Cuando un extremo del intervalo, por ejemplo np - (1 - p) no es un ente

ro, el otro tampoco es un entero, existirá entonces entre estos dos ex

tremos sólo un número entero. En tal caso existirá sólo un número xc más 
probable.

( b ) Si el número np - ( 1  - p) es un entero, también lo es np + p. En tal ca

so existirán dos números más probables

x 0 = np - (1 -  p) ,  xQ + l - np + p

sus probabilidades son iguales entre si y mayores que las probabilidades 
para los x restantes.

( c ) Si np es un entero, el número más probables es xQ * np .

EJEMPLO 18 Sea X una variable aleatoria binomial cuya distribución es
o

p(x) = P[x - x]20, — ] . Hallar los valores de x más probable.
O

o
SOLUCION Aquí n = 20 y p = —  , reemplazando estos valores en la - 

fórmula, np - (1 - p) < x0 5 np + p obtenemos

20 . -  - (1 - -) < x0 á 20 . -  + -
3 3 3 3

13 á x0 á 14 .

De acuerdo con la observación (b) los números más probables son 13 y 14 .

EJEMPLO 19 Según observaciones realizadas durante muchos años en Lima, se - 

determinó que la probabilidad de que lloviera el Io de Agosto era igual a



4/17. ¿Cuál será, el valor más probable de este suceso en los próximos 50 

años?

SOLUCION Aquí, n -  50 y p = 4/17 . Por lo tanto

50 • —  - 11 - — ) £ jío ^ 50 . —  + —
17 17' 17 17

11 á x0 ^ 12 .

Los números de días lluviosos más probables son 11 y 12

PROBLEMAS 5 2

1. Si X es una variable aleatoria discreta con distribución binomial de par£ 

metros n y p tales que E(X) = 5 y Var(X) = 4. Hallar n y p y
el valor más probable.

2. La probabilidad que en cierto establecimiento industrial el consumo de

energía eléctrica sea normal (es decir no sobrepase un número determinado
de kw) en 24 horas es igual a 3/4. Determinar la distribución de probabi

lidad del número de días de consumo normal de energía eléctrica en un la£ 
so de seis días; Represente en un diagrama esta distribución. ¿Cual es la 

probabilidad que haya 4 días de consumo normal?.

3. Se lanza un par de dados cuatro veces. ¿Cuál es la probabilidad que la

suma 9 aparezca exactamente dos veces?

4. Una máquina produce cierto tipo de piezas, de las cuales un promedio de b%
son defectuosas. En una muestra aleatoria de cinco piezas. ¿Cuál es la -

probabilidad de obtener,

(a) exactamente una pieza defectuosa?
(b) por lo menos una pieza defectuosa?

5. En una población de drosophila, el 20% tienen mutación de alas. Si se e£ 

cogen 6 moscas aleatoriamente de la población .

(a) ¿Cuál es la probabilidad que dos tienen mutación ?
(b) ¿Al menos uno tiene mutación?

(c) ¿Qué menos de 5 tienen mutación?
(d ) ¿Cuál es el número esperado de moscas con mutación de alas?

6. Un tratamiento para cierta enfermedad produce una cura en 75% de los ca

sos. Se seleccionan 6 pacientes aleatoriamente. ¿Cuál es la probabilidad 

de que :
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(a) Todos están curados?

(b) ninguno está curado?

(c) cuatro están curados?

(d) al menos cuatro están curados?

7. Sea X una variable aleatoria con distribución binomial, cuya media es 12 

y varianza 4.8. Calcular :

(a) P[X > 5] , ( b )  P[b < X < 10] ; (c) P[Xí 10]

8. El 90% de los tubos de ensayo soportan temperatura mayor que 80 °C , su
ponga que 10 de estos tubos se someten a una prueba a temperaturas mayores 

de 80°C. Determine la probabilidad que 3 de estos queden inútilizables.

9. La probabilidad de fallar durante el vuelo para cada uno de los seis moto 

res de un avión es 0.0005. Suponiendo que los seis motores trabajan inde

pendientes, determine la probabilidad que en un vuelo determinado

(a) no ocurra ninguna falla de motor
(b) no ocurra más de una falla
( c ) ocurra exactamente dos fallas.

10. Suponga que los motores de un avión de cierta marca, que operan indepen

dientemente, tienen una probabilidad de falla de 0.1. Suponga que un avi

ón efectúa un vuelo exitoso si almenos la mitad de sus motores operan ñor 

malmente, determine cuál avión, uno con cuatro y otro con seis motores, - 
tiene mayor probabilidad de efectuar un vuelo exitoso.

11. Cierto tii>o de televisión tiene una probabilidad de 0.3 de funcionar más 

de 400 horas. Se prueban 15 tubos
(a) Hallar la probabilidad que exactamente 0, 4, 9 de ellos funcionan 

más de 400 horas.

(b) Cuántos tubos espera encontrar que funcionen por lo menos 400 horas.

( c ) Cuál es el número de tubos más probable que funcionan por lo menos - 

400 horas.

12. La probabilidad de hacer una venta de cierto vendedor en un intento es 

¿Cual es la probabilidad de obtener.

(a) Exactamente dos ventas en tres intentos de ventas consecutivas?

(b) por lo menos una venta en tres intentos de ventas consecutivos?
( c ) ¿Cuántos intentos de ventas consecutivas deben hacerse para obtener - 

una seguridad de 0.9375 de obtener por lo menos una venta?



13. Suponga que la máquina A produce el doble de artículos que la máquina 8.
Se sabe que el 6% de los artículos que produce la máquina A son defectuo 

sas, mientras que el 3% de los artículos producidos por la máquina B son 
defectuosas. Suponga que se junta la producción diaria de estas máquinas 

y se toma una muestra aleatoria de 10 artículos. Calcular la probabilidad 

de obtener 3 artículos defectuosos.

14. El departamento de contabilidad de una firma comercial tiene dos emplea
dos a tiempo parcial: Manuel y Manuela. Manuel trabaja los lunes, miérco

les y viernes en tanto que Manuela lo hace los martes, jueves y sábado. - 
Manuel archivo erróneamente uno de cada cinco documentos, mientras que Ma

nuela lo hace uno de cada seis. Se elige al azar un día de la semana y en 
ese día se toma una muestra de seis documentos de entre los documentos ar 

chivados ese día.
(a) ¿Cuál es la probabilidad de que la muestra contenga exactamente 3 do 

cumentos mal archivados?
(b) Suponga que la muestra contenga exactamente 3 documentos mal archiva-; 

dos, ¿cuál es la probabilidad de que hayan sido archivados por Manuel?

15. Se sabe que la probabilidad de que germine una sola semilla de cierta cl£ 

se es 0.9. Un agricultor quiere vender cultivos de esta planta, para lo 

cual asevera que cada uno contiene 100 plantas. Si siembra 110 semillas - 
en cada cultivo (que se supone germinarán en forma independientes). ¿Cuáii 

tas plantas se puede esperar que contenga un cultivo "promedio"?

16. Se sabe que el 10% de los vasos fabricados por determinada máquina tie

nen algún defecto. Si se seleccionan al azar 10 de los vasos fabricados - 
esta máquina, ¿cuál es la probabilidad que ninguno este defectuoso? - 

¿Cuántos defectuosos esperaría encontrar?

17. Un examen consta de 20 preguntas, cada una tiene 5 respuestas de las cua

les solamente una es correcta. Un estudiante que desconoce el curso con

testa el examen al azar.

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que acierte más de 10 respuestas correctas

(b) ¿Cuál es el número esperado de respuestas correctas?

18. Se lanza un dado 1620 veces. ¿Cuál es la media, la varianza y la desvia

ción estándar, del número de seis obtenidos?

19. De las piezas metálicas producidas por una máquina el 5% son defectuosas 

y los 95% restantes son buenos. ¿Cuántas piezas debe producir la máquina
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para que la probabilidad que haya al menos una pieza defectuosa sea - 
igual o mayor que 1/2?

20. Las máquinas A y  B producen un promedio, 5 % y 10% de piezas defectuosos 

respectivamente. Se extrae una muestra de 10 piezas de la producción de - 

cada una de las máquinas.¿Cuál es la probabilidad que la muestra obte

nida de la producción de A contenga exactamente una pieza defectuosa y la 

muestra correspondiente a B contenga exactamente 2 piezas defectuosas?

21. Si X es una £>(100,1/2) , dar una cota inferior para

22. En una escuela profesional de cuatro años, el 50% de los alumnos están - 

en el primer año, el 25% en el segundo, el 15% en tercero y el 10% en 

cuarto. Se selecciona 5 alumnos al azar. ¿Cuál es la probabilidad que:
(a) Exactamente 2 sean del primer año?

(b) Ninguno sea del tercero o cuarto año?

23. El 60% de los televidentes de una población grande dada sintonizan un - 

programa específico, ¿Cuál es la probabilidad que más de la mitad de 

las personas que forman una muestra de cinco personas, extraída aleatoria 
mente de la población, vean el programa de televisión?

24. De un lote de 12 tiios de televisión, 3 de ellos son defectuosos. Si se - 

extrae una muestra aleatoria de 3 de este lote con reemplazo. ¿Cuál es la 
probabilidad que

(a) Exactamente uno sea defectuoso?

(b) ninguno o uno sea defectuoso? .

25. Un examen consta de 10 preguntas, con 5 respuestas cada una de las cuales 

sólo una es correcta. Un estudiante que desconoce el curso contesta la - 

prueba al azar. Para aprobar el examen debe contestar correctamente al roe 
nos 6 preguntas

(a) ¿Cuál es la probabilidad que el estudiante apruebe el examen

(b) Si al examen se presentan 200 estudiantes que desconocen el curso, -

26. Un laberinto para ratas tiene un corredor recto, y al final una bifurca

ción; en la bifurcación, la rata debe ir a la derecha o la izquierda. Su

ponga que se colocan 10 ratas en el laberinto, de una en una. Si cada una 

de las ratas toma al azar una de las dos alternativas del camino, ¿Cuál -

¿cuántos alumnos, se espera que aprueben el examen?



^ 3 8

es la distribución del número de las que van a la derecha? ¿De las que 

van a la izquierda? ¿Cuál es la probabilidad que cuando menos 9 vayan 
al mismo lado?

27. Una variable aleatoria X tiene por función de densidad,

si se extraen 10 valores de X.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que exactamente cuatro sean mayores que 1?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que por lo menos cuatro sean mayores que

28. En una feria (hace mucho tiempo), comprando un boleto de 10 soles se po

día participar en un juego que consistía en lanzar 6 argollas para embo

car en una botella de madera. Los premios del juego eran:
Una bolsa de caramelos (valor 1 sol) al enhocar de 1 a 3 argollas,

Un tarro de duraznos (valor 4 soles) al embocar 4 argollas.

Una botella de vermouth (valor 17 soles) al enhocar 5 argollas.

Una caja de cigarrillos (valor 31 soles) al enhocar las 6 argollas.
#

Sabiendo que el jugador promedio tiene una probabilidad 1/3 de embocar ca 
da una de las argollas, y que se vende un promedio de 729 boletos por día, 
determinar cuáles son los ingresos netos diarios del dueño del juego.

29. Dos personas juegan a cara o sello con una moneda normal y convienen en - 

continuar la partida hasta que tanto cara como sello hayan aparecido por 

lo menos cuatro veces. Hallar la probabilidad que el juego no se acabe 

cuando se han realizado 12 tiradas.

3Q. Un cuerpo se encuentra en reposo en el punto (0,0). Se lanza un dado 10 - 

veces y por cada número mayor que 2 que aparece, el cuerpo se desplaza - 
una unidad de longitud hacia la derecha, en caso contrario se desplaza una 

unidad hacia la izquierda. Calcular la probabilidad que después de los 

10 lanzamientos el cuerpo se encuentre a :
(a) 8 unidades de longitud a la derecha del origen
(b) 3 unidades a la derecha del origen.

(c) 2 unidades a la izquierda del origen .

31. Una empresa produce artículos de clase A y B que son vendidos en paquetes 

conteniendo 10 artículos de clase A y  20 de clase B. Se fija un precio ba

Í M  =
x/2 0 < k < 2

0 en otros casos
\

1?
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se de 250 intis por cada paquete. Pero para fijar el precio final de cada 
paquete, se extrae de el 10 artículos. Por cada artículo A que aparece se 

aumenta el precio en 5 intis, y  por cada artículo B se disminuye 5 intis. 
Calcular:
(a) la probabilidad que un paquete sea vendido a 270 intis

(b) la probabilidad que un paquete sea vendido a un precio menor que - 

240 intis.
( c ) ¿Cuál es el precio esperado por paquete?

Resolver el problema considerando, extracción con reposición.

32. Un vendedor de radios y televisores otorga créditos a sus clientes. Supo£ 
ga que anteriormente 10% de todos los deudores no pagaron y que el ven

dedor tuvo que absorver la pérdida de cada venta; el 90% restante pagó - 

completamente sus créditos, y el vendedor obtuvo una utilidad en esas ve£ 

tas. Suponga que ese vendedor tiene 10 televisores idénticos que va a ve£ 

der individual e independientemente a crédito a 10 personas. Si el compra^ 
dor no paga, la pérdida es de $ 200; si el comprador paga, entonces su - 
utilidad es de $ 100.

(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad del monto de la utilidad ob

tenida en estas 10 ventas?

(b) ¿Cuál es su utilidad esperada en esas 10 ventas ?

33. Un cuerpo A se encuentra en reposo en el punto (3,0). Un segundo cuerpo B 

se encuentra en reposo en el punto (0,0). Ud. lanza un dado 12 veces y - 

por cada número que aparece el ‘cuerpo B lo desplaza verticalmente una unj¡_ 

dad hacia arriba y en caso contrario lo desplaza una unidad hacia abajo . 
Calcular la probabilidad que después de los 12 lanzamientos los cuerpos 
se encuentren a 5 unidades de distancia.

34. Una obra de 10 volúmenes se coloca al azar en un estante de 5 comparti

mientos. Suponga que cada volumen tiene igual probabilidad de ser ubicado 

en cada uno de los 5 comportamientos. Calcule la probabilidad que más 
de la mitad de la obra quede colocada en el tercer comportamiento del es
tante.

35. En los días hábiles uno de cada 5 teléfonos a que se llame en cierta ciu

dad estará ocupado. Si se llama 10 veces a teléfonos seleccionados al -

azar, ¿Cuál es la probabilidad que no más de dos estén ocupados?

36. Una oficina emplea a 10 mecanógrafas. Cada una requiere una cinta para nré

quina de escribir más o menos cada siete semanas. Si el empleado del alma
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cén ve que al principio de esa semana sólo tiene cinco cintas, ¿Cuál es - 
la probabilidad que éstas se agoten esa semana?

37. Exactamente el 60% de los trabajadores de una planta, pertenecen a un - 

sindicato. Si el administrador extrae una muestra aleatoria de 15 trabaja 
jadores, ¿Cuál es la probabilidad que

(a)exactamente 8 pertenezcan al sindicato? (b) 8 o más pertenezcan a él?

38. Una fábrica empl ea un patrón deaceptacióndelos artículos producidos antes de 

eirbarcarlos. El plan consiste en lo siguiente: cajas de 25 artículos son 
preparados para su enbarque; un inspector toma un artículo al azar, lo - 
inspecciona y lo devuelve a la caja; un segundo y un tercero efectúan el 

mismo procedimiento. Si cualquiera de los tres inspectores encuentra un - 
artículo defectuoso, la caja no se enbarca. ¿Cuál es la probabilidad de:

(a) embarcar una caja que contenga tres artículos defectuosos?

(b) no embarcar una caja que contiene sólo un artículo defectuoso?

39. Una máquina es accionada por tres baterías, todas del mismo tipo, y fun
cionará siempre que dos de ellos trabajen adecuadamente. La probabilidad 

de que una batería de este tipo falle durante las primeras 8 horas de op£ 

ración de la máquina es 0.2; si supera las primeras 8 horas de operación, 

la probabilidad de falla durante las siguientes 8 horas es 0,4, Determine 

la probabilidad de que la máquina funcione continuamente durante:
(a) 8 horas , (b) 16 horas.

40. En una planta química, cada lote de un producto se purifica, haciéndolo - 
pasar a trevés de una serie de 20 rejillas reactivas, que se renuevan en 

cada uno de los lotes. Cuando 2 o más de las rejillas de la secuencia de 

20 están inactivas, la pureza del producto es inferior a la estándar. Las 
rejillas se montan en conjunto y contienen un 2% de elementos inactivos. 
¿Qué porcentaje de los lotes tendrá úna impureza inferior después del pro 

ceso de purificación? Dé una expresión que indique la probabilidad de que 

x rejillas en una secuencia de 20 sean inactivas,

41. Un plan de muestreo doble para el manejo de grandes lotes de artículos - 

procede como sigue: tomar una muestra de 10 artículos; si no se encuentran 

defectuosos aprobar el lote; si se encuentran dos o más defectuosos, re** 

chazar el lote; en caso contrario tomar una segunda muestra, esta vez de 
15 piezas. Si no s encuentra más de una defectuosa en esta segunda mues

tra, aprobar el lote; en caso contrario rechazarlo. Si la proporción de -



defectuosos es 0.01, calcular la probabilidad

(a) que se acepte el lote, (b) se rechace el lote.

5 3  DISTRIBUCION GEOMETRICA Y BINOMIAL NEGATIVA
53.1 DISTRIBUCION G E O M E T R I C A

La distribución geométrica está tarrbién relacionado con un proceso de 

Bernoulli, excepto que el número de ensayos no es fijo. Consideremos enton
ces una sucesión de ensayos de Bernoulli. Definimos la variable aleatoria X 

de la siguiente manera,

X(u) = número de ensayos requeridos hasta obtener el primer éxito.

El espacio muestral tiene la siguiente forma,

fl = {E, FE, FFE, FFFE, FFFFE, . . . }

La variable aleatoria X, así definida se llama una va/Uahtz alzatotUa gemér

dl&t/UbaeUén ge.om&Ot¿ca.. Deduciremos ahora esta distribución de probabilidad

- {1,2,3, . . . }

t/uica. Y la distribución de probabilidad de esta variable aleatoria se llama

p(l) = p [ x  = 1] = p [ E ]  = p

p(2) = P[X = 2] = P[FE] = pq

p( 3) = P[X = 3] = PtFFE] = pq2

En general se obtiene que;

p(x) = P[X = x ] = PCíFF . . . .FE}] = pq* '1

(x-l)F

Por lo tanto, la distribución de probabilidad geométrica es 

x = 1,2,3, . .p(x) = P[X = x ] = pq*""1

Es obvio que, p(x) £ 0 para todo x, y

1

La función de distribución acumulada está dado por,

F(x) = PCX á x ]
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Es decir,

F(x) =
O

1 - q QxD

x < 1

x £ 1

La media y la varianza de la distribución geométrica se obtienen como sigue:

V = E(X) = p <?*■'
X *  1

Z x-1
*4

X * 1

y
Se tiene que "  q 1

1 - q
ya que q < 1

Luego,
dq I 5 . * l £  xo*-1x=l Kq (1 - q )2

Reemplazando en (1) obtenemos ,

v  = e ( x )  = p  r  — i— _  i  = i
L (1 - q ) 2  J p

Calculemos ahora E(X2). Se tiene que ,

( 1)

OD

E(X*) = £  x 2M x_ i

X*1

x= i

Restando miembro a mienbro (3) de (2)

(l-g)E(X2) = p + £  [ u + l ) 2-**] *Xp =
x*l L J

CD

P + D í

( 2 )

(3)

OD

P E(X2) p + 2  2k* xp + X  ?xp
x-1

OD

P + 2q

P E(X2)

2  xqX_ 1 p + <} q p
X» 1 
1

£
x»i

x-1

P + 2<jl— ) + q(l)
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Luego, E(X2) = 1 * ^
P2

Por lo tanto, o2 = Var(X) = 1 \  3 . A- -  JL
X p ¿ p ¿

o 2  - \ y 0 = j Q I
p 2 p

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION GEOMETRICA

1. La distribución geométrica es decreciente, es decir,

p(x) < p(x - 1) , para x = 2,3,...

2. Una interesante y útil propiedad de la distribución geométrica es que no 

tiene memoria, esto es,

Ptx > x + a|X > K ] = P í x  > X  ]

La distribución geométrica es la única distribución discreta con esta pro 
piedad.

EJEMPLO 1 La probabilidad de éxito al lanzar un cohete es 0.8 suponga que 

el ensayo del lanzamiento ha ocurrido.
¿Cuál es la probabilidad que exactamente sean necesarios 6 ensayos?

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por,
X(w) = número de ensayos hasta que el cohete sea lanzado con éxito.

Rx = {1,2,3,4,... } ; p *  P [ E ]  =0.8, q = 0.2

2. Luego, la variable aleatoria X tiene una distribución geométrica,

p(x) = P[X = x 3 = (0.8H0.2)*'1 , x = 1,2,...

P[X = 6] = (0.8)(0,2)5 = 0.000256 .

EJEMPLO 2 Se dispone de un aparato que fabrica objetos de plástico. Este -

aparato se utiliza hasta que aparece el primerpbjeto defectuoso. Se sabe que;

La probabilidad que el objeto sea no defectuoso es 8/9, la probabilidad de - 
que el objeto sea defectuoso es 1/9. Sea X la variable aleatoria que da el -
número de objetos que produce el aparato hasta antes de darle de baja. Dete£

mine la distribución de probabilidad de X.

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por
X(üi) = el número de objetos que produce el aparato hasta antes de darle -



de baja.

Rx - {1,2,3, . . P[F] . , - J  y p = |

2. Luego, la variable aleatoria X tiene una distribución geométrica,

p(x) - P[X = x ] = ( | ) X~1 [ - )  , x * 1,2,. . .

EJEMPLO 3 Los dos tercios de los niños de un colegio están ausentes por - 
causa de una epidemia. En una clase de 25 estudiantes, el profesor pasa lis

ta. Defina X como el número de estudiantes llamados hasta que uno responda.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que el décimo niño llamado sea el primero - 
que responda presente?

(b) Calcular P[X s 2 ] , P[Xí 2 ]  .

(c) Determine E(X), y la desviación estándar.

SOLUCION 1 Definimos la variable aleatoria X como sigue
X(w) = número de estudiantes llamados hasta que uno responda presente.

Rx » (1,2,3.......  24,25}

P - P[E] = }  , q = P[F] = |

2. Luego, X tiene una distribución geométrica. Osea

p ( x )  =■ P[X = x ]  = ( | ) X " 1 ( | )  ,  X  = 1,2, . . . .  25.

(a) PfX = 10] = = £  .

(b) U ) P [ X $ 2 ]  = P[X = 1] + P[X = 2 ] = I + (|){I) = |  .

( l ¿ ) P[X 2 2 ] = 1 - P[X < 2 ] » 1 - P[X * 1 ] = 1 - ^  = |  .
J O

(c) E(X) = = 3 ; o2 = — ^ 5 —  - 5 y a - /"g”
1/3 (1/3 )2

EJEMPLO 4 Cierta experiencia se repite hasta obtener un resultado exitoso. 
Los ensayos son independientes y el costo de ejecutar un experimento es 
$ 25,000. Si el experimento falla el costo del ensayo siguiente es aumentado 

en $ 5,000 debido a ciertos reajustes en el equipo, Si la probabilidad de - 

éxito en cualquier ensayo es 0.25, ¿cuál es el costo esperado del proyecto? 

Suponga que el experimentador a dispuesto un máximo de $ 500,000. Hallar la 

probabilidad que los trabajos experimentales costaría más de este monto.

Rufino Moya C« - Gregorio Sarao ia A.



SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida como sigue

X(w) = numero de ensayos requeridos para obtener un éxito

Rx = {1,2,3, . . . }

Los ensayos son independientes y la probabilidad de éxito en cada caso es - 

0.25. Por lo tanto X tiene una distribución geométrica con parámetro p = 0.25 
es decir ,

p(x) = (0.25)(0.75)x_1 , X = 1,2, . . .

El costo C del proyecto, es función de X y escribe así ,

C(X) = 25,000 X + 5,000(X - 1) = 3Q,OOOX - 5,000

Entonces Efc(X)] = 30,000 E(X) - 5,000 = 30,000 ( - i -  ) - 5,000 -$ 115,000
0.25

Por otro lado,

P[C(X) > 500,000 ] = P[30,000X - 5,000 > 500,000] = P[X >

= P[X >16.83] = 1 - P [ X < 1 6 ] =  1 - F(16)

= 1 - [1 - (0.75)16 ] = (0.75)16 .

532  DISTRIBUCION B INO M IAL NEGATIVA

La distribución binomial negativa también se fundamenta en un proceso - 

de Bernoulli; es una extensión de la distribución geométrica. En este caso - 

la variable aleatoria X está definida así,
X(w) = Número de veces que se repite el ensayo hasta obtener k éxitos.

Rx = {ft,fi + 1, fi + 2, . . . }

La variable aleatoria X definida en la forma anterior se llama vahlable alea 
tofUa binomial negativa. . La distribución de probabilidad de la variable 
aleatoria binomial negativa X, se llama di&tfLibuciÓn binomial negativa, o de

Pascal. El espacio muestral tiene la forma siguiente,
/t-veces /L“ 1 veces 1 1 /i-1 veces 2 1

n = { Í e Í T T T  , EE . . .  EFE , EE ... EFFE , . .
'-----*   i    ' +
B/i-l,l DfL-1 * 2 ...
P* ' fijo P*+1' rijo

/i-veces
p(fi) - P[X = A  1 = P[EE, .. E ] = p

fi - 1
p(* + 1) = P[X = A.+ 1 ] = P [EE. ..EFE] = P P%

P l̂l" 1 | 1 £ • •r fijo



A m 1veces2
p(* + 2) = P[X = k + 2 ] = p [eeT T 7 e f f  E] = ( £  J) p %

p * - 1 . 2  f i j o  
K*+1

fi+2- l\
=  U  J  p

A 2 
<T

En general ,
A.-1 veces X - A \

p(x) »= PtX = x ] = PtEE . . . EFF . . . F E]
' t

x - 1  f »j°
p4.-1.X-*.
rx-1

f x - \ \  K X - A

Luego, la distribución de probabilidad de la variable aleatoria, X es
X - A

p(x) = p[x = x ] = (*']) P % X  =  A , A  +  1, 4.  + 2,

La función de distribución acumulativa de X esta dado por

0 X <  A

F(x) = P[X ^ x] = A  k ~ A
P 4

fe=0

La media y la varianza de la variable aleatoria binomial negativa X, son

A
y  = - y a *  = 4 1

P P2

EJEMPLO 5 Suponga que cada vez que una persona maneja un automóvil tiene -

0.001 de probabilidad de recibir una infracción de tránsito por manejar con 

exceso de velocidad, y suponga tantiién que se pierde la licencia de manejo - 

al sumar tres infracciones. Sea X el numero de veces que se maneja el auto

móvil hasta recibir la tercera infracción. Obtener la función de probabilidad 

para X (suponer que cada vez que se maneja el auto se tiene la misma probabi^ 
1 i dad de 0.001 de recibir una infracción y que las veces que ocurren esas boi 

letas son independientes)

SOLUCION 1 La variable aleatoria X esta definida por
X(w) = número de veces que maneja hasta perder la licencia (tercera in

fracción).

p = 0.001 ,

Rx = {3,4,5,6, . . . , } 

q = 0.999 , A  = 3

2. X es una variable aleatoria binomial negativa, y su distribución de proba^
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b i 1 i dad es,

p(x) = PÜX = x ] = (x" 1)(0.001)3(0.999) x_3 x s 3,4,5, . ..

EJEMPLO 6 Cierta dieta con poco yodo produce un ensanchamiento de la glándu^ 
la tiroides en un 60% de los animales de una población grande. Se necesitan 

4 animales con glándulas tiroides ensanchada para un experimento. Defina la 

variable aleatoria X como el número de animales seleccionados hasta que 4 de 

ellos sean con glándula tiroides ensanchada.
(a) Hallar la función de probabilidad de la variable aleatoria X.
(b) Hallar la función de distribución de X.

(c) Determinar, P[X = 7] , P[X > 5] .

SOLUCION 1 La variable aleatoria X está definida por

X(u>) = número de animales seleccionados hasta que 4 de ellos sean con 
glándula tiroides ensanchada.

2. X es una variable aleatoria binomial negativa, por lo tanto su función de 
probabilidad es

(a) p(x) = P[X = x ] = (0.6)‘,(0.4)X'1' , x = 4,5,. . .

(d) Calcular: E(X)

Rx - {4,5,6, . . . }

p * 0.6 , q = 0.4 , y K = 4

(b) F(x) = £  (* ¡0  (0.6)*(0.4)'1'4 = (0.6)*» (0.4)*'** , es fun-
x - 4  V  3 /

ción de distribución acumulativa de X.

(c) P[X = 7 ] = ( 3 ) 10.6)“(0.4)3

5
p[x > 5 ] = 1 - P [ X  S 5 ] «  1- 2  f 1:1) (0.6)‘‘(0.4)/l'''

*=¿i v 3 /

y o2 = 4(0.4) _ 40
ín fiU * 9(0 .6)2
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PROBLEMAS 53

1. Se lanza un dado hasta que aparezca el 4. ¿Cuál es la probabilidad que
haya que lanzarlo más de 6 veces?

2. En una población grande, el 25% de las personas tienen ojos azules. Escô

gemos aleatoriamente voluntarios de esta población, una cada vez, hasta -
escoger un voluntario con ojos azules. ¿Cuál es la probabilidad que - 
la quinta persona es la primera que tiene los ojos azules?. ¿Cuál es el - 
número esperado de personas escogidas?

3. Una máquina produce artículos de tipo A y B simultáneamente; el productor
afirma que la máquina produce 2 artículos tipo B por cada 3 de tipo A. -

Una persona somete a prueba y de un lote grande extrae estos artículos -
hasta lograr un artículo tipo A.

(a) Suponga que la persona decide comprar estos artículos si logra extra

er un artículo A antes de la cuarta extracción ,¿cuál es la probabili
dad que la persona compre estos artículos?

(b) Suponga que la persona compra si logra extraer un artículo A antes de 

la tercera extracción, ¿cuál es la probabilidad que no compre?

4. Dos jugadores juegan a lanzar un dado, gana el primero que obtiene el prî

mer número primo. Si el juego es empezado por A. Calcular la probabilidad 
de ganar de cada jugador .

5. Una fábrica de helados fabrica paletas cubiertas de chocolate que se ven

de a 10 intis Suponga que se pone una estrella en cada 50 paletas; cual
quiera que compra una paleta con una estrella obtiene otra paleta gratui
ta. Si se decide comprar paletas hasta obtener una paleta gratuita. ¿Cuán 

tas se espera comprar antes de lograr una gratis?

6. Calcule el número esperado de lanzamientos con dos dados, hasta conseguir 
suma 7.

7. El señor dedos largos es un ladrón aficionado. La probabilidad que 

abra una caja con joyas en un intento es 0.20. ¿Cuál es la probabilidad - 
de que ;

(a) necesita exactamente dos intentos para abrir la caja?

(b) abra la caja en no más de tres intentos?
8. La probabilidad de un lanzamiento exitoso es igual a 0.8. Suponga que se 

hacen ensayos de lanzamientos hasta que han ocurrido 3 lanzamientos éxito



sos. ¿Cuál es la probabilidad que sean necesarios menos de 6 intentos?

9. Las máquinas A y  B producen un promedio, b% y 10% de piezas defectuosas 

respectivamente. Supon que se extraen piezas de la producción de cada una 
hasta que se obtenga una pieza defectuosa. ¿Cuál es la probabilidad 

que de la producción A tenga que extraerse exactamente 4 piezas y de la 

producción B exactamente 6 piezas?

10. En una población grande se sabe que el 10% padece de cierta enfermedad - 
rara. Con la finalidad de hacer un diagnóstico se necesitan 10 personas - 

afectadas por dicha enfermedad para el análisis correspondiente. Defina X 
como el número de personas seleccionadas hasta que se tengan las 10 perso 

ñas afectadas por la enfermedad.
(a) Hallar la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X.
(b) Calcular la probabilidad de que se necesiten seleccionar exactamente 

15 personas.

11. En un laboratorio de Física trabajan 10 Físicos, de los cuales 6 son doc
tores y 4 Licenciados en física. Cada mes se elige, al azar, a uno de los 
Físicos, como encargado del almacén. Calcular la probabilidad que en 

el quinto mes, el almacén por tercera vez esté a cargo de un doctor.

12. En el problema 8. Supóngase que cada uno de los ensayos de lanzamientos - 

cuesta $ 5,000. Además, un lanzamiento que falla produce un costo adicio

nal de $ 500. Calcular el costo esperado del número de lanzamientos hasta 

encontrar 3 lanzamientos exitosos.

mProbabilidad e Inferencia Estadística

5A  DISTRIBUCION MULTINOMIAL
Consideremos un experimento e con espacio muestral « con la siguiente carac

terística :
(a) Tiene fe posibles resultados Ej, E2, . . . , Ê  mutuamente excluyentes y

colectivamente exhaustivos, es decir E . f l E .  * <í> , ¿ , -c,j* 1*2,.

fe * '

*
(b) P[E. ] ■ p. , á. = 1,2, ... , fe , tal que 2  P¡ = 1*

* * *-
Observe, si fe ■ 2, el experimento e es un ensayo de Bernoulli,
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Consideremos ahora una secuencia de n ensayos independientes con 7a caracterfs^ 
tica (a) y (b). Es decir cada ensayo tiene fe resultados y p. , i = 1,2,....fc 

es constante en cada ensayo. Definimos una variable aleatoria X. como sigue,

X^(u) = número de veces que el evento ocurre en las n repeticiones de

e , i» ~ 1,2,..», k

La distribución de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X2,X2, ..

Observe que X ,X , ...,X. no son variables aleatorias independientes, puesto -i ¿ a

EJEMPLO 1 En cierta población grande el 70% de las personas son derechos; - 

el 20% izquierdos y 10 % ambidiestros. Se escogen 10 personas aleatoriamente - 

de la población. ¿Cuál es la probabilidad que :

(a) todos sean derechos?

(b) 7 sean derechos, 2 surdos y 1 ambidiestro?

R {0,1,2,. . . , n} i - 1,2,. . . ,fe .

., X. , [es decir la distribución de probabilidad del vector aleatorio (X ,K 1i
*2* ' ' * ' X fe^ se ^ ama distribución multinomial y se define por,

k

donde n

k
que Es decir, conocido los valores de fe - 1 variables aleatorias

cualesquiera, se conoce la que falta.
La media y la varianza de las variables aleatorias X. sont»

E(X¿) = nPi Var(X.) 3 np. (1 - p.) , i = 1,2
ié 1» t» • • • • *fe
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SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos

Ej : una persona derecha

E2 : una persona surda,

E3 : una persona arrfc i diestra,

2. Las probabilidades correspondientes para cada evento son :

Pl * 0-7 p2 - 0.2 P3 a 0.1

3. El experimento e es seleccionar al azar una persona de la población. Los 

posibles resultados de e son los eventos mutuamente excluyentes E3>E2 ó E 3 .

Se repite el experimento 10 veces y las probabilidades p . U  = 1,2,3) per-

manecen constantes en los 10 ensayos. Luego utilizando la distribución - 

multinomial con n = 10 tenemos que 

X.(to) = número de veces que ocurre el evento E . ( l  = 1,2,3) en los 10 enA* A,
sayos-

(a) xx — 10 , x2 = 0, x3 * 0 ; p(10,0,0) = 10!
10!0!0!« « •

(0.7)10 = (0.7)10 

= 0.028.

(b) Xl = 7 , x2= 2 , x3 = 1 ; p(7,2,l) = 10!
7*21lt • - •

(0.7)7(0.2)2(0.1) = 0.119

EJEMPLO 2 Las probabilidades que una declaración de impuestos sea llena

da correctamente es 0.60, que contenga un error que favorezca al declarante

0.20, que lleve un error que favorezca al fisco 0.10 y que contenga anfeos 
tipos de errores 0.10. Se escoge al azar 10 de tales declaraciones de impues

tos para una auditoría,¿cuál es la probabilidad que 5 estén correctas, 3 - 

tengan un error que favorezca al declarante, una lleve un error que favorez

ca al fisco y una contenga ambos tipos de errores?

SOLUCION 1 Definimos los siguientes eventos :

Ej : una declaración de impuestos llenada correctamente•

E2 : una declaración que tenga un error que favorezca al declarante .

E3 : una declaración que tenga un error que favorezca al fisco .

Ê  : una declaración que contenga anfcos tipos de errores,

2. Las probabilidades de la ocurrencia de cada evento son :

Pi = PtEj] = 0.60, p2 = P[E2 ] = 0.20, p 3 = P[E3] = 0.10 y p„ = P[Ej= 0.10
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3. El experimento e es seleccionar al azar una declaración de impuestos. Los 

posibles resultados de e son los eventos mutuamente excluyentes Elf E2, - 
E3 o E4 . El experimento se repite 10 veces. Las probabilidades 

p . * 1,2,3,4) permanecen aproximadamente constantes en los 10 ensayos

Aplicando la distribución multinomial con n = 10, tenemos que
X.(üí) » número de veces que ocurre E.(¿ = 1,2,3,4) en los 10 repeticiones4 «t

de c
Es decir

p{5,3,1,1) =  ^ ----  (0.6) (0.2) (O.lHO.l) < 0.0314 .
5! 3¡ l! l!

PROBLEMAS 5.4

1. Las probabilidades que al conducir cierto modelo específico de autoriÓ 

vil ensamblado en el país se obtenga en promedio menos de 14 km. por galón,
entre 14 y 16 km. por galón o más de 16 km. por galón son respectivamente

0.40, 0.40 y 0.20. Se prueban 12 de tales automóviles,¿cuál es la proba^

bilidad que 4 en promedio menos de 14 km. por galón, 6 entre 14 y 16 -
km. por galón y 2 más de 16 km. por galón?

2. Cierta enfermedad de la tiroide se trata con una terapéutica de yodo. Se

halla que el 50% de los pacientes tiene una mejora rápida, el 40% no sû

fre ningún efecto y el 10% empeora. Se trata a 9 pacientes con esta terâ
péutica. ¿Cuál es la probabilidad que ;

(a) los 9 mejoran ;

(b) 5 mejoran, tres permanecen en el mismo estado y uno empeora;
(c) tres mejoran, tres están en el mismo estado y 3 empeoran.

3. El género humano puede clasificarse de acuerdo al tipo de sangre en cua

tro categorías mutuamente excluyentes 0 , A, B y AB. En una población 

grande la proporción de los diferentes tipos de sangre son:

0.45, 0.40, 0.10 y 0.05 respectivamente. Supóngase que se escogen al

azar seis personas de la población. ¿Cuál es la probabilidad que:
(a) tres son de tipo A y tres de tipo B?

(b) ninguno son del tipo AB?.

4. En un depósito grande hay un gran número de arandelas. El 50% de esas - 
arandelas son de 1/4 pulgadas de diámetro, el 30% son de 1/8 pulgada de 

diámetro y el 20% restante con 3/8 pulgadas de diámetro. Se eligen 10 -



arandelas aleatoriamente, ¿cuál es la probabilidad que:
(a) haya exactamente cinco de 1/4 pulgada, cuatro de 1/8 pulgada, y una - 

de 3/8 pulgada?

(b) sólo haya dos clases de arandelas entre las elegidas?
(c) las tres clases de arandelas estén entre las elegidas?

(d) haya tres de una clase, tres de otra, y cuatro de la tercera clase?

5. Tres compañías X, Y , Z tienen probabilidades de 0.4, 0.3 y 0.3 res
pectivamente de obtener una orden para un tipo particular de mercadería.- 

Las tres ordenes se adjudican independientemente. ¿Cuál es la probabili
dad que una compañía reciba todas las ordenes?

653

5 5  DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA______________________________

Consideremos una población finita con N elementos, divididos en dos clâ  
ses. Una con M elementos (M < N) y la otra con N-M elementos. Llamemos "éxi

to" a la primera clase y "fracaso' a la segunda. Es decir, la poblición se - 

constituye por M éxitos y N-M fracasos. Por ejemplo, un lote de N elementos 

de una producción, se divide en defectuosos con M elementos y no defectuosos 

con N - M  elementos. Otro ejemplo es, un salón de clase con N estudiantes, - 
de los cuales N tienen cierta enfermedad, y N - M no tienen dicha enferme

dad.

Consideremos el siguiente experimento, "extraer una muestra de tamaño n sin  
ii&rptazan¿ejito de. tma población de N elementos". Cada extracción
tiene sólo dos resultados posibles E o F, El resultado de una observación es 

afectado por los resultados de las observaciones previas, es decir los resuj^ 

tados de los ensayos no son independientes y la probabilidad de éxito P[E ]- 

no es constante de ensayo a ensayo. El experimento, así definido se llama - 

" cxpvumento hipeAgtorfí&OUco" .
Definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera,

X^u) = número de éxitos en la muestra de tamaño n sin reemplazo

R = (0,1,2, ... , min{n,M)}
A

La variable aleatoria definida de esta forma se llama vcvUable. atcatofUa 

kipfAgeomtOUca. Y la distribución de probabilidad de la variable aleatoria 
hipergeométrica, se llama diA&ubuciÓn kipeAgcoméJjUca. Se denota por 
#i(x;N,n,M). El lector puede deducir fácilmente que la distribución de proba-

Probabilidad e Inferencia Estadística
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bilidad de X está dado por

p ( x )  -  M x ; N , n , M ) . Í D ( L l Í

o x = 0,1.2, . , min(n.M)

Note, la similitud de la definición de la variable aleatoria binomial y la 

hipergeométrica.
La media y la varianza de la variable aleatoria hipergeométrica X, se deter

minan como sigue :

y - E(X) . . . «¿CSXS) ,
x*0 f  N N x=1 /N-l\

si n = min(M,n)

(i)
n-1

N y=o

( 1 : 0
por lo tanto

H
” N

(*)

usando la relación
•¿«0

E[X (X -  1 )  ] ¿  x(x - 1) 
x«0

(i xr a 
o

= n(n - 1)
H(M-l) y* (x-2)
N  ( N - 1 )  ¿ 2 - 2

* n(n - 1) -
M (M-l)

N(N-l)

n . 2  /M-2\ A-2-M+A
\w -2-y/

(T0

=  n ( n  -  1 )

M (M - 1) 
NiN - 1)
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La propiedad de la varianza se escribe

Var (X) = E(X2) - [E(X)f = E[X (X -

/ . . M(M - 1) M
= n{n - l ) ^  n Ñ

N(N - 1) N

1 ) ]  *  E ( X )
, M2

- tE(X)]

= n ^  C {n - 1 )  tí  -  + 1 -
M - 1 
N - 1

- n

n M

N

N
]

M r  ( N - M ) Í N - n )  i  _ r  M i  r,  M- i r  N -  n i
‘ " Ñ  C N N-1) ] _ w L Ñ  J Ü  ‘ N J L T T n ~ J

(**)

La función de distribución acumulativa de la variable aleatoria hipergeométri

ca es

F U )  -  P t X  =

0 » x  <  o

M V N - M N
V \  k/\n-kJ

«  o
1

0 ̂  x < min(M,n)

,  x  *  m i n  ^ M , k )

EJEMPLO 1 Una urna contiene 5 bolas blancas y 6 rojas. Se extrae 4 bolas de 

la urna sin reposición. Hallar la distribución de probabilidad del número de 

bolas rojas extraídas. ¿Cuál es la probabilidad de extraer exactamente 3 bolas 

rojas?¿Cuál es el número esperado de bolas rojas extraídas?

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por 
X(u>) * número de bolas rojas extraídas de la urna.

Rx = {0,1,2,3,4}

2. N = 6 + 5 = 11, M = 6 n = 4

la) Se cumple las condiciones de un experimento hipergeométrico. Luego, X es 
una variable aleatoria hipergeométrica, cuya distribución de probabilidad

es,

p(x) = fi(x; 11,4,6) . ( ü i i i

(Y)
x = 0.1,2.3,4
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(b) = 3 ] = C1X D  .

(V)
( O  p = A{±) -  f  .

EJEMPLO 2 En cierta clínica hay 20 enfermos de los cuales se sabe que el 30% 

tienen cáncer, se extrae aleatoriamente 4 pacientes para el despistaje de - 
cáncer.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que al menos uno tenga cáncer?

( b ) ¿Cuál es el número esperado de pacientes con cáncer?

SOLUCION 1. Definimos la variable aleatoria X tal que

X(uJ = número de enfermos con cáncer en la muestra de 4 pacientes.

Rx * (0,1,2,3,4}

2. N = 20 , M = 6 , N - M = 14 , n = 4

3. por lo tanto la función de probabilidad es,

p(x) ■ ^  ^ ~ ^  , x - 0,1.2,3,4 .

G°)
(14 \

(a) Ptx 2 1 ] = 1 - Ptx < 1 ] = 1 - Ptx = 0 ] = 1 -

(?)
<» « sr - I  -

5.5.1 APROXIMACION DE LA  HIPERGEOMETRICA A LA  BINOM IAL

Si el tamaño n de la muestra sin reemplazo es pequeña con relación a N, la pro_ 

habilidad de cada extracción varía muy levemente. En la práctica cuando n  es 

menor que el 10% de N, (es decir, ^ < 0.1) se aproxima la distribución

hipergeométrica a la distribución binomial con p = j-J y n . Entonces
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La media y la varianza se aproximan por,

y = np

npq

■  - [ 3 ]

■ - m  [ - H
Comparando las fórmulas de (***) con las de (*J y (**} vemos que la media - 

es la misma, mientras que la varianza difiere por un factor de corrección

N-n 
N-l

. Este es despreciable cuando n es pequeño con relación a N.

NOTA. Si se requiere mejor exactitud en la aproximación, se usa n £ 0.05N .

EJEMPLO 3 Un auditor del Departamento de impuesto sobre la renta está selec 

donando una muestra de seis declaraciones de impuestos de personas de una - 
profesión particular, para una posible auditoría. Si dos o más de ellas indican 

deducciones "no autorizadas", se auditará todo el grupo (población) de 100 de 
claraciones. Si el 25% de las declaraciones es incorrecta, determinar:

(a) La verdadera distribución de probabilidad del número de declaraciones iji 

correctas en la muestra. ¿Cuales son los parámetros?. Halle la probabili

dad de una auditoría más detallada.

Ib) Utilice una aproximación a la verdadera distribución de probabilidad pa
ra hallar la probabilidad de una auditoría más detallada.

SOLUCION 1 Definimos la variable aleatoria X como sigue;
X(w) = número de declaraciones incorrectas en la muestra de 6.

Rx = {0,1,2,3,4,5,6}

2.
3.

N - M = 75N = 100, M = 25, n = 6,

El muestreo es sin reemplazamiento.
(a) Se cumplen las condiciones de un experimento hipergeométrico. Luego X 

es una variable aleatoria hipergeométrica. Por lo tanto la verdadera - 
distribución de probabilidad es la hipergeométrica,

h(x;100,6,25) O  C - . ) x * 0,1,2,3,4,5,6.

los parámetros son
25 3

100 2
E(X) * 6 = -  y Var(X) = 6 25

10 0
1 -

25

100
94

99

47

44



Se hará una auditoría mas detallada,si X toma valores mayores o iguales que 2 
Es decir

p [ x  £ 2 ]  = 1 -  p [ x  S  1 ]  *  l - [ p l x  = 0 ] +  p Dc = 1 3]

(b) *a/N = = O . u d  es pequeño \ < u.ij, aproximamos la distribu-

25 1ción hipergeométrica a la binomial con p * — - = —  . Es decir
H lüO 4

Luego,
P[X £ 2 | 6,0.25 ] = 0.4661 . (Tabla I) .

5.5.2 EXTENSION DE LA  DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Sea una población finita de N objetos que contiene Mi objetos de primer tipo, 
M2 objetos de segundo tipo, . . y objetos del k-ésimo tipo, de tal ma

“extraer una muestra sin reposición de tamaño « de la población". Entonces
(a) Cada extracción tiene fe posibles resultados.

(b) El resultado de cada extracción es afectado por los resultados de las ex

tracciones previas. Es decir, los resultados de los ensayos no son inde

pendientes.
Definimos la variable aleatoria X . U  = 1,2, ... , fe) de la siguiente manera

Ahora nos interesa la probabilidad que en la muestra se obtenga objetos 

del primer tipo, x2 objetos del segundo tipo, . . ., y x^ objetos del fe-ési- 
mo tipo. Es decir, la probabilidad conjunta de las variables aleatorias 

Xi» X2, . , . , X^ , representaremos esta probabilidad por

1. El número de muestras posibles de tamaño n que pueden formarse con los N -

X̂. = número de objetos del JL - ésimo tipo

R . = {0,1,2, . . . , min (M., n)}

pUi, x2, ... , n fe; N ,  n )  = P[Xi = xx, X2 = x2,• • • 1 xk = v N,w J

objetos
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2. El número de formas de selección xi objetos de los Mi del primer tipo es -

para cada una de éstas se puede tomar x2 objetos de los M? del se-

gundo tipo de formas. Por lo tanto, el número de formas de escoger -

objetos del primer tipo, x2 objetos del segundo tipo ’ ^°~

tinuando de ésta forma, podemos escoger xj objetos del primer tipo, x2 ob

jetos del segundo tipo, ... , y x^ objetos del k-ésimo tipo de

« 9 ( 3 )  -  CS)
3. De (X) y (2) la probabilidad requerida esta definida por

r o m  . . . r ¡ o

P t x i . x a  x.;N,n> » W W ------

(!)
EJEMPLO 4 En un depósito hay 20 arandelas de las cuales 10 son de 1/4 pulga

da de diámetro, 6 de 1/8 pulgada de diámetro y los 4 restantes con 3/8 pulga
das de diámetro. Se eligen al azar 10 arandelas, ¿cuál es la probabilidad de 

que haya 5 de 1/4 pulgada de diámetro, 3 de 1/8 pulgada y 2 de 3/8 pulgada de 

diámetro?

SOLUCION En este caso N = 20, Mj = 10, M2* 6 y M 3 = 4, Xj=5 , x2= 3 y
x3 = 2 . Entonces

/ 1 0 V  6 V 4  \ 
p{5,3,2;20,10) = ^ 5A 3 A 2 . /  _ 7560

(S) 46189

PROBLEMAS SS

1. Se extraen al azar trece cartas sin reemplazo de una baraja de 52. ¿Cuál - 

es la función de probabilidad para el número de cartas rojas en la muestra? 

¿Cuál es la media y la varianza del número de naipes rojos?.

2. Una compañía quiere evaluar sus procedimientos de inspección en embarques 

de 50 artículos idénticos. El procedimiento consiste en tomar una muestra 

de 5 y aceptar el embarque si no se encuentran más de dos defectuosos.
¿Qué proporción de embarques con un 20% de artículos defectuosos será

aceptada?



3. Una caja contiene 10 focos, de los cuales 8 están en buen estado, si se eŝ  
cogen al azar 5 focos. ¿Cuál es la función de probabilidad para los focos 
buenos?¿Para el número de focos que no sirven?

4. Un jurado de 1 jueces va a decidir entre dos finalistas quién es la ganado 
ra del concurso de belleza, para lo cual bastará una mayoría simple de los 
jueces. Suponga que 4 jueces botan por María y que los otros 3 boten por - 

Susana. SI se seleccionan al azar 3 jueces y se les pregunta por ouién van 
a votar. ¿Cuál es la probabilidad que la mayoría de los jueces de la - 
muestra están a favor de María?

5. Una empresa manufacturera recibe un lote que contiene 100 artículos de los 
cuales cinco son defectuosos. La compañía revisa constantemente los lotes - 
que recibe para establecer la calidad del material. Si la calidad de un l£ 

te recibido es baja, regresa al proveedor el lote completo. Suponga que la 

compañía recibe el lote y lo acepta si hay sólo 1 ó menos piezas defectuo

sas en una muestra de tamaño 6 sin reposición. ¿Cuál es la probabilidad de 
que se acepte un lote de 100 artículos que contenga 5 defectuosos?

6. En un salón universitario de 50 alumnos existen 3 corrientes políticas. Se9

sabe que el 50% pertenece al grupo A; el 30% al grupo B y el resto al - 

C. Si se elige, al azar, un comité estudiantil formado por 10 alumnos, de
termine ud. la probabilidad de que 6 de ellos sean del grupo B.

7. Una fábrica emplea un patrón de aceptación en los artículos producidos an

tes de embarcarlos. El plan consta de dos etapas. Cajas con 25 artículos - 

son preparadas para su embarque, tomándose 3 muestras para su revisión: Si 

se encuentra alguno defectuoso, la caja se regresa para inspeccionar el 
100% de su contenido. En caso contrario, se le embarca. ¿Cuál es la proba_ 

bilí dad de:

(a) embarcar una caja que contenga tres artículos defectuosos?

( b) regresar una caja que contiene sólo un artículo defectuoso?

8. En un edificio hay 30 departamentos. De ellos, 10 están habitados por ma

trimonios con sólo dos hijos hombres. Los otros 20 están habitados por ma

trimonios con sólo dos hijas. Se va a demoler el edificio para construir - 

uno de 60 departamentos, para lo cual se procede a desalojar parcialmente 

el edificio sorteando mensualmente una familia, la que debe retirarse.

¿Cuál es la probabilidad que al cabo de año y medio quede en el edificio 

el mismo número de mujeres y de hombres?

m Rufino Moya C  Gregorio SamOia A.



9. Un lote de 100 tubos de televisión a color está sujeto a un procedimiento 

de prueba de aceptación. El procedimineto consiste en extraer cinco tubos 

aleatoriamente, sin reemplazamiento, y probarlos. Si dos o menos tubos fâ  

lian, se acepta el lote. En caso contrario se rechaza el lote. Asumiendo - 
que el lote contiene cuatro tubos defectuosos. Determinar:

(a) la distribución de probabilidad del número de tubos defectuosos en la 
muestra. ¿Cuales son los parámetros?. Halle la probabilidad exacta de 
aceptar el lote.

( b ) Utilice una aproximación a la verdadera distribución de probabilidad - 

para hallar la probabilidad de aceptar el lote. Compare las respuestas

10. Resolver el problema 31 de 5.2, considerando la extracción de la muestra - 
sin reposición.

11. Una compañía recibe productos en cajas de 100. El control de calidad de - 
los productos se efectúa en la forma siguiente: Se toma una muestra de 3 

productos de una caja sin reposición. Si se encuentra a lo más un defectuo^ 

so, se acepta la caja; si se encuentra 2 ó 3 defectuosos, se elige una de 
3 productos adicionales. Si en total (6) de productos elegidos hay 4 ó más 

defectuosos se rechaza la caja elegida, en caso contrarió se acepta. Calci¿ 

lar la probabilidad de:

(a) aceptar una caja con 5 productos refectuosos;

( b ) rechazar una caja con 4 defectuosos.

12. El cuerpo secretarial de un importante bufete de abogados cuenta con 25 s£

cretarias, 10 de las cuales han estado con la compañía más de 5 años. Un -

ejecutivo desea seleccionar al azar cuatro secretarias para asignarlas un
nuevo asunto.
(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad del número de secretarias con 

más de 5 años en la compañía?

( b ) ¿Qué modelo discreto representa esto?
¿Cuál es la probabilidad que

( c ) ninguna de las secretarias tendrá más de 5 años en la compañía?
(d) las cuatro secretarias tendrá más de 5 años en la compañía?

(e) Calcule la media y la desviación estándar del número de secretarias -

con más de 5 años en la compañía, usando las fórmulas peculiares de

te modelo discreto?

13. Considere un sistema eléctrico que consiste de 6 focos, conectados en serie 

de manera que ninguno prenderá si uno de ellos es defectuoso. Si los focos
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de la instalación se selecciona al azar de un lote de 100 focos, 20 de los 
cuales son defectuosos. ¿Cuál es la probabilidad que funcionen todos - 

los focos del sistema eléctrico?

14. En un estudio biológico se emplea un grupo de 15 personas. El grupo contie 

ne 5 personas con sangre tipo 0, 6 con tipo A y 4 con tipo B. ¿Cuál es - 

la probabilidad que una muestra al azar de 6 contenga 2 personas con - 
sangre tipo 0 , 3 con sangre tipo A y 1 con tipo B?

5.6 DISTRIBUCION DE POISSON___________________________________________

La distribución de Poisson es una de las distribuciones discretas más im 
portantes por que se aplica en muchos problemas prácticos. La distribución de 
Poisson puede deducirse de dos formas. La primera se deduce a partir de un - 
pioQ&Áo de Po¿&6on. La segunda se muestra la distribución de Poisson como un 

tímete, de la  d¿&tKibu<U6n blnomlat.
Daremos antes la idea intuitiva de un proceso de Poisson. Muchos proble

mas consisten en observar la ocurrencia de eventos discretos en un intervalo 

continuo (unidad de medida). Por ejemplo el número de manchas (fallas) por - 

unidad de medida (digamos 1 metro cuadrado) en el esmaltado de un refrigera

dor, se puede encontrar: 0 manchas, 1 mancha, 2 manchas, o tal vez más, en un 
metro cuadrado. Es decir podemos contar el número de fallas por unidad de me

dida, pero es imposible contar el número de puntos sin manchas (es infinito - 

no numerable). Además las fallas son eventos discretos, debido a que su ocurrencia 
son puntos aislados en el área de 1 m2. Si definimos la variable aleatoria X 
tal que X(w) = número de manchas en un metro cuadrado. Su rango es R^- (0,1,

2, . . Otro ejemplo, es contar el número de vehículos que llegan a una es_ 
taciónde servicio durante un intervalo de tiempo (digamos una hora) de un día 

determinado; pueden llegar: 0 vehículos, 1 vehículo, 2 vehículos o más, es óe 
cir podemos contar el número de vehículos que llegan. Pero no tiene sentido - 
contar los que no llegan. Es discreto debido a que la hora de llegada es un - 

punto en el período continuo de 1 hora. Aquí también, si la variable aleato
ria, X se define por X(u>) - número de vehículos que llegan a la estación en 

una hora; los valores que puede tomar X es infinito numerable. Es decir,
R^ - {0,1,2, . . .}. Otro ejemplo, puede ser contar el número de llamadas -

que llegan a un tablero conmutador telefónico de una compañía grande en un in

Rufino Moya C. - Gregorio SaraOia A,
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tervalo de tiempo (digamos de 8 a.m. a 10 a.m.) aquí también las llamadas que 
llegan al tablero es un evento discreto, ya que el tiempo de llegada de cual

quiera de ellas es un punto aislado en el periodo de 2 horas. Otro caso, pue

de-ser contar el número de bacterias en un cm3 de agua. En este caso el inteir 

valo continuo es el cm3 de agua y los eventos discretos, el número de bacte

rias, suponiendo que se puede considerar cada bacteria como un punto en el e£ 
pació.

Diremos que los eventos discretos que se generan en un intervalo continuo 

(unidad de medida: longitud, área, volumen etc.) forman un proceso de Po-taaon 

con patiámeXKD X, si tiene las siguientes propiedades:

(1) El número promedio de ocurrencias de eventos en una unidad de medida (in

tervalo de tiempo, una región especificada, volumen, etc.) es conocido e

(2) La ocurrencia de un evento en una unidad de medida h no afecta a la ocu

rrencia, o no ocurrencia de otra unidad de medida h contigua. (Es decir , 

la ocurrencia de los eventos en unidades de medida contiguas son indepen

dientes).
(3) Sea una unidad de medida suficientemente pequeño de longitud h, luego:

{£) la probabilidad de un éxito en esta unidad pequeña es proporcional a

la longitud del intervalo, esto es \h.
{¿¿) La probabilidad de la ocurrencia de 2 ó más éxitos en esta unidad pe 

quena es aproximadamente 0.

En un proceso de Poisson de parámetro X se observa £ unidades de medida, 
definimos X de la siguiente manera;

X(u>) = número de ocurrencia de eventos en £ unidades de medida.

La variable aleatoria así definida se llama varUahte aJbea£oK£a de. Po¿&6on y - 
la distribución de probabilidad de X se llama dl&£jUbuc£6n de Po£s6on la cual 
está definida por,

Xt es el número promedio de ocurrencias de los eventos en las £ unidades de 

medí da.
para £ fijo, ponemos « = \£ y obtenemos una expresión más simple para la dis 

tribución de Poisson

igual a X.

* {0,1,2,3, . . . }

x!
x -  0 , 1 , 2
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p(x) = P[X = x|P:°= ] =
y  -cc

«  e

x!
x = 0,1,2 . . .

La función de distribución de X estl dado por,

0

F(xJ = P[X < x|P:« ] « « KD fe
Ei.
c=0

ec - cc
e

x < 0

x £ 0

La media y ¿a va/Uanza de la distribución de Poisson están dados por,

- (X -<z
e = e

x=o x®0 5  l x  -  D !

00 x-1• cc cc
«e ^   *

x - i í o  U - U !

Haciendo fe - x - 1, entonces x = fe + 1 , luego

”  fffe
* < X  CC

E(X) = “e'“ £
ft=0 fel

- ex a  «e 2, = CC

Similarmente,

x - «  «-* / 1 \ X - *  ~  x -a
e (x 2) => y  x2 = y  *<* - n - e + y  ** 2

x—o xi x=o * !  x* o x !

80  Y -  0 0  fe
- «  ? V *  a  , 9 -oc cce  —  + « * cĉe, y   + CC

x-2 » 0  (x - 2 ) : fe* 0  fe[

« -a: +cc -
®  £  2  +  cc =  ac¿ +  ac

Luego»
o2 = E(X2) - (E(X))2

+ cc



Probabilidad e Inferencia Estadística

5.6.1 TABLA DE LA  DISTRIBUCION DE POISSON

Desde que, el uso de la ecuación P[X * x|P;«] « * /x \ es muy tediosa,

usaremos la función de distribución acumulativa P[XÍ *| P;« ] para determinar

probabilidades de cualquier tipo. La tabla II, da probabilidades acumulativas

del tipo Ppt i  x|P;°=] . Mostraremos con un ejemplo el uso de esta tabla.

EJEMPLO 1 Las personas llegan aleatoriamente a la ventanilla de un banco en 
promedio a una razón de 24 por hora durante el periodo de tiempo entre 11.30 
AM y 12.00AM de cierto día. Cuál es la probabilidad que exactamente 5 - 

personas lleguen durante un periodo de tiempo de 12 minutos? ¿Cuál que lie 

guen por lo menos 10 personas? ¿ que lleguen a lo mas 12?

SOLUCION 1 X{o>) = número de personas que llegan durante un periodo de 12 mi
nutos

Rx * {0,1,2,. . . }

« = (24)U2J/60 * 4.8

2. X es una variable aleatoria de Poisson y su distribución es

P[X = x|P:4.8 ] = C M f e ' * - 8- , X - 0. 1. 2. . . .
x!

3. La figura 6.6.1 muestra las probabilidades acumulativas requeridas para - 

determinar la probabilidad pedida P[X = 5 ]

1 . . . S 6 • • • m

P[X * 5 ]---- ..

6.6.1

♦ ■ ■ ■

PCX *  6]

— -

-*■-------

PCX £  5]

P[X = 5|P:4.8 ] = P[X£5|P:4.8] - P[X*6|P;4.8]

= 0.5237 - 0.3490 = 0.1747 .

Hay una probabilidad de 0.1747 de que exactamente 5 personas lleguen duran 

te cualquier periodo de tiempo de 12 minutos.
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EJEMPLO 2 El tablero conmutador de cierta universidad, indica un promedio de 
2 llamadas cada 3 minutos. Asumiendo un proceso de poisson. ¿Cuál es la prob£ 

bilidad que ocurran 5 ó más llamadas en un período de 9 minutos? ¿Cuál de 
que no haya llamadas en dicho período?

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por 

X(u>) = número de llamadas en un período de 9 minutos

2. Entonces, * = E{X) s 6 (2 llamadas por cada 3 minutos). Es decir

X = 2 ,  t =  3 unidades de medida.

3. Luego, la distribución de probabilidad de X es ,

cK -6
p[X = x ] = ° - £ _  , x = 0,1,2, ...

xl

(a) La figura 5.6.2 muestra la probabilidad acumulativa pedida,directameii 

te leída en la tabla II.

Fig. 5.6.2

PCX ^  5]

PCX Z 1]

P[X ¿ 51 P;6 ] = 0.7149.

(b) PDt = 0|P:6 ] = e*6 = 1 - P[X£1|P:6 ] = 1.09975 = 0.0025.

EJEMPLO 3 Se ha observado que las cajas de cerveza pilsen se toman de los es 

tantes de cierto supermercado a razón de 10 cajas por hora durante el período 
de mayor venta. ¿Cuál es la probabilidad que se saque al menos una caja du 

rante los primeros 6 minutos de un período de mayor venta? ¿Cuál es la proba

bilidad que se tome del estante al menos una caja durante cada uno de 3 in 
tervalos consecutivos de 6 minutos?

SOLUCION 1 Puesto que en 1 hora * 60 minutos, se toman un promedio de 10 car 

jas. Entonces en un período de 6 minutos se tomará ún promedio de 1 caja  ̂
(1 cada 6 minutos, en 60 minutos 10 cajas).

2. Definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera
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X((i>) = número de caja tomadas en períodos de 6 minutos, « = At  - 1

3, Luego, la distribución de probabilidad de X es

-1
P[X = x ] I x = 0,1,2, . . .

(a) P t x  £ 1 ] 0.632 .

(b) Podemos considerar 3 variables aleatorias X ls X2 y X 3 cada una de 
ellas definidas como la variable aleatoria X e independientes. Luego, 
debemos calcular

P Ü C j  s  1 ,  X 2 £  1 ,  X 3 M  ]  = P t x !  £ l l  p [ x 2 £ l ]  P t x 3 s  i ]
= (0.632)3 = 0.25244 .

EJEMPLO 4 Se sabe que un líquido particular contiene ciertas bacterias a ra
zón de 4 bacterias por cm3. Se toma una muestra de 1 cm3, ¿cuál es la probabi_ 

lidad que la muestra no contenga bacteria alguna? ¿cuál es la probabili

dad que en 1/2 cm3 haya por lo menos una bacteria?

SOLUCION (a) X(co) = número de bacterias en 1 cm3

Rx = Í0,l,2, . . . }

Aquí, A * 4, £ = 1. Entonces la distribución de X es

4*
vi

x - 0,1,2, . . .

(b) X(o>) =

P[X = 0] = e*'1 = 0.0183

número de bacterias en j  cm3 

R„ - ÍO.1.2, . . . }

En este caso A = 4, £ ~ j  , « * 2 . La distribución de X es

P[X = x ] = 2* e'2

xi
x = 0,1,2, . .

PCX ^ 1  3 = 1 - P[X = 0 ] = 1 - e-2 = 0.864.

EJEMPLO 5 La siguiente distribución estadística da la distribución del núme
ro de días (n.) sin accidente, con un accidente, con 4 accidentes, para

un periodo n = 50 días en una ciudad
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N° de accidentes x.
A. 0 1 2 3 4

N° de días n .
A.

21 18 7 3 1

(a) ¿La distribución de accidentes puede considerarse como una distribución - 
de Poisson?

(b) Si la respuesta en (a) es si, compare los valores observados (n.) con el

número teórico de días (número calculado mediante la distribución de Poi
sson).

SOLUCION Si para la distribución dada, E(X) 'v Var(X) = X ,  entonces para re 
solver la cuestión del carácter de la distribución se sustituye el valor de X 
en la fórmula de la distribución de Poisson y se calculan las probabilidades 
para x - 0,1,2,. . ., n, En el caso en que los valores de estas probabilida

des resultan próximas a los respectivos valores , se puede considerar que
n

la variable aleatoria se distribuye por una ley de Poisson.

1. Calculemos la distribución de probabilidad empírica de la variable

X 0 1 2 3 4

n .

P(x) - ^
21
§  = 0 - 4 2 i  -  °-36 ¿ r  °-14 é  = °-06 é  = 0-02

2. Cálculo de la esperanza matemática de la variable

E(X) = 0(§) ♦ 1(|§) ♦ 2(¿) + 3(¿) + 4(¿) = 0.9

3. Cálculo de la varianza de la variable

E l i ’ ) ■ 0’ ( § )  .  l ’ ( g )  ♦ .  3 ’ ( i )  .  4 > < ¿ )  -  §

Var(X) = E(X2 J - (E(X))2 = §| - (|£)2 = 0.97
bU bO

4. De (2) y (3) puesto que E(X) ̂ Var(X), hacemos X = 0.9, entonces

p(x) = P[X = x ] = 1M ) * e 0,9 , x = 0,1, . . .
x!

5. Determinando por la fo'rmula (4) las P[X = x ] para, x * 0,1,..., 4, obte 
nemos la tabla
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X 0 1 2 3 4

P[X = x] 0.41 0.37 0.16 0.05 0.01

(a) De (2), (3) y (4). La variable tiene una distribución de Poisson
(b) El número teórico de días se calcula por la fórmula

n P [ X = x ] =  50 P [X = x ] 
y se obtiene la siguiente tabla

X 0 1 2 3 4

frecuencia 
teórica ¿ ■ 20 18 8 2 1

frecuencia 
observada 

n .

21 18 7 3 1

5.6¿ DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA  BINOMIAL

Mostraremos ahora la distribución de Poisson como un limite de la distribución 

binomial, con X = np. Aquí p debe ser suficientemente pequeño y n grande, - 

de tal manera que np permanece casi constante. La distribución binomial para 

x éxitos en n ensayos de BernoulU es

P[X = x|B;n,p ] =( ^ P X «n_X , * = 0,1,2, n

Hacemos X = np, luego: P = ~  y Í = l - P = l - ^

Reemplazando en la fórmula se tiene :

p[x = X ] =  ül  (A)* ( l  . A;rt'x
x!(n - xl! " n

n! Ax

I x , * X! M(n - x) jn O  -

n  Ain
n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . { n - l x - l i ) [ n - x ] !  Xx ~ n

n* (n - x)! x! _ \>x
n
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n n • «
w - x + 1 

n
(1 -

X, n 
n

(1 - X.x
n

( i - i ) n - i ) ... (i- n )

x !

(1) Si n es suficientemente grande con respecto a x, entonces,

12)

—  -*■ 0, o lo que es lo misnx) -----
n n

X \\X—  es pequeño, entonces (1 - -) 
n n

1

1

X.n(3) Sabemos que, (1 - = e-X cuando n 00

de (1) , (2) y (3) , aproximamos la P[X = x|B;n,p ] por

X* -Xir* Es decir,

P[X = x|B:w,p ] » -A
x!

x = 0,1,2, . .

NOTA Teniendo en cuenta cómo se ha obtenido, resulta que las probabilidades 

de Poisson P[X = x¡P:np]da un valor aproximado de las probabilidades bino- 
miales P[X = xjB:n,p ] , para valores pequeños de p y n grande. Esta aproxima^ 

ción mejora a medida que p se acerca a cero y el valor de n se hace más gran
de. En la práctica se considera que la aproximación es aceptable si p < 0.1 

y np ̂  5. Algunos autores consideran la aproximación aceptable cuando 
p < 0.05 y « s 20.

EJEMPLO 5 Una nave espacial científica tiene 200 componentes electrónicas de 

un tipo particular. Durante la misión de la nave espacial, la probabilidad de 

falla individual para cada uno de estas componentes se estima que es 0.001. - 
Asumiendo que las fallas de estas componentes son independientes.

(a) ¿Qué tipo de distribución de probabilidad tendría, el número de fallas - 
durante la misión? ¿Cuales son los valores de los parámetros de esta dis
tribución?

Utilice una aproximación a la verdadera distribución de probabilidad para 
hallar la probabilidad que durante la misión:
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(b) no haya fallas, te) haya menos de 3 fallas, (d) ocurra uno o dos fa

lias .

SOLUCION 1 Sea X la variable aleatoria definida por

X(ü)J = número de fallas en las 200 componentes durante la misión.

R {0,1,2, . . ., 200}

2. Las fallas de las componentes son independientes y la probabilidad de fa

lla P[E] = 0.001 permanece constante. Por lo tanto, la variable aleato
ria X tiene una distribución binomial con perímetros p = 0.001 y n = 200

(a) Es decir,

200-xP[X = x|B;200, 0.001 ] = (0.001)x(0.99 ) , x * 0,1,...200

Puesto que n es grande y p pequeño (np = 200(0.001) = 0.2 < 5) se utiliza 
la distribución de poisson como aproximación de la distribución binomial 
con X  =  np = 0.2. Es decir

P[X = x|B;200,0.001]

(b) P[X = 0 ] - 0 . 2

(0.2)* fc~0,2 

*!

0.8187

x * 0,1, . . ., 200.

(c) PtX < 3 ] = 1 - P[X 2 3 ] = 1 - 0.0011 = 0.9989 .

(d) P[X = 1 ó 2 ] = PCX = 1 3 +  P[X = 2 ]

= P[X * 1 ] - P[X 2 2 ] + P[X i 2 ] - PtX 2 3 ]

= PtX 2 1 ] -  PCX 2 3 ]  = 0.1813 - 0.0011 = 0.1802.

EJEMPLO 6 Una fábrica textil produce ciertas piezas de dimensiones específi
cas. Se sabe que la probabilidad que una pieza sea defectuosa es 0.02. En

un lote de 100 piezas, ¿cuál es la probabilidad que no hayan piezas defec

tuosas? ¿cuál es la probabilidad que haya, a lo sumo, 3 piezas defectuosas?

SOLUCION 1 Sea X una variable definida como sigue 

X(iu) « número de piezas defectuosas en 100 piezas.

n » 100, p = 0.02, luego np

2. La distribución de probabilidad de la variable aleatoria X es la binomial 

con parámetros 100 y 0.02.

3. Puesto que n es grande y p pequeña (np = 100(0.02) = 2 < 5) se aproxima 

por la distribución de Poisson con parámetro X * np = 2. Es decir,



Ptx = x|B:100,0.02 ] = - x = 0,1,2, . . ., 100.

(a) PtX = 0 ] = e'2 = 0.1353 .

(b) PtX S3 ] = 1 - Ptx 2 4] = 1 - 0.1429 = 0.8571 .

EJEMPLO 7 Una vacuna produce inmunidad contra la polio en un 99.99%, Supon
ga que la vacuna ha sido administrado a 10,000 personas.

(a) ¿Cuál es el número esperado de personas que no han sido inmunizados?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que exactamente fe personas no son inmunes?
(c) ¿Cuál es la probabilidad que menos de 2 personas no son inmunes?

SOLUCION X(üj) * numero de personas que no están inmunizados.

la probabilidad que una persona no sea inmunizado es 0.0001, o sea

fe!

(c) P t x s l ] =  e’1 + e'1 = 2<f1 = 2(0.3679) = 0.7358 .

EJEMPLO 8 Un libro tiene 400 páginas y se estima que hay 400 herrores de im

prenta distribuidos aleatoriamente en todo el libro. Asumiendo una distribu
ción de Poisson. ¿Cuál es el número de páginas que contienen:
(a) ningún error?

(b) exactamente un error?

(c) más de 2 errores?

(d) Se selecciona 10 páginas de dicho libro aleatoriamente. ¿Cuál es la prob^ 

bilidad que ninguna tenga errores? ¿8 páginas no tengan errores?

SOLUCION X(u>) = número de errores por página^

El proceso se puede considerar así: las 400 páginas del libro se tienden en - 

una mesa, luego se lanzan los 400 errores aleatoriamente,la cual se puede consj 

derar como 400 ensayos de Bernoulli. La probabilidad de éxito es,

\  = (0,1,2 10,000}

n = 10,000 y p = 0.0001

(a) ji = np = (10,000){0.001) = 1

(b) Ptx = fe]= —

Rx = {0,1,2......... 400}

n = 400 número de errores
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p * P[un error caiga en una página cualquiera] = 1
400

Por lo tanto, X = np = 400(^gJ 1

Luego, la distribución de probabilidad de X es ,

i x -l .-1
p [ x  = x ] - -

xl xl
x * 0,1,2, . . . , 400

Se tiene que la proporción de páginas que contienen fe errores está dado por,

P[X = fe ] .

Y el número de páginas que contienen fe errores es,

(número páginas)P[X = fe ] .

En nuestro caso será : ^qq * fe]

(a) La proporción de las 400 páginas que no contienen errores es,
-1

PCX -  0 ]  =_  e -i
0!

0,3679

Luego, el número de páginas que no contienen errores es

400 (0.3679) = 147.

(b) La proporción de páginas que contienen 1 error es,

P[X = 1 ] = —  = e'1 = 0.3679
1!

por lo tanto, el número de páginas que tienen 1 error es

400 (0.3679) « 147 .

(c) La proporción de páginas que tienen más de 2 errores

PCX > 2 3  = 1 - P [ x  s  Z ] = 1 - |  e'1 = 0,08025

por lo tanto, el número de páginas con más de 2 errores es

400 (0.080) = 32 .

(d) Extraemos ahora 10 páginas aleatoriamente de las 400 que tiene el libro, 

(es decir tomamos una muestra de tamaño 10).

Definimos ahora la variable aleatoria Y de la siguiente manera

Y = número de páginas que no tienen errores en la muestra de 10 páginas 

R y = (0,1,2,3,. . . , 10 }
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n = 10, y la probabilidad de obteoer una página que no tiene errores se ha - 
calculado en la parte (a). Puesto que el tamaño de la muestra 10, es pequeña

con respecto a la población 400 páginas. Tendremos que p - 0.3679 = e"1 es - 
constante cada vez que repite el experimento de extraer una página. Luego, Y 

es una variable aleatoria binomial y su distribución de probabilidad es,

P[Y = ! / í  = ( 1°) (0.3679)%.6321),0~^ y = 0,1,2,...,10

U )  p [ y = 0 ] =  ( 0 . 6 3 2 1 ) 10

(¿i) P[Y = 8 ] =  Q 0)  ( e ' V ( l  -  e * V  = 45e'8 Cl - 2"1 + e'2 ]

EJEMPLO 9 Una panadería hace galletas con pedacitos de chocolate; un lote - 

tiene 1,000 galletas. Se agregan 3,000 pedacitos de chocolate a la masa para 
unióte y se mezcla bien toda la masa. Si se elige al azar 1 galleta de un lo 

te, ¿Cuál es la probabilidad que no contenga ningún pedacito de chocolate? 
¿De que contenga exactamente 3 pedacitos de chocolate?. Calcular, ¿cuántas gâ  

lletas con solamente un pedacito de chocolate podría haber en el lote?

SOLUCION El proceso de poner los pedacitos de chocolate en la masa se puede 
considerar como sigue:

Se tiende toda la masa para un lote en una mesa, luego se corta cuadradi_ 

tos de masa de igual tamaño (cadacuadrad! to tienen igual área) para hacer galletas 
Habrá 1,000 rectángulos de igual área, Finalmente se lanza los 3,000 pedacitos 

de chocolate aleatoriamente uno a uno sobre la masa, este experimento se pue
de considerar como 3,000 ensayos de Bernoulli. La probabilidad que caiga -

1un pedacito de chocolate en una galleta es, p *
1,000

Sea X * número de pedacitos de chocolate que contiene una galleta.

Rx = (0,1,2 . . . , 3,000}

Podemos considerar a X como una variable aleatoria de Poisson con,

"" ■ 3,000('nooó) ' 3

Entonces, P[X = x] = 3X e’3 

xi
x = 0,1,2,..., 3,000

(a)
- 2

P[X = 0] = e = 0.0498 * 0.05 .
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( b ) P[X = 3] - 33 -3

31
|  e'3 = |  (0.0498) = 0.224

(c) El número de galletas que contienen exactamente 1 pedacito de chocolate -

es

pero,

1,000 PfX = 1]

P[x = 1] = 3e"3 = 3(0.0498) = 0.1494

por lo tanto hay, 1,000(0.1494) 

1 pedacito de chocolate.
149 galletas que tienen exactamente -

EJEMPLO 10 Para estudiar la distribución de nidos de hormigas en un campo - 

abierto, se divide el campo en 1,600 cuadrados de igual área. Se observa .que 
exactamente 400 de los cuadrados no contienen nidos de hormigas. Asumiendo - 

que los nidos están distribuidos aleatoriamente sobre el campo, estimar el nú 
mero de nidos en el campo.

SOLUCION Sea X = número de nidos de hormigas que contiene cada cuadrado.

Rx ■ {O,1,2, ... , n)

Donde n es el número total de nidos de hormigas que hay. Además estos n - 
nidos están distribuidos aleatoriamente sobre el campo que está dividido en -

1.600 cuadrados de igual área. Consideremos ahora uno cualquiera de estos

1.600 cuadrados. Supongamos también que lanzamos un nido sobre el campo alea

toriamente, entonces la probabilidad que el nido caigan en este cuadrado - 
particular ,

P =
1

1,600

El supuesto proceso de lanzar los n nidos en el campo abierto se puede 
considerar como n ensayos de Bernoulli.

Si n es grande, se puede usar la distribución de Poisson para calcular 

la probabilidad (proporción) que un cuadrado particular contenga fe nidos, 
con

n
1,600

Luego,

Pft - fe ] X e

fe!

[r fm ]
fe - n

¿ 1,600

fe!
fe * 0,1,2,...,«

La proporción de cuadrados que no contienen nidos de hormiga es,
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( vO w n
P[X = 0] = 1>60Ú e" 1>600 = ~ÜSSo

o!

Entonces, el número de cuadrados que no contienen nidos de hormiga es,

1,600 P[X = 0 ] * 1,600 e

Yl_ 
1,600

la cual debe ser igual a 400 cuadrados según el enunciado. Es decir,

n

1,600 e 1600 = 400

n
o 1600 l
e 4

tomando logaritmo tenemos,

1,600 log 4 1,600 x 0.602 ^ « ?1R
log e " 0.4343 " ’

n - 2,218

5.63 PROPIEDAD REPRODUCTIVA DE LA  DISTRIBUCION DE POISSON

La propiedad reproductiva de algunas distribuciónes de probabilidad con
siste en que, si dos o más variables aleatorias con distribucción de probabi

lidad del mismo tipo se suman, la variable aleatoria resultante tiene una dis 

tribución del mismo tipo que los sumandos.Esta propiedad se llama propiedad - 

reproductiva. Estableceremos aqui para la distribución de probabilidad de Poî  
sson.

TEOREMA Si X1# X2, . . . , son variables aleatorias independientes de - 

Poisson con parámetros «j, «2, . . . , « respectivamente, entonces

Y = £  I. es una variable aleatoria de Poisson con parámetro * = .• «c * ¿t*l

EJEMPLO 11 En una fábrica el número de accidentes por semana sigue un proce

so de Poisson con parámetro « = 0.2. Determinar :

(a) La probabilidad de que haya 4 accidentes en el transcurso de tres semanas
(b) La probabilidad que haya 2 accidentes en una semana, y otros 2 accideii 

tes en la semana siguiente
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W'v.'

(c) Es lunes, y ya ha habido un accidente. La probabilidad que en aquella 

semana no haya más de 3 accidentes.

SOLUCION (a) Definimos las variables aleatorias de Poisson con parámetro 
X. = 2 * 1,2*3) respectivamente.

Xi = número de accidentes en la primera semana

X2 * número de accidentes en la segunda semana.

X 3 = número de accidentes en la tercera semana.

Las tres variables aleatorias son independientes. La variable aleatoria

X t + X2 + X 3 = X , número de accidentes en las tres semanas, también sigue

una distribución de poisson de parámetro 2 + 2 + 2 ■ 6

P[X = 4 ]  =
6“ e' 6

4!
= 0.1339 .

(b) Si Xi y 

cular,

P[(Xj «

X2 son las variables aleatorias definidas en (a). Debemos cal_

-2 -2
2) n  (X2 * 2)]= PtXx = 2 ]P[X2 = 2]= = 0.0733.

2 ! 21

(c) Sea X = número de accidentes en una semana. Es una variable aleatoria de 
Poisson de parámetro X = 2. Debemos calcular,

P[X S 3|X 2 1 ]  = P t t X  S 3 ] P I  [ X S  1 ] ]  

PtX S i l

P [ l  S X S 3 ]

pCx s i]

PtX S 3  ] - P [ x  = 0 ]  

PtX 2 1 ]

0.8647 - 0.1429
0.8647

PtX 2 1 ]  -  PtX 2 4] 

PtX 2 1 ]

0.8348 .

PROBLEMAS 5.6

1. Si X es una variable aleatoria con distribución de Poisson tal que 
P[X = 0] = PtX * 1 ] . Hallar E(X).

2. Si X tiene una distribución de Poisson y P[X = 0 ] = j  . Hallar E(X)

3. Suponga que X es una variable aleatoria con distribución de Poisson. Si
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f,. Ifck

PtX = 2] = (2/3) P[X = 1]

Calcular: 

la) PtX = O ] Ib) PtX = 3 ]

4. Los accidentes de trabajo, que se producen por semana en una fábrica, si
guen una ley de Poisson, tal que, la probabilidad que haya 5 accidentes
es 16/15 de que haya 2.
Calcular:

(a) el parámetro de la distribución de Poisson,
(bj la probabilidad que no haya accidentes en 3 semanas.

5. Si X tiene una distribución de Poisson con P[X = 1 ] = PÍX *= 2 ] . Hallar
p [ x  = i  a 2 ]  .

6. Los defectos de cierta clase de tejido de lana ocurren al azar con un pro

medio de 1 por 100 pies cuadrados. Calcular la probabilidad que una pieza 

que mide 50 por 10 pies no contenga defectos.

7. En determinada planta manufacturera han ocurrido accidentes a razón de 1 - 

cada 2 meses. Suponiendo que ocurren en forma independiente. ¿Cuál es el - 

número esperado de accidentes al año? ¿Cuál es la desviación estándar del 
número de accidentes al año? ¿Cuál es la probabilidad que no haya acci

dentes en determinado mes?

8. El número de casos admitidos de emergencia en cierto hospital en 1 hora es
una variable aleatoria con distribución de Poisson con X = 3. Determinar -

la probabilidad que en cierta hora

(a) ningún caso de emergencia es admitido.
(b) más de 3 casos de emergencia son admitidos»

9. Cierto alimento produce una reacción alérgica en un 0.01% de una población 

grande. Si 100,000 personas comen este alimento diario en promedio.

(a) ¿Cuál es el número esperado de personas con reacción alérgica?

(b) ¿Cuál es la función de probabilidad del número de personas en este gr£

po de 100,000 son alérgicos a este alimento?

10. Suponga que cierta enfermedad rara afecta al 0.1% de la población grande.

5,000 persona se escogen aleatoriamente de esta población y son sometidos 

a un examen para detectar la enfermedad.
(a) ¿Cuál es el número esperado de personas con dicha enfermedad?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que exactamente 10 personas son afectadas
por la enfermedad?
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11. Suponga que un libro de 585 páginas contiene 43 errores tipográficos. Si - 

estos errores se distribuyen aleatoriamente a trevés del libro. ¿Cuál es - 

la probabilidad que 10 páginas, seleccionadas al azar, no tengan errores?

12. Suponga que un libro de 1,000 páginas contiene 500 errores tipográficos. - 
Si estos errores se distribuyen aleatoriamente a través del libro. ¿Cuál - 

es la probabilidad que 2 páginas de 10 seleccionadas al azar, no contengan 

errores? ¿Cuál es el número de páginas que no contienen ningún error? ¿Cuál 
es el número de páginas que contienen exactamente 1 error?

13. Suponga que 1,800 células de cierto tipo se distribuyen aleatoriamente en 
un microscopio, el cuál mediante rejillas se ha dividido en 900 áreas igu^ 
les.

(a) ¿Cuál es el número de áreas que no contienen células?

( b ) ¿Cuál es el número de áreas que contienen exactamente una célula?

14. Una universidad procesa 100,000 calificaciones en determinado semestre, en

ocasiones anteriores, se ha descubierto que 0.1% de todas las calificacio

nes estaban equivocadas. Suponer que una persona estudia cinco materias en 
esta universidad en un semestre. ¿Cuál es la probabilidad que todas las 

calificaciones estén correctas?

15. Un artillero dispara a un blanco. Se sabe que la probabilidad de acertar - 

es 0.01. ¿Cuántos disparos tendrá que hacer para tener una probabilidad ma 

yor que 0.9 de dar en el blanco por lo menos una vez?

16. Tres máquinas contribuyen a la producción de una fábrica de cierto artícu
lo. La máquina A produce 3% de artículos defectuosos y contribuye a la - 
producción total con un 40% ; la máquina B produce 4 % de artículos defec
tuosos y contribuye a la producción total con un 35% ; mientras que C pro

duce 5% de artículos defectuosos y 25% de la producción total. Los artí
culos son almacenados en cajas, cada una contiene un número grande y 

fijo de éstos, producidos por una máquina; por lo tanto, el 40% de las ca_ 
jas contienen artículos producidos por la máquina A y así sucesivamente. - 

Las cajas se almacenan juntas, sin que se pueda distinguir a qué máquina - 

pertenecen los artículos que contienen. Se escoge una caja al azar, y se - 

toma una muestra aleatoria de 100 artículos, de los cuales 4 son defectuo

sos. ¿Cuál es la probabilidad que provenga de la máquina A? ¿Cuál de - 
que provenga de la máquina B? ¿Cuál que sea de la máquina C?

17. Ciertos automóviles llegan a una garita de peaje aleatoriamente con un pro
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medio de 300 autos por hora. ¿Cuál es la probabilidad que

(a) Llegue exactamente 1 automóvil durante un periodo de 1 minuto?

(b) Lleguen por lo menos 2 automóviles en un período de 1 minuto?

18. La computadora marca VELOZ se descompone a razón de 0.05 veces por hora de 

operación, siendo necesario darle servicio especializado de reparación. - 

¿Cuál es la probabilidad que no ocurran descomposturas en un período de 

trabajo de 8 horas? ¿Cuál es la probabilidad que no ocurran en una sema 

na de 40 horas?. Suponga que las descomposturas ocurren según la distribu
ción de Poisson.

19. La probabilidad que una persona sufra una reacción alérgica a un deter

minado medicamento es 0.001. Determine la probabilidad . que de un total 
de 2,000 personas que han tomado el medicamento,

(a) Exactamente 3 tengan reacción alérgica ;

(b) mas de dos personas tengan reacción alérgica ;

( c ) Hallar el número esperado de personas con reacciones alérgicas y su vâ  
rianza.

20. Se ha observado que el tránsito promedio de automóviles en determinado pun 
to de un camino rural es de 3 por hora. Suponer que los instantes que pasan 
los mismos son independientes, haciendo que X representa el número de los

que pasan por este punto en un intervalo de 20 minutos. Calcular

P[X = 0 ] , P[X a 2 ]

21. Suponga que la probabilidad de que un motor falle en un vuelo de rutina er̂

tre dos ciudades es 0.005. Usése la aproximación de Poisson a la distribu-
>

ción Binomial para encontrar aproximadamente 1-a. probabilidad de,

( a ) por lo menos una falla en 1000 vuelos ;

(b) por lo menos dos fallas en 1000 vuelos .

22. La probabilidad que se haga una soldadura defectuosa en una conexión d¿ 

da es ÍO"*4 . Considere un sistema de 5 x 101* conexiones soldadas inde 

pendientemente.
(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad del número de uniones defec

tuosas en el sistema? ¿cuales son los parámetros?
(b) utilice, una aproximación, a la verdadera distribución, para calcular 

la probabilidad de que no se presenten defectos en el sistema.

23. Se toma una muestra de 100, sin reposición, de un embarque recién llegado 

de 10,000 bombillas aléctricas. Se encuentra en la muestra tres bombillas
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defectuosas.
(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad del número de bombillas defec 

tuosas en la muestra si se sabe que hay 500 bombillas defectuosas en - 

el embarque?
(b) Utilice una aproximación a la verdadera distribución, para calcular la 

probabilidad aproximada del resultado de esta muestra.

24. Una panadería hace panetones con frutillas. Un lote tiene 200 panetones. - 

Se agregan 1,000 frutillas a la masa para un lote. Se mezcla bien toda la 
masa para hacer los panetones. Se elige un panetón al azar de un lote,

¿Cuál es la probabilidad que no contenga ninguna frutilla? ¿Cuántos pa

netones con solamente una frutilla podría haber en el lote?

25. Una panadería hace panetones con frutillas. Un lote tiene 200 panetones. - 
Al hacer el control de calidad se encontró que un panetón no tenía fruti

llas. Asumiendo que las frutillas de distribuyen aleatoriamente en la masa 

de un lote de panetones, estimar el nümero de frutillas que se puso al lo

te .

26. Suponga que un libro de 500 páginas contiene 50 errores tipo gráficos. Si 
estos errores se distribuyen aleatoriamente a través del libro, ¿cuál es - 

la probabilidad que 10 páginas de 11 seleccionadas al azar, no contengan - 

errores?

27. Una firma comercial tiene dos vendedores a tiempo parcial, Juan y Pedro. - 

Juan trabaja los Lunes, Miércoles y Viernes, en tanto que Pedro lo hace - 

los Martes y Jueves. Cada intento de venta se anota en una tarjeta y se ar_ 
chiva. Se sabe que Juan hace sus ventas en un 4% de los casos y Pedro en 

un 5% . Se elige un día cualquiera de la semana y se encuentra que se hicie 

ron 100 tarjetas de intentos de ventas. ¿Cuál es la probabilidad que se 

haya hecho exactamente 4 ventas ese día?

28. Suponga que las njoléculas de un gas raro se encuentran a razón promedio de 

3 por cm3 de aire. Suponga que las moléculas de este gas están distribuidas 

independientemente y al azar en el aire. Determinar el tamaño de la mues
tra (número de cm3) de aire que se debe tomar para que la probabilidad de 

encontrar al menos una molécula de este gas en la muestra sea 0.99 como rrrf 

nimo.

29. Los pacientes con miembros fracturados llegan a una clínica particular en 

forma de eventos de un proceso de Poisson a razón de uno por día.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que lleguen a la clínica siete en un peri£



do de siete días?

(b) Dado que llegaran precisamente siete en un periodo de siete días,¿cuál 
es la probabiliadád que llegue uno en cada uno de los siete días?

30. Cierta industria envasa en cajas sus productos. La proporción de defectuo

sos en cada caja es de 0.02. El control de calidad de los productos se efec
túa en la forma siguiente: Se toma una muestra de 100 productos de una ca

ja elegida al azar. Si se encuentra a lo sumo 2 defectuosos, se acepta la 
caja; si se encuentran 3 ó 4 productos defectuosos, se elige una muestra - 

de 80 productos. Si en el total (180) de productos elegidos hay 5 ó más de 

fectuosos, se rechaza la caja, y en caso contrario se acepta. Calcular la 

probabilidad que la caja elegida sea aceptada.

31. Sólo 10£ de todos los insectos expuestos a un insecticida, en condiciones 

de laboratorio pudieron sobrevivir. Si se expone una muestra de 30 insectos 

al insecticida, ¿cuál es la probabilidad aproximada que:

(a) sobreviva exactamente un insecto?

(b) no sobreviva ninguno de los 30 insectos?
(c) no sobreviva más de dos insectos?

32. Una de cada 100 lámparas incandescentes fabricadas por una compañía se fu£ 
de antes del final de su periodo de una semana si se dejan encendidas todo 

el tiempo. Se instala una lámpara en cada uno de los 50 pisos de un edifi
cio grande.

(a) ¿Cuál es la verdadera distribución de probabilidad del número de lám

paras que se fundan antes del final de la semana? ¿cuales son sus pa

rámetros? Utilice una aproximación a la verdadera distribución para - 
calcular la probabilidad que

(b) tres lámparas se funden antes del final de la semana.

(c) más de tres lámparas se funden antes del final de la semana.
(d) menos de tres lámparas se funden antes del final de la semana.

33. Suponga que la página impresa de un libro contiene 40 líneas, y que cada - 

línea contiene 75 espacios (que pueden estar en blanco u ocupadas con al

gún símbolo). Por lo tanto, en cada página se deben formar 3000 espacios . 
Suponga que el linotipista comete un error en cada 6000 espacios que forma 

como promedio .

(a) ¿Cuál es la distribución del número de errores por hoja?
( b )  Calcular la probabilidad que una página no contenga errores.
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(c) ¿Cuál es la probabilidad que un capítulo de 16 páginas no contenga 
errores?

34. Si 250 litros de agua han sido contaminados con 106 bacterias, ¿cuál es la 
probabilidad que una muestra de 1 ml.de agua no contenga bacterias?

35. Unas láminas de metal presentan defectos en el cromado, los cuales apare
cen en forma aleatoria en un número promedio de 1 por m2 . ¿Cuál es la pro 

habilidad que una hoja de 1.5m x 2m tenga como máximo un defecto?

36. Un biólogo desea saber el número total de células presentes en un área de

terminada sobre un portaobjetos que examina al microscopio y que está divî  
dido por una cuadrícula en 400 (20 x 20) sub-áreas iguales. Si las células 

están distribuidas al azar en la cuadrícula, y el número total de células 

en el área completa es n,

(a) Determine una fórmula para la probabilidad que una sub-área no con

tenga célula.
( b ) Deduzca una fórmula para el número de sub-áreas que, en promedio, no 

contienen ninguna célula.

(c) Estima el valor de n, si se observa que 50 de las sub-áreas no contie

nen células.

37. Un fabricante vende cierto artículo en lotes de 5000 piezas. De acuerdo - 

con uno de sus clientes se adopta la siguiente regla de inspección:
Se selecciona al azar una muestra de 100 artículos de cada lote que se ve¿ 
de. Si la muestra contiene 4 ó menos artículos defectuosos, el cliente 

acepta el lote. Si se encuentran más de 4 defectuosos se inspecciona cada 

uno de los artículos del lote.

Si la inspección cuesta $ 75 por cada 100 artículos, y el fabricante produ 
ce 2% de artículos defectuosos, determine el costo promedio de inspección 

por lote.

38. Se va ha probar un lote grande de artículos por el siguiente método de 

muestreo doble. En la primera muestra se toman 20 artículos y si no hay ar̂  

tículos defectuosos, el lote se aprueba; si hay 2 ó más artículos defectuo 

sos, el lote se rechaza y si se encuentra 1 artículo defectuoso, se toma - 

una segunda muestra de 40 artículos siguiendo las siguientes disposiciones 

si sólo hay 1 o ningún artículo defectuoso se aprueba el lote, en caso coin 
trario se rechaza. Si la proporción real de defectuosos en el lote es 0.05 
¿cuál es la probabilidad de aceptar un lote?
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39. Con base en experiencia pasada, 2% de las facturas de una empresa Editora
están incorrectas. Se selecciona al azar una muestra de 20 facturas.

(a) ¿Cuál es la verdadera distribución de probabilidad del numero de factu 
ras incorrectas? ¿cuales son sus parámetros?

(b) ¿cuál es el numero esperado de facturas incorrectas en la muestra?
i

(c) ¿Cuál es la probabilidad que cuando menos una factura esté incorrec 
ta?. Utilice, una aproximación a la verdadera distribución de probabi- 

dad, del número de facturas incorrectas, para determinar;
(d) la probabilidad que, cuando menos, una factura esté incorrecta

(e) Compare y explique sus resultados de (c) y (d).

40. El número de accidentes automovilísticos registrados diareamente en cierta

ciudad durante 100 días consecutivos es la siguiente

Número de accidentes 0 1 2 3 4 5 6

Número de días 19 26 26 15 9 4 1

(a) Verifique que la distribución de accidentes puede considerarse como - 
una distribución de Poisson.

(b) Compare el número teórico de días con el número observado de días con 

0 accidentes, 1 accidentes, . . . , 6 accidentes.
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6.1 DISTRIBUCION UNIFORME
DEFINICION 6.1.1 Sea X una variable aleatoria continua, que toma todos los - 

valores de un intevalo [ a , b  ], donde a  y b son números reales y a  <  b ,  - 

Si la función de densidad de probabilidad de X está dada por

se dice que X se dú&Ubuye. wfíliommzjfUo. en el intervalo [a,6 ]. La gráfica 
de la función de densidad se muestra en la figura 6.1.1.

Una variable aleatoria continua uniformemente distribuida, representa la 
analogía a los resultados igualmente posibles en el sentido siguiente:

Para cualquier su-intervalo [ c,d] , donde a £ c £ d S 6 ,1a P[c £ X £ d]

es la misma para todo los subintervalos que tienen la misma longitud.

w

sólo depende de la longitud del intervalo y no de la ubicación del intervalo. 

La función de distribución acumulativa está dado por

1 a £ x £ b
{ (x ) - « b - a

0 en otros casos

P[c £ X s d ]
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F(x) = P[X S x ]

f X

1
6 * a dx

00

6 - a dx x - a 
V - a

a
que se puede escribir así

F(x>

0
x - a
b - a 

1

Su gráfica está representado en la fig. 6.1.2

f(x)

x < a

a $ x < b

x > b

Fig. 6.1,1. Densidad imifo Fig. 6.1.2. Función de distribución
uniforme

La medía, y va/Uanze. de la distribución uniforme son :

y = E(X) * x dx 
b - a 2(b - a)

a

b2 a-
2(6 - a) 2(6 - a)

c2 = Var(X)

a

x2 dx ,b + a,2 
b - a 2 3(6 - a)

a

b2 + ab + a2 a 2  +  a b  + b 2
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EJEMPLO 1 Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el inter 

valo[0, 6] . Calcular P[|X - u| > 2 ] .

SOLUCION Oesde que la variable aleatoria X sigue una distribución uniforme - 

en el intervalo [ 0,6 ] , la función de distribución acumulativa es

FU) « \

0
x
6

x < 0 

0 £ x < 6

la esperanza de X es, 0 + 6 
— T ~ = 3

p [ | x  - ul > 2 ] = P [ | x  - 3| > 2 ] = P [ x  > 5] + p [ x  < 1]

= 1 - P[X < 5 ] + P[X < 1 ]

= 1 - F(5) + F(l)

= 1 -  i  + 1 . 1 .
6 6 3

EJEMPLO 2 Sea X una variable aleatoria continua distribuida uniformemente, - 

con media y = 1 y varianza o 2 = 4/3 . Hallar P[X < 0] .

SOLUCION Suponga que X sigue una distribución uniforme en el intervalo [a,6] 

Entonces,
= ! U ) y a2 = .( I .-.s) \  . i  (2,

Resolviendo el sistema de ecuaciones (1) y (2) se obtiene a = -1 y 6=3. 

La función de distribución acumulativa de X es

F(x)

0

x + 1 
4

1

x < - 1

- 1 x < 3

P[X < 0] = F(0) = |

EJEMPLO 3 Los microbuses de cierta línea van a un horario estricto con inter̂  

valo de 8 minutos. Un pasajero llega de imprevisto a un determinado paradero. 
Si X es la variable aleatoria que representa el tiempo de espera del pasajero
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Hallar

(a) la función de densidad de la variable aleatoria X .
(b) la función de distribución de X .

(c) la probabilidad que espere al microbus menos de 5 minutos.

(d) la probabilidad que espere más de 2 minutos.
(e) la probabilidad que espere exactamente 7 minutos.

SOLUCION La variable aleatoria X está definida por
X(üj) = tiempo (en minutos) que debe esperar el pasajero.

Puesto que, el pasajero llega en cualquier instante al paradero, y todos
los instantes son igualmente posibles (equiprobables), la variable aleatoria 

X sigue una distribución uniforme en un intervalo [ a,b ] de longitud b-a = 8

Considerando a * 0 y b = 8 , la función de densidad de X es

<(x) =
1/8

0

0 < x < 8

en otros casos

(b) La fundón de distribución acumulativa es

F ( x )  » x/8

1

x < 0

0 s x < 8

x > 8

(c) Sea el evento A : "el pasajero espera menos de 5 minutos"
A es equivalente a que la variable aleatoria X está comprendido entre 

0 y 5 minutos. Es decir

P[A ] = PtX < 5 ] = F{5) = |  .

(d) B : "el pasajero espera más de 2 minutos"

P[B ] = P[X > 2 ] = 1 - P[X á 2 ] = 1 - 8
6
8

3
4

(e) P[X = 7 ] =  0 , por que X es una variable aleatoria continua.

EJEMPLO 4 Suponer que se obtienen barras de mantequilla de un cuarto de li

bra con una máquina a partir de pedazos más grandes. Se supone que los pedazos 

más grandes son de densidad uniforme ; si la longitud de cada barra es exacta

mente 3 ̂ pulgadas, entonces la barra pesa 1/4 libra. Suponga que la longitud

real X de una barra cortada por esta máquina tiene la misma posibilidad de eŝ  

tar comprendido en el intervalo entre 3.35 y 3.45 pulgadas. Suponiendo que
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las longitudes de las barras cortadas por esta máquina son independientes . ¿Cuál 
es la probabilidad que las 4 barras de un paquete determinado de mantequi

lla pesan cuando menos 1/4 de libra? ¿Que exactamente 3 pesen cuando menos - 

1/4 de libra?

SOLUCION La variable aleatoria X, definida como la longitud de una barra cor_ 
tada por la máquina, tiene una distribución uniforme en el intervalo 
[3.35 , 3.45 ] . La función de distribución es

, 0  , x < 3.35

~ 10(x - 3.35) , 3.35 s x < 3.45

1 , x £ 3.45

La probabilidad que una barra pese cuando menos 1/4 libra, es igual a la -
3

probabilidad que la longitud de la barra sea cuando menos 3 g pulgadas. Entonces

P[barra pesa cuando menos -J- libra ] * P[X £3 ~ ] Ó
4 8

P[X a 3.375 3 = 1 -  PCX < 3.375 ] = 1 - 10(3.375 - 3.35) = j -  •

(a) Se extrae un paquete de 4 barras al azar. Teniendo en cuenta que las lon

gitudes de las barras cortadas por la máquina son independientes, tenemos 
que

P[las 4 pesan al menos 1/4 libra ] = P[X £ 3.375 ]

= (!)**- 0.316.

(b) P[De las 4, exactamente 3 pesan al menos 1/4 libra] ^

= 0.422.

EJEWLO 5 La variable aleatoria X está uniformemente distribuido en el ínter 

valo [0,4 ]. ¿Cuál es la probabilidad que las raíces de la ecuación

y2 + 4Xt/ + X + 1 = 0 son reales?

SOLUCION Desde que la variable aleatoria X, está uniformemente distribuido - 
en el intervalo [ 0,4 ] , su función de densidad es,

Resolviendo la ecuación cuadrática tenemos

0 S x S 4

' en otros casos
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y =
- 4X i /l6X2 - 4(X +1)

y £ IR , si, sólo si 16X2 - 4X - 4 0 ó

4X2 - X - 1 S 0

Completando cuadrado obtenemos (X - i)2 i 77- . de donde
8 64

X > f l 7  + 1 
5

^ 1 - / T  7
8

la variable aleatoria X no puede tomar valores negativos, y

1 -  / T 7  
8

< 0

Por lo tanto, la ecuación tendrá raíces reales solamente en el caso

X * / T 7  + 1 
8

y la probabilidad que esto ocurra es,

k
1

/ T 7  + 1 4 dK 1 - /TT + 1
32 = 0.8399

8

P R O B L E M A S  6.1

1. Si X es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo 

[1,2 ] . Hallar x tal que

p[X > x + p ] = i  •

2. Sea X una variable aleatoria continua distribuida uniformemente en el in 

tervalo [- 2,2 ] . Calcular:

P[]X| > | ] , P[|x - y|> 1 ] , P [ y - 2 o  S X 5 Ji + 2a ]

3. Sea X una variable aleatoria continua uniformemente en [ - a,a ], donde 

a > 0 . Cada vez que sea posible, determinar a, de manera que se cumpla 
lo siguiente:

1
( a)  P [| X| > 1 ]  = P [ | X | <  1 ] (b) P[X > 1 ] =

( c )  p [ x  < i  ]  = 0 . 7Oc



4. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en [a,6] y simé
trica al rededor del origen con varianza 1. Hallar los valores para a y 6.

5. El tiempo medio en minutos, que cierta persona invierte en ir de su casa a 
la estación del tren es un fenómeno aleatorio que obedece una ley de dis
tribución uniforme en el intervalo de 20 a 25 minutos. ¿Cuál es la probabi^ 
1 i dad que alcance el tren que sale de la estación a las 7.28 a.m. en - 

punto, si sale de su casa exactamente a las 7.05 a.m.

6. Los omnibuses de una línea interprovincial parten de la estación cada 30 - 
minutos. Un viajero llega de imprevisto. Hallar

(a) la función de distribución del11 tiempo de espera del viajero".

(b) la probabilidad que espere al ómnibus menos de 15 minutos.

(c) la probabilidad que espere por lo menos 10 minutos.

7. El minutero de un reloj eléctrico se mueve a saltos al final de cada minu

to. Hallar la probabilidad que en un instante dado el reloj indique un 

tiempo que se diferencie del tiempo real a lo más 20 segundos. (Sug: defĵ  
na X = diferencia del tiempo real. X está distribuida uniformemente, en

í - 1,1] )

8. El valor de una división de la escala de un equipo de medida es igual a -

0.2. La indicación del equipo se redondea hasta la división entera próxima 
Determinar la probabilidad que al leer se cometa un error:
(a) menor que 0.04

(b) mayor que 0.05

(Sug: defina X = error del redondeo de la lectura. X está distribuida -
uniformemente en el intervalo entre dos divisiones enteras contiguas a y b 
tal que b - a - 0.2. Considerar a - 0 y b * 0.2)

9. El petróleo es separado por destilación en las fracciones, listado en el 

cuadro siguiente

w n

Fracción Temperatura de 
destilación (°C)

Precio de venta 
por galón 1$)

Gas menos de 20 Ci
Petróleo ether 20 - 60 c2
Ligroin 60 - 100 C3

Suponga que C dólares es el costo de producir un galón de petróleo y la - 
temperatura de destilación T está distribuida uniformemente en[ 0,100] .

Probabilidad e Inferencia Estadística
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Hallar el beneficio neto esperado (por galón) por las fracciones.

10. Cierto médico ordena a una persona seguir una dieta específica durante 3 - 
semanas. Suponiendo que el peso perdido tiene la misma posibilidad de estar

comprendido entre 5 y 10 kg. Calcular:

(a) la probabilidad que pierda más de 8kg.

(b) la probabilidad que pierda a lo más 8kg.

(c) la cantidad promedio que se espera perder .

11. Cierto semáforo permanece rojo 45 segundos cada vez. Usted llega (al azar) 
al semáforo y encuentra en rojo. Use una función de densidad uniforme apro 

piada para hallar la probabilidad que el semáforo se ponga verde en me

nos de 15 segundos.

12. Una película de dos horas se proyecta en sesión continua en un cine de la 
localidad. Usted sale para el cine sin comprobar primero las horas de pro 

yección . Use una función de densidad uniforme apropiada para calcular la 

probabilidad que llegue al cine con menos de 10 minutos de adelanto ó 

de retraso respecto del comienzo de la película.

13. Una panadería termina una nueva hornada de pan de yema cada 45 minutos. - 
Usted llega (al azar) a la panadería esperando comprar un pan recien hecho. 

Use una función de densidad uniforme apropiada para hallar la probabilidad 

de que llegue dentro de los 5 minutos (antes o depués) del momento en que 

los panes salen del horno.

6 2  DISTRIBUCION EXPONENCIAL
DEFINICION 6.2.1 Sea X una variable aleatoria continua. Se dice que X tiene 
una d¿6tAÁJbac¿ón exponencial, con parámetro real X, si su función de densidad 
está dado por

-Xx
<U) =

Xe

0

> O

en otros casos

donde el parámetro real X, es una constante positiva ,

La gráfica de la función de densidad se muestra en la figura 6.2.1
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id ¿tuición de diA&Ubución de la variable aleatoria X con distribución expo 

nencial es

F ( x ) i U ) d t
00

Xe Xt dt 1 - e-Xx

Luego, F « )  ■ < “  -XX ’
x < 0

x £ 0

La figura 6.2.2 muestra la gráfica de F(x)

Cálculo de esperanza lo media) de X.

p = E(X) x¿U)dx
00

oo

xXe'Xxdx
o

Aplicando integración por partes:

p * x ; du -  dx

dV = Xe’Xx , de donde V = - e
-Xx



Rufino Moya C, - Gregorio Saraoia A .

Luego,

y = E(X) =

- I
A

lim 
£-* 00

-xe-Ax
£ f£

O *>0
Ax dx = 0+ lim 

£ -*■<*> [ < - i >
-Ax

Cálculo de la varianza de la variable aleatoria X.

E(X2) = x2 Xe'Xxdx
Jn

Aplicando el método de integración por partes 2 veces obtenemos,

E(X2) *
A2

Luego, o2 = E(X2) - (E(X))2 =
A2 A2

EJEMPLO 1 Suponga que la vida de cierto tipo de tubos electrónicos tiene una

distribución exponencial con vida media de 500 horas. Si X representa la vida
de un tubo (el tiempo que dura el tubo).

(a) Hallar la probabilidad que se queme antes de las 300 horas?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que dure por lo menos 300 horas?
(c) Si un tubo particular ha durado 300 horas. ¿Cuál es la probabilidad de - 

que dure otras 400 horas?

SOLUCION Sabemos que y = t  . entonces ■- = 500, de donde A = -?¿r .
A A oUU

La función de densidad de la variable aleatoria X es,

áU) =

X
1 “ 500

e.500
0

x £ 0

en otros casos

La función de distribución es
i

0
F(x = 1

1 - e

x
500

X <
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300
(a) p t x < 300 ] = PtX <3001 = F(300) = 1 - Q.

(b) P[X > 300 ] = 1 - PtX á 300 ] = 1 - [1
_ 3/5

- e

(c) P[X & 700IX > 300]
PtX £ 700 n X > 300 ]

- 3/5

] - e
- 3/5

PtX > 300]

p [ x  a 700 ]
P[X > 300]

-7/5

1 - [1 -
-7/5 

e ]

1 - ti -
- 3/5

e J

- 4/5

-3/5

Observe que PtX S 700 X > 300 ] = PtX > 400 ]

este, es una propiedad de la distribución exponencial que se conoce como la 

de no tenvi mejrvsUa . En general, dado cualquier real a, b > 0, se tiene

PtX 2 [a + 6) |X > a ] = PCX ^ a + fa ]
PtX > a ]

-A(a + 6)

-Xa
- e

-\b

Es decir, se cumple

PtX * (a + b)|X > a ] = PtX £ b ]

EJEMPLO 2 El 5% de los tubos producidos por cierta factoría son defectuosos 

El tiempo de vida T de un tubo defectuoso es una variable aleatoria exponen

cial con media 0.5 (años), mientras que el tiempo de vida Ti de un tubo no dê  

fectuoso es una variable aleatoria exponencial con media 2(años). ¿Cuál es la 

probabilidad que un tubo escogido al azar dure (a) a lo más 2 años?

(b) a lo más 4 años? , (c) menos de 2 años?.

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X y el evento D como sigue :

X(o>) = tiempo de vida del tubo escogido al azar.

D = el tubo escogido es defectuoso.
D = el tubo escogido es no defectuoso

Debemos calcular P[X á 2 ] , PÜC ¿ 4 ] PtX < 2 ]

Usando el teorema de probabilidad total para los eventos [X Sfe],D y D 

se tiene
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P[X < fe ] = P[D] P(T < fe|D ] + P[D] P[Tj < fe|D]

= 10.05) P[T < fe] + (0.95) P[T! < fe] ( 1 )

T y Ti son variables aleatorias exponencial con parámetros X = —  = = 2
(i U« D

i i
y Xi = = “ 0.5 respectivamente. La función de distribución de

T y Tj son

FU) = 0

1 - e- 2 t

t  < 0
Fj(x) = -

0

respectivamente. La expresión (1) se escribe

P[X S fe ] = (0.05)(1 - <f2fe) + (0.95)(1 - e'°-5fe)

Las probabilidades pedidas son :

P[X s 2 ] = (0.05)(1 - I~k)

= 1 - (0.05)<2._i* -

P[X $ 4 ] = (0.05)(1 - e'8)
-8= 1 - (0.05)e

+ (0.95)(1

(0.95)e~*

+ (0.95)(1
-2

- e ” ' )

= 0.6487

-  e ' 2 )

(0.95)e = 0.8715

P[X < 2 ] = P[X á 2 ] = 0.6487

t  < 0

1 - e’ , t i  0

EJEMPLO 3 Suponga que un fabricante tenga que decidir entre dos procesos de 

fabricación de cierta componente electrónica. El costo del proceso A es de c 
dólares y del proceso B es kc dólares por unidad de componente, donde fe > 1 

Las componentes electrónicas tienen un tiempo de falla exponencial con una r£ 

zón de 200" * fallas por hora para las fabricada por el proceso A y 300* * fa 

Has por hora para B. El fabricante debe garantizar, de manera que, si una - 

componente dure menos de 400 horas, pagará una multa de K dólares. ¿Qué proce 
so deberá usar?

SOLUCION Definimos las variable aleatorias siguientes :

T = tiempo de falla de cada componente electrónica.
= costo (por unidad) de la componente electrónica fabricado por el proce

so A.

Cg = costo (por unidad) de la componente electrónica fabricado por el proce

so B .
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para el proceso A, tenemos

c

e + K

T £ 400 

T < 400

para el proceso B, tenemos

B
fec

fec + K

T * 400

T < 400

La función de distribución de la variable T es

FU) = *
0 T < 0

donde X es 200"* y 300"* para las componentes fabricados por los proce 

sos A y  B respectivamente.

Calculemos el costo esperado para cada uno de los procesos

E(Ca ) = (c + fe) P[T < 400 ] + cP (T > 400 ]

_ 400

(c + K)(1 - e 200 ) +  ce
400
200

= c  + K ( 1  - < f 2)

e (cb ) = (fec + K) P|T < 400 ] + fec P[T > 400 ]

» (fec + K )(i - e

40(3
300 ) + fec e

400
300 * fec + K (1 - e* 4/3 )

E(CA) será mayor, igual o menor que E(C_), según que E(CA)/ E(CB) sea mayor,
A B A  o

igual o menor que uno. Es decir

e <c a >
E(Cb )

> 1
E(Cb)

= 1
E(Cb)

< 1

cuando se cumple la primera relación escogemos el proceso B; en cambio si * 

ocurre la segunda, escogemos cualquiera, y cuando se cumple la tercera rela
ción escogemos el proceso A. En nuestro caso

EIC¿

e (cb)
c + K (1 - e~2 ) 

fec + K (1- e 4/3)
> 1 '6 1 -

c
] >  fe (1)

si fe cumple la relación (1) entonces la razón E(CA )/E(Cg ) > 1, escoqe 

mos el proceso B .
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6.2.1 RELACION ENTRE LA  DISTRIBUCION EXPONENCIAL Y  POISSON

La distribución exponencial tiene una relación especial con la distribu^ 

ción de Poisson. Hemos visto que la distribución de Poisson describe el núm£ 

ro de ocurrencias de eventos (éxitos) por unidad de medida (intervalo de - 

tiempo, una área determinada etc.). Por ejemplo, numero de llamadas telefóni_ 
cas por minuto. Otro ejemplo es: número de carros que llegan a la caseta de 

peaje cada hora. En cambio la distribución exponencial describe el valor de 

la medida por ocurrencia de eventos (éxito). Por ejemplo, el tiempo transcu

rrido entre llamadas telefónicas sucesivas. El tiempo transcurrido entre H e  

gadas sucesivas de automóviles a la caseta de peaje. La longitud de tiempo 
entre llamadas.es continuo, lo mismo que la longitud entre llegadas de los aij 

tomóviles a la caseta. El tiempo entre llegadas sucesivas (o longitud entre 

ocurrencias sucesivas), se denomina: Tiempo ejtOie ltegada&.
Así pués, las dos distribuciones se puede utilizar para describir el mismo - 

fenómeno, la distribución de Poisson describe el número de ocurrencias de 

eventos por unidad de media, y la exponencial, describe valor de la medida - 

entre ocurrencias sucesivas de eventos.

Consideremos un proceso de Poisson como sigue:
X(w) = número de ocurrencias de un evento en un período t  . definimos el 

parámetro X del proceso de Poisson como el número esperado de ocurrencia por 

unidad de tiempo. Entonces, el número esperado de ocurrencias en el interva
lo t  será Xí, luego la distribución de probabilidad de X es

P[X = x ] = ( x t ) V u
x!

x = 0,1,2, ... ( 1)

Supongamos ahora que estamos interesados en la distribución de probabi
lidad del intervalo de tiempo entre ocurrencias de los eventos. Es decir, la 

variable aleatoria está definida ahora por :
T(í) = intervalo de tiempo entre ocurrencias sucesivas de eventos. 

Luego, T es continua obviamente y su rango es

= U  £ I R / *  > 0}

La distribución de probabilidad de T, se deduce de la distribución de Poi

sson dado en (1) .
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Observe, que la probabilidad de la no ocurrencia de eventos en el periodo t ,

es
p[x = 0 ] = (u)° £ U

o !
-xt

y la probabilidad de no ocurrencia de eventos en el intervalo t  es igual a 
la probabilidad de que T excede a t  así, pués

- UP[T > t = p De = o 3 =
de donde obtenemos que,

P[T < t  ] - 1 -  P[T > t i
por lo tanto, la función de distribución es

-x¿

F(*) =
0

-\ t
t  < 0

de donde la función de densidad de probabilidad, la que hemos llamado dUt/U 
buctón ¿xponencAot , es

iU )
Xe

0

- U t  * 0

en otros casos

EJEMPLO 4 Un vendedor vende periódicos en una esquina. Los periódicos que - 

vende son eventos de un proceso de Poisson con parámetro X = 50 por hora. Si 
alguien acaba de comprarle un periódico. ¿Cuál es la probabilidad que - 

transcurran al menos 2 minutos antes que venda otro? ¿De que no pasen más 

de 5 minutos?. Si ya han transcurridos 5 minutos desde la última venta.

¿Cuál es la probabilidad que transcurran al menos 2 minutos más para su 

siguiente venta?

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por 

X(u>) = longitud de tiempo entre ventas.
En el proceso de Poisson X = 50 por hora. Entonces el promedio de ventas

por minuto será, 50
60 = t  . La función de distribución de X esD

F(x) = 0 x < 0

0

(a) P[X > 2 ] = 1 - P[X < 2 ] = 1 - [ 1 - £
-  5/3

]
- 5/3

* e



OK/fi
(b) P[X < 5 ] = F(5) = 1 - e"

„r» , 1» r t PCX > 7 0  X > 5l PCX > 7] -5/3(c) PLX > 7 X > 5 J = ---- — ------------ = —  ----- —  = e
P[X > 5] P DC > 5]

EJEMPLO 5 Suponga que el tiempo entre la llegada sucesiva de clientes a la
ventanilla de una cajera de un banco» se sabe que es una exponencial con me

dia de 0.20 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de un intervalo de menos de 10 

segundos entre una llegada y la siguiente?

SOLUCION Definimos la variable aleatoria X por

X{w) = intervalo de tiempo entre llegadas sucesivas de los clientes.

y = = 0.20 mint. , entonces X * 5 .
A

La función de distribución acumulada es

a  1 ■ 0 ■ x < 0F U )  =
1 - e"5x . x £ 0

10 seg = ^  mint. Por lo tanto

nrv 1 1 1  ̂ 1 " 0.633P L X < ^ - J = l - e  = 1 - e.

EJEMPLO 6 Suponga que el tiempo que necesita un cajero de un banco para aten 
der a un cliente tiene una distribución exponencial con una media de 40 según 

dos.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que el tiempo necesario para atender un clien 

te dado sea mayor que 20 minutos?
(b) ¿Cuál es la probabilidad que el tiempo necesario para atender a un - 

cliente esté comprendido entre 1 y 2 minutos.

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por
X(üj) = intervalo de tiempo necesario para atender a un cliente .

1 40 2y = y  = 40 segundos * minutos = minutos

3
de donde \ = j  minutos. Por lo tanto, la función de distribución es



(a) P[X > 2] = 1 - P[X s 2] = 1 - [ 1 - e 2 ] = e'

(b) P[1 < X < 2] = F(2) - F(1) 1 - e V í W - [1 - e- 3/2tl) ]

EJEMPLO 7 En promedio, los barcos de carga llegan aleatoriamente a cierto 

puerto, a razón de 1 cada dos días. ¿Cuál es la probabilidad que el tiempo 
entre dos llegadas consecutivas de buques sea mayor de dos dfas?

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por

X(w) = longitud de tiempo entre llegadas consecutivos de los barcos 
\ -  promedio de llegadas por cada unidad de medida = 1 cada dos días 

La definición de distribución es

P[X > 2] = 1 - F(2) * e 2 .

6.2.2 APLICACION DE LA  EXPONENCIAL EN LA  TEORIA DE LA 
CONFIABILIDAD

La distribución exponencial se usa en muchas aplicaciones de la teoría 

de la confiabilidad, que consiste en la elaboración de modelos de cuán 

confiables o no son las componentes o sistemas. Supongamos que la componente 
o el sistema comienza a trabajar en el instante t Q * 0 y observamos hasta 

que falla. Supongamos que ocurre en el instante t . Designaremos por T la 
variable aleatoria continua "el tiempo para fallar" o "la duración del tiempo 

de trabajo sin falla". Entonces, la probabilidad de falla de la componente 

o sistema en el tiempo t (o período t) es

donde F{t) es la función de distribución de la variable aleatoria T. Por lo 

tanto, la probabilidad de trabajo sin falla de la componente o sistema en 

el tiempo t (o período t ) es

P[T $ t] - FU)

P[T > t\ » 1 - F(i) *
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DEFINICION 6.2.2 La confiabi1idad R ( t )  de una componente (o un sistema) en 

determinado medio durante un período t  se define como la probabilidad de que 
su tiempo para fallar excede a t  (o sea que trabaja satisfactoriamente en el 
período -t); es decir

Rtt) = P[T > t ] = 1 - FU) .

Si el tiempo T para fallar es una variable aleatoria exponencial, entonces

r (*) = i - [ i - e'U ] - U

EJEMPLO 8 Suponga que la compañía Eléctrica RMC encuentra que el tiempo de 
fallo en meses X de una bombilla para iluminación tiene la siguiente función 
de densidad

íU) =

l -x/io
i ó e

0

o

en otros casos

Determinar la confiabilidad de la bombilla para un período de un año

SOLUCION

X(w)

x

Luego,

En este caso la variable aleatoria X está definida por 
tiempo de falla (en meses) de una bombilla 
12, periodo de un año

R(12) » P[X > 1 2 ]  

-12/10« í
* 0.3012

por ser X una exponencial

6.23 LA DISTRIBUCION GAM M A

Una función usado en la definición de la distribución gamma es la ¿on

cean gorma denotada por V y definida como sigue:
00

r(») -
n- 1

e dx para n > O (i)

Se puede demostrar que cuando n > O la Integral impropia anterior converge 
Es decir, existe el siguiente límite

fli
lim 

fe + ®
n-1 -x , 

x e dx
O

Una importante relación recursiva se obtiene integrando por partes la ecua

ción (1) con m * xn 1 du = e x dx
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r(n) = lim - e x
úp

t  r ™

-  e'X (h
o

- I)*"'2 dx

00

= O + (n - 1) I e xx" 2 dx. U  - 1) T{n - 1)

Si n es un enteAo pos¿t¿vo , entonces

r (n ) = (n - 1) r(w  - 1) =

= (n - 1)(n - 2) . . .

(n - 1)(n - 2) r(n - 2) =

r (D
oo

Desde que r ( l j  = e ’ x  dx = 1 obtenemos

iXk-J (« - D!

Es decir, la función gamma es una generalización de la función factorial, 

también se verifica que

r ( | )

CD

x-,/2 e-*dx TT
O

DEFINICION 6.2.3 Una variable aleatoria continua X se dice que tiene una 

distribución gamma, con parámetros K > O y A > O si su función de den 

sidad está dada por

ó ( x )  - T M

./i-l -Ax 
Ux) e x > O

en otros casos.

PROBLEMAS 6.2

1. Hallar, si existe la función de densidad exponencial que cumple la siguien 

te condición,
P[X S 2 ] = |  P[X S 3 ]

2. Si í M
Ae

O

-Ax x > O , A > O

en otros casos

Hallar el valor de a tal que, P[X S a ] = 2P[X > a]
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3. la longitud de vida de una cierta clase de bacterias en un cierto medio - 

ambiente es una variable aleatoria continua X, cuya distribución de proba^ 
bilidad es aproximadamente una distribución exponencial. Si el promedio - 
de duración de vida es 12 horas. Calcular la probabilidad

(a) de que una bacteria particular muera antes de las 12 horas.
(b) de que una bacteria, la cual ha vivido 12 horas, muera antes de las -

12 horas más?

4. En un estudio de dispersión de una población de insectos, un gran número - 
de hormigas son soltadas en un punto dado. Después de 1 minuto, se observa 

que la proporción de hormigas que están a una distancia mayor que * metros

del punto donde fueron soltados es aproximadamente e~

(a) ¿Qué proporción de hormigas han recorrido más de 1 metro del punto de

partida?

(b) ¿Cuál es el promedio de la distancia recorrida por las hormigas del - 
punto de partida?

5. El tiempo (en años) que un satélite permanece en el espacio es una varia
ble aleatoria exponencial T, cuya función de distribución está dado por

(a) Hallar la probabilidad que un satélite permanece en el espacio entre - 

uno y tres años.

(b) ¿Cuál es la probabilidad que un satélite permanece en el espacio más - 
de 4 años?

de que por lo menos uno permanece en el espacio más de 4 años?.

6. Suponga el tubo de imagen de televisión tiene una longitud de vida X (en - 

años) la cual es una variable aleatoria exponencial con vida media de 5

años. El costo de fabricación de un tubo es $ 40. El fabricante vende el

tubo a $ 75, pero garantiza un reintegro total, si el tubo no dura 4 años

¿Cuál es el beneficio esperado por tubo del fabricante?

7. La longitud de vida de una especie de planta en cierto medio ambiente es - 

una variable aleatoria continua X, que tiene una distribución exponencial 

con una longitud media de vida de 1,000 días.

(a) ¿Qué proporción de plantas de esta especie mueren antes de los 1,000 -

F(x) = 1 - e'0-5* x > 0

(c) Si son lanzados 3 satélites simultáneamente, ¿cuál es la probabilidad

días?



(b) ¿Si una planta individual vive durante 800 días, ¿Cuál es la probabil^ 

dad que viva otros 400 días?.

8. Considere unos focos producidos por una máquina de los que sabemos la durâ  
ción X, en horas, de un foco producido por la máquina es una variable ale£ 
toria con distribución exponencial y media 1,000 horas.
(a) ¿Cuál es la probabilidad de que una muestra aleatoria de 5 focos no - 

contenga focos con duración menor que 1020 horas?
(b) Supongamos ahora que la muestra de 5 focos se coloca en una caja. Si - 

se selecciona aleatoriamente un foco de la caja, ¿Cuál es la probabili_ 
dad que el foco seleccionado tenga una duración mayor que 1020 ho

ras?

9. El tiempo que tarda una persona en ser atendida en una cafeteria es una va 

riable aleatoria que tiene una distribución exponencial con media de 4 mi_ 
ñutos. ¿Cuál es la probabilidad que una persona sea atendida en menos -

de 3 minutos, al menos en 4 de los 6 días siguientes?.

10. Supongamos que una componente electrónica tiene una duración, en años dada 

por la variable aleatoria T, distribuida exponencialmente con parámetro - 

X - 5. En un circuito se instalan cinco de estas componentes, ¿cuál es la 

probabilidad que al menos dos de ellos continua funcionando al termino 

de 8 años?
(Sug. defina X = número de componentes que funcionan después de 8 años,

X es una binomial con p = P[T > 8])

11. En un conmutador telefónico se reciben llamadas de acuerdo a un proceso de 
Poisson con parámetro X = 5 por hora. Si hay una persona en el conmuta

dor. ¿Cuál es la probabilidad que transcurran al menos 15 minutos antes 

de la siguiente llamada? ¿De que no pasan más de 10 minutos? Si ya han - 

transcurrido 10 minutos desde la última 1lamada , ¿cuál es la probabilidad - 
de que transcurran a lo más 5 minutos más para la siguiente llamada?

12. Los barcos llegan a cierto puerto según la ley de Poisson con un promedio 

de dos horas entre dos llegadas. Determinar la probabilidad que :

(a) Transcurran cinco horas sin ninguna llegada;

(b) como máximo llegan 3 barcos durante un intervalo de 5 horas.

13. El tiempo en minutos entre las llegadas de dos vehículos sucesivos a un - 
puesto de peaje es una variable aleatoria X exponencialmente distribuido - 

con función de densidad
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0.5 e-0.5x x > 0
¿(x)

0 x < 0

(a) Determine la probabilidad que un par de coches sucesivos aleatoria

mente seleccionados lleguen al puesto de peaje con al menos 6 minutos 
de diferencia.

(b) Halla el intervalo medio de tiempo entre las llegadas de coches sucesi^ 
vos al puesto de peaje.

14. La vida en años de cierto aparato eléctrico es una variable aleatoria X ex 
ponencialmente distribuida con función de densidad

El aparato lleva una garantía de fábrica por dos años. Suponga que adquie
re uno de esos aparatos, seleccionando al azar entre las existencias del - 

fabricante. ¿Cuál es la probabilidad que la garantía expire antes que - 

su aparato se vuelva inútil ?

15. Un fabricante de mecanismos electrónicos para mini computadoras encuentra

que el tiempo en años a] cabo del cual el mecanismo requiere reparaciones 

es una variable aleatoria X con función de densidad exponencial con parám£ 

tro 1/25.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que el mecanismo no requiera reparación duran^ 

te 6 años?
(b) El fabricante desea garantizar el mecanismo para que el 90% de las - 

computadoras no requiere reparación dentro del período de garantía. - 

¿Que tan largo debe escogerse el periodo de garantía?

16. La probabilidad de buen funcionamiento de un elemento de cierto equipo se
distribuye según una ley exponencial

t > 0

en otros casos

Determinar la confiabi1idad del elemento en un período de 50 horas.
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63 DISTRIBUCION NORMAL
La distribución de probabilidad continua más importante en todo el campo 

de la estadística, es con toda seguridad, la dJMthÁhwúÓn noAmaJtt debido a 

que en la práctica muchos fenómenos, industriales, cientificos, o de la vida 

diaria pueden describirse por esta distribución. También mediante esta distri^ 

bución se obtienen aproximaciones a otras leyes de probabilidad,

DEFINICION 6.3.1 Una variable aleatoria continua X, se dice que está distrU- 
buxda noAjnaXmejite, con media p (- « < p < *») y varianza o2 > 0, si su fun

ción de densidad de probabilidad esta dado por,

¿ ( x )  =  ----- 1-------e " 0 / 2 ) [  ( x  - v ) / o f  ' _ «, <  x  <  oo

a/ 2 t i

donde t t  = 3.14159... y e *  2.71828...

NOTACION Una notación muy usada para la distribución normal es,

X -*■ N(p , a2)

que se lee: "la variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p y 

varianza o2" (se usa también la notación X N(p,o), que se lee: "X tiene - 

una distribución normal con media p y desviación estándar a").
La gráfica de la distribución normal está dado en la fig. 6.3.1 . Para -

una mejor comprensión daremos algunas pautas generales de cómo se obtiene es

ta gráfica.

71

¿>(x) ,  x ~ u - - 0 / 2 )C(x-p)/a]e
71

Observe que ¿'(x) = 0  si, sólo si x = p y

i ( v ) = — ¿ c -  , entonces (p, — * -) es un punto crítico
!tt OvZl

2 . Si x < p, ír(x) > 0, luego ¿ es creciente en < - °°, p >

3. Si x > u, i* (x) < 0, luego í es decreciente en <  p,
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4. V-x, í(x) < ¿(p), por lo tanto la función ¿ tiene un máximo absoluto
en p

5. *” (*) =_ U  -  p ) 2 - d / 2 ) [ ( x - p ) / a  f  1 - d / 2 ) [ ( x - p ) / o  ]
TT o3 ✓ ai

í''(x) * 0 si sólo si p ± a

Por lo tanto, los puntos (p - a , — ;*■■■) y (p + o ,  — ■ —  ■ ■ ■)
a /  2*re

son de inflexión. Entonces, la gráfica de ¡ es cóncava hacia arriba en 
^  ®, p - dy , cóncava hacia abajo en ^  p - o , p^ y , p+ o^ , cónva 

va hacia arriba en ^ p  + o , « >

Una propiedad importante de la distribución normal es su simetría respecto a 

la recta x = p . En efecto

í(ij + y )  = ¿(p ■ y )  =
1 -(1/2) {y/a)1

La función de distribución acumulada de la variable aleatoria X distribuida 

normalmente está dada por,

rx

F(x) = P[X < x ] =
-  00

áA
ov ai

Esta integral no puede calcularse directamente, sin embargo, se puede repre

sentar por el área sombreada en la fig. 6.3.2 y su valor se determina con la 

ayuda de tablas como se verá en la sección 6.3.2. La gráfica de la función de
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distribución acumulativa se representa en la figura 6.3,3

P[X S  x]

F(x)

Fig. 6.3.Z

x U

Fig. 6.3.3 Función de distribución

La medía y la va/Uanza de la distribución normal están dadas por,

E(X) = I e-0/2)[(x-y)/a]2 dx
J-oo 0/ 2tT

Sea 4 3 —— ^ , entonces dx 3 odz* . Luego,

EIX)

pero | *£ ~ K  dn. - lim ~ q e K
©  X  -► 00 /  2 t t

= 0
-X

00

e-*2/2 d*
- 00 /  2n

Pues esta integral es la densidad de probabilidad normal con media y = ( 

varianza a2 * 1. (El valor de la integral es 1). Por lo tanto,

E(X) = O + y  = y  .

La varianza
(^ 2

Var(X) = E ( X - p ) *  = e'(,/2) [(x ' w)/o] dx
J-coO/ 2t

haciendo /i = * "■ - . obtenemos dx = acto. . Entonces,
o 9

o2*.2 -K2/2 J .  7 ^ ^■« -  e dfi = e cí̂l
/ n r  / tít



integrando por partes, se tiene

Var(X) - a2 lim - +

a 2  [  0 +  1  ]  *  a 2

Es decir, los dos parámetros que determinan completamente la distribución - 

normal son, su media y su varianza.

Los valores medios pueden representarse en las gráficas de las funciones 

de densidad como se muestra en la fig. 6.3.4. Hemos visto que la función de 

densidad normal es simétrico respecto a su media.

Fig. 6.3.4. Coaparación de dos distribuciones norwales con aedias diferentes y varianzas iguales.

La varianza es una medida de la variabilidad o dispersión de la variable 
aleatoria. A mayor varianza, mayor variabilidad. Esto puede mostrarse gráfica 

mente en la fig. 6.3.5. La desviación estándar, puede usarse para localizar 

los puntos de inflexión de la función de densidad. Hemos visto que los puntos 

de inflexión corresponden a p - o y p + a .

U i < P 2 y o ^ c £



f(x)

Fig. 6.3.5. Couparación de dos distribuciones noiaates con
2 2

tarianzas diferentes O í  < o 2 y pj =  P 2
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DEFINICION 6.3.2 Si Z es una variable aleatoria que tiene una distribución - 

normal, con media p = 0 y varianza o2 = 1, entonces Z se llama variable 

aleatoria normal estándar, su función de densidad es,

La función de distribución de Z, se denota por $(z) ó Nz(z) y está dado

Los valores de esta función están tabulados y se da en la tabla III. En esta 

tabla, los valores de $(z) están dados para valores de z desde -3 a 3. 

Cualquier variable aleatoria X normal con media \i y varianza o2 puede ser - 
transformado a una variable aleatoria estandarizada Z, por la siguiente trans 

formación

por,

*(z) = P[Z á z ]

Z = 1 L =j¿
o

Obviamente E(* ^ 0 y V a r ( ^ J i 1
O o

La relación intuitiva de la función de densidad de X y Z se muestra en la 

fig. 6.3.6.
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Note que el 99.74 £ del área de una distribución normal esté entre p-3o 
y u + 3a. El área en ambas colas es despreciable. Por esta razón es que las 

tablas dan los valores de $(z) para valores de - 3 a 3.

f(x)

0 , 4 ___

° ~o/2*

Escala

Escala z

L

68.26 í

J5.46X___________ j

99.74X

Fig. 6.3.6. Relación entre la función de densidad de X y  Z

Observe que la escala vertical son diferentes para ¡j{x) y ¿(z), pues los coe 
ficientes de estas funciones, de densidad difieren por un factor a , como se 

ve de sus respectivas definiciones. j(s) toma su valor máximo en z = 0 y es
1igual a

1

/ 2u
. La función ¿(x) toma su valor máximo en x * p y es igual a

Recordar que estos son valores de la función de densidad, no vao/ 2tt
lores de probabilidad.

El teorema siguiente justifica la transformación de cualquier variable - 
aleatoria X con distribución normal a una normal estándar 1.
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TEOREMA 6.3.1 Si X es una variable aleatoria con distribución normal con me

dia m y varianza a2, entonces Z * es una variable aleatoria con -

distribución normal estándar.

DEMOSTRACION X -*• N(p,c2), entonces la función de distribución es,

F(x) = P[X 5 x ] = - 4
a/ ~2tt

-(1/2) I U  - u )/ o f dt
-  OO

Si 2 =

í ( z )  = 

Luego,

4>(z) =

la función de distribución de Z está dado por

p[Z S z ]  -  P

P[Z £ z ] =

j  = P Ü t £ p  + o z ] =  F (y + oz)

1
TT

fU +az 2
- (l/2) I U  - p)/C ] dt

-OO

haciendo * - y obtenemos

*(z) = P[Z * 2 ] = 1

o/ 2-n --
-*2/2 c odA

OO
i

/ T í
e a*

- oo

ya que dt = ad*, y n * z , cuando ¿ = y + oz

6.3.2 USO DE TABLAS

Conocido los valores de la media y la varianza de una variable aleatoria 
X con distribución normal, es sólo cuestión de cálculo para encontrar probabi
lidades tales como:

(,) Ptxs 6 ]  = P p L s „ P JZ S  b ^ J i ]  . ]

(b) PCX > fa 1 = 1 - PtX S b ] = 1 - ]

(c) Pía £ X S b ]  * p [ 2-Z-H < X_z_ü s J
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Es decir, tal como hemos visto en 6.3.1 es suficiente una tabulación de la - 

función de distribución de la variable aleatoria normal estándar. Los valores 

dados en la tabla III, representa al área bajo la curva de la función de den
sidad de una variable aleatoria normal estándar Z desde menos infinito hasta 

z^, o sea, el área sombreada que se muestra en la fig. 6.3.7. Y está definida
por ,

4>(z ) = P[Z £ z ]a a

a

• OO

1 2/2
/ 2t

dfi » a * área sombreada

f(z>

Ffg. 6.3.7

Existe otra tabla, también muy usada que da $(z ) - 0.5 cuya área bajo la curQt

va está dada en la fig. 6.3.8, para valores positivos de z , y está definida 

por rz
Ot i .2 !•)

] »  ! e, dx = a = área sombreadaP t O í Z ^  za /

Otra tabla, es la que dael área bajo la curva de ¿(z) desde zq hasta mas infinito 

para valores positivos de z .Es decir, el área sombreada en la fig* 6.3,9 , 

En símbolos
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\ ' \  • S •

03

P [ Z > z a] = 1 -A.2/2e dh. = a = área sombreada

a

Fig. 6.3.9

El lector puede usar cualquier tipo de tabla, para calcular probabilidades, - 

utilizando la simetría de la distribución normal y las probabilidades comple

mentarias según sea el caso para las que no se encuentran directamente en la 
tabla. Por ejemplo, si disponemos de la tabla de la fig. 6.3.9, y estamos in

teresados en calcular P[Z á - z ] , Por simetría de la distribución normal -a
es,

P[Z < - z ] = P[Z ^ z ] (1)a  a
Como indica las áreas sombreadas en la figura 6.3,10 ,

Por definición el primer miembro de (1) es

P[Z S - za 1 = í>(- za )

El segundo miembro de (1) se escribe

P[Z £ z ] = 1 - P B S z  ] * 1 - $ U  ) a a a

Luego,
$(- z ) = 1 - ó(z )a a
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LECTURA DE LA TABLA III Se debe tener en cuenta lo siguiente:

1. La tabla proporciona área bajo la curva normal estándar desde - « hasta z 

es decir área correspondiente a P[Z í z ] * 4>(z) (ver fig. 6.3.7)

2. Los valores de z están dados en centesimos (o sea con dos decimales) desde 

- 3.49 hasta 3.49. Por ejemplo z - 1.86

3. Es una tabla con dos entradas encabezado por la letra z. En la primera co

lumna (primera entrada) se lee el valor de z. En décimos (es decir con un 

decimal), por ejemplo 1.8. En la primera fila se lee al centecimal (segun

do decimal de z) 0.06 , luego z = 1.86 .

4. La tabla ayuda resolver dos tipos de problemas:

(a) conocido z hallar el área (b) conocido el área hallar z .

(a) z conocido, digamos z = 1.86, es decir queremos calcular P[Z < 1.86]. 

En la primera columna se ubica el valor de z con un decimal 1.8 y el 

segundo decimal se ubica en la primera fila 0.06 por ambos puntos se 
traza una recta horizontal y una vertical respectivamente, el número - 

que corresponde a la intersección de ambas rectas 0.9686 (ver cuadro 1) 

es el área deseado, es decir P[2 % 1.86 ] = 4(1.86) = 0.9686.
(b) Es un procedimiento inverso al anterior. Se ubica el área en el cuerpo 

de la tabla, por este punto se traza una horizontal y una vertical, £ 

se obtiene sumando el punto de la intercección de la horizontal con la 
primera columna con el punto de la intersección de la vertical con la 

primera fila. Por ejemplo se pide calcular z tal que

P[Z s z ] = 0.9382. En efecto:

Se ubica el número 0.9382 (ver cuadro 1) en el cuerpo de la tabla. Por
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este punto se traza un horizontal y una vertical, las que intersectan a la 
primera columna y primera fila en 1.5 y 0.04 respectivamente, luego

1.54 .Z = 1.5 + 0.04 *

( o.00 0 01 002 0 03 ott 0 05 00)6 007 0 08 0 0 9

0 9 0 8139 0 8186 08212 0 82 38 0.8^64 0  8289 0  83'l 5
i

0  8 )40 0 8 )6 5 0 83*9

1.0 0 8 4 ) 3 0 8438 0 8461 0  8485 0  8908 0 8531 0 8SS4 0 8577 0.8599 0.8621
1 1 0 8643 0 8665 0  8686 0 8708 0 8729 0 8749 0 87170 0  8790 0 8810 08830
1.2 0 8849 0 8869 0 888S 0  8*07 0 8925 0 8944 0 89fc2 0 8980 0 8997 09015
1.3 0.90)2 0  9049 0 9066 0 9082 0  9099 091 15 09131 09147 0 9162 0.9177
1 4 0 9192 0 9207 09222 0 .92 )6 0 92¡5I 0 9265 0  9278 0 9292 0 9 )06 0.9319

•*4 :6 - -----0 * 7 4 5 - -O -O W — O V P O — —0*9 ¿ 2 0  9)94 0.94)06 0.9418 09429 0 944)
1.6 09452 0 9463 09474 0 9484 0 9495 • 0 9505 0.9515 09525 09535 0.9545
1.7 0.9554 0 9564 09573 0 9582 0.9591 0 9599 0 96ti8 09616 0 9625 0 9633
1 8  - -09641 -- 0.9649- - - 0.9656 0.9664— ■ ■04167) - 0.9676 - 0 9 * 6 * 0 969) 09699 0 9706
19 0  9713 09719 0.9726 0 9732 0.9738 09744 0.9*50 0.9756 0.9761 09767

2 0 0 9772 09778 09783 0.9788 0 9793 0 9798 0  9803 0.9808 0 9 8 ) 2 0.9817

Cuadro l. Extracto de la tabla III.

EJEMPLO 1 5ea X una variable aleatoria N(5,4). ¿Cuál es la probabilidad de 
que X tome valores entre 4 y 7? ¿Cuál es la probabilidad que tome valo 

res mayores que 10?

SOLUCION

(a) P[4 < X < 7 ] = Pl < X ' v

= P

[ 

[■

{teorema 6.3.1)

* $( 1) - $(-1/2)

= 0.8413 - 0.3085

= 0.5328 .

(b) P[X > 10 ] = 1 - P[X ^ 10 ]

rx - p
l a 4 10 - 5

]

M ]
= 1 - $(2.5) 

= 1 - 0.9938

= 0.0062 .

4 5 Excala x

-1/2 0 Escala z

áreac0.0062

10 Escala x

i------  f'lu tf/ iili ll ll lt

2.5 fiscala z
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EJEMPLO 2 Sea X una variable aleatoria N(v ,25). Calcular

SOLUCION

P[|X - vi > 3 ] =

P[|X - v| > 3 ]

- P [ J x  -  ni í 3 ]

- P[- 0.6 ^ Z < 0.6 ]

- [$(0.6) - $(-0.6) ] emm*

-3 + V

-  0 . 7 5 5 7  + 0 . 2 7 4 3
-3/5 O

guanta
3/5

= 0.5186,

EJEMPLO 3 Si X es una variable aleatoria N(65Q,625). Hallar la constante 

c > 0 tal que,
P[|X - 650| < c ] = 0.9544 •

SOLUCION

0.9544 = P[ ¡X - 6501< c ] s P[- c í  X - 650 < c ]

= P [-*

[-*

*
X - 650

25

4 1 4 c
25 i

= $(2C5) - $(- 2C5)

0. 9544 =

de donde

• < s > -

2, (£)

»<£> -

[‘
- • ( & >

1

]

-c/25 0

0.9772, y de la tabla III obtenemos

c/25 Escala z

c.
25 = 2 .0 , luego c = 50 .

EJEMPLO 4 En una distribución normal se tienen los siguientes datos

P[X < 45 D 0.31 ; P[X > 64 ] 0.08

Hallar la media y la desviación típica de la distribución
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SOLUCION 

P[X < 45 ] = < « _ .  P |z <

,r
45 - y 

a 1 .  o . 31 ( 1)

PCX > 64 ] = 1 - P[X S 64 ] = 1- P p ~ ^  S 64 -

* ]

= 1 - *P 1̂ ] -  »•
08

( 2 )

de (1) y la tabla III obtenemos,

de (2) y la tabla III obtenemos, —  = 1.4

de donde - 45 = - p + 0.05a

64 = u + 1.4a Escala x

Luego,

19 = 1.9o

10 p = 50 .
4S-U O
O

Escala z

EJEMPLO 5 Una pequeña ciudad es abastecida de agua cada 2 días; el consumo - 
en volumen de agua para esa pequeña ciudad tiene una distribución normal con 

media 20,000 litros y desviación típica 1,000 litros (se entiende el consumo 
cada 2 días)*. Se trata de hallar la capacidad de su tanque de agua para que - 

sea de sólo 0.01, la probabilidad que en un período de 2 días el agua no 

sea suficiente para satisfacer toda la demanda.

SOLUCION Sea X la variable aleatoria definida por 

X(üj) = consumo de agua en un período de dos días.
X se distribuye normalmente con p = 20,000 litros y a - 1,000 litros.
Si c es la capacidad de su tanque, se tiene

0.01 = P[X > c ] = P t X j lJL c - 20,000

= 1 . P Z í[»

1 , 0 0 0  

c - 20,000
1 , 0 0 0

]

1 „ ! . «,PíL j l ZOiM  1 
J  L 1,000 J

de donde, <3> c - 20,000 

1 , 0 0 0
■

= 0.99

de la tabla III obtenemos
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c. - 20,000
1 , 0 0 0 = 2.33

6 C * 2,330 + 20,000 = 22,330

Es decir, la capacidad del tanque de agua de la ciudad debe ser de 22,330 li

tros .

EJEMPLO 6 Si la distribución de los períodos de duración de los postes telefó 

nicos de madera es tal que el 9.51% tienen período de duración que exceden - 
los 15 años y que el 62.55% tienen períodos de duración que exceden los 9 -

años, determinar la desviación estándar o desviación típica de los períodos de 

duración si se sabe que la distribución de dichos períodos es normal.

SOLUCION Sea X = período de duración de los postes telefónicos de madera.

X ■+ o2), debemos calcular y y a . Sabemos que,

0.0951 = P[X > 15 ] = > 1-5- rá~̂ ~]

luego,

i
0.9049

de la tabla III se obtiene 15 - y = 1.31 ; (1)

0.6255 = P[X > 9 ] » 1 - P[X á 9] = 1 - P

o sea

9 -

0.3745

luego, de la tabla III — = - 0.32o ( 2 )

Resolviendo el sistema de ecuaciones (1) y (2) obtenemos,

o =  -r^W = 3.68 y y = 9 + (0.32)(t 4 ó ) -10.181.63 1.63

EJEMPLO 7 La fábrica de neumáticos "DURAMAS" produce un tipo de neumáticos - 

que tiene una vida útil media de 80,000 km. y una desviación estándar de
8,000 km. Suponiendo que esta vida útil está distribuida normalmente:

(a) ¿Cuál es la probabilidad que un neumático dure más de 96,000 km.?

( b ) El 50% de los neumáticos duran entre Xj y x2 kilómetros. Hallar los vâ  
lores de xl y x2, si ellos son simétricos respecto a la media,

(c) El fabricante garantiza que reemplazará gratis cualquier neumático cuya - 

duración sea inferior a x. Determinar el valor de x de modo que tenga que 
reemplazar sólo el 1% de los neumáticos.
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SOLUCION X = vida útil de un neumático en km.
X - N{80,000, (8,000)2) = N (y f a2)

(a) P[X > 96,000 ] = 1 -

1

P[X £ 96,000 ]
X - y ^ 96,000 - 80,0001 

o * 8,000 J

= 1 - P I Z S 2 ]  = 1 -  0.9772 = 0.0228

(b) P[x, S X < x ?] - 0.5, además, y x2» simétricos respecto a la me
dia. Por lo tanto

P[X < Xj ]  = 0.25 P Dt S x2 ] = 0.75 O

"  <  X l  *  ^
C

$ o

] ■  

] -

0.25

0.25

de la tabla III obtenemos

P[X <

k1 - 80,000 o 57
8 ,000  U ' D '

xj = 74,640 km.

Escala x

t
X| - M 0
o

*2-1* Escala z

75

K¿ ■'  ■U 0.75

de donde, x? - 8,000 
8,000

x2 = 85,360

= 0.67

(c) P[x < xl = x - i¡ 0.01

=  0 . 0 1

de la tabla III se obtiene
x - 80,000 

8,000

x - 61,360

= - 2.33

EJEMPLO 8 El tiempo T requerido para la digestión de una unidad de alimento 
por un protozoario es una variable aleatorio normal con media 31 minutos y des 
viaclón estándar 5 minutos.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que una unidad de alimento es digerido en me
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nos de 35 minutos?

(b) Si una unidad particular de alimento se observa que no está digerido com
pletamente en 30 minutos. ¿Cuál es la probabilidad que sea digerido antes 
de los 35 minutos?

SOLUCION

T = tiempo requerido para la digestión de una unidad de alimento. 

T-N(y,a) = N(31,5)

(a) PÍT < 35 ] = < 35 ~ 31 j  = PtZ <4/5] = 4(0.8)

= 0.7881.

(b) P[T < 35 | T > 30 ] = P[30 < T < 35 ]
P[T > 30 ]

El numerador

P[30 < T < 35] = P [ 30 -31 < 1 j

= P[- 0.2 < Z < 0.8 ] = 4(0.8) - 4(- 0.2)

= 0.7881 - 0.4207 = 0.3674.

El denominador

P[T > 30 ] = 1 - P[T S 30 ] = 1 - p [ ~ * — -jr-3- ]

= 1 - 4(- 0.2) = 1 - 0.4207 = 0.5793.

Por lo tanto,

P[T < 35 | T > 30 ] = jjigZi = 0.63 .
U.o/VM

EJEMPLO 9 Los registros de pérdida de peso por evaporación de cierto produc

to empacado muestran una pérdida media de 6.45 gramos con una desviación es

tándar de 1.30. Asumiendo una distribución normal. ¿Cuál es la probabilidad 
de que si se extraen dos paquetes al azar de un lote ambas muestran una pérdi^ 

da de más de 8.00 gramos?

SOLUCION Sea X = peso del primer paquete.

Y = peso del segundo paquete, 

ambas variables aleatorias se distribuyen normalmente'con y = 6.45 gr. 
y a = 1.30 gr. Teniendo en cuenta que X e Y son independientes debemos - 
determinar



P[(X > 8.00) n (Y > 8 .00) ] = P &  > 8 .0 0] P &  > 8 .00]

• > “ n ü ® !

= [p[Z > 8 - 1634 5 ] ] 2 - [1 - 0(1.19) ] 2

= (0.1170)2 = 0.0137.
EJEMPLO 10 En el problema anterior. ¿Cuál es la probabilidad al seleccionar

cinco paquetes que, por lo menos, uno de ellos muestre pérdida de más de
8.00 gramos?

SOLUCION Y = numero de paquetes que muestran una pérdida de peso más de 8.00 

gr. en los 5 paquetes.

Ry = (0,1,2,3,4,5}

p = 0.1170 y n = 5

Y tiene una distribución binomial. Pues observe que el experimento es extra
er un paquete y observar su peso

E = [X > 8.0 ] , F = [X < 8.0 ] y P[E] = 0.1170

La distribución de probabilidad de Y es;

P[Y = y ] =( ® )  (0. 1170)^(0.8830)5_í/ , y = 0,1,2,. . . .  5

Luego, P[Y > 1 ] = 1 - P[Y = 0 ]

= 1 )(0.1170)°(0.8830)5

= 1 - (0.8830)s = 0.4632.

EJEMPLO 11 Una característica cuantitativa X se distribuye normalmente con 

media y = 50 y desviación típica o = 10. Una segunda característica Y, inde

pendiente de la primera se distribuye normalmente con y = 20 y o * 5. En -

una muestra aleatoria de un elemento de cada población. ¿Cuál es la probabili^
dad de obtener un valor de X mayor que 60,al mismo tiempo que Y menor que 17?

SOLUCION

X - N(50,102) ; Y - N(20,52) , e independientes. Se pide

P[ ( x  > 60) n (Y < 17) ] = PEx > 60] PCY < 17 ]

= P [ X ^ J Í  , 60 - 50 I f Y - n , 17 - 20~[
L a  1 0 - * L a 5 - J

= [ l - P p í  1 ] ] P [ Z S - | ]  = [1 -♦(!)]$(- 0.6)



(1 - 0.8413)(0.2743) = (0.1587)(0.2743)

0.0435 .

EJEMPLO 12 Los diámetros de una partida grande de rodamientos están distri

buidos normalmente con una media de 2.0 pulgadas y una desviación estándar de 
0.01 pulgadas. Se necesitan cuatro rodamientos de diámetro mayor que 2.02 puĵ  

gadas para un aparato especial. ¿Cuál es la probabilidad de probar exactamen

te 10 rodamientos?

SOLUCION Determinaremos primero la probabilidad que el diámetro de un ro

damiento cualquiera sea mayor que 2.02 pulgadas.
Sea X * diámetro de un rodamiento.

= 1 - P[Z S 2 ] = 1 - 0(2)

= 2 - 0.9773 = 0.0227 .

Sea ahora la variable aleatoria Y definida de la siguiente manera 

Y = número de rodamientos probados hasta conseguir, 4 con diámetro mayor que 

2.02
Rx = (4,5,6, . . . }

p = 0.02227; (probabilidad que el diámetro de un rodamiento sea ma

Luego, la variable Y tiene una distribución binomial negativa. Y su función - 
de probabilidad es

X - N(2.0, (0.Q1)2)

Por lo tanto,

P[X > 2.02 ] = 1 - P[X « 2.02 ]

yor que 2.02 pulgadas).

y = 4,5,6, . .

Entonces,

PfY = 10 ] = ( 3 )  (0.0227)4 (0.977 3 ) 6 .

EJEMPLO 13 El tiempo de máquina necesario para fabricar una unidad del pro

ducto "TONIX" está distribuido normalmente con media 50 minutos y desviación 

estándar 5 minutos. Se debe fabricar una partida de 40000 unidades de dicho



producto.
(a) ¿Cuántas unidades requerirán, un tiempo de máquina más de 53 minutos?

( b ) ¿Cuántas unidades requerirán un tiempo de máquina comprendido entre 48 y 
53 minutos inclusive?

(c) El 50% de las unidades requieren de un tiempo comprendido entre Xi y x2

minutos. Deter ' nar xj y x2 si son simétricos son respecto al tiempo me

dio.

SOLUCION X = tiempo de máquina necesario para fabricar una unidad del produ£
to "TONIX".

X N(50, 25) .

(a) Cálculo de la probabilidad que una unidad requiera un tiempo de máqui

na, más de 53 minutos .

P [ x  > 53 ]  = p [ * - ^  > = p [ z > § ]

= 1 - $(0.6) = 1 - 0.7257 = 0.2743 .

El número de unidades que requerirán un tiempo de máquina más de 53 minutos -
está dado por

[Número de unidades producidas ] P[X > 53] = 40000(0.2743) = 1097.2 unidades

( b ) PÜ48 s X < 53 ] = p [ 4.8 .- .50 < 53 - 50 ]

= p £-  |  s z  S | 1  = $(0.6 ) - $ ( -  0.4)

= 0.7257 - 0.3446 = 0.3811 .

El número de unidades que requerirán un tiempo de máquina comprendido en
tre 48 y 53 minutos inclusive, es

[Número de unidades producidas] P[48 £ X S 53 ] = 40000(0,3811) = 1524 unida
des.

(c) Puesto que x 1 y x2 son simétricos respecto a la media, entonces 
x2 * 50 + x , xj = 50 - x . Luego se tiene que

P [ 5 0  -  x  S  X  S 50 + x  ]  = p[- |  c  t ]

= *if) - $(- f)

= 4(f) - [1- 4(f)]

= 2<M|) - 1 * 0.5



de donde H j )  = 1 + 0.5 * 0.75

y de la tabla III, es f = 0.675
5

es decir x = 3.375

50 + x Escala x

Por lo tanto Xj = 50 - 3.375 = 46.625

x 2 = 50 + 3.375 = 53.375 __________
-x/5 O x/5 Escala z

EJEMPLO 14 Un combustible para cohetes va a contener cierto porcentaje (lla

mado X) de un compuesto particular. Las especificaciones exigen que X esté eji 
tre 30 y 35 por ciento. El fabricante tendrá una utilidad neta en el combusta 
ble (por galón) que es la siguiente función de X:

í $ 0.10 por galón si 30 < X < 35

$ 0.05 por galón si 35 < X < 40 ó 25 < X £ 30
$-0.10 por galón , en otros casos

T(X)

Si X tiene una distribución N(33,9), Calcule E(T)

SOLUCION T = utilidad neta del fabricante

* (0.10, 0.05, - 0.10}

La distribución de probabilidad de T está dado en el siguiente cuadro

t 0.10 0.05 - 0.10

P[T * t  ] 0.5899 0.3964 0.0137

donde P[T = 0.10] = P[30 < X < 35 ] = P ^ 30 ' 33 < x ' b < 35 - 33
3 0 3

(0.67)- <&(- 1) = 0.7486 - 0.1587 = 0.5899.

]

P[T ■ 0.05 ] = P = [35 < x  < 40j u  [25 < x 5 30]

= P =
35-33 X - p  40-33

— á ---- < ------ + P
25-33

3 o 3

= $(2.33) - $(0.67) + $(- 1) - $(- 2.67) 
= 0.9901 - 0.7486 + 0.1587 - 0.0038 
= 0.3964 .

P[T = - 0.10] = 1 - [ 0.5899 + 0.3964 ] = 0.0137.

30-331
J

Por lo tanto E(T) (0.10)(0.5899) + (0.05)(0.3964) - (0,10)(0*0137)
0.0774 .



633 PROPIEDAD REPRODUCTIVA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Algunas distribuciones de probabilidad tienen la propiedad siguiente:

mismo tipo se suman, la variable aleatoria resultante tiene una distribución 

del mismo tipo que los sumandos. Esta propiedad, se llama ptiopCejiad •'tep'toduc- 
tLva. Estableceremos aquí para la distribución normal.

TEOREMA 6.3.2 Sean , X2, . . . , Xn , n variables aleatorias indepen

dientes donde X. -+ N(p., a?), para ¿ = 1,2,. . . , n . Si

Entonces, la variable aleatoria Y se distribuye normalmente con media, .

EJEMPLO 15 Un brazo mecánico consta de 3 partes. Suponga que Xlt X2 y X 3 - 

son producidos por diferentes fábricas y cuya distribución de la longitud de 

cada una está dado por :

donde la media está dado en centímetros y la varianza en centímetros cuadra

dos. Calcular la probabilidad que la longitud del brazo esté comorendido 

entre 53.8 y 54.2.

SOLUCION Sea Y * longitud del brazo mecánico.

la variable aleatoria Y está distribuida normalmente de acuerdo a la propie

dad reproductiva de la distribución normal, con media

Py = Pi + P2 + U3 = 1 2 + 2 4 + 1 8  = 54 y varianza

Si dos o mas variables aleatorias que tienen distribución de probabilidad del

Y -  Xj + X2 + . . . + X

¿«1
y varianza a2

Es decir, n

X x h. N(12, 0.02) = N(p,o2)

X2 N(24, 0.03) = N(p,o2)

X3 N( 18, 0.04) = N(n,o2)

Entonces, Y = Xi + X2 + X3

 ̂ o l  ̂ o\ = 0.02 + 0.03 + 0.04 = 0.09
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Entonces

P [53.8 < Y < 54.2 ] = P r 53.8L o .  

[-?

- 54 Y - y ^4.2 - 54
0.3 ]

< Z < ! ]  = 4¿0.67) - 4>{- 0.67)

= 0.7486 - 0.2514 = 0.49 .

El resultado anterior se puede generalizar a una combinación lineal de varia 

bles aleatorias normales independientes. Sea Y una combinación lineal de las 

variables aleatorias normales independientes Xt ,X„ , . . . ,X . Es decir,1 2  n

Y -  ¿o + ¿iiXi + a2X2 + . . .  + o. X11 ¿ ¿ n n
entonces Y tiene una distribución normal con media

n

y varianza

= Oo a.\x.
A. A.

. ± ,. , a ' ,  a 2 .
A. A.

3EJEMPLO 16 Sea Y = ^ * X¿ j  - X

donde X.(¿= 1,2,3) son variables aleatorias normales independientes con

\H = 20; y2= 16¡ U 3= 25; af * 5; of= 11 y = 5

(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad de Y?

(b) Calcular P[Y > 0 ]

SOLUCION X . N ( j i . ,  oí) ,  X. independientesi A* A*

(a) Y es una combinación lineal de las , por lo tanto tiene una distribu

ción normal con E{Y) = ^  y Var(Y) = o* . Donde

Pj - E(Y ) - e [(^-Í_X¿) . x 3] = I  tE(Xi) + E(X2) ] - E(X3)

= \ [ Vi + P2 ] - P 3 = |  [ 20 + 16 ] - 25 = - 7,

Oy = Var(Y) = Varjj* 1 * & ) - X 3J = j  fVar(Xi) + Var(X2)l + Var(X3)

“ j  [of + o | ] + a |  = j  [ 5 + 11 ] + 5 = 9.



Probabilidad e Inferencia Estadística
v

(b) P[Y > O ]  = p í   ---------> P
L °Y 3 =  P [ Z  >  3 ]  =  1  ’  ^ 2 ’ 3 3 )

1 - 0.9901 = 0.0099 .

63.4 TEOREMA CENTRAL DEL LIM ITE

El teorema central del limite, es uno de los conceptos más importantes 
en estadística. Este teorema justifica la importancia de la distribución ñor 
mal.

TEOREMA 4.3.3 CENTRAL DEL LIMITE Sea X], X2, . . . , X^, . , . una sucesión 
de variables aleatorias independientes con

E(X.) = u. y Var(X .) = o1. (ambos finitos) .

Si Y^ = Xj + X2 + . . . + , entonces bajo ciertas condiciones genera

les, la variable aleatoria definida por

Zn

tiene una distribución aproximadamente N(0,1), cuando n es grande. Es decir -
si F^ es la función de distribución de Z , se tienen n

lim F (z) = $(z)

Las "condiciones generales" mencionado en el teorema, son resumidos in
formalmente como sigue: los términos tomados individualmente, contribuye - 

con una cantidad despreciable a la variación de la suma, y no es probable que 

un simple término haga una gran contribución a la suma.

n
Observe que la variable aleatoria Y = 2  X. puede ser aproximada por

n ¿«1 't

una variable aleatoria distribuida normalmente, cualquiera que sea la distri
bución de las X. . Esta es una buena razón para la importancia de la distribu 
ción normal en estadística.
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En muchos problemas la variable aleatoria que se considera, se pueden - 

considerar como la suma de n variables aleatorias independientes, y por lo - 
tanto, su distribución puede aproximarse por la distribución normal.

Veremos ahora un caso especial del teorema central del límite, cuando ca 
da X. tiene la misma distribución.

A .

TEOREMA 4.3.4 Sean Xi , X2 » . . . » X , n variables aleatorias independien 

tes, idénticamente distribuidas con E(X.) = p y Var(X.) = o2 (media y va-
A »  Am

rianza común y finitas). Si Y = X> + X9 + . . . + X . Entonces la variableJ n 1 ¿ n
aleatoria

Z = n

£ x . - «p 
¿«i *

a/ n

X - un
o!

donde -   X.
* n ~\ ^

Es decir, para todo z i IR setiene aproximadamente una distribución N(0,1). 

tiene que

lím ?z (z) = lírn ? & n< z ] = <>{z)
n -*■» n n-*-®

EJEMPLO 17 La vida de cierto foco electrónico tiene una distribución exponen
cial con media u * 23 días. Tan pronto como un foco se quema, es reemplazado

por otro. ¿Cuál es la probabilidad que durante un año se necesitan más de 25

focos?

SOLUCION

vida útil del i-ésimo foco U  = 1,2,. . . , 25)

25

Y - £  , denota la suma de los tiempos en que los 25 focos se queman
25 ¿«i

es una variable aleatoria con distribución exponencial, cuya media es

y = ¿ - 23
1 = 23 para cada i s 1,2,...,25
a

Debemos calcular, 25

2  x . - u
^=1Ptr,,- < 365 ] = P[

25 a / T

365 - 25(23) 
5(23)

]
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= P[Z2  ̂^ - 1.826 ] = 4(- 1.83) (teorema central del limite) 

= 0.0336 .

EJEMPLO 18 La longitud a que se puede estirar sin ruptura un filamento de Ny 

Ion es una variable aleatoria exponencial con media de 5,000 pies. ¿Cuál es - 

la probabilidad (aproximada) que la longitud promedio de 100 filamentos es_ 
te comprendida entre 4,750 y 5,550 pies?

SOLUCION

= longitud a que se puede estirar un filamento de Nylon sin ruptura.

E(V  = a = 5,°°0, = 1,Z* • ‘ ’ ’ 1 0 0

Var(X.) = 4-  = (5.000)2 , V-t = 1,2..........100 yA. ct¿
1 0 0

-  i y  v
100 " l oo r* * ¿

Entonces,

 ̂4750 - 5 000 * 1(J° “ ^ 5 550 - 5 000
P [4750 < X joo < 5550 ] = P [ 5>'oq¿ ~  <   < 5tóoó ]

/Too / ~ ñ /Toó

p [ -  0.5 < X ^ °  ' y < 1.1 ] = $(1.1) - $(- 0.5)
o//n

= 0.8643 - 0.3085 = 0.5558 .

EJEMPLO 19 Las cajas entregadas por una fábrica tienen un peso medio de 300
libras y una desviación estándar de 50 libras. ¿Cuál es la probabilidad de -
que 25 cajas tomadas al azar y cargadas en un camión exceden de la capacidad

especificada del camión, que se sabe es de 8,200 libras?

SOLUCION

Sea = la variable aleatoria que representa el peso de la caja 

E(X.) = 300 libras -V--C , y la desviación estándar de la caja X . , oY = 5 0  -
^  *{. A  •

libras, V-¿ . *

Se toman 25 cajas al azar, y sean X x , X2 , . . . , X2s los pesos de las câ

25

jas tomadas al azar. Entonces, el peso total de las 25 cajas es 2 1  X. = V2 5
1 *



Se pide determinar la pCy2 5 > 8,200 ]

P[Y25 > 8,200 1 = P í > 8\g0°— ~ 25(300) 1
1 o/~ñ~ 50/ 25 J

= P § 25> S ]  = P[Z2 S > 2 - s ]

= 1 - P[Z2b < 2.8 ] = 1 - 0.9974

= 0.0026 .

EJEMPLO 20 Suponga que 30 instrumentos electrónicos, Dj, D2, . . . , 030, se

usan de la manera siguiente: tan pronto como Dj , falla empieza a actuar D2, 
cuando D2 falla empieza a actuar D3 . etc. Suponga que el tiempo para fallar 

D , , es una variable aleatoria distribuida exponencialmente con parámetro 

a = 0.1 por hora. Sea T el tiempo total de operación de los 30 instrumentos. 

¿Cuál es la probabilidad que T exceda a 350 horas?

SOLUCION Sean T. = tiempo que dura el instrumento 0. , ¿ = 1,2,,.,, 30. -
A.

Además cada T. tiene una distribución exponencial con a = 0.1 por hora. Por 
lo tanto,

30

I = 10 . a2 = ¿  - 100 y T =  E t .

debemos calcular,
30

P[T > 350 ] = p f e  > 350 J

pf -¿=,1 *■ > 350 - 30(10) 1

*- an r  ío/ló J

[Z 30 > Jtá teorema central del limite
54.77 J

= P Z

j . $ _ 1 2 _  = 1 - 0(0.91) = 1-0.8186 = 0.1814-
L 54.77 J

PROBLEMAS 63

1. Si X es una variable aleatoria distribuida normamalmente con media p - 6 y 

varianza a2 = 25. Hallar:

(a) P[6 < X 12 ] (b) P [ 0 N< X ^  8]
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(c) P[- 2 < X < 0] (d) P[X > 21]

(e) P[|X - 6|< 5] ( f )  P[|X - 6] < 10]

(g) P [|X - 6| < 15]

2. Si X es N(25,36), determinar la constante c tal que

P[|X - 25| ^ c ] = 0.9544

3. Si X es N(y, 4). Calcular, P[|X - y| > 3]

4. Si X es N(50,25). Calcular:

(a) P[X > 62 ] (b) P[|X - 501 < 8]

5. Si X es N(5,9). Hallar los valores a y  fa tal que Pta < X < fa] = 0.80

donde a y fa son simétricos con respecto a la media.

6. Si X es N(3,4). Hallar el número c tal que

P l X u l  = 2PÜC < c 1

7. Una variable aleatoria X se distribuye normalmente . Si E(X2) = 68 y 

P[X < 10 ] = 0.8413; determinar y y o2 .

8. Los tubos fabricados por cierta máquina tiene un diámetro medio de

y = 9.8 mm. con desviación estándar o - 0.536 mm. ¿Qué porcentaje de tubos 

será rechazado, si no se aceptan diámetros inferriores a 9.0 mm?. Asuma - 

que los diámetros tienen una distribución normal.

9. Los límites de aceptación para los diámetros de los balones producidos por 

cierta máquina son y ± o . ¿Qué porcentaje de balones serán aceptados? - 

( Sug. P[y - o < X < y + o ]  )

10. Para cierto examen la calificación media es de 11 y a - 2. Se desea desa

probar al 40% de los examinados . ¿Cuál debe ser la calificación máxima -

desaprobatoria?

11. Un Ictiólogo está interesado en estimar cuanto tiempo puede sobrevivir 

cierto tipo de pez de mar en aguas del rio Amazonas, Luego, de una serie -

de experimentos llega a estimar que la vida media de este tipo de pez al

canza a los 210 días después de haber sido colocado en el agua del rio, - 

con una desviación estándar de 40 días. El ictiólogo estima que la distri

bución de los días vividos es normal. Un pez particular ha sobrevivido 230 

días, ¿cuál es la probabilidad de que viva más de 240 días?



12. Se está construyendo un grupo de 100 casas en la Urbanización San Borja. - 
El material empleado en las redes de desagüe es tal que el 9.512% de las 

tuberías de desagüe tienen períodos de duración que exceden los 15 años y 
que el 62.556% tienen períodos de duración que exceden los 9 años. Consi- 

rando que la distribución de probabilidad de los períodos de duración de 

éstas tuberías es normal, determínese la media y la varianza de esta dis
tribución .

13. El gerente de producción de una fábrica piensa que la vida útil de una má 
quina M está distribuida normalmente con una media de 3000 horas. Si además 

el gerente piensa que hay una probabilidad 0.50 de que la máquina dure me

nos de 2632 ó más de 3368 horas. ¿Cual es la desviación estándar?

14. Un rodamiento es considerado defectuoso y por lo tanto es rechazado si su 
diámetro es mayor que 2.02 pulgadas o menor que 1,98 pulgadas. ¿Cuál es el 

número esperado de rodamientos rechazados, si los diámetros de una partida 
de 10,000 rodamientos están distribuidos normalmente con una media de 2 - 

pulgadas y una desviación estándar de 0.01 pulgadas?

15. Los diámetros de una partida grande de rodamientos están distribuidos nor

malmente con una media de 2.0 pulgadas y una desviación estándar de 0.01 - 

pulgadas. Suponga que se necesita un rodamiento con diámetro mayor que 
2.02 pulgadas. ¿Cual es la probabilidad de tener que probar 10 rodamientos?

16. Un super mercado almacena 30 kilogramos de queso fundido cada semana. Si - 

la demanda semanal de queso fundido está normalmente distribuida con media 
24 kilogramo y desviación típica 5 kilogramo. Determinar la probabilidad - 

que el supermercado agote los quesos fundidos durante una semana seleccio

nada al azar.

17. Los errores de medida resultantes del uso de cierta balanza están normal

mente distribuidos con media 0 onzas y desviación típica 0.1 onzas. Deter

minar la probabilidad que el peso medido de un objeto seleccionado al 

azar difiere del peso verdadero del objeto en más de 0.12 onzas.

18. Un análisis estadístico de 10000 llamadas telefónicas de larga distancia - 

hechas desde una central telefónico indica que la duración de esas llamadas 
tiene una distribución normal con media 129.5 segundos y desviación típica

30.0 segundos.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que una llamada particular haya durado en

tre 89.5 y 169.5 segundos?

5 3 4 'i Rufino Moya C. - Gregorio Saraoia A.
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(b) ¿Cuantas llamadas duraron menos de 60 segundos o más de 150 segundos?
(c) ¿Cuál debe ser la duración de una llamada particular, si sólo 1% de 

todas las llamadas son más cortas?

19. Se extraen 4 observaciones al azar de una población normal ¿Cuál es la 

probabilidad que por lo menos 3 de ellos difieran de la media de la po
blación en mas de una desviación estándar?

20. Si de una población distribuida normalmente, extraemos una muestra de 5 - 
observaciones al azar. ¿Cuál es la probabilidad que 3 de las observado 
nes difieren de la media de la población en más de media desviación están
dar?

21. Una compañía envasadora de conservas, ofrece en el mercado latas de arve

jas en cuya etiqueta establece que el peso es de 17 onzas. La compañía no 

desea sobrellenar las latas ni tampoco desea que no tengan el peso comple

to. Los pesos de las latas se encuentran normalmente distribuidos. La me
dia del peso neto de las latas se puede controlar ajustando la máquina lie 

nadora, mientras, que la desviación estándar no se puede alterar, puesto - 

que refleja la capacidad de la máquina para producir llenado uniforme. Por 

experiencias pasadas se sabe que la desviación estándar es de 0.18 onzas . 
S1 la compañía no desea producir más de 0.5% de latas con un peso neto me 

ñor que el que se ofrece en la etiqueta. ¿A qué peso neto promedio debe - 

ajustarse a la máquina llenadora?

22. En el problema 15. Se selecciona 4 rodamientos al azar de la partida. ¿Cuál 

es la probabilidad que exactamente 2 rodamientos tengan un diámetro ma 

yor que 2.02 pulgadas?

23. En una industria alimenticia se comercializa harina en paquetes se "PESO - 

NETO 500 GRS". El proceso automático de llenado de los paquetes puede regij 
larse de modo que la cantidad media de harina por paquete puede ajustarse 

al nivel que se desee. Suponiendo que la cantidad de harina por paquete se 

distribuye normalmente con una desviación estándar de 0.2 onzas.

(a) ¿A qué nivel debe ajustarse el llenado medio de modo que sólo el 0.00}

de los paquetes tengan un peso neto inferior a 12 onzas?

(b) ¿A qué nivel debe ajustarse el llenado medio de modo que sólo el 0.05
de los paquetes tengan un peso superior a 12.4 onzas?

24. El bar "un par más" ha instalado uña máquina automática para la venta de 
cerveza. La máquina puede regularse de modo que la cantidad media de cerve
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za por vaso sea la que se desea; sin embargo, en cualquier caso esta canti_ 
dad tendrá una distribución normal con una desviación estándar de 5.9 mil£ 
litros.

(a) Si el nivel se ajusta a 304.6 mililitros, ¿Qué porcentaje de los vasos 
contendrán menos de 295.7 mililitros?

(b) ¿A qué nivel medio debe ajustarse la máquina para que sólo el 2.28% - 

de los vasos contengan menos de 295.7 mililitros?
(c) ¿A qué nivel medio debe ajustarse la máquina para que el 84.13% de - 

los vasos contenga menos de 313.6 mililitros?

25. En una distribución normal hay 40% de valores inferiores a 50 y 30% supe 
riores a 70. Determinar la proporción de valores entre 55 y 70.

26. Una persona viaja diariamente de su casa a la oficina y ha encontrado que 

el tiempo en el viaje le corresponde una media y = 35.5 con una desviación 

estándar a = 3.11 minutos. Si sale de su casa todos los días a las 8.20 y 

debe estar en su oficina a las 9.00 ¿Cuántos días al año espera llegar a 

las 9?. Suponer 240 viajes anuales. Suponga distribución normal.

27. La presión sanguínea media en hombres de 20 a 25 años de edad es 123 unid£ 

des con desviación típica de 13.7 unidades. Si se selecciona al azar uno - 

de estos hombres,calcule la probabilidad que su presión sanguínea esté 

comprendida entre 120 y 128 unidades. Suponer distribución normal.

28. Una linterna grande es alimentada por cinco baterías. Suponga que la vida 

de una batería está normalmente distribuido cor, media y = 120 horas y de£ 

viación estándar o = 10 horas. La linterna dejará de funcionar si se agota 

una o más de sus baterías. Suponiendo que las vidas de las baterías son in 

dependientes. ¿Cuál es la probabilidad que la linterna funcione más de - 

100 horas?

29. En una distribución normal con media 163 y desviación típica 12, se hace 3 

observaciones diferentes. Determinar la probabilidad que 2 de estas ob

servaciones sean mayores o iguales que 175.

30. Si el espesor de cierto tipo de tuercas tiene media igual a 1.95 mm. y 

una desviación estándar de 0.12 mm. ¿Cuántas tuercas de un grupo de 1,000 

tendrán un espesor comprendido entre 1.80 mm. y 2.10 mm.?

31. El gerente de crédito de una tienda de departamentos estima las pérdidas 
por deudas impagos en el año en la forma siguiente; la pérdida tiene una
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distribución normal con una media de $ 30,000 y hay una porbabilidad de -
0.50 de que sea mayor que $ 35.000 o menor que $ 25,000. ¿Cuál es la des

viación estándar?

32. La duración de ciertos tubos electrónicos empleados en una máquina tienen 

distribución normal. Los tubos de tipo A tienen una duración media de 30 -

horas con una desviación estándar de 5 horas. Los tubos de tipo B tienen -
una vida media de 35 horas con una desviación estándar de 3 horas. Si la - 

máquina debe funcionar durante 35 horas, ¿qué tipo de tubos será preferi
ble? justifique plenamente su respuesta.

33. Hay dos procedimientos para poner en disposición de despegue los aviones 

cazas. El procedimiento A requiere un tiempo medio de 27 minutos con una 

desviación estándar de 5 minutos. Para el procedimiento B, p = 30 y a - ? -
minutos respectivamente. ¿Qué procedimiento debe usarse si el tiempo dispo

nible es 30 minutos? ¿34 minutos?

34. Las estaturas de 1000 estudiantes están distribuidas normalmente con una - 

media de 174.5 centímetros y una desviación estándar de 6.9 centímetros. - 

Suponiendo que las estaturas se redondean al medio centímetro más cercano, 

¿cuántos de estos estudiantes se espera que tengan estaturas

(a) menores de 160.0 cm.?

(b) entre 171.5 y 182.0 cm. inclusive?
( c )  mayores o iguales a 188 cm?

(d) iguales a 175.0 cm. ?

35. En un examen de estadística la puntuación promedio fue de 82 y la desvia
ción estándar de 5. Todos los estudiantes con puntuaciones desde 88 hasta 

94 obtuvieron una calificación de B. Si las puntuaciones tienen aproximad^ 

mente una distribución normal y ocho estudiantes recibieron una califica
ción de B, ¿cuántos estudiantes se presentaron al examen?

36. El número de días entre la facturación y el pago de las cuentas corrientes 

de crédito en una tienda de departamentos grande tiene una distribución - 
aproximadamente normal con una media de 18 días y una desviación estándar 

de 4 días. ¿Qué proporción de las facturas será pagada,

(a) entre 12 y 18 días? (b) entre 20 y 23 días? (c) en menos de 8 días?
(d) ¿Dentro de cuántos días estará pagado el 99.5% de las facturas?

(e) ¿Entre cuales dos valores simétricamente distribuidos al rededor de la

media recaerá el 98% de las facturas?
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37. La medición del diámetro de contacto de la rosca de una unión se distribu

ye normalmente con media 0.4008 pulgadas y una desviación estándar 0.003 - 

pulgadas. Los límites de especificación están dados como 0.4000 ± 0.0010 - 
pulgadas. ¿Cuál es la probabilidad aue ocurra una defectuosa?

38. Los diámetros de las fichas rin, para llamar por teléfono, se distribuyen 
normalmente con media 1.0 pulgadas y una desviación estándar de 0.03 pulga 

das. Las especificaciones requeridas por los tornos de acceso son 1.00 ± -
0.05 pulgadas. ¿Qué porcentaje de nuevas fichas estarán dentro de los lfmi 
tes de especificación?

39. Cierta dimensión de una parte mecánica producida en gran escala tiene un 

valor nominal de 100 mm. con tolerancias aceptables de ± 1 mm. Si el p r o  

ceso de fabricación produce partes para los cuales los valores de está dî  

mensión tiene distribución normal con media 100.2 mm. y desviación estándar 

de 0.5 mm. ¿qué porcentaje de las partes tendrán que rechazarse por estar 

fuera de los límites de tolerancia?

40. La durabilidad de un lote de componentes para radio sigue una distribución 

normal con una media de 500 horas y una desviación estándar de 50 horas. - 

Un comprador requiere que el 95% de las componentes como mínimo tengan - 

una durabilidad mayor a 400 horas. ¿Cumplirá este lote la especificación - 
del comprador?

41. El análisis de los datos pasados ha mostrado a un fabricante que el espe
sor del centro de un determinado tipo de engranaje tiene una distribución 

normal con media de 50 mm. y desviación estándar de 1 mm. Estime cuántos - 
engranajes en una partida de producción de 5000, tendrán un espesor de cen̂  
tro (a) mayor que 51.5 mm, (b) entre 49.2 y 50,8 mm.

le) entre 49.0 y 49.5 mm.

42. La especificación con la que se fabrican los tornillos de acero de sección 
transversal circular requiere que sus longitudes se encuentren entre 8.45 

y 8.65 cm. y sus diámetros entre 1.55 y 1.60 cm. Los tornillos producidos 

por cierta máquina tienen longitudes que siguen una distribución normal - 
con media de 8.65 cm y desviación estándar 0.05 cm, y diámetros que siguen 

también una distribución normal independiente con media 1,58 cm y desvia

ción estándar 0.001 cm. Determine los siguientes datos para tornillos aue 
fabrica esta máquina:

(a) El porcentaje que estará fuera de los límites de longitud especificados
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(b) El porcentaje que estará fuera de los límites especificados de diáme
tro.

(c) El porcentaje que no cubra la especificación.

43. Ciertas varillas se fabrican con una longitud nominal de 100 mm. pero de 

hecho sus longitudes forman una distribución normal con media 100.4 rrm. y 
desviación estándar 0.8 mn. La fabricación de cada varilla cuesta $12 y su 

uso inmediato si su longitud se encuentra entre 99 mm y 101 mm. Las vari_ 

lias más cortas no pueden emplearse, pero tienen un valor de desecho de 
$ 2. Las que sobrepasan a 101 mm. pueden cortarse a una longitud aceptable 
con un costo adicional de $ 4. Determine el costo promedio de una varilla 

útil.

44. Suponga que X, la resistencia a la ruptura de una cuerda (en libras) tiene 

distribución normal con media 100 y varianza 16. Cada 100 pies de alambre 
para cuerda produce una utilidad de $ 25, si X > 95. Si X ^ 95, la cuerda 

puede utilizarse con un objetivo diferente y se obtiene una utilidad de - 

$ 10 por alambre. Encuentre la utilidad esperada por alambre.

45. Un fabricante de .luquetes empaca éstos a razón de 24 por caja para enviar

los a las .iuqueterías. El peso de cada uno de estos .luquetes es una varia

ble aleatoria normal con media 12 (onzas) y una desviación estándar
0.1. Se representa por X el peso de una de estas cajas.
(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad de X?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que una caja pese entre 18 y 19 libras?

(NOTA: 16 onzas = 1 libra).

46. En una placa junto a la puerta de un ascensor se lee. 'Capacidad 6 personas 

990 libras". Suponer que las personas que usan este ascensor se seleccionan 
de una distribución normal con u = 140 libras, o = 30 libras .

(a) Seis personas entran al elevador, ¿cuál es la probabilidad que su- 

peso combinado exceda la capacidad máxima de 990 libras?

(b) resuelva la pregunta (a) si entran siete personas el ascensor.

47. Un eje consiste de seis secciones diferentes colocadas una al lado de la -
otra. Se sabe que las longitudes de estas secciones componentes son varia

bles aleatorias distribuidas normalmente con las siguientes medias y va- 
rianzas ;
(8.10, 0.05) , (7.25, 0.04) , (9.75, 0.06) , (3.45 , 0.04), (17.15, 0.10), 

(6.20, 0.07). Si las especificaciones establecen Que el eje ensamblado -
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tenga una longitud de 52 ± 1.5 pulgadas, ¿Cuál es la probabilidad que un 

eje ensamblado cumpla con 1as especificaciones?

48. Sea Xj y X2 variables aleatorias independientes distribuidas normalmente
con uj= 0, a? = 4, y2= 1, q\ -  9 como medias y varianzas, respectivamen
te. Calcular

(a) P[X2 « 0 ] ; (b) P & !  + X2 > 1 ]

49. Sean X A, X 2, X 3 y X^ variables aleatorias independientes tales que:

X x - N(2,3) ; X3 - N(4,4)

X2 - N<2,4) ; X4 - N(4,2)

Si X = Xx + 2X2 + X 3 + XH

(a) Hallar la media y la varianza de X .

Ib) Calcular P[10 ¿ X « 14]

50. Sean X1# X2 , X 3 y X4 variables aleatorias normales independientes con

* 2 ; p2 = 5 ; p3= 4 ; 6; o\ = 4; a\ = 6; * 6; a* = 5

Si Y = [ ] - X 3 + íi
4 2

Calcular P[|Y| > 3 ]

51. Las pastillas metálicas cilindricas que se utilizan en un reactorse fabri
can en serie y puede suponerse que sus longitudes siguen una distribución 

normal con media 0.290 cm. y desviación estándar 0.016 cm. Nueve de estas 

pastillas deben ajustarse, extremo con extremo, en un recipiente que ocupa
una longitud no mayor de 2.670 cm. Si las nueve pastillas se ensamblan al

azar, ¿qué proporción de estos no se ajustará en el espacio requerido?

52. En una de las etapas de un proceso de ensamble un tapón cilindrico tiene - 

que ajustarse a una abertura circular seleccionando cada elemento al azar 

en un suministro continuo. Los diámetros del tapón y de los casquillos en 

mm, son N(24.9, 0.032 ) y N(25, 0.042 ) respectivamente. Si para que el 

ajuste sea satisfactorio se requiere un claro en el diámetro de cuando me 
nos 0.02 mm, ¿en qué proporción de los casos el ajuste no será satisfacto

rio? (claro del diámetro = Diámetro del casquillo - diámetro del tapón).

53. Un tipo de sensor tiene una vida de 15,000 horas con una desviación están

dar de 1000 horas. Tres de estos sensores se conectan en un dispositivo de
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rector de incendios de manera que cuando uno falla el otro lo sustituye. 
Suponiendo que la durabilidad tiene una distribución normal, ¿cuál es la 

probabilidad que el dispositivo (a) funcione durante 40000 horas,
(b) falle antes de 39,000 horas?

54. Suponga que los pesos de los pasajeros que viajan por aire en los vuelos - 

establecidos que parten de un aeropuerto grande siguen una distribución - 
normal con media 78 kg y desviación estándar 10 kg, encuentre los límites 

{simétricos alrededor de la media) de tal manera que el 95% de los pasaje 

ros tengan un peso límite dentro de estos valores. ¿Cuál es la probabilidad 

de que el peso total de una muestra al azar de 100 pasajeros exceda a - 

8000 kg?

55. Varias pruebas han demostrado que la temperatura más alta {en °C) que pue

den soportar los condensadores de un determinado tipo es N(125,9). En los 
sistemas en que se utilizan, la temperatura máxima (en °C) a que se sujeta 

un condensador individual es N (116, 16). ¿Qué proporción de los condensado_ 

res fallará por sobrecalentamiento?

56. Dos marcas de focos "Económica" y "vida eterna" tienen durabilidad (en ho

ras) que son N(1400, 2002) y N(2000, 2502) respectivamente. Si se prueba - 

la vida de uno de los focos correspondientes a cada una de las marcas,

¿cuál es la probabilidad que la "económica" dure más?

57. Al sumar números, un computador aproxima cada número al entero más próximo 
Supongamos que todos los errores de aproximación son independientes y dis_ 
tribuidos uniformemente entre 0.5 , 0.5>

(a) Si se suman 1,500 números, ¿Cuál es la probabilidad que la magnitud - 

del error total exceda a 15?

( b ) ¿Cuántos números pueden sumarse juntos a fin que la magnitud del error

total sea menor que 10, con probabilidad 0.90?

58. Supóngase que las variables aleatorias X 1# X2 , . . . , X50 representan - 

las vidas útiles de 50 tubos electrónicos T a, T2, ... , T50 y se usan de 

la siguiente manera: tan pronto como falla empieza a funcionar T2 y - 
cuando falla T 2 empieza a funcionar T 3, etc. Suponga que las X., I  - 1, -A*
2, ..... 50, tienen igual distribución de probabilidad y la probabilidad -

de que un tubo electrónico esté funcionando después de 1 hora es e"1^ 00 . 
¿Cuál es la probabilidad que el tiempo de funcionamiento de los 50 tu

bos esté comprendido entre 26,000 y 28,000 horas?
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59. 250 artículos son empacados en cajas grandes. Los pesos de los artículos - 
son variables aleatorias independientes con media 0.5 libras y desviación 

estándar 0.10 libras. 20 cajas son colocadas en un camión. Calcular la pro 
babilidad que el peso de los empaques colocados en el camión exceda a 2510 

libras, (considere despreciable el peso de la caja).

60. Un camión de reparto transporta cajones cargados de artículos varios. Si - 
el peso de cada cajón es aproximadamente distribuido normalmente con media 

50 libras y desviación estándar 5 libras, ¿cuántos cajones pueden ser trars
portados en el camión de tal forma que la probabilidad que la carga total

exceda a 1 tonelada sea sólo 0.10?

61. El 40% de las llamadas de un vendedor resultan ventas. Si el desea hacer

60 ventas en ésta semana, ¿cuál es la probabilidad que haga más de 165 

llamadas? (sug. defina X̂ . , ¿ = 1,2, . , . , 60. Como el número de llama

das efectuadas hasta obtener la i-ésima venta. Y Y6o = x i + *2 + --*+ xso)

6.4 APROXIMACION DE LAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS A LA 
NORMAL______________________________________________________

En esta sección se mostrará, cómo se usa la distribución normal para aproxi

mar varias distribuciones de probabilidad discreta importantes, como la binó- 
mial, la hipergeométrica y la de Poisson. Se describirá en forma simple esos 

métodos de aproximación. Por otra parte, siempre que se utiliza una aproxima^ 

ción de las distribuciones discretas a una distribución continua (como la no£ 
mal) se tiene una aproximación más exacta si se emplea un ajuste o corrección 
por continuidad.

6.4.1 APROXIMACION BINOMIAL A  L A  NORM AL

En la sección 5.2 se vió que la variable aleatoria binomial X podía co£ 

siderarse como una suma de n variables aleatorias independientes de BernoulTi
Xj, X 2, ... , X . Es decir,

n

hemos visto también que la media de X es p = ^  p. = np y la  vcuUanza
- i



Probabilidad e Inferencia Estadística
\\\ x5 4 ?

n
Z o ?  = npq

Entonces, por el teorema central del limite, la variable aleatoria

n n

Z =
£  x - £  u
¿«1 c ¿ o  <• X - np _ X/n - p 

/ npq vpqfn

donde X/n = in

y

£
¿*1

tiene aproximadamente una distribución N(0,1), cuando n es grande. Para p -

cercano a j  y n > 10, la aproximación de la binomial a la normal, es buena

Para otros valores de p , el valor de n debe ser grande. En general la 
riencia indica que la aproximación es buena cuando np > 5 para p ^ j

nq > 5 para P > j  *

expe

ó

Cuando p es muy pequeña y n grande hemos visto que la aproximación bino 
mial a la Poisson es buena.

Observe que la distribución binomial discreta, cuya gráfica se muestra 

en la fig. 6.4.1, se aproxima por el área bajo la curva normal que se indica 
en la fig. 6.4.2

0 1 1 2 3 4 5

Fig. 6.4.1 Distribución binomial Fig. 6.4.2. Curva normal como aproxi«ción de la b1- 
nomial
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Así, la probabilidad de obtener exactamente un valor x , es aproximada. - 

mediante el área bajo la curva normal entre x - ^  y x + ^ veáse el área som 

breada en la fig. 6.4.3 .

Es decir, P[X = x ] - P {x - |  S X S x + i  J

Sí se quiere aproximar la probabilidad que a á X s b, se tendrá que 

p[a S X  sb] está aproximada por el área bajo la curva normal entre a - ~ y 

6 + .Es decir

Pfc S X S b ] - p j á - i á X S b  + j J

El ajuste de ^  unidad a cada lado del intervalo discreto, se conoce co

noce el ¿acto*, de. cjoJUieccXÓn de cjontOuiidad para las aproximaciones discretas 
a la normal.

El cuadro siguiente, presenta algunas aproximaciones de las probabilidades bf 
nomiales por la curva normal.



Probabilidad binomial 
del evento que se de
sea calcular.

Con la corrección 
por continuidad

en términos de la fun 
ción de distribución 
normal estándar $

P[X = x] = P X < x + $

1
x + j  - np

/ npq / npq

p[x a ] = $
/ npq

PtX < x ] = P[X S x-l]= p[x í x  - 1 + = $
- np

p[x a  ]
[

* p x a -H = i - $ * - j -  ”P l

/ np(? J

P[X> x] = P Dt 5. x +1 ] = P Jx 2 x + 1 - I ] ■ 1 - *
x + -  - np

/

P [ a  £ X  *  b ] apH s
x - 12 - np

EJEMPLO 1 En un almacén se tiene 300 fusibles, y por experiencia se sabe que 

hay 2 % de defectuosos en la producción de fusibles.

(a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad del número de fusibles defectuo
sos en el almacén? ¿cuales son sus parámetros?
Utilice una aproximación a la verdadera distribución de probabilidad del

número de defectuosos, para calcular la probabilidad que:

(b) haya exactamente 1 defectuoso.
(c) no hay más de 5 defectuosos.

SOLUCION (a) X = número de fusibles defectuosos en el almacén.

Rx = {0,1,2,... , 300}

la variable aleatoria así definida es una binomial. Su distribución de -

probabilidad con n = 300 y p = 0.02, es



P[X = x|B,300,0.02] = ( 3°°) (0.02)x (0.98)300" x , x = 0 , 1 , 2 , , 3 0 0 ,

U  . sjc.Los parámetros de X son n = 300 y p s 
Desde que np = 300(0.02) = 6 > 5, aproximamos la distribución binomial

la distribución normal con y - np = 6 y a = S~ñpq = / 5.88

(b) P[X - 1] = P[0.5 S X <1.5] = P r 0.5 - 6 < X - np 1 . 5 - 6  1 
l  J 5.88 /«pq" /  5.88 J

= P[- 2.27 í Z  á- 1.86 ] = 3>(- 1.86) - 4>(- 2.27)

= 0.0314 - 0.0116 = 0.0198 .

(c) P[X S 5] = P[X < 5.5] = pF X r . P ]
[_ / npq / 5.88 J

= P[Z 5 - 0.21 ] = 4>(- 0.21) = 0.4168.

EJEMPLO 2 En una población grande de drosophila» 25% tienen mutación de - 
alas. Una muestra de 300 insectos se escoge aleatoriamente. Calcular aproxima^ 

damente la probabilidad que más de 60 pero no más que 90 insectos de la -

muestra tienen mutación de alas.

SOLUCION
X = número de insectos que tienen mutación de alas en la muestra 
Rx = (0,1,2, ... , 300}

Puesto que la población es grande, la extracción de los 300 insectos puede - 

considerarse como 300 ensayos de Bernoulli con p * 0.25 constantes en cada - 
extracción. Por lo tanto, la variable aleatoria X tiene una distribución bino 

niial con n = 300 y p - 0.25.
Pero, np = 300(0.25) = 75 > 5, aproximamos la binomial por la normal con media

y - np = 75 y desviación estándar o = /  npq = /  300(0.25)(0.75) = 7.5

P[60 < X *90] = P[60.5 * X  á 90.5]

r 60.5 - 75L 7.5
* X -np ^ 90.5 - 75

7.5

= p[- * Z = 7 3 ^ ]  * 0(2.06) - *(- 1.93)

= 0.9803 - 0.0268 = 0.9535.
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EJEMPLO 3 Se sabe que cierto virus ha invadido la UNI y ataca la mitad de los 

estudiantes. Se toma una muestra aleatoria * de 200 alumnos y se pide calcu
lar:

(a) La probabilidad que en dicha muestra el 49% sean atacadas por el vi

rus.
(b) La probabilidad que en la misma muestra ninguno presenta síntoma de vî  

rus.

SOLUCION X - número de alumnos atacados por el virus en la muestra.
Rx = (0,1,2, . . . , 200}

X tiene una distribución binomial con n = 200 y p = 1/2.
Debido a que n es grande, y np = 100, daremos una aproximación de las - 

probabilidades pedidas por la distribución normal, con

p * np 100 npq = /~50

(a) X

P[X
49% . 
98 ] =

200 = 98
P[97.5 £ X £ 98.5 ]

p T 97.5 - 100 ^ X - np
=  L  7 - 0 7

^ 98.5 - 100 
7.07 i

= <M- 0.21) - 4(- 0.35) * 0.4168 - 0.3632 = 0.0536.

(b) P[X = 0 ] = P[- 0.5 £ X £ 0.5]

f - 100.5 ^ X - np 
L 7.07 ' ‘/ npq

< - 99.51 _ 
“ 7.07 J 0

EJEMPLO 4 Se lanza una moneda 100 veces. El jugador recibe $ 10 . Si el núme

ro de caras es 57 ó más, y pierde $5 si el número de caras es 47 ó menos, en 

otros casos no recibe ni pierde nada. Determinar la esperanza del jugador en 
este juego.

SOLUCION X = ganancia neta del jugador en el juego.

Rx = ( - 5,0,10 }

Para determinar la distribución de probabilidad de X, definimos la variable - 
aleatoria
Y * número de caras obtenidas en los 100 lanzamientos de la moneda.

* Una nuestra aleatoria de tanafto n, es una nuestra que se escoge de tal na ñera que cada sub
conjunto de n elenentos (observaciones) de la población tienen la nlsna probabilidad de sa
lir.
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Y es una variable aleatoria que tiene una distribución binomial con

«  -  100

puesto que np = 50 es grande usaremos la aproximación de la binomial a la cur 
va normal con

y c = /npq -  J 100 x ~ x j  = 5 .y = np = 100<|) = 50,

Entonces;

P[X = 10] = P[r 2 57] = P r Y ~ nP 2
L / npq

57 - i  - 50

]

= P[Z É 1.3] = 1 - $(1.3)

= 1 - 0.90324 = 0.0968 .

P[X = - 5 ] = P[Y S 47 ] = p[ Y■ ' np <
L / npq

47 + j  - 50

]

= P t Z í - C . 5 ]  = $(- 0.5) = 0.3085-

Finalmente,

PCX = 0 ] * P[47 < X < 57]

„ r  47.5 - 50 ^ X -  np ^ 56.5 - 50 ~¡L 5 - 5 J
= P[- 0.5 S Z  S 1.3] = $(1.3) - $(- 0.5) 

= 0.9032 - 0.3085 = 0.5947 .

Por lo tanto, la función de distribución de X es

X - 5 0 1 0

P[X = x ] 0.3085 0.5947 0.0968

xPtx = xJ - 1.5425 0 0.9680

E(X) = £ x P [ X  = x ] = - 1.5425 + 0 + 0.9680 = - 0.5745 .
¿ n x

EJEMPLO 5 Una firma comercializa sus productos sólo por correo a una lista - 
de 100,000 clientes potenciales. Para decidir a cerca de la comercialización
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de un nuevo artículo, la firma selecciona una muestra de 100 personas de su - 

lista para ofrecerle el artículo. Si 30 ó más de estos clientes están.dispues^ 
tos a adquirirlo, procederá a su comercialización en caso contrario no lo ha 

rá.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que comercialice el artículo si en realidad - 
sólo el 20 % de todos los clientes lo comprarían?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que no comercialice el artículo si en realidad 
el 36 % de todos los clientes lo comprarían?

SOLUCION

(a) X = número de clientes que comprarían el artículo en la muestra de 100.

Rx = (0,1,2, . . . , 100}

Puesto que sólo el 20% de todos los clientes comprarían el artículo, en

tonces, p = 0.20, es la probabilidad de obtener un cliente que compraría 

el artículo. Luego, X tiene una distribución binomial con

n = 100 y p = 0.2 . Por lo tanto,
= / 100(0.2)(0.8) = 4y = np = 100(0.2) = 20, o = / npq

P[X j. 30 ] = 1 - P[X < 30 ] = i - P f - — ^  <
L /  npq ]

= 1 - P[Z < 2.38 ] = 1 - $(2.38)

= 1 - 0.9913 = 0.0087 .

(b) El artículo no se comercializa si en la muestra, de los 100, menos de 30 

comprarían el artículo.

En este caso p = 0.36 , « = 100 .

P[X < 30] = $ 1“ 29.5 - 100(0.36) 1 = f[- 6.5 j

*- /l00(0.36)(0".64) J 4 ’8

$(- 1.35) = 0.0885.

EJEMPLO 6 La probabilidad que un disparo acierte en el blanco es de 19

Calcular la probabilidad que en 100 disparos se acierte por lo menos 45.

SOLUCION

X

R..

número de veces que se acierta en el blanco en los 100 disparos 

(0,1, . . . , 100}
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X tiene una distribución binomial con n 3 100 y p - P[E] - 9/19 
Aproximaremos la distribución binomial a la distribución normal con

900
y  =  n p  s  ~ W  » y

_ . A n n / 9  w 10, . 30/TO . 94.8 
0 - / 100(3 5 % )  - — j g -  - -3 5 -

P[X £ 45 ] = 1 - P[X < 45 ] = 1 - $
44.5 - 900

19

19

3 1 - $(- 0.58)

= 1 - 0.2810 = 0.7190 .

EJEMPLO 7 Sea ¿(x) = l/xz » 1 < * < « la función de densidad de la varia

ble aleatoria X, Considerando una muestra de tamaño 72 de X ,  determinar apro
ximadamente la probabilidad que más de 5C de dichas observaciones muéstra

les sean menores que tres.

SOLUCION La probabilidad de obtener un valor de X menor que 3 en una extrac

ción cualquiera es

3 , 9
P[X < 3 3  =

1 xi

1 + 1
1

Cada extracción es un ensayo de Bernoulli con E = [X < 3 ] y F * [X £ 3]

Puesto que la población es continua (infinito no numerable) P[E] = es conŝ

tante en cada extracción y ademas los resultados de cada ensayo son indepen
dientes . Entonces, si

Y = número de observaciones muéstrales con valores menores que 3.

Ry = (0,1,2..........72}
2

y p = 3 •Y tiene una distribución binomial con n * 72

Puestoque np = 72. = 48 > 5 , aproximamos la distribución binomial a la

normal con

\i * np - 48 y o = / npq -  /17  2 1
" / 72‘ 3 ' 3 3  4

p[Y > 50 3 = P[Y 2 513 = p[ Y- ~ n£ 2
L / npq

50.5 - 48
]

= *1 - $(0.63) 1 - 0.7357 3 0.2643 .



6.4.2 APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION DE POISSON A LA  NORM AL

La aproximación de la dl&tJUbuclón de Po¿&6on a la  nomal, se hace tenien 
do en cuenta que si, X 1# X2, . . . , X^ son variables aleatorias independien 

tes de Poisson, cada una con parámetro X , entonces

es una variable aleatoria de Poisson con parámetro nX . (propiedad reproducti_ 
va). Por el teorema central del límite, la variable aleatoria

v , X -  XX - nX n

tiene aproximadamente una distribución N(0,1), para n suficientemente grande. 
La aproximación de la distribución de Poisson a la normal se mejora conforme 

aumenta el valor del parámetro nX , de la suma. En la práctica se considera - 

una aproximación buena cuando nX > 5. Por lo tanto, si el parámetro común X - 
de los sumandos es pequeña, el número de variables aleatorias n debe ser gran_ 
de. Si X es grande, n puede reducirse en forma correspondiente.
La distribución normal es continua y de Poisson es discreta, por lo tanto, pa_ 

ra aproximar la distribución de Poisson por el área bajo la curva normal Se 
usa el faetón, de. cúA/iecxUón de continuUdad . Es decir

n
X

/ k X / X/n

X ± 0.5 - nX
/"nX
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El cuadro siguiente presenta algunas aproximaciones de la distribución de Poi 
sson a la normal.

Probabilidad de Poisson 
del evento que se desea 
calcular

Probabilidad con la 
corrección por con
tinuidad

en términos de la fun 
ción de distribución 
normal estándar $

P[X * x]

Ptx S x ]

= Pía:- 0.5SX S x+0.5]

PfX S x + 0.5 ]

= 0  Q f*-° -5-«?n
L J L rñ x  J 

= J *. +. 0-.5 - í l I
L y «i J

PfX < X ] = Ptx S X - 1 ] = Ptx S X - 1 + 0.5 ]

Ptx a  X  ] = Ptx a x - 0 .5 ]

. .

/ n\ 
x - 0.5 - nX

]/ nX 

x -  0 . 5  -  nX

P[X > x] * P[X Sx + 1] » P[X S x + 1 - 0.5 ] « 1- <&

/ nX

5 - nX

P [ a á x í  b]

]

  ]

= Pfo - 0 . 5 5 X ¿ 6  +0.5] =
L / nX J L /  nX J

E
fx + 0.
L . r z

EJEHPL0 8 El número de vehículos que llegan por minuto a la caseta de peaje 

de una determinada autopista tiene una distribución de Poisson con y = 2.5 . 
Determinar la probabilidad que en cualquier período dado de 10 minutos
(a) lleguen no más de 20 vehículos.

(b) lleguen entre 20 y 30 vehículos inclusive.

SOLUCION

X
Definimos la siguiente variable aleatoria

número de vehículos que llegan por cada 10 minutos a la caseta de
peaje 

{0,1,2, . . . )

puesto que la variable aleatoria X se escribe X = X1 + X2 + . . - + X 10, donde

X. = número de vehículos que llegan por minuto. (X = 2.5 = y)

X tiene una distribución de Poisson con parámetro nX - 10(2.5) - 25 > 5. por
lo tanto se aproxima la distribución de Poisson por la normal con y = 25 y

o */ 25 = 5.

(a) Ptx S 20 ] » Ptx i 20.5] * pF á
/ tiX

20.5 - 25 
/25 ]

*(- 0.9) = 0.1841 .

•i*
•‘¿ i
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(b) P[20 4 X 4  30] = P[19.5 « X ^ 30.5] = P ^19.5 - 25 X - nX 30.5 - 2  ,   -------£
/«A

= 0(1.1) - 0(- 1.1) * 0.8643 - 0.1357 = 0.7286 .

EJEMPLO 9 Las llamadas telefónicas que se reciben en un conmutador de una in 

dustria llegan como eventos de un proceso de Poisson a razón de 120 por hora. 
¿Cuál es la probabilidad que lleguen entre 110 y 125 llamadas inclusive en 

tre las 9 y las 10 a.m. de cualquier día?

SOLUCION X = número de llamadas que recibe el conmutador en una hora
X * 120 es qrande. Por lo tanto, resolveremos el problema utilizando aproxi 

mación a la normal. Esto es

PtllO í  X í  125 ]  = p f 110 ~ 4 * J
*- /Izo J

*  -_A
7 r

125 + 0.5 - 120

/l20 a

= $(0.50) - <ft(- 0.96) = 0.6915 - 0.1685

= 0.5230.

6.4.3 APROXIM ACION DE LA  HIPERGEOMETRICA A LA  NORM AL

El lector recordará que la distribución hipergeométrica se relaciona con 

problemas en donde el muestreo se obtiene sin reemplazo de una población fini 

ta.

Sea N el tamaño de la población finita constituida por objetos de dos - 
clases A y B. Suponga que hay M objetos de clase A y N - M de clase B. Se ex

trae una muestra de tamaño n sin reemplazo de la población, y se define la - 

variable aleatoria como sigue
X - número de objetos de clase A en la muestra de tamaño n .

R„ * (0,1,2, . . . , min(M,n)}

Se recordará también que la variable aleatoria así definida tiene una distri

bución hipergeométrica con media E{X) = n(^) y Var(X) = n ( j j ) ( l  -  -̂)( ■"—̂ )

Definimos ahora la variable aleatoria siguiente
= número de objetos de clase A obtenida en la -t-ésima extracción, -

R
XI

— 1,2,. . . , n

(0 ,1 }

Entonces, la variable aleatoria X se escribe X

n

= ¿  X.
I  A .

Suponiendo que los X. son aproximadamente independientes, para n suficiente
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mente grande, por el teorema central del límite la variable aleatoria

tiene aproximadamente una distribución normal estándar.

La expresión / j| ~ * se llama el FACTOR DEse llama el FACTOR DE CORRECCION PARA POBLACION FINITA

En la práctica, la aproximación de la distribución hipergeométrica a la dis-

E1 lector puede construir una tabla de aproximaciones similar a las de la bi
nomial y Poisson.

sólo se hace cuando el tamaño n de la muestra seleccionada sin reemplazo de - 
una población finita, es grande en comparación con el tamaño N de la población 
n £ 0.1N . Cuando se requiere mayor exactitud se suele tomar n & 0.05N.

2 Cuando el tamaño n de la muestra sin reemplazo de una población finita, es 
pequeña en comparación con el tamaño N de la pobláción (n < 0.1N ó con ma
yor presición n á0.05N) se puede pasar por alto al factor de corrección - 

para población finita, se considera el problema como una aproximación bino

mial a la normal.

EJEMPLO 10 El decano de la facultad de Ingeniería de cierta universidad desea 

formar una junta directiva con los catedráticos, con 20 miembros de entre el 
cuerpo docente de 100. Si la selección va a ser al azar y en la facultad 25 - 

de los catedráticos son de matemáticas, ¿cuál es la probabilidad que la - 

junta directiva incluya
(a) Cuando menos dos catedráticos de matemáticas?

(b) Entre dos y seis catedráticos de matemáticas inclusive?

SOLUCION X = número de catedráticos de matemáticas en la junta directiva de

M  M
tribución normal se utiliza siempre que tanto n(^) > 5  y w(l - > 5 .

Usando el factor de corrección por continuidad se utiliza la relación

X ± 0.5 - *("}

NOTA 1 El cálculo de la desviación estándar

20.
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Rx = {0,1,2, . . . , 20}

La población es finita N = 100. El muestreo es sin reemplazo n 
tanto X tiene una distribución hipergeométrica.

= 20. Por lo -

P[X = x ] x = 0,1,2, . . . .  20

M 25
Desde que n  (^) = = 5 y n  = 20 > 0.1N, aproximamos

Mhipergeométrica a la distribución normal con p = « (^) = 5  

- /Tfflm -'¥) / P 5  . / T í  / S - 1.7 4 1 .

la distribución

o = / fUirJli ^ ) k N - 1  " v j * 4  v ^

(a) PlX t  2 ] - P[X S 1.5 ] = P
X - «({[)

„íM w i  M. /N - n 
n(Ñ )(1 “ Ñ } / Ñ ^ T

1.5 - 5 
1.741

= P[Z > - 2.585] = 1 - P[Z < - 2.585 ] = 1 - 0.00485

= 0.99515 .

(b) P[2 S X S 6 ] = P [1.5 £ X S 6.5 ] = P 1.5 - 5 „
T74 i ”  “

X -  «  (¡ f)

/*({}) ( l-j¡) /Jj=£

< 6-5-5
’  TT7T1I

= $(0.86) - <¡>(- 2.585) = 0.8051 - 0.00485 = 0.80025.

PROBLEMAS 6.4

1. Con base en experiencia pasada, el 40% de todos los clientes de cierta es 

tación de gasolina pagan sus compras con tarjeta de crédito. Si se selec
ciona una muestra aleatoria de 200 clientes, ¿cuál es la probabilidad 
que:

(a) cuando menos 75 paguen con tarjeta de crédito?

(b) no más de 70 paguen con tarjeta de crédito?

(c) entre 70 y 75 clientes, inclusive, paguen con tarjeta de crédito?

2. Si una muestra de 100 tiene 3 ó menos artículos defectuosos se acepta el - 
lote de 100. Si se supone que la probabilidad de producir artículos buenos 
del proceso de producción es de 0.90, ¿cuál es la probabilidad que se - 

acepte el lote?
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3. Si el 10% de los tubos de los receptores de radio se queman antes que 

la garantía haya expirado: Un comerciante ha vendido 100 tubos. ¿Cuál es - 
la probabilidad que:

(a) se vea abligado a sustituir por lo menos 20 de ellos?

(b) sustituya por lo menos 5 y no más de 15 tubos?

4. En la playa de estacionamiento de cierta empresa grande, el registro de - 
los automóviles de los empleados reveló, que la razón de los automóviles - 

de manufactura nacional a extranjera es 2 a 1, es decir dos de cada tres - 
automóviles son de manufactura nacional. Si se elige al azar 72 propieta
rios de autos y asumiendo una población suficientemente grande,
(a) ¿Qué tipo de distribución de probabilidad tendrá el número de propieta 

rios de automóviles de manufactura nacional en la muestra? ¿cuáles son 

los valores de sus parámetros?
(bj Utilice una aproximación a la verdadera distribución de probabilidad - 

para determinar la probabilidad que en la muestra haya a lo más 48 

propietarios de autos de manufactura nacional.

5. Una compañía estima que ha de recibir de vuelta alrededor del 30% de los 

cupones especiales de premio que planea enviar por correo para un programa 

de promoción de ventas. Si se envián 500 cupones. ¿Cuál es la probabilidad 

de que se reciban de vuelta más de 165 respuestas?

6. Para decidir a cerca de un proyecto de remodelación de un sector de Lima , 
el consejo municipal decide seleccionar al azar 100 unidades habitaciona- 

les de este sector. Si el 40% ó mas de ellas están en mal estado, se Dro- 

cederá a la remodelación, en caso contrario, no se hará la remodelación.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que se haga la remodelación si sólo el 36% 

de todas las viviendas de ese sector están en mal estado?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que no se haga la remodelación si el 50%

de las viviendas están en mal estado?
7 . Suponga que el 10% de los neumáticos de un fabricante tienen defectos en 

la superficie, y que los embarca en lotes de 100.

(a) ¿Cuál es la probabilidad (aproximada) que un lote contenga 8 ó me

nos neumáticos con defectos en la superficie?

(b) Un comprador mayorista recibe 500 lotes. ¿Cuál es la probabilidad (apro 

ximada) que al menos 140 lotes contengan 8 ó menos neumáticos con 

defectos en la superficie cada uno?

8. Sean X lsX2. . . . , X 30 variables aleatorias de Poisson distribuidos cada
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2
una con X = ^  . Calcular :

9. El número de accidentes en un tramo de 100 km de una autopista es una vana 
ble aleatoria de Poisson con media 2 por semana. ¿Cuál es la probabilidad 

(aproximada) que hayan menos de 100 accidentes en este tramo durante un año?

10. Se utiliza la siguiente regla para controlar el funcionamiento de una máqui 

na que produce cierto tipo de artículos. Se selecciona una muestra aleato

ria de 400 artículos cada hora. Si el número de artículos defectuosos es - 
de 12 ó más, se detiene la máquina; y si el nümero de artículos defectuosos 

es inferior a 12, se deja que la máquina siga funcionando. ¿Cuál es la pro 
habilidad de:
(a) detener la máquina si está produciendo un 2 % de artículos defectuosos 

en promedio?
(b) dejar que la máquina siga funcionando si está produciendo un 4 55 de ar. 

tículos defectuosos, en promedio?

11. Se tiene un telar que teje 1,000 m2 de tela por día. La probabilidad de - 

que no halla falla en 250 m2 de tela es e"1 . ¿Cuál es la probabilidad 
(aproximada) que ocurra 100 ó más peronomás de 140 fallas en la produ£ 

ción de un mes (30 días) de trabajo del telar?

12. Tornillos de hierro de media pulgada fabricados por cierta empresa ocacio- 
nalmente no tienen ranura. Esto ocurre al azar, y la probabilidad de este 

hecho y de que escape a la inspección es 0.02. En una remesa de 2,500 de - 

tales tornillos. ¿Cuál es la probabilidad que:
(a) 64 ó más carezcan de ranuras? (b) ¿36 ó menos? ¿entre 36 y 64 inclusive?

13. Se sabe que el 5% de los tubos de radio producidos por cierto fabricante 
son defectuosos. Si el fabricante envía a un mayorista 1,000 lotes, cada - 

uno de los cuales contiene 100 tubos, ¿en cuántos de estos lotes espera te 
ner : (a) menos de 90 tubos buenos? (b) 98 ó más tubos buenos?

14. Una caja contiene 80 tarros de conserva de las que 60% son de duraznos y 
40% de damascos. De un total de 50 muestras de 20 tarros cada una, sacadas 

de la caja con reemplazamiento. ¿En cuántos cabe esperar

(a) igual número de tarros de cada fruta?
(b) 12 tarros de duraznos y 8 de damascos?
(c) 8 tarros de duraznos y 12 de damascos?



558 Rufino Moya C. - Gregorio Saratiia A .

(d) 10 ó más tarros de damascos?

15. Si X es una variable aleatoria b(n,0.55). Hallar el menor valor de n de mo 

do que P[X/n > 1/2]» 0.95 (aproximadamente). Sugerencia: observe que -

P[X/n > 1/2 ] = P[X > n i2]

16. Un funcionario de asitencia pública en cierta área de una ciudad grande - 
sospecha que un 10% de los niños sufren grave desnutrición. En esa área 

viven 2000 niños. Se selecciona una muestra de 80 niños.
(a) ¿Qué distribución de probabilidad tiene el número de niños desnutri

dos en la muestra? ¿cuales son sus parámetros?
(b) ¿Cuál es la probabilidad (aproximada) que cuando menos 5 niños es

tén desnutridos?

17. Los automóviles llegan a un servicio de lavado autómatico a razón de nueve 

cada media hora. Determine la probabilidad que en cualquier periodo dado 

de 8 horas
(a) lleguen cuando menos 120 automóviles,

(b) lleguen entre 120 y 150 automóviles.

18. (a) Un sistema está formado por 100 componentes que funcionan independien

temente. La probabilidad que cualquier componente falle durante el 

período de operación es igual a 0.10. El sistema funciona si funcionan 

al menos 85 componentes. Calcular la probabilidad que funcione el - 
sistema.

(b) Suponga que el sistema anterior esté formado por n componentes, cada -

una con una confiabilidad de 0.90. El sistema funcionará si al menos -

el 80% de las componentes funcionen correctamente. Determinar n de mo 
do que el sistema tenga una confiabilidad de 0.95.

19. Considere un sistema eléctrico en serie que contiene 30 focos, conectados 
de manera que ninguno prenderá si uno de ellos es defectuoso. Si los focos 

de la instalación se seleccionan al azar de un lote de 600 focos, 100 de - 
los cuales son defectuosos. Determinar la probabilidad que funcionen to 
dos los focos del sistema eléctrico.
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DISTRIBUCIONES 
MUESTRALES

7.1 POBLACION Y  MUESTRA_____________________________________________

La palabra población es muy común en el lenguaje cotidiano y su uso es - 

muy general. Al pasar diremos simplemente aue población es e l conjunto de ío 
das tas obsenvaciones [nesuttados] posibles que puede toman una vaniable alea 
t o d a X . Según e'sta definición, la distribución de la población es la distri
bución de la variable aleatoria X y la población será discreta o continua se

gún sea X.
En muchos problemas es imposible o innecesario tener todos los datos de 

la población. Los datos de sólo una parte de la población pueden dar la infor 

mación necesaria para generalizar acerca de los parámetros de la población - 

que por lo general son desconocidas. Una parte (subconjunto) de la población 

se llama una muestna.
DEFINICION (MUESTRA ALEATORIA) Sea X una variable aleatoria con función de - 

distribución ¿(x) (función de probabilidad o función de densidad), media y y 
varianza o2 . Una muestna aleatonia de tamaño n , de X, es un conjunto den va 
riables aleatorias Xi,X2,. . . , X^ que cumplen :

1. Cada X . U  = 1,2, . . . fn), tiene la misma distribución que X. Es decir,

F (x) = F (x) , para todo x , i  - 1,2, . . . , n 
* i x
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L  (x) =* ¿¥{x) para todo x a = 1,2, . . . , n

2. Las variables aleatorias X.(-¿ = 1,2, . . . , n) son independientes 

CONSECUENCIA (a) Cada X. tiene la misma distribución que X. Entonces

wx = E(XJ = ELX) = p

aj* = Var(X^) = Var(X) = a

(b) La función de probabilidad conjunta de la muestra aleatoria X la X2,...,X 

está dado por

PXj x (^i,x2,.,.,xn) * pxUi)..-Px(xn) , si X es discreta. 

^Xi.-.-.X ^X1 > X Z>'  • • >xy? * ¿x^x ^ ‘ • ■ M xn* ' Si  X es continua.

n

NOTA 1 La definición anterior se cumple, cuando la muestra proviene de una - 

población infinita discreta o continua y cuando la muestra se extrae con reem 
plazamiento de una población finita.

2. Cuando la muestra se extrae sin reemplazo de una población finita,evidente 

mente no satisface la definición de la muestra aleatoria, pues las variables 

aleatorias: XlsX2,. . X^ no son independientes. Sin embargo, si el tanm 
ño n de la muestra es muy pequeña en comparación con el tamaño de la pobla 

ción, se cumple aproximadamente la definición.

EJEMPLO 1 De una población normal con media 10 y varianza 12 se extrae 

muestra aleatoria, Xj,X2,...,Xio . Calcular

una

PÍ X! -  x 5 + Xe 13 ]

SOLUCION Si X, es la variable aleatoria de la población normal, X -► N(10,12), 

Entonces, por ser Xi,X2s. . . ,X10 una muestra aleatoria,se cumple:

1.

2.
X. N( 10,12),
A*

a. = 1,2, . . . , 10

I  - 1 ,2, . . . , 10, son variables aleatorias independientes

3. Sea Y = Xj - X5 + X8 , entonces Y N(uy, o^) , por ser suma de varia
bles aleatorias normales e 1ndependientes(propiedad reproductiva), donde

Uy = E(Y) = E(Xx - X s + X8) = E(Xi) - E{X5) + E(X8)

= 10-10+10 = 10 .
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o* = Var(Y) = Var(Xi - X 5 + X 8)Y

= Var(Xx) + Var(X5) + Var(X8) 

= 1 2 + 1 2 + 1 2  * 36

de donde - 6 .

P[Xj - x5 + x0 fe 13 ] * p[y = 13 3

« P[L i Z i >  1 1 - 1 0  ]
0^ o

= P [ Z i | ] *  i - ♦(£)
* 1 - 0.6915 * 0.3085 .

EJEMPLO 2 Suponga que X es una variable aleatoria normal estándar y que

Xi»*2>X3»JU es una mijestra aleatoria de X; se define

4
X = 21 X./4. Calcular ¡a probabilidad que |X| > i  

¿-1 * ¿

SOLUCION X -*■ N(0,1)

Desde que X^ ,(¿ = 1,2,3,4) es una muestra aleatoria, se cumple:
1 X. N(0,1), l  = 1,2,3,4
2 X^,(*¿ = 1,2,3,4) son variables aleatorias independientes. Entonces

X - N(üj,oj)

por ser X una combinación lineal de variables aleatorias normales. Donde

li. = E(Zx./4) = |  ¿ E ( X . )  = 0 .
* ¿=1 *■ * *

a | = V a r ( Z x  /4) = ¿Var(X.) - +- = i .
* .¿=1 't 42 ¿=1 ■<- 42 4

luego, |  .

P[|X| > 1 / 2 ]  = P[(X > 1/2) U  (í < - 1/2)]

= P[X > 1/2 ] + P[X < - 1/2]

= P[Z > 1] + P[Z < - 1]
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= 2 P[Z > 1 ] = 2 [1 - P C  á 1]]

= 2 ti - 0.8413 ] = 0.3174 .

EJEMPLO 3 lina urna contiene 4 bolas blancas y 1 roja,Se van a extraer de la urna 
bolas con reemplazamiento hasta obtener la roja. Sea X el número de sacadas ne

cesarías. Si se toma una muestra aleatoria de 5 observaciones de X. ¿Cuál es
la función de probabilidad conjunta de la muestra?

SOLUCION Obtendremos primero la función de probabilidad de X. El experimento 

es"extraer una bola con reemplazo de la urna hasta obtener la roja".

X = número de extracciones hasta obtener la roja.
Rx = (1,2,3,4, . . .}

P [ x . 1 1 . |  , « £ .
2- \

P[X = 2 ] = P[BR] = P[B] P[R|B] = i . i =  ---5 5 5?

P[X = 3 ] = P[BBR ]= P[B] P[B|B] P[R|BB] = |  |  |  = i-y-

En general se cumple,

4* ' 1P¥(x) = P[X = x] = , x « 1,2,3, . . .  (1)x 5x

Se toma ahora una muestra aleatoria de 5 observaciones de la variable aleato
ria X con función de probabilidad definida por (1).

Sea Xi,X2>X3»Xit,Xs, la muestra aleatoria con valores xi,X2,x3,Xilf y x5 respe£ 

ti vamente. Entonces,

Pv ••• »x§) 9 Pjj(Xj )py(x2) Py(xg)
X 3

4X 1-1 4X2-1 4X3-1 4X4-1 4X5-1

5X 1 5X2 5X3 5x4 5X5

j ,
. ¡ f '  . 5 £m 1

EJEMPLO 4 Suponga que determinados bulbos electrónicos tienen vidas medias - 
que están distribuidas exponencialmente con parámetro X . Si se toma una mue^ 
tra aleatoria de 10, de estos bulbos y se representa con X. = la duración del

x-ésimo bulbo, ¿ - 1 ,2 , . . . , 10, ¿cuál es la función de densidad conjunta 
de la muestra?
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SOLUCION La función de densidad de la población es,

-Xx¿v(x) = Xe

Se toma una muestra aleatoria de tamaño 10 ,

x > 0

X. , l  * 1,2, . . . , 10 donde X. - la duración del .¿-ésimo bulbo,

i  = 1,2, . . . , 10 .

Entonces, la función de densidad conjunta de la muestra es

A l,.*.,A]o ¿y(*i)i$y(*2) • • * t?v(*]<))

Xe'Xx> . Xe‘X* • • Xe-xx 10

= X 10

10
-XE x -
» 1=1* x . > 0

PROBLEMAS 7.1

1. Suponga que Xi,X2» 
toria normal estándar.

P[X < 0.271]

, X i o es una muestra aleatoria de una variable aleâ  

Calcular
10

donde X = i  £  X .
iü _¿=, A.

2. Oe una población normal con y = 10 y o = 2t se extraerá una muestra alea 
toria X 1,X2>X3,Xtt . Calcular:

(a) P[Xa + X2 + X 3 + X„ i 48 ] (b) P[X, > 13]
3. Sea Xi y X2 una muestra aleatoria de tamaño 2 de una variable aleatoria X. 

con función de probabilidad ¿(x) s ^  , x = 1,2,3. Calcular la media y la 
varianza de Xl + X2 .

4. Sea X una variable aleatoria con función de densidad ¿(x) = 6x(l - x) , - 

0 < x < 1 . Se extrae una muestra aleatoria X 2,X2. ...» X l0 de esta población 
Calcular

(a) la media y la varianza de X

(b) la función de densidad conjunta de la muestra.

5. Suponga que todos los ladrones tienen una probabilidad constante p de ser 

sorprendidos mientras cometen un robo; y sea X el número de robos cometi

dos hasta que el ladrón es atrapado. Si se toma una muestra aleatoria de 

10 ladrones, ¿cuál es la función de probabilidad conjunta del número de ro 

bos efectuados por cada uno de ellos antes de ser atrapados por primera - 

vez?
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6. Suponga X está distribuida unifórmente en el intervalo [0,1] . Si se toma 
una muestra aleatoria de 10 observaciones de X, ¿cuál es la función de den 

sidad conjunta de la muestra?

7. Suponga que una variable aleatoria se distribuye normalmente con media y y 

varianza o2 . Se extrae una muestra aleatoria de 5 observaciones. Determi
nar la función de densidad conjunta de la muestra.

8. Suponga que los resultados de los exámenes de manejo están distribuidos ñor 

malmente con media 50 y varianza 25, y que cualquiera que obtenga más de -
60 puntos en la prueba será un buen piloto. Se presentan a,1 examén 10 perso

ñas. ¿Cuál:esla probabilidad que:

(a) no hayan buenos pilotos en el grupo de 10 personas?
(b) haya uno ó más buenos pilotos en el grupo de 10?

9. Un lote consiste de N transistores, y de estos M(M < N) son defectuosos.

Se selecciona aleatoriamente dos transistores sin reemplazamiento de éste 

lote y se determina si son defectuosos o no defectuosos. Se define la va

riable aleatoria

1

0

si el ¿-ésimo transistor es no defectuoso 

si el ¿-ésimo transistor es defectuoso

l  = 1,2 .

Determinar la función de probabilidad conjunta para Xj y X2 . ¿Cuales son 

las funciones de probabilidad marginal para X x y X2 ? ¿son las variables 

aleatorias X¿ y X2 independientes?

1 2  DISTRIBUCIONES MUESTRALES_____________________________________

Un problema central en estadística (como hemos mencionado en 7.1) es, e£ 
tudiar una población con función de densidad |j(x,0), donde la fórmula de la - 

función de densidad es conocida (o se supone conocida) pero contiene un pará

metro desconocido 6 . Si se conoce 0, la función de densidad estará completa

mente especificado. El procedimiento es tomar una muestra aleatoria X 1#X2, ..
. , X^ de tamaño n de la población y buscar alguna función de esta muestra - 

que estime el parámetro desconocido 6. Este problema se formulará con más de 
talle en el próximo capítulo. En esta sección daremos la definición de esta

dístico, distribuciones muéstrales y los momentos muéstrales.
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7.2.1. ESTADISTICO Y MOMENTOS MUESTRALES

DEFINICION 7.2.1 Un u ta L U tic o  es una variable aleatoria que depende sola
mente de la muestra observada.

EJEMPLO 1 Si Xi,X2,-.. es una muestra aleatoria de una población X, entonces

Y _ 1 £  X.
* n  -  ~  t T l  1

n

X ( X .  - X)2
S2 =

son estadísticos.

DEFINICION 7.2.2 La distribución de probabilidad de un estadístico de llama 

dls&Ubución trntestnal

DEFINICION 7.2.3 La desviación estándar de la distribución muestral de un es 

tadístico, se llama el w iofi e&tándax del e&tadl&lico .

DEFINICION 7.2.4 MOMENTOS MUESTRALES Sea Xi,X2, . . ., X̂  una muestra alea 
toria de una población con función de densidad ¿(x). Entonces, el n-teimo mo
mento mues&Lal aViededoA. del otUgen 0, denotado por M ’ , se define así,

n

* n ¿-i

En particular, si n. * 1, tenemos la media la cual usualmente se deno

ta por X o Xn esto es:

T . . .  i É

El K-€Aúno momento rtjnutxal al fiededon. de X  , denotado por , se define

1
n

NOTA Los momentos muéstrales son ejemplos de estadístico .

DEFINICION Varianza muestral. Sea Xi,X2 , ... , X^ una muestra aleatoria de

una población X; entonces S2 = — ¿ ( X .  - X)2, para n > 1, se llama va-
M ' -c=1 *

rianza muestral.
En el capítulo 3 , hemos definido el *.-ésimo momento al rededor del ori 

gen 0 de una variable aleatoria X así, E[XA ] = . En adelante diremos que
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E(Xa*) es el *-ésimo momento de la población con distribución de probabilidad 

<(x) * <x(x) -

TEOREMA 7.2.1 Sea Xj,X2s ... ,X^ una muestra aleatoria de una población con 

distribución de probabilidad ¿(x). El valor esperado del *-ésimo momento mues^ 
tral (alrededor del origen 0) es igual al *-ésimo momento de la población; es 
decir

EÜT ]- »fl fl (si p’ existe) .

y VarlW] = i  {[E[X2/t] - (E[X'"1])2 } = - ( ^ ) 2] (si existe)

En particular, si k - 1, tenemos el siguiente corolario

COROLARIO 7.2.1 Sea X^Xj, . . . ,X una muestra aleatoria de una población

n
X, distribuida con media p y varianza o2. Sea X = -i S x  . la media muestraln . a . -c= i

entonces
E(X) = Var(X)

DEMOSTRACION
n n

E(X) = E [ ¿  Z X..] = i  Ze(X.)n ■ . x x=l rt 1 *
propiedad de la esperanza

por ser X^ muestra aleatoria

n n

Var(X) = Var[i X x , ]  * ¿  Var[ 2 ]  X. ] propiedad de la varianza
n -¿=i ■l

n

L Z Var(X .) X̂ . muestra aleatoria (independientes)

n

¿=1
X. muestra aleatoria

En la investigación, en las encuestas en los negocios etc., el muestreo se -
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efectúa sin reemplazo en poblaciones finitas. En estos casos se cumple el co
rolario siguiente.

COROLARIO 7.2.2 Sea Xj,X2, . . .,Xn una muestra de tamaño n , extraída sin - 

reemplazamiento, de una población finita de N elementos, distribuida con me

dia y y varianza o2 , entonces

E(X) = y y Var(X) = £  • j ¡ - ^

El factor j|- * se llama ¿acto* de. coAAe.cc¿ón para población finita

Los diagramas siguientes, da una visión esquemática de los corolarios 7.2.1 y
7.2.2, para una población finita.

X, población finita 
de N elementos

o 2=

N

2
¿-1 xi

N

N

2<
x.
A. - y)

N

muestra con reemplazamiento
de tamaño n__________________■ ■ »

Hay N.N...N=Nn muestras posibles
=M

muestra número 1 de n  valores

muestra número M de « valores

Medias

y = u* 

Varianzas

población muestral
X

px

M

£
¿«i

M

H

Z l 5.-u)
O-X M
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X, población finita 
de N elementos

y -

N

X
1 ® 9A,-\ A.

N

N

Z ( x,* * y)2
a2s ÓZl

muestra sin reemplazo de 
tamaño n

Yl N
M muestras posi- 

bles consi de- <• 
rando el orden

muestra número 1 de n valores

Hay P N =

N(N-1)...(N-n+1)

muestra número M de n valores

Medias

y - y*

Varianzas

N
?. _ Q2 N 

aÍ  n * N -  1

población_muestral
X

Mz
1= 1
M

M

Z(í.-y)2 
¿=1 Á -

M

NOTA La desviación estándar muestral está dado por :

os * , si el muestreo es con reemplazamiento
* f~ñ

cj = ^ ■" - , si el muestreo es sin reemplazamiento de una po-
J~ñ /  N - 1 blación finita.

EJEMPLO 2 Una población X consta de cinco elementos

X * {1,2,3,4,5}

(a) Calcule la media y y la desviación estándar de la población,
(b) graflque la distribución de probabilidad de la población X.

Se extrae una muestra de tamaño 2 de la población (1) con reemplazamiento 

(2) sin reemplazamiento.
(c) Escriba todas las muestras posibles de tamaño 2 de X (en ambos casos)

(d) Calcular las medias X de cada una de estas muestras.

(e) Calcular la media y^ de las Y  . ¿Que se verifica?
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(f) Calcular la desviación estándar a* óe las X determinando la desviación es 

tándar de todas las posibles medias de las muestras obtenidas en (d) con 

respecto a la media de la población, y . Luego calcule la desviación es
tándar de la media basado en que o se conoce. Verifique que los dos valo 

res de la desviación estándar son iguales.
(g) Grafique la distribución de probabilidad de Y . Compare con la gráfica de 

la distribución de X.

SOLUCION (a) Se obtiene de dos formas

PRIMERA FORMA Usando la definición de media y varianza poblacional.
N

■<>1 A 
N

1 + 2 + 3 + 4 + 5  15 ^
-------- 5--------  * T  a 3 ’

N

x. - y)

W
(1-3)2 + (2-3)2 + (3-3)2 + (4-3)2 + (5-3)2 10

5 , 5 - 2

luego o « / 2 .

SEGUNDA FORMA Se determina la distribución de probabilidad de la población - 

X .
X 1 2 3 4 5

p(x) 1
5

►

1
5

1
5

1
5

1
5

I  + 1  + 3 + 4 + 5 
5 5 5 5 5 * 3.

E(X2) - L * 2P(*) . + + ^  =
X.£ R ii

o2 = E(X2) - (y)2 = 1 1 - 9  = 2 *

luego o =
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(b) p(x)

1/5

4

o
Fig. 7.2.1. Gráfica de la distribución de probabilidad de la población

1. Muestreo con reemplazamiento. « = 2. Hay M = N2 = 52 = 25 posibles mues
tras. ,

. . \ 1 *  Extracción

Ext race lón^s^ 1 2 3 4 5

X 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
1 1 1 12 13 14 15
X 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
2 21 22 23 24 25

X 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
3 31 32 33 34 35
% 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

4 41 42 43 44 4 5

X 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

5 51 52 5 3.. 54 5 5

Tabla de muestras posibles. En la parte superior de c a 

da muestra está su media
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(Id) Las medias muéstrales llevados a una tabla de frecuencias

(le) UJ -

X . 
A. h

A  .x.
A.

x . -  u
A.

Ix.-v)2
•4, h lh  - p 1 2

1.0 1 1.0 - 2.0 4.00 4.00

1.5 2 3.0 - 1.5 2.25 4.50

2.0 3 6.0 - 1.0 1.00 3.00

2.5 4 10.0 - 0.5 0.25 1.00

3.0 5 15.0 0.0 0.00 0.00

3.5 4 14.0 0.5 0.25 1.00

4.0 3 12.0 1.0 1.00 3.00

4.5 2 9.0 1.5 2.25 4.50

5.0 1 5.0 2.0 4.00 4,00

Total 25 75.0 25.00

Z<A, A.

M
75*° - -k ni r  ~ 3-°

Se verifica el corolario 1. Es decir u “ = u = 3 .

(lf) °x ■
' v ) Z - /

25
21 « 1

Aplicando el corolario 1. o- *
n n

-  1 .

Por lo tanto se verifica que « -2-
X J~ñ

(lg) Cálculo de la distribución de probabilidad de J  . Se obtiene de dos for- 
mas -

U) Directamente de la tabla de distribución de frecuencias p(x.) * —  , por
* M

ejemplo p(1.0) * , p(3.5) = , etc.

(¿t) El muestreo es con reemplazo. Entonces el resultado de la segunda extra£ 
ción no depende del resultado de la primera extracción. Así

p(1.0) = P [{(1.1)} ] = 1 . 1 - 4  ; p(1.5) = P[{(1,2),(2,1)}]25
1 . 1 1



X . 
X. 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

nív 1 1 2 3 4 5 4 3 2 1

p 1V 25 25 25 25 25 25 25 25 25
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P(x)

1/5

4/25

3/25

2/25
1

1/25

l i
O 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 x

Fig. 7.2.2. Gráfica de la distribución de probabilidad de X

COMPARACION La gráfica de X es uniforme, de X es un triángulo isósceles

2. Muestreo sin reemplazamiento n = 

sibles. Teniendo en cuenta que el
Nicon

" • o - n l(N - n)¡

2. Hay N(N - I) = 5 x 4  = 20 muestras po- 

orden no interesa, es suficiente trabajar 

5!
2 !.3 !

= 10 muestras.

(2c)

Extrae-
2 *  ^ " ' \ s c i ó n  

Extracc i ó f i ^ 1 2 3 4 5

X 1.5 2.0 2.5 3.0
1 12 13 14 1 5
X 2.5 3.0 3.5 '

2 2 1 2 3 24 2 5
X 3.5 4.0 ‘

3 3 1 32 34 3 5
X 4.5
4 4 1 42 4 3 4 5
X

5 5 1 52 5 3 54

Tabla de muestras posibles. Fn la parte superior de - 

cada muestra esta su media.
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(2d) Las medias muéstrales tabulados en una tabla de distribución de frecuen 

cias.

X .
•c <<

x . - o
4* (V V)2 h {\  ' U)2

1.5 1 1.5 - 1.5 2.25 2.25

2.0 1 2.0 - 1.0 1.00 1.00
2. 5 2 5.0 - 0.5 0.25 0.50

3.0 2 6.0 0.0 0.00 0.00

3.5 2 7.0 0.5 0.25 0.50

4.0 1 4.0 1.0 1.00 1.00

4.5 1 4.5 1.5 2.25 2.25

Total 10 = M 30.0 7.50

(2e)
=

' x; ■L 'C
M

30,0
10

Se verifica el corolario 2. Es decir V*x ~ U - 3 .

( 2 f ) °x /  7.50 
10

r r

Por otro lado aplicando el corolario 2, obtenemos

°x = /
n

N - n 

N - 1

/  2

/ 2
/ m

5 - 1

n

Es decir, se verifica que o^ =
n

/  h zJL
N - 1

(2g) La distribución de probabilidad de X se obtiene de dos formas 

W) Directamente de la tabla de distribución de frecuencia, p(x.)

(¿O De la tabla de muestras posibles, teniendo en cuenta que el resultado de 

la segunda extracción depende de la primera, se aplica probabilidad con

dicional asi

p(l,5) = P[{(1,2),(2,1)} ]

p(2.0) = P [{(1,3),(3,1)}]

1
5

1

5

1,1 
4 5

1,1 
4 5

« i
2

s 25
1

= T5

x ¿ 2
5S — X

4 20 10
etc



m Rufino Moya C. - Gregorio SaraOia A.

X . 
X 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

p(x.)
1
10

1
TÜ

2
iü

2
TÜ

2
TÜ

1
TÜ

1
TÜ

P(x)

1/5

1/10

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5 *
Fig. 7.2.3

1X2 DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

Sea X una población con distribución de probabilidad ¿(x), media p y va 

rianza a2 . Sea Xi#X 2» ..•.X^ una muestra aleatoria de tamaño n  de X. La me

n

dia muestral es X * ! £ x .
n *

. Entonces

1. y n corolario 7.2.1

2. Para n suficientemente grande, por el teorema central del límite, la varia 
ble aleatoria X se distribuye aproximadamente por una normal con media y 

y varianza a2/n . En símbolos

X, * N ( y , £ )

Por lo tanto» la variable aleatoria

l  ~ ^ = (I - y) T ñ
o// IT  0

tiene aproximadamente una distribución normal estándar.

3. Si la población X tiene una distribución normal con media p varianza a2 , 

la muestra aleatoria Xj,X2, ... .X^ son variables aleatorias distribuidas 
normalmente e idénticamente con media p y varianza a2. Entonces X  tiene - 

una distribución normal con media y y varianza a2/w para todo n . En con
secuencia, la variable aleatoria
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l  = (X - y) /~ñ
o

tiene una distribución norrwl estándar.
La media de X es la misma de la población, y y su varianza se reduce - 

a o2/n . Una comparación de la distribución de la media muestral X y una de - 
las variables originales distribuidas normalmente se muestra en la fig. 7.2.4

2

Fig. 7.2.4. Coapa ración de la distribución de probabilidad de X. con la
distribución de probabilidad de X 1

£1 teorema 7.2.2formaliza lo expresado en el párrafo anterior.

TEOREMA 7.2.2 Si X lfX2, . . . , X es una muestra aleatoria de tamaño n - 

de una variable aleatoria X con media y y varianza o2 , entonces la distribu

ción de la media muestral X es aproximadamente una distribución normal con me 

dia y y varianza o2/n. Y la variable aleatoria

tiene aproximadamente una distribución N(0,1) .

NOTA El teorema 7.2.2 es válido para cualquier población finita o infinita - 

discreta o continua, cuando n t  30. Si la población es normal el teorema se - 

cumple cualquiera que sea el tamaño de n.
Cuando la población es finita de N elementos y el muestreo es sin reem

plazamiento, las variables aleatorias X. no son independientes, entonces la - 
distribución de X obedece a una distribución de probabilidad Hipergeométrica.

Por lo tanto w
Mjj - y . y ^ = X ( N ^ T ) • Corolario 7.2.2
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TEOREMA 7.2.3 Si Xj,X2» ... , Xrt es una muestra de tamaño n extraída sin 
reemplazamiento de una población finita de tamaño N con media y y varianza o2 
entonces la media muestral X tiene aproximadamente una distribución normal -

con media y y varianza n
M - n 
N - 1

Y la variable aleatoria

X - y

tiene aproximadamente una distribución normal estándar,

EJEMPLO 3 Sea 1,1,1,3,4,5,6,6,6,7 una población. Se extrae una muestra de ta 

maño 36 con reemplazamiento de esta población. Calcular:

(a) la media y y la desviación estándar o de la población

(b) la media y^ y la desviación estándar de la media muestral X

(c) P [3.6 < X < 4.4]

SOLUCION Consideremos la población como una variable aleatoria X cuyos valo
res que podrían tomar son 1,2,3,4,5,6 y 7. Entonces la distribución de proba

bilidad de la población, es

X 1 3 4 5 6 7

PtX = x ] 0.3 0 . 1 0 . 1 0 . 1 0.3 0 .1

(a) Cálculo de la media de la población.

y = E(X) = 1(0.3) + 3(0.1) + 4(0.1) + 5(0.1) + 6(0.3) + 7(0.1)

= 0.3 + 0.3 + 0.4 + 0.5 + 1.8 + 0.7 = 4.

Cálculo de la varianza de la población.

E(X2) = 1(0.3) + 9(0.1) + 16(0.1) + 25(0.1) + 36(0.3) + 49(0.1)

= 0.3 + 0.9 + 1.6 + 2.5 + 10.8 + 4.9 = 21.

a2 = E(X2) - y2 = 21 - 16 = 5 .

Luego, a s / T  .

(b) Por el corolario 7.2.1 = 4 / T

(c) n = 36 > 30, por el teorema 7.2.2,X tiene aproximadamente una distribución
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N

normal con media p = 4 varianza n
_5_
36 Entonces

P [ 3 . 6 Xf < 4 4 1  - r [(3.6 - 4)6 „ (X - w) /TT „ (4.4 - 4)6 1
' L / t  ° ' n  J

= p
[ - *

I s z  £-224 5 * s 2
4 1  = $(1.07) - $(- 1.07)

= 24(1.07) - 1 = 2(0.8577) - 1 = 0.7154 .

EJEMPLO 4 En su camino al trabajo una persona pasa tres semáforos cada maña

na. Los semáforos operan independientemente y debido a que la distancia entre 

ellos es grande, también operan independientemente respecto a una persona que 
camina de uno hacia otro. La probabilidad de una luz roja es 0.4,0.8 y 0.5, - 
respectivamente, para cada uno de los semáforos. Sea X el número de luces ro

jas que la persona encuentra en su camino de ida. Considere que la persona, - 
durante un año hace 250 viajes a su trabajo. Sea Y la media del número de lu
ces rojas que encuentra en cada uno de estos viajes. Determinar

(a) la media y la desviación estándar de Y  .

( b )  P [ í  2  1.5 ]  .

SOLUCION X = número de luces rojas que la persona encuentra en su camino de

ida.

Rx = Í0,1,2,3}

Cálculo de la distribución de probabilidad de X. Definimos los siguientes - 

eventos
R. : "el -t-ésimo semáforo está en rojo, ¿ = 1,2,3" .

P 0̂ 1 3 = 0.4 , P[R2] = 0.8 P [ R 3 ]  = 0.5

P[X = 0 ] =  p R i R 2R 3 ]  = (0.6)(0.2)(0.5) = 0.06. R i  - l.,2,3 independientesX0

P »  *  1 ]  = P [ R i R 2R 3 u  R i M 3 U  R i R 2R 3>  ( 0 . 4 ) ( 0 . 2 ) ( 0 . 5 )  + ( 0 . 6 ) ( 0 . 8 )
(0.5) + (0.6)(0.2)(0.5)

= 0.34 .

PCX « 2 ] = P[R1R2R3] + P[R3R2RJ + PCR,R2R3]= (0.4)(0.8)(0.5) + (0.4)(0.2)
(0.5) + (0.6)(0.8)(0.5)

= 0.44.

PDe = 3] = PtRiRjR;,] = (0.4)(0.8)(0.5) = 0.16 .



X 0 1 2 3

p(x) 0.06 0.34 0.44 0.16

Cálculo de la media y varianza poblacional.

U = £ x p ( x )  = 0(0.06) + 1(0.34) + 2(0.44) + 3(0.16) = 1.7 .
x £ R„

E (X2) 0(0.06) + 1(0.34) + 4(0.44) + 9(0.16) 3.54 .

a2 = E(X2) - (E(X)2 = 3.54 - (1.7)2 = 0.65.

(a) Sea X. = número de luces rojas que la persona encuentra en el ¿-ésimo via

je l  = 1,2,. . . , 250.

por ejemplo, X5 = número de luces rojas que la persona encuentre en el -
quinto viaje, etc.

250

1 Z -X =
250 *

por el corolario 7.2.1 = 1.7
/  0.65

a# ~ i-----
* / 250

(b) Por el teorema7.2.2, X tiene aproximadamente una distribución normal, en

tonces

P[X> 1.5] = p ft* ^ t1*5 ~ 1 = p[Z ^ - 3,91] « 1
L . a / 0.65 J

EJEMPLO 5 Sea X 3S la media de una muestra aleatoria de tamaño 36 de la varia 
ble aleatoria cuya función de densidad es

áU) =
(|)x2

0

- 1 < x < 1

en otros casos

Calcular P[0.03 á X 36 ^ 0.15 ]

SOLUCION
1. La media y la varianza de la población están dados por

y = E(x) =
’  Í  1 

1 ,  2

3dx =
[ í r

o



Probabilidad e Inferencia Estadística
K v W  v , v \&

> » . \ s

az = E(X2)
■ r .  i

x V x  = ^

w = 36 > 30, por el 

ción normal con

teorema 7.2.2 X36 tiene aproximadamente una distribu-

o | =  si  X n
3/5
i r

3. P[0.03 < I 3f < 0.15]

'(0.03 - 0)/36 (X -

/1/b

m) / T  c (0.15 - 0)/~3g ]

/ y s  *1

= p [ r T T 5 s z  5 o t s ] = $(1'16) - *<°-23>

= 0.8770 - 0.5910 = 0.2850 .

EJEMPLO 6 Sea X una variable aleatoria con función de densidad

ó(x) = 1 t  * 0 < x < 2

0 , en otro lugar

De la cual se toma una muestra aleatoria de tamaño 32. Hallar :

(a) P[X < 1.6 ]

(b) P[11-5 < X < 1.6)|X < 1.6 ]

SOLUCION

1. La media y la varianza de la población son
2  2

u = E(X) =

2

E(X2)
o

2 - 8
0 “ 3 ’ 25

X*4 X 5
20

X 5 ,T dx X 2
0  TT

64 8

0

2

8
5

o

8
3

75

2. n = 32 > 30, por el teorema 7.2.2,X tiene aproximadamente una distribución 
normal con

8  ~ - 2
p - x  =  p  -  ¥

n2 = 0 1 8/75 JL_
n 32 300
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(a) P[X < 1.6 ] * P X - 1.6 - 8/5

oiTñ S T /300
= P[Z < 0.0] = 0.500

(b) P [(1.5 < X< 1.6) |X < 1.6]

P [(1*5 < X < 1.6) D  (X < 1.6)1 = P [1.5 < X < 1.6]

P[X < 1.6] P[3f < 1.6]

p p  < 0]

= Pt- 1.73 < l  < 0 ]
p &  < o ]

= 0.5000 - 0.0418 s 0 gi64 

0.500

EJEMPLO 7 El número de horas de duración de una pila para transistores, tie
ne una distribución normal con p = 100 horas y a  - 20 horas. Si se seleccionan 

muestras aleatorias de 16 pilas,

(a) ¿Qué proporción de las medias muéstrales estará entre 100 y 125 horas?
( b ) ¿Por abajo de qué valor en horas caerá el 95% de las medias muéstrales?
(c) ¿Dentro de qué limites caerá el 99% de las medias muéstrales al rededor 

de la media de la población?

(d) ¿Es necesario que se cumpla el teorema central del límite para contentar 

(a*), (b) y (c)? Explique.

SOLUCION 1 La población, X = número de horas de duración de una pila; tiene 

una distribución normal conp = 100 horas y o = 20 horas.

2. Se extraen muestras aleatorias de 16 pilas, X 1#X2........ X 16 de esta pobla

ción. Entonces cada X - U  = lf2, . . . ,16) tiene distribución normal con -A*
p = 100 y o = 20 .

16

3. X = ~  X- , tiene una distribución normal (propiedad reproductiva) -
16 "t3 i A*

con p^ = 100 ax =
a 20

/~Í6
= 5



Probabilidad e Inferencia Estadística
Vh>

\
s 
\

(a) P [ l O O < X < 1 2 5 ]  - P [(100 (X - (125 - ¡ ° V y ^

= p[0 < Z < 5 ] = 0.5 .

(b) Sea a el valor que debemos determinar, entonces
P[X < a ] = 0.95

|~(X - u)/lT , (g - 100)/T6 j = 0.95

Jz < - -  100
] •

0.95

de la tabla III obtenemos a -  100 * 1.645

de donde se obtiene a = 100 + 5(1.645) = 108,225.

(c) Suponiendo que los límites xj y x2 dentro de los cuales caeré el 99% de
medias muéstrales alrededor de la media poblacional son simétricos respec

to a dicha media. Es decir x* * y - x y x2 * y + x . Entonces ,

P[y - x < X < y + x ] = 0.99

p í L i / T T  = o 99
r L 20 o 20 J

t - f < Z < 5 ] = °’99

2 4>( |  ) - 1 = 0.99

* ( r )

De la tabla III obtenemos

« 0.005

£ = 2.575 y - xx
5

y + x

y l l fü lt l ! iW il ¡ l l l i i i t \ l i !> !M in u i !m U ¡l/.|
-2 f ñ  0 z/ñ

a

de donde x = 12.875

Por lo tanto, los límites pedidos son :

Xj = 100 - 12.875 - 87.125 . 

x2 = 100 + 12.875 = 112.875.

(d) No es necesario que se cumpla el teorema central del límite, puesto que - 

la población tiene una distribución normal.

EJEMPLO 8 Una cadena de tiendas a nivel nacional, vende una marca muy conoci

da de calculadora de bolsillo. Para poder lograr el máximo descuento por volu 

men de compra, todas las tiendas deben hacer un nuevo pedido de calculadoras



al mismo tiempo. La decisión para el nuevo pedido, es hacer el pedido cuando 
el inventario promedio en una muestra de tiendas es menor de 25 calculadoras. 

Con base en datos anteriores, se supone que la desviación estándar es de 10 - 

calculadoras. Si se selecciona una muestra de 25 tiendas, ¿cuál es la probabi
lidad que se vuelva a ordenar el pedido de calculadoras,

(a) Cuando el inve^t^rio promedio real de todas las tiendas es de 20 calcula
doras?

(b) cuando el inventario promedio real de todas las tiendas es de 30 calcula

doras?.
(c) ¿Qué suposición se debe hacer para contestar (a) y (b).

(d) ¿Cuál sería su respuesta a (a) y (b) si el tamaño de la muestra es 36?

SOLUCION 1 La población, X = número de calculadoras en inventario de una tien 

da,tiene media y calculadoras y a = 10 calculadoras.

2. Se extrae de la población una muestra de 25 tiendas , X l9X2, . • ->*25 *  ̂

X la media muestral de las calculadoras de las 25 tiendas.

4. Suponiendo que se cumple el teorema central del límite, se tiene que

(d)l. La población tiene media y y o * 10 calculadoras

2. Se extrae úna muestra de 36 tiendas Xi,X2, . . . ,X36 y X la media «* 

muestral de las calculadoras de las 36 tiendas.

3. n * 36 > 30 , por el teorema 7,2.2 es

3. Por el corolario 7.2.1 = y a 10
/m / 25

5. Se hace un nuevo pedido, si X < 25 . Entonces:

(a) cuando y * 20 .

P[iT < 25] = P ^ X ~ < t2S -1g ° > ^ ] = V il < 2.5] = 0.9938 .

(b) cuando y 3 30

p[x < 25] = Pp-X ~ < U5.r-.3 P ) / l 5 j = p[z < - 2.5] = 0.0062.

(c) Se debe considerar válido el teorema central del límite (ver paso 4)
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4. Se hace un nuevo pedido si X < 25 . Entonces 

(-c; cuando u = 20 .

P[X < 25 ] = P [
(X - u) n (25 - 20)/~36

10 ] = P[Z < 3] = 0.99E7 .

(■¿í) cuando m =30.

P[X < 25 ] = p ^ x ~ < (25 - 30)/~36 
10 ■

= P[Z < -3] * 0.0013

EJEMPLO 9 Con referencia al ejemplo 8. Suponga que la cadena tuviera un total 

de 250 tiendas, ¿cuales serían sus respuestas a las preguntas (a) y (b) de - 

ese problema?

SOLUCION 1 El tamaño de la población es N = 250 tiendas.
2. La población tiene media y y desviación estándar a * 10

3. Se toma una muestra de 25 tiendas Xi,X2l..., X2s de Ia población finita.
Y X la media muestral de las calculadoras de las 25 tiendas .

4. Por el corolario 7.2.2, y y ax = o  /  N - n _

IT N - 1

10 /250-25
/15(5-1

Observe que n - 25 = 0.1N, es grande con respecto al tamaño de la pobla 

ción .

5. Suponiendo que se cumple el teorema central del límite, se tiene

N(m . ^
2 N - n

N - 1r)

(a) Si y = 20.

PfX < 25 ] = P X - y 25 - 20

n

/  N - n 
/  N - 1

10
/25 /

250 - 25 
250 - T

= P[Z < 0.63]

= 0.9957

(b) Si y = 30 . 

P[X < 25] = P X - 25 - 30

/ H  -  n
/  JT^ T

10
m /

250 - 25 
250 - 1

= P[Z < -0.63]

= 0.0043



EJEMPLO 10 Un investigador quiere estimar la media de una población utilizar^ 

do una muestra suficientemente grande, para que la probabilidad que la me-, 
dia muestral no difiera de la media poblaclonal en más de 25% de la desviación 

estándar, sea 0.95. ¿Qué tamaño deberá adoptar para la muestra?

SOLUCION Sea n el tamaño de la muestra y J la media de esta muestra; si y y

oz son la media y varianza, respectivamente de la población, entonces Y  tie

ne aproximadamente una distribución normal con Mjj = u y aj| = o2/n 

Del enunciado del problema se tiene;

P [ | X  -  y |. < 0 . 2 5 o  1 = 0 . 9 5  

P [ -  0 . 2 5 a  í X - u í  0 , 2 5 o ]  = 0 . 9 5  

p í "  Q ‘ 25q £ *  ~ y £ 0 . 2 5 o l  _ 0 95
^ a / Z T  aff~ñ a//7iJ

P[- 0.25/7T s Z í 0.25/T] = 0.95

<t>(0.25/~¡T”) -♦(- 0.25/T) - 0.95

$(0.25/7 ) - [1- *(0.25/ñfl= 0.95

2 $(0.25/ñ) = 1.95

$(0.25/T ) = 0,975

De la tabla III obtenemos, 0.25/ n ~ 1,96

de donde n - 0 ^ ) 2 = 61.4656

por lo tanto n = 62

EJEMPLO 11 Los calificativos de un examen a nivel nacional se distribuyen con

media u = 11.80 y o = 3.6 puntos, ¿cuántos estudiantes se deben tomar en 
una muestra para garantizar, con un 95% de probabilidad, que la media mues

tral sea mayor que 11.08.

SOLUCION 1 La población se distribuye con media y = 11.80 y varianza 
a2 = (3.6)2.

2. Sea X la media muestral de una muestra de tamaño n ,

3. X/r̂ -*-N(y,o2/n) por el teorema 7.2.2

4. Según el enunciado se tiene
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P[X > 11.08 ] = 0.95

r [ (x - rt)/T > (1 1 . 0 8 - 11.80)/7T -j
° 3.6

P[Z > - 0.72
3.6 /~¡T ]

= 0.95

De la tabla III, 0.2/1T - 1.645
16.45 = 8,225

* 0.95

P[Z > - 0 . 2 / T  ] = 0.95

P[Z < 0.2/7T ] = 0.95

n = 67.65

luego, n = 68

7.23 DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA  DIFERENCIA DE DOS MEDIAS,
MUESTRAS INDEPENDIENTES

En muchos problemas se está interesado en comparar los parámetros, (en r 

particular las medias) de dos poblaciones (o dos variables aleatorias). La - 

comparación puede hacerse sobre la base de dos muestras aleatorias Independien 
tes, Supongamos ahora que tenemos dos poblaciones X e Y, la primera con media 

y varianza , y la segunda con media Uy y varianza o* . Sea X la media

de la muestra aleatoria de tamaño h , extraída de la primera población, e Y - 

la media de la muestra aleatoria de tamaño m  , tomada de la segunda población. 

La distribución de la diferencia de dos medias muéstrales X - Y , se llama, - 

distribución rmestsaZ de, ¿a dl£eAencla de. dos medias.
El siguiente diagrama da una visión esquemática de lo expresado en el párrafo 

anterior

Población X con
medía y 

Varianza oí

Poblac ion Y con

media py y 

Varianza Oy

muestra aleatoria
---------------------------------------p.

de tamaño n
X i , X 2 , . . . , X n

muestra aleatoria 
- ■»

de tamaño m
Y i , Y 2 , . . . , Y m

n
la media muestral

n *

m

í  • i  S rm



1. Por el corolario 7.2.1 y- = ux . o* = ; y y^ - ^  , o¿ = ^

2. X - Y es una variable aleatoria con media

y varianza

Ujj _ y = E(% - Y) = E(X) - E ( Y) = ^  - y- = PX - Vy

y = Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y) = o| + a| 

°X + «?

de donde

n m

7 5 *
aX - Y “ /  n + m

3. Para n y m suficientemente grande por el teorema 7.2.2, X se distribuye 
aproximadamente por una normal con media y varianza a^/n e Y  se distri

buye aproximadamente por una normal con media uY y varianza a^/m. En símbo
los _

N (yX' °x/n) * Y/ — Oy/w) .

4. Por la propiedad reproductiva de la normal, la distribución muestral de la 

diferencia de medias X - Y es aproximadamente una distribución normal con
o? a.2

media y - y y varianza —  + Y
A Y m En símbolos

-  -  °x  a vX - Y r — N ( y v  - ^  JL + -L )n mX *  * Y

y la variable aleatoria

(X - Y) - (yX ~ ^ )

!i + !i
n m

tiene aproximadamente una distribución N(0,1) .
Observe que los resultados obtenidos para la distribución de Y  - Y son

válidos:
la) cuando el muestreo es con reemplazamiento de dos poblaciones finitas.

(b) cuando el muestreo es con reemplazamiento o sin reemplazamiento de dos po

blaciones infinitas, discretas o continuas.

(c) cuando el muestreo es sin reemplazamiento de dos poblaciones finitas, cu
yos tamaños Hx y N2 son grandes con respecto a los tamaños n y m de

la muestra, respectivamente.
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En el caso que la población es pequeña y el muestreo es sin reemplazamiento, 

entonces se debe calcular o| y o? usando el teorema 7.2.3

El teorema siguiente formaliza la distribución muestral de la diferencia de - 

medias.

TEOREMA 7.2.4 Si X y Y son las medias de dos muestras aleatorias de dos 
poblaciones X e Y, con media px y Py, varianza y oyz , respectivamente,

entonces la distribución muestral de la diferencia de medias X - Y, es aproxj

madamente una distribución normal con media pX̂ - Y5  =  P w * "Y

o2 Xy varianza - —  +
a
1
ni

y la variable aleatoria

.  (x- v)- ("X -

°X + °Y
n m

tiene aproximadamente una distribución N(0,1)
Si w y m son mayores o iguales que 30, la aproximación normal para la 

distribución de X - Y es óptima.
Si las poblaciones son normales, el teorema se cumple cualquiera que sea los 

tamaños de las muestras.

EJEMPLO 12 Cierta universidad en formación tiene 100 profesores, 60 de los - 

cuales tienen el doctorado. Dos muestras, con n1 = n2 m 30, son extraídas in^ 
dependiente de este profesorado, con reposición, y se anotan los números de - 

los que tienen el doctorado, ¿cuál es la probabilidad que las dos muestras 

difieran en 8 ó más en el número con doctorado?

SOLUCION Sean las siguientes variables aleatorias;
Xj = número de doctores en la primera muestra de tamaño 30.

X2 = número de doctores en la segunda muestra de tamaño 30.

RXi = (0,1,2,. . . , 30}

R = (0,1,2,. . . , 30}

Entonces, X 2 y X 2 son variables aleatorias con distribuciones binomia 

les y parámetros,

Pl “ P2 =
60
100

3
I n - 30 V  q t

40
TÜTT

2
5



luego, pv * uY * npAl A^ 30 ( | )  =■ 18

1 8 ( § )  -  f

por lo tanto

2 ( f ) 72
5

72
5

3.795

Se pide calcular:

PCiXi - X2| fc 8 ] - P[X! - X2 S 8] + P[Xa - X2 s - 8]

8 - 0  
3 . 7 9 5

= P[z S 2 . 1 l ]  4 p[z S - 2.11 ]
= PtZ > 2.11] + P[Z > 2.11 ]

= 2P[Z i Z . l l l  = 2 [1 - PCZ < 2.11]] = 2 [1 - 0.9826 ]
= 0.0348 .

NOTA En la aproximación de la diferencia de las dos variables binomiales por 

la normal hemos ignorado el factor de corrección de continuidad, aunque real

mente debería usarse.

EJEMPLO 13 De dos máquinas que embolsan automáticamente café, se han extraído 

muestras de 64 bol si tas de cada uno de ellas.

La distribución de probabilidad del peso de cada bolsita para ambas poblacio

nes tienen idénticas medias y desviaciones típicas de 6.40 grs. y 7.20 grs. - 
respectivamente. Determinar la probabilidad que la diferencia entre las me 

dias de las muestras excede a 0.60 en valor absoluto.
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SOLUCION 1 Sea X e Y definidos por

X, población de bolsitas 

de café embolsados por la 

primera máquina, con media 

* p y desviación típ ica  
- 6.1*0 .

muestra
de tamaño n » 64

X *. i  E
64 X. media muestral

-t

2. Ujj . ̂  =* ux - uY = 0 , o j ^ n
JL
m

Y, población de bolsitas 

de café embolsados por la 
segunda máquina, con media 
Py * p y desviación típica

7 . 2 0

muestra de

tamaño m - 64

. i 2
64 Y . media muestral

■L

(6.4P (7.2)2 .
— 5 T  + T E T "  *

3.

°X - Y /
(6.4)2 _(7.2)2
64 64 1.204

Por el teorema 7.2.4, la distribución de la diferencial de medias muestra 

les es aproximadamente normal con media ^  = ^ ^ varianza

n
1
m Es decir

(X - Y)
(6.4)2 (7.2)2
— p —  + — zx—  1 ■

4. Entonces, del enunciado se tiene

P[|X - T| > 0.6] * P[X - Y > 0.6] + PfX - Y < - 0.6]

* P
(X-Y)- (vx -Vy)

- /
----------T

! i  + ! i
n m

0 . 6 - 0  
> 1.204

< -

. /

0 .6-0
L M

* P[Z > 0.5] + P[Z < - 0.5] * 2 P[Z > 0.5]

= 2[ 1 - P[Z < 0.5]] = 2(1 - 0.6915) * 0.6170 .

EJEMPLO 14 Sean X a y K 2 las medias muéstrales de dos muestras aleatorias 

independientes de tamaño n . Las observaciones que comforman la muestra están 
distribuidas normalmente con media común p y varianza común iqual a 2. Deter
minar n de tal forma que la probabilidad que X1 y Ü2 difieran en menos de 2 - 
sea 0.98 .
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SOLUCION Las observaciones Xi,X2,...,X que conforman las medias se distribu 
yan normalmente con media común » y varianza común 2. Es decir

X̂ . -*■ N(y,2), a. * 1,2,... , n . Entonces

Xi - N(y, y

por lo tanto, y= * = y - y = 0.
x i " *2

2 - N(y, -)

°Xl- X2
/ÜTT5
/ n n = n

Se pide calcular w tal que

0.98 = P[|Xj -  X2| < 2 ] = P [ -  2 < X¡  - X2 < 2]

= P 2 - o Xxi -  X ; ) -  (u -  u

/ ¿ r r _

) 2 - 0
o
n

= P [- / n~ < Z < /~íT ] = #(/^T ) - *(- /~ñ )

= $(/~n ) - [ 1 - 4>(/~¡a ) ] = 2${vr"ñ ) - 1

$(/"íT ) = 0.99, y de la tabla III se obtiene /"ñ = 2,33

n = 5.4289

Luego, n = 6 *

7.2.4 DISTRIBUCION D E  U N A  P R O P O R C I O N

Hemos visto que una variable aleatoria binomial está definida por, 

X = número de éxitos ocurridos en n ensayos de Bernoulli. Luego,

K  * (0,1,2,. . . p = p Ce ]

y se dice que X tiene una distribución binomial, con parámetros n y p . Enton
Y

ces, la piopoKcCón de £x¿¿o¿, ^ , es una variable aleatoria que se denota por

P .  Xn
y

los valores que toma la variable aleatoria, —  son números comprendidos entre 

0 y 1. Es decir, el rango de esta variable aleatoria es
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RP = Í0 * w -  ”

la me¿ca y ta  va/Uanza de la proporción de éxitos son:

v9 = = n E*X) = Í  ^  = p '

°\ = Var^  = "7 Var(X) = —  (npq) =
nz n2

de donde o- = /  &L .p / n

Para evaluar probabilidad, por ejemplo del tipo PÍÍ> < p© 3 » donde p0 es un
s

número entre 0 y 1, observe lo siguiente

p[p í p 0 l = nP»  3

Desde que np0 posiblemente no siempre sea un entero, se tiene que

E  pj

P[P í p03 = P[X $ n p a  3 = 2  ^  X

(donde O  es la función máximo entero). Es decir, la distribución de probabi^ 
lidad de la proporción de éxitos obedece a una distribución de probabilidad - 
binomial, y se escribe

p (¿> -  p f  -  f  ]  = p [ £  > -  p [ x  - « ]  . ( J ) p V x . x = 0 , 1 , ,  n

EJEMPLO 15 Una compañía tiene un número grande de empleados. La probabilidad 

de que un empleado seleccionado aleatoriamente participe en un programa de i£ 

versión de acciones en la compañía es 0.40. Si se escoge'aleatoriamente 10 em 
pleados. ¿Cuál es la probabilidad que la proporción de participantes sea exa£ 

tamente 0.60? ¿cuál es la probabilidad que la proporción de participantes sea 

por lo menos 0.80?

SOLUCION n = 10 , p = 0.40

(a) P [  F  = 0.60 ]  = P p - J L J ,  p [ | U ^ J  = p [ x  = 6 ]

= C k0') (0.40)6 (0.60)4 = (0.004096) (0.1296)
6! 4!

= 0.1115 .

(b)  P [ P }  0.8 ]  = P [ X > ,  8] = 0.0123 (tabla I)
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La importancia de la variable aleatoria proporción de éxitos es principal 

mente por sus aplicaciones muéstrales. Suponga que se tiene una población bi
nomial {cuatquioA coacción de objetoó, donde cada una puede ¿ca claAiíicado - 
como un "éxito" o un "(fiacabo") con parámetro p de la cual se extrae una mués 

tra aleatoria de n observaciones, evidentemente cada observación se clasifica 

como éxito o piacabo y sea X el número de éxitos en la muestra. Observe el - 

diagrama siguiente

población binomial con 

parámetro p 

p * proporción de éxitos 
de la población

muestra aleatoria 

de tamaño n
Xi 1X2,.. •,Xn

1. Note que cada X. es una variable aleatoria de Bernoulli, entonces

n
X = 2  X. es una variable aleatoria binomial

Y

2. La proporción de éxitos P * —  es una variable aleatoria con media

2 PQu- * p y varianza aj * —

3. Para n suficientemente grande, por el teorema central del límite, la vari£
w

ble aleatoria f  = —  se distribuye aproximadamente por una normal con media

p y varianza a  . En simbolos

P = *n n (p , a  )

z = Yl

ES
n

tiene aproximadamente una distribución N(0,1).  Por lo tanto

P[p s po]  = p[z s — r * ]  « *  [ P° -  P
°p

]

NOTA La exposición anterior se cumple :

1. Para una población infinita, cualquiera que sea el tipo de muestreo

2. Para población finita, cuando el muestreo es con reemplazamiento .
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Si el muestreo se hace sin reposición, de una población binomial finita, 

la distribución por muestreo de P obedece a la distribución de probabilidad - 

hipergeométrica. Es decir

[m i

Entonces, .la desviación estándar debe ser ajustado por el iacto*. de coAAecccóh 
de pobtacÁón fin ita * y en este caso está dado por

, _ f p q  /  N - n
p /  n  /  N -  1

Si, «es grande, por el teorema central del límite, la variable aleatoria

Z = n - P
N - n
N - 1

tiene aproximadamente una distribución N(0,1) .

Cuando n es muy pequeña, puede obtenerse aproximaciones normales introdjj 
ciendo el {acXon. de co*Aeec¿Ón de contúuujdad de l/2w (se emplea 1/2n en lugar 
de 1/2, por que en este caso la proporción de éxitos es el nümero de éxitos - 

dividido por n). Entonces

P[P< Po ] = ♦ 2 n - P
a _

P

El lector puede escribir las demás fórmulas.

NOTA En una población binomial finita de N elementos, la proporción de éxi-
U

tos de la población es p = ^  , donde M es el número de éxitos en la población

EJEMPLO 16 Una firma de pedidos por correo, sabe por experiencias anteriores 
de las circulares que envía por correo, el 10% tendrán respuestas. Suponga - 

que se envían 20 circulares como prueba de mercado en una nueva región geográ 

fica. Suponiendo que se puede aplicar la tasa de respuestas del 10% en la nue 

va región. Calcular la probabilidad que menos del 20% de la gente respon
de. Calcular la probabilidad que contesten entre el 20% y el 30% de la - 

gente.

SOLUCION X = número de circulares respondidas de las 20 enviadas.

Rx = {0,1,2,...,20) n = 20 p » 0.10
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debemos calcular

(a) [ X-< 0 .2 0 ] =

X
n 2n - P

/ £ Í

* P Z  s

3/40
0.3
47472

0.20 - i  - 0.10

/  (Q.l)(0,9~j~ 
' 20

= *(1.12)12

*  0 . 8686 .

(b) P Jo. 20 < £ < 0.30 j  = p|~ < 0.3oJ - P
[ i

S 0.20 ]

pl X/n - l/2w - p °-30 - 4Q ~ 0 1

n
/  (0.1)(0.9) 

20

s 0 . 2 + ¿ - 0 . 1 0

/ ~ h
n

/(0.1X0.9) 
/  ”20---

= P[Z á 2.61] - P[Z S 1.86]

= *(2.61) - *(1.86) = 0.9955 - 0.9686 = 0.0269.

EJEMPLO 17 Históricamente, el 10% de un embarque grande de piezas para maqui 

naria es defectuosa. Suponga que el embarque consta de 5000 piezas de máquina. 

Si se seleccionan muestras sin reemplazo de 400 piezas, ¿qué proporción de las 

muestras tendrá

(a) entre 9% y 10%* de piezas defectuosas?
(b) menos de 8% de piezas defectuosas?

(c) ¿por arriba de qué valor en porcentaje caerá el 95% de los porcentajes - 

de la muestra?

SOLUCION 1 La población binomial es finita con N = 5000 y parámetro p = 0.10

2. De la población finita se extrae una muestra de 400 piezas. Sea X = número 

de piezas defectuosas en la muestra *
X3. P« —  es la variable aleatoria proporción de defectuosos en la muestra .

4 .

n ■

Puesto que n - 400 es grande, la variable aleatoria P tiene aproximadamen

te una distribución normal con p- * p - 0,10 y a.
P

/ H - n _
/  r r  ’

5000 = 0.0144
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(a) P[0.09 < P <0.1]= p

Ib)

0.09 - 0.1 
0.0144

< -
J~wT / N -» 
i “  N - 1

0.1 -  0.1 
0.0144

n

= P [ - 0.69 < Z < 0 ] = 4(0.0) - *(- 0.69)

= 0.5 - 0.2451 = 0.2549 .

P[P < 0.08 ] = P
P -

y ~ K  / H n
¥ n N - 1

0.08 - 0.1 
< O.OT43 * P[Z < -1.39]

= 0.0823

(c) Sea a el valor que debemos encontrar, entonces

f - P0.95 = P[P > a] * P
/ E 7 / 1

n N - 1

a - 0.11 
> 0.0144

* P Z >

[2 < q.r Q* -

L 0.0144 J

r, a - o . i i  ,L > 0.0144 J " 1 ' p[z * 0.0144' J
0.05

de la tabla III, a - 0.1 _
0.0144 = - 1.645 de donde a * 0.076

Es decir, arriba del 7.6% .

12S DISTRIBUCION DE LA  DIFERENCIA DE DOS PROPORCIONES

Supongamos que se extraen dos muestras independientes de tamaño nj y n2

de dos poblaciones binomiales. Sean p 2 y p2 las probabilidades de éxito res
pectivamente. Y sean; X 2 = número de éxitos en la muestra de tamaño h j ;

X2 = número de éxitos en la muestra de tamaño n2. Hemos visto que las varia-

x 1 p, = -tibles aleatorias independientes P¡ = ^  y n enen respectivamen

te medias p- * p 2> u- * p2 » varianzas o| « p 2(l - pj)/«j y
“l "2 p l

°i * P2 * P2 ^ln 2 ■ Entonces la diferencia de proporciones de éxitos

—  - —  tiene media pv Von2 Xi X2 pi - P2 y 0
n1 nz

XI
ni

X2.
n2

.  púl.-.ml
ni

P?d-P2)
n2

Por el teorema central del límite, para n 2 y n2 suficientemente grande, las
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Xi x?variables aleatorias ™  y ^  tienen aproximadamente una distribución nor

mal, entonces, la variable aleatoria

X-L
n j n2

tiene aproximadamente una distribución normal con media y varianza dada en 
Es decir

Xi X

ti)

z = , lia . ■ . 1 ■   — ■ —  —  .

^  P i Ü  " + P2 U  “

tiene aproximadamente una distribución N(0,1)

EJEMPLO 18 Dos compañías A y B producen pilas. La compañía A cree que el 10% 

de su producción son defectuosas y B, el 5% . Se toma una muestra al azar de 

300 unidades de la línea de producción de la compañía A y se encuentra que 24 

son defectuosas. Se toma una muestra al azar* de 400 unidades de la línea de - 

producción de la compañía B y se encuentra que 20 son defectuosas. ¿Cuál es - 
la probabilidad de obtener esta diferencia o una menor en proporción si la - 

creencia acerca de los parámetros de la población es correcta?

SOLUCION Si la creencia acerca de los parámetros es correcta, la distribución

dePj - 2̂ P°r muestreo estaría definida por
»

* Pi ■ P2 “ C M  - 0.05 = 0.05

o-
Pl -  P2

(0.1)(1 - 0.1) (O.Q5)(l-O.Q5) _ n n?0.
300 350 ' ’

Es decir Pj_ - P2 se distribuye aproximada por una normal con media

yy- . = 0.05 
Pl '  P2

o. - = 0.0205
P 1 -  P2

Se tiene que Pi -  P¿ ~ 

la probabilidad pedida es

24
300

20
400

= 0,08 - 0.05 = 0.03 por lo tanto,

tfPi - P2 <0.03] = -  P2 ) -  p p i - P2
a

P 1  -  5

-  P Z S -
0.02

0.0205

?2

■]

0.03 - 0 
0.0205

= P[Z <- 0.98]

= 0.1635 .
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1. Una población consiste de las edades de los niños de una familia de cuatro 

niños. Estas edades son : 2,4,6 y 8 años.
(a) Determinar la media v y la desviación estándar o de la población.
(b) Enumerar todas las muestras posibles (sin reemplazo) de 2 niños que - 

pueden seleccionarse en esta familia y determine x para cada muestra.

(c) Calcular la media y la desviación estándar de las medias muestra

2. Evalúe la distribución de la población X por muestreo con n = 2 de una po

blación { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } . Suponga que se hace el muestreo (a) con -

reposición (b) sin reposición.
NOTA La evaluación de una distribución de muestreo supone enumerar todos 

los valores posibles de la estadística con probabilidad asociadas, y calcu 

lar su valor esperado y su error estándar.

3. Sea X una población constituida por {2,4,6} . Calcular

(a) la media p y la desviación estándar a de la población. Se extrae una -

muestra de tamaño 54 con reemplazamiento de la población. Calcular

(b) la media y la desviación estándar de las X .

(c) P[4.1 < X < 4.4 ] .

4. Considere una población X que consiste en 8 billetes de $ 5 cada uno y 2 r 

billetes de $10 cada uno. Determine E(X) y Var(X) .

Ponga los diez billetes en una urna y seleccione al azar dos billetes con 

reposición. Sea X la media muestral.
(a) halle la distribución de probabilidad de X .

(b) Calcule E(X) y Var(X) ¿Qué se verifica?
Repita el experimento anterior con la excepción de que se seleccionan 

los dos billetes al azar sin reposición.
(ci Halle la distribución de probabilidad de X .

(d} Calcule E(X) y Var(X) ¿Qué se verifica?

5. De una población con media 25 y varianza 10 se extrae una muestra aleatoria 

de 25 observaciones.
(a) ¿Cuál es la probabilidad que la media muestral se encuentra entre -

les. Y verifique que se cumple * y ,

24 y 27 .

(b) ¿Qué supone para responder (a)?



6. Sea Xi,X2í . . .,X36 una muestra aleatoria de tamaño 36 de una población - 
con distribución geométrica cuya función de probabilidad es

li(x) = (̂ }X (f) , x = 0,1,Z, , . .

Calcular: (a) P [1/4 < X 36 < 1/2 ] .

36

(b) P[l0 < £  X < 13] .
1= 1 *

7. Sea X 12 la media de una muestra aleatoria de 12 observaciones, de una va
riable aleatoria con función de distribución uniforme en el intervalo
[0,1 ]. Calcular (aproximadamente) P [1/2 s X17 < 2/3]

8. En determinada ciudad grande 1/3 de las familias no tienen automóvil, 1/3 
tiene uno, 1/6 tiene dos, 1/12 tiene tres y 1/12 tiene cuatro automóvil. 

Cada automóvil tiene cinco llantas. Sea X la variable aleatoria que repre
senta el número de llantas por familia. Se toma una muestra aleatoria de - 

100 familias. Determinar

(a) la media y la desviación estándar o^ de la media muestral.A A
(b) P[X < 5 ].

9. Una máquina vendedora de refrescos está regulada de modo que la cantidad - 

despachada tenga una distribución normal con u = 7 onzas y o = 0.5 onzas 
Si se toman muestras de nueve vasos
(a) ¿de qué valor exederá el 95% de las medias de la muestra?

(b) ¿Es necesario que se cumpla el teorema central del limite para respon
der (a) ? Explique .

10. Las cuentas de gastos de representación de los ejecutivos de una agencia - 

de publicidad tiene una media de $100 por persona y una desviación están
dar de $ 16 por persona. Si se seleccciona muestras aleatorias de 16 cuen

tas,

(a) ¿Por abajo de qué valor en dinero caerá el 99% de las medias muéstra

les.?
(b) ¿Qué proporción de las medias muéstrales estará entre $90 y $110?

(c) ¿Qué suposición se debe hacer para resolver (a) y (b) ?

11. De sus archivos , un ingeniero mecánico observa que el tiempo empleado en 

ensamblar cierto dispositivo a un equipo está distribuido normalmente con
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media y = 22 minutos y desviación estándar cr = 6 minutos. El ingeniero pía 
nea ensamblar 16 de estos dispositivos hoy. Suponga:

(1) que el tiempo en colocar un dispositivo es independiente del tiempo - 

en ensamblar otro; y (2) que estos 16 ensamblajes representan una mués 

tra aleatoria de la experiencia pasada.

(a) ¿Cuál es la probabilidad que 25 minutos o más sea el tiempo promedio

por dispositivo para este ingeniero?
( b ) ¿Cuál es la probabilidad de emplear 20 minutos o menos en el primer eji 

samble?

(c) Con el fin de poder llegar a una cita para jugar golf, el ingeniero - 

tiene que emplear un promedio de 20 minutos o menos por dispositivo - 

¿Cuál es la probabilidad de llegar tarde a la cita?
(d) El ingeniero empieza a las 8.a.m. Si en el almuerzo se demora 40 minu

tos, ¿a qué hora es la cita para el golf?

12. El número de clientes por semana en cada tienda de una cadena de autoservj^

ció tiene úna media poblacional y = 5000 clientes y una desviación estándar

o = 500. Si se selecciona una muestra aleatoria de 25 tiendas
(a) ¿Cuál es la probabilidad que la media muestral sea inferior a 5075 

clientes por semana?

(b) ¿Dentro de qué limites se puede tener la certeza que caerá el 95 35 
de la media muestral alrededor de la media poblacional?

13. Cierta marca de bombillas tiene una vida media de 257,1 horas y una desvia^

ción estándar de 20 horas. Un pasadiso sin ventanas de un edificio de apar 

tamentos, tiene una instalación eléctrica, planeada para iluminar continué^ 

mente. El pasadiso consiste de cuatro bombillas, pero sólo una se encien 
de a la vez. Cuando ésta se quema, la próxima bombilla se enciende automá
ticamente. Este proceso continúa hasta que se quemen las cuatro bombillas. 

Cada semana al medio día, el administración viene y reemplaza las cuatro - 

bombillas. ¿Cuál es la probabilidad que se quemen las cuatro bombillas 

antes que llegue el administrador para reemplazarlas?

14. Un fabricante de radios recibe semanalmente un cargamento de 100,000 pilas 

de 6 voltios. Para decidir si acepta o rechaza el cargamento, utiliza la -

siguiente regla de muestreo: mide la vida útil de 36 pilas de cada carga

mento. Si la media de la muestra es de 50 ó más horas acepta el cargamento 

y en caso contrario, lo rechaza

( a )  ¿Cuál es la probabilidad de aceptar un cargamento que tiene una vida -
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útil media de 49 horas y una desviación estándar de 3 horas? 

tbí ¿Cuál es la orobcbilidad de rechazar un caroamento oue tiene una vida 

útil media de 50.5 v una desviación estándar de 3 horas?

(c) ¿Cuál es la Drobabilidad de rechazar un cargamento que tiene una vida -

útil media de 50 horas?¿cuál de aceptarlo?

15. Un procesador de alimentos envasa café en frascos de 400 grm. Para contro

lar el proceso, se utiliza la siguiente regla de muestreo: se selecciona - 
64 frascos cada hora. Si su peso medio es inferior a un valor crítico L, - 

se detiene el proceso y se reajusta; en caso contrario, se continúa la ope 

ración sin detener el proceso.' Determinar el valor de L de modo que haya - 
una probabilidad de sólo 0.05 de detener el proceso cuando está envasado 

a un promedio de 407.5 grm. con una desviación estándar de 2.5 grm.

16. Un fabricante de café instantáneo envasa su producto en frascos de 300 grm 

neto. Para controlar el proceso automático de llenado, se selecciona cada 

hora una muestra de 36 frascos. Si el peso neto medio de la muestra, X, es 

tá entre 301 y 302 gramos, el proceso se continúa, y en caso contrario, 

se detiene y se reajusta la máquina.

(a) ¿Cuál es la probabilidad de detener un proceso que está operando con 

una media de 301.5 grm. y una desviación estándar de 7.5 gr.
(b) ¿Cuál es la probabilidad de dejar que continúe un proceso que opera con 

una media de 302 grm. y una desviación estándar de 7.5 grm,?

17. En una partida grande de pilas eléctricas, la vida útil de ellas está dis

tribuida normalmente con una media de 400 horas. Se sabe además que el 90%

de las pilas tienen una vida útil comprendida entre 318 y 482 horas. Si

se selecciona una muestra aleatoria de 100 pilas de esta partida, ¿cuál es 

la probabilidad que la media muestral sea mayor que 420 horas?

18. Una partida grande de rodamientos tiene un diámetro medio de 2.00 pulgadas 

con una desviación estándar de 0.02 pulgadas.
(a) Obtener un intervalo para el cual haya una probabilidad de 0.95 que 

el diámetro medio de una muestra aleatoria de 400 rodamientos esté in

cluido en él.
(b) ¿Cuál es la probabilidad que el diámetro medio de una muestra alea

toria de 100 rodamientos sea mayor que 2.003 pulgadas?

19. Calcular E(X) y Var(X), sabiendo que:

(a) X se distribuye normalmente ;
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(b) P[X < 6 ] = 0.0228

(c) P[X > 8 ]  * 0.8413

(d)  X corresponde a una muestra de tamaño 4.

20. Con referencia al problema 10, si hay una población de 500 comprobantes de 

gastos de presentación, ¿cuales serían sus respuestas a las preguntas (a) 
y (b) de ese problema?

21. Un lote de 1000 cajas de cereal tiene un peso medio de doce onzas y una - 

desviación estándar de 0.6 onzas. Se extrae una muestra al azar de 100 ca
jas sin reposición de ésta población. ¿Cuál es la probabilidad que el - 
peso total sea:

(a) menor que 1190 onzas? (b) mayor que 1195 onzas? (c) entre 1190 y 
1195 onzas?

22. Un lote de 500 cajas de galletas tienen un peso medio de 5.02 kg, y una - 

desviación estándar de 0.3 kg.;se extrae una muestra al azar sin reemplazo 

de 100 cajas del lote. ¿Cuál es la probabilidad que tenga un peso medio
(a) entre 4.96 y 5.00 kg.? (b) superior a 5.10 kg.?

23. En un colegio grande hay 500 niños matriculados en el primer grado. Si la 

desviación estándar del peso de los niños es de 2.5 kg,,¿cuál es la proba

bilidad que el peso medio de una muestra al azar sin reemplazo de 100 - 

de estos niños y el peso medio de todos los niños difieren en más de medio 
kilogramo?

24. Una población está constituida por sólo 100 elementos. La población tiene 

una distribución normal con media 30 y desviación estándar 8. Calcular la 

probabilidad que el promedio muestral basada en una muestra al azar de 
tamaño 16 sin reemplazo, (a) sea menor que 32, (b) exceda a 28,

(c) sea menor que 25, (d)  se encuentre entre 33 y 34.

25. Periódicamente un fabricante determina el contenido de azufre en un produc 

to químico y en cierto período de tiempo ha encontrado que el contenido - 
promedio de azufre es 0.35% con desviación estándar 0.05% . Los lotes de 

este producto se envian a un cliente para quién el contenido de azufre es 

importante y que por lo tanto verifica la calidad llevando a cabo determi

naciones de este dato en 4 muestras tomadas de cada lote. Si el contenido 

promedio de azufre de las cuatro excede a 0.5% se aplica una sanción al - 

fabricante. ¿Puede el fabricante tener la suficiente confianza oue esto
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no sucederá, si el proceso de fabricación permanece bajo control?

26. Se encuentra que un cierto proceso de trituración los diámetros de las ros 

cas se distribuyen en forma normal con media p = 1.5 cm. y desviación es
tándar a = 0.3 cm.
(a) Si d. representa el diámetro medio calculado en muestras de tamaño 100, 

calcular la probabilidad que esta media muestral esté comprendida en
tre 1.2 cm. y 1.6 cm.

(b) ¿Qué tamaño debe tener una muestra aleatoria de diámetros de roscas pa 

ra afirmar con un 10% de probabilidad que el diámetro med'io sea infe
rior a 1.4 cm.?

27. En un examen de carácter nacional las calificaciones produjeron media

p = 72 y desviación estándar a = 10. ¿Qué tan grande debe ser una muestra 

aleatoria de candidatos de una universidad para que tengan un 10% de pro

babilidad que la calificación media sea inferior a 70?

28. Suponga que la variable aleatoria X se distribuye exponencialmente con pa

rámetro a = 0.1. ¿Cuántas observaciones se debe hacer para afirmar con un 
95% de probabilidad que la media muestral sea mayor que 8?

29. Se sabe que la vida de bombillas eléctricas es una variable aleatoria dis
tribuida normalmente con media desconocida y y desviación estándar 200 ho

ras. El valor de un lote de 1,000 bombillas es 1 0 0 0 v dólares. Un vo_ 

sible comprador propone tomar una muestra aleatoria de w bombillas y pagar 

al productor 1 0 0 0 X dólares por el lote de 1,000 bombillas. ¿Cuál de

be ser, n (tamaño de la muestra) para que la probabilidad que el compra 

dor no sobrepague ni subpague al productor en más 20 dólares, sea 0.95?

30. Suponga que las lámparas fabricadas mediante un proceso tienen una vida - 
media p = 2000 horas y desviación estándar o = 250 horas. Se considera 

aconsejable sustituir el proceso, si la vida media puede aumentarse al me- 

nos en un 10% . Un ingeniero desea poner a prueba un nuevo proceso admitien 

do que la desviación estándar de la distribución de vidas de las lámparas 

es aproximadamente la misma que para el proceso considerado al principio. 

¿Qué tamaño de muestra debe examinar si quiere que la probabilidad de no - 

adoptar el nuevo proceso sea 0.01 aproximadamente cuando con él se obtiene 

en efecto lámparas con vida media de 2250 horas.

Rufino Moya C, - Gregorio SaraOia A.
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31. Sea X i  la media de una muestra de tamaño nx - 2, con reemplazamiento, de - 

la población finita 2,3 y 7. Similarmente X2 es media de una muestra
de tamaño n2 = 2, con reemplazaniento, de la población finita 1,1 y 3. Ha

llar

UÍ y - % 2 y 0Í 1 - X 2

32. Una muestra de tamaño 25 se toma de una población normal con media de 80 - 

y desviación estándar de 5. Una segunda muestra de tamaño 36 se toma de una 

población normal con media 75 y desviación estándar de 3. Hallar la proba- 
bilidad que la media de la muestra de 25 observaciones excede a la media 
de la muestra de las 36 observaciones es por lo menos 3.4 pero menos que - 

5.9.

33. Un industrial compró la producción total de 1 año de los tubos de imagen - 

de T.V. producidos por una fábrica determinada. Los datos técnicos propor** 

cionados por los fabricantes son los siguientes:

Duración media de vida de los tubos, 2800 hs.

Desviación típica, 500 horas.

Si se consideran 2 muestras de tubos, una de tamaño 120 y la otra de tama-, 

ño 200, calcular:

(Io) La probabilidad que la duración media de vida de la primera muestra 

no sea superior en más de 100 horas a la duración media de vida de la 

2a. muestra.
( 2o) La probabilidad que sea superior en más de 200 horas.

34. Dos marcas de focos "económico" y "vida eterna" tienen durabilidades (en - 

horas) que son NU400,2002) y N(2000,2502) respectivamente. Si se prueba - 

la durabilidad de 4 focos de cada marca, ¿cuál es la probabilidad que - 

la vida de los económicos sea mayor que la vida media de los de vida eter

na?

35. Suponga que se sabe que los resultados de un método que mide la dureza de 

los metales siguen una distribución normal alrededor del valor real (o sea 

no hay error sistemático), con desviación estándar o . El método se va a - 
utilizar para estimar la diferencia entre dos aleaciones A y B, o sea para 

estimar - yQ , donde p. - pQ son los valores de dureza (desconocidos) deA B A 0
las dos aleaciones. Las pruebas en las aleaciones A y B darán resultados - 

que son N(pft , o 2 )  y N(pb , a2) respectivamente. Si representa el nú-
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mero de pruebas realizadas con la aleación A y n0 el número de pruebas rea 

lizadas con la aleación B, ¿en más de qué valor XA - Xg no difiere de 

uft - u0 con 95% de probabilidad?

36. Cierta marca de rodamiento de bolas tiene un peso medio de 0.5 onza y una 
desviación estándar de 0.02 onza. Se toman independientemente dos muestras 

al azar, con reposición de cierto día de producción, con n* = 500 y

n2 = 800. ¿Cuál es la probabilidad que Jas dos medias de las muestras - 
difieran (a) en más de 0.002 onza? (b) en menos de 0.001 onza?

37. Con referencia al ejemplo 12, si las muestras se extraen sin reposición, - 
¿cuál sería su respuesta a ese problema?

38. Supongamos que Xj y X2 son medias de dos muestras de tamaño n de una po

blación con varianza o2 . Determínese n de modo que la probabilidad que 

las dos medias muéstrales difieren en un valor superior a o sea, aproxima

damente 0.01.

39. Supongamos que Xl y X2 son medias de dos muestras aleatorias independien

tes de tamaño n . Cada una de las observaciones se supone normalmente dis
tribuida con media y varianza común 2. Determine, n , de manera que la pro 
habilidad de que Xj y X2 difieran en menos de 2 con 95% de probabilidad.

40. Una máquina empaqueta (envuelve y sella) porciones iguales de cereales. Si 

el paquete no está derecho se considera defectuoso; la máquina produce un 
10% de paquetes defectuosos. Un lote grande de paquetes acaba de ser producido. 

Se selecciona una muestra al azar de cinco paquetes del lote de producción 

Determinar

(a) la distribución de probabilidad para la proporción de paquetes defec- 

tuosos, y haga su gráfica.

(b) E(P) y Var(P), ¿se cumple que EÍP) = p y Var(P) = (l/n)p(l - p)?

(c) ¿Cómo está sesgada ésta distribución muestral para P ?

(d) Halle la distribución de probabilidad para X, número de paquetes defec 

tuosos y haga su gráfica.

41. En una urna hay diez bolas, cinco de las cuales son negras y cinco blancas. 

Se extrae una muestra al azar de seis, sin reposición, evalué la distribu

ción por muestreo de la proporción de bolas blancas, (NOTA: véase la nota 

del problema 2)

42. Si de una gran población con p = 1/3 se extrae una muestra al azar de 180

unidades. Calcular : (a) u- y o- . ( b )  la probabilidad que
p P
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50/180 < P < 70/180 .

43- Con base en datos pasados, el 30% de las compras con tarjeta de crédito - 

en una tienda muy conocida son por cantidades superiores a $ 100 . Si se se 

leccionan muestras aleatorias de 100 compras; (a) ¿qué proporción de las - 

muestras es posible que tengan entre 20% y 30% de compras mayores que - 

$100? (b) ¿Dentro de qué límites simétricos del porcentaje de la pobla

ción caerá el 95% de los porcentajes de la muestra?

44. Del profesorado de cierta universidad, 1/6 son mujeres. Si de esta pobla

ción se extrae una muestra al azar de 180. Calcular:

(a) P[P > 0.3 ] (b) P[0.1 < P ^ 0.25 ]

45. Una población de 5 tiendas va a ser muestreada con el fin de estimar la - 

proporción de las tiendas de la población que su línea comercial tienen - 
una cierta marca de televisor. Suponga que la población es, de hecho, la

siguiente:
Tájwda CtVLacJxAX&tica

A tiene la marca de televisor
B no tiene la marca de televisor

C no tiene la marca de televisor

D tiene la marca de televisor

E tiene la marca de televisor

Se toma una muestra de dos tiendas de esta población.

(a) ¿Qué proporción de las tiendas de la población tienen este tipo de te

levisor?

(b) Obtenga la distribución de muestreo de P por enumeración de todas las 

combinaciones posibles para las muestras.

(c) ¿Cuál es la probabilidad P que la proporción de la muestra sea (1) 1,

(2J menor que 0.50.
(d) ¿Cuál es la probabilidad que la proporción de la muestra no difiera 

de la proporción de la población por más de 0.20?

(e) Calcule la media de la distribución de muestreo de P y la desviación -
estándar de la distribución de muestreo de P ,

46. En una población de 5 archivos, la proporción de las que tienen una parte

incorrectamente llenada es p - 1/5. Se va a elegir una muestra aleatoria - 
de 3 archivos. Hallar la probabilidad que la proporción de la muestra - 

sea P = 1/3.
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47. La probabilidad que un nuevo empleado esté con la misma firma al cabo - 

de un año es de 0.45. Suponga que se aplica la distribución binomial.

(a) Obtenga la distribución muestral de P , la proporción de siete nuevos 

empleados que están todavía en la firma al cabo de un año.

(b) ¿Cuál es la probabilidad que la proporción de la muestra sea (1) -

4/7, (2) menor que 3/7. ¿Cuál es la media de la distribución muestral 

de P ?. ¿Cuál es su desviación estándar?

48. Al reparar cierto tipo de máquina empacadora ocacionalmente ocurre una com 

plicación que requiere asistencia técnica exterior. Se desea estimar la - 

proporción de trabajos de reparación que requieren asistencia exterior, b£ 

sándose en una muestra aleatoria simple de 100 trabajos de reparación ter-. 

minada recientemente. Suponga que en realidad se requiere asistencia exte
rior en un 15% de los trabajos de reparación, esto es, que la proporción 

del proceso es p = 0.15.

(a) ¿Cuál es la media y la desviación estándar de la distribución muestral 
de P ?

(b) ¿Cuál es la probabilidad que P esté en un intervalo de radio 0.05 

centrado en la proporción del proceso?
¿Qué P esté entre 0.12 y 0.20?

(c) ¿Dentro de qué intervalo caerá la proporción de la muestra el 90% de

las veces?. Utilice límites simétricos alrededor de la proporción del 

proceso.

(d) ¿Cuál es el intervalo que corresponde a la parte c para una muestra * 

aleatoria simple de 400 trabajos? ¿Qué efecto tiene el incremento en - 

el tamaño de la muestra?

(e) Para una muestra de tamaño dado, ¿es la distribución muestral de P más

variable si p está cercana a 0, si p es 0.5, o si p está cercana a 1?

49. Se observa una máquina en puntos aleatorios del tiempo para estimar la pr£ 

porción del tiempo en que no se encuentra en estado productivo. Suponga - 

que la proporción de tiempo fuera de la producción, para la máquina es re
almente p = 0.25. ¿Cuál debe ser el tamaño de la muestra, n si la desvia
ción estándar de la distribución muestral de P debe ser o- = 0.02?

50. Un embarque de 5,000 piezas va a ser muestreado para determinar qué tan - 
aceptable es su calidad. Suponer que la proporción defectuosa en el embar

que es realmente 0.10. Ignorando el factor de corrección finita, ¿Cuál de
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be ser el tamaño de la muestra, n , si la desviación estándar de la distri 
bución muestral de P debe ser 0,01?

73 OTRAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD USADAS EN 
PRUEBAS________________________________________________________

En la sección anterior hemos visto las distribuciones muéstrales para - 

una muestra grande (n ^ 30), estas distribuciones eran aproximadamente una - 
distribución normal o que el tamaño de la muestra, era suficientemente grande 

de tal manera que se cumplía el teorema central del límite. Sin embargo cuan

do la muestra es pequeña (n < 30), no podemos aplicar el teorema central del 

límite y si la población no es normal, tampoco podemos suponer que la distri_ 
bución muestral es normal. Daremos aquí distribuciones relacionados con la - 
distribución normal, la chi-cuadrado, t-student y la distribución F. Estas - 

distribuciones a menudo son asumidas para muestras pequeñas.

73.1 DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

DEFINICION 7.3.1 Sean Zi,Z2 , . . ., , variables aleatorias independientes

distribuidas normalmente, cada una con media 0 y varianza 1, La variable alea_ 

toria 2
X = z\ + zf + . . . + z*

Se dice que es una variable aleatoria eh¿-cuadAado con a grados de libertad - 
(o que tiene una distribución chi-cuadrado con a grados de libertad) si su - 

función de densidad está dado por

1 A/2-1 -x/2 nx e . 0 < x < »
í,2(x) =  '

2*/2ríf)
0 . en otros casos

donde r representa la función gamma (ver 6.2.3)

Observe que los valores que toma la variable aleatoria chi-cuadrado, son todos 

los reales positivos, debido a que es una suma de cuadrados.
Otado dt í  ¿bznXad es el número de variables aleatorias independientes aue -
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se suman. También el grado de libertadad se Duede concebir como un parámetro - 

asociado con la distribución de probabilidad o como al número de variables que 
pueden variar libremente.

NOTACION Cuando una variable aleatoria X tiene una distribución chi-cuadrado - 

con a  grados de libertad, escribiremos abreviadamente que X es x? •
fl

La media y la  vaAianza de la variable aleatoria chi-cuadrado con a  grados 
de libertad son :

p = Etx2) = a

o2 = Var(x2) x 2a

Es decir, la media es igual al número de grados de libertad y su varianza es -

igual a dos veces el número de grados de libertad. En otras palabras estos mo
mentos se expresan en términos de los grados de libertad.

La fig. 7.3.1 da un bosquejo de la función de densidad de la variable alea
toria chi-cuadrado, para distintos grados de libertad.

T x  M

Fig. 7.3.1. Función de densidad de la variable aleatoria chi-cuadrado

Observe que las distribuciones chi-cuadrado son una familia de distribu

ciones continuas positivamente asimétricas; sin embargo cuando A, (a  = grado - 
de libertad) aumenta la chi-cuadrado se aproxima a una distribución normal. - 

por esta razón, es que en la práctica, cuando a  es grande (a  >30), la probabi

lidad de la chi-cuadrado puede calcularse empleando aproximación normal como - 
veremos posteriormente.

Debido a que la distribución chi-cuadrado es importante en las aplicacio
nes, principalmente en inferencia estadística algunas de las cuales citaremos
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posteriormente; la ftuKuén de dútfuhucÁén F(x) están preparadas en tablas (ver 
tabla IV), para valores seleccionados de x y j? . Por lo tanto, se puede encon^ 
trar en la tabla, la probabilidad que la variable aleatoria X que tiene una 

distribución y2 (1< * í 30) sea menor o igual a un valor constante x2 » reoreK a —
sentado por

P[x < X2 ]a
Es decir,

PtX < x2 ia

0 < a < 1

a í (x )d x
a

1

'0

K
2£  - 1

4/2 r &

*
e ^ dx = a

Vea la figura 7.3.2.

Note que P[X > x2 ] = 1 ■ <*

Obsérvese, puesto que existe una distribución chi-cuadrado diferente para cada 

valor de a. , resulta impráctico proporcionar tablas de áreas completas. En lû  
gar de esto, la tabla IV presenta un resumen de la información mis esencial a 

cerca de la distribución.
Nótese que la columna de la izquierda de ésta tabla tiene como encabezado "gra-r 
dos de libertad". Cada fila en la tabla contiene información sobre la distribu^ 

ción chi-cuadrado correspondiente a los grados de libertad indicados, k . Es * 

decir, cada fila de esta tabla corresponde a unadistribuciÓn chi-cuadrado partía^ 

lar. Por, ejemplo, si K = 5, Xq 10 • 1.61, Por lo tanto,

P[X .< x2 10 ] - P[X « 1.61 ] - 0.10

EJEMPLO 1 Si X es una variable aleatoria %\7 , Calcular :
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(a) P[X < 7.564 ] ; (b) P[X > 27.59 ] ; (c) P[6.408 < X < 27.59]

SXUCION

(a) PtX < 7.564 ] = PtX « x2 ] = 0.025
0.025

(b) P[X > 27.59 ] = 1 - P[X < 27.59 ] = 1 - PfX * x2 ]
0.95

= 1 - ü.95 = 0.05

(c) P[6.408 < X ^ 27.59 ] = P[X ^ 27.59 ] - P D( ^ 6.408]

= P R  4 *0.95 1 ' PÜC *  X 0.01]

= 0.95 - 0.01 = 0.94

EJEMPLO 2 Si X es una variable aleatoria con una distribución x23 * Hallar - 
a y fa tal que

P k  < X < b ] = 0.95 y P [X < a ] = 0.025

SOLUCION ,t= 23, a = x2 « 11.69
0.025

PÍa < X < b ] = P[X < b ] - PD( í fl 3 = 0.95 

de donde P[X « b ] = P D < -í a ] + 0.95 = 0.025 + 0.95

= 0.975

Luego, b » x2  ̂ * 38.08
s A 0.475

EJEMPLO 3 Sea X 1,X2s- ■ • *X:o una muestra aleatoria de tamaño 10 de una va
riable aleatoria con distribución x29 . Hallar la probabilidad de que exactamen 

te dos de los diez valores muéstrales exceda a 30,14

SOLUCION Sea X la variable aleatoria con xfg- Debemos calcular antes

P[X > 30.14 J = l -  PCX ̂  30.14 ] = 1 - P[X < x2 953

= 1 - 0.95 = 0.05 .

Sea la variable aleatoria Y definida por; número de valores mayores que 30.14 

en la muestra de 10. Luego

PtY = 2 ] = ( ^ o . o s j ^ o . g s ) 8

Usando tablas obtenemos

P[Y = 2 ] * 0.0746 .
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Si queremos calcular P[X < x* ] donde X tiene una distribución x* con -

ti > 30, de manera que no se puede obtener directamente de la tabla de la distri 
bución chi-cuadrado, aplicaremos la aproximación normal usando la siguiente - 

propiedad.

TEOREMA 7.3.1 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribución chi- 
cuadrado con k  grados de libertad. Entonces para ti suficientemente grande, la 

variable aleatoria / 2X , tiene aproximadamente una distribución N(/ 2r- 1 ,1) 

Es decir, si X es x2 , con ti grande, entoncesti
N (/ 2*i - 1, 1)

Luego, la variable aleatoria, Z = / 2X - /  2*1 - 1  tiene aproximadamente -

una distribución N(0,1). Por lo tanto, para ti > 30

a = P &  < x* 1 = PI/2X ^ / Zx\ ]

= PÍ/2X - / 2*i - 1 í /Íx£ - / 2*i - 1 ]

= P C  -í / 2x^ - / 2*i - 1 ] = í(/2x£ - t  2*i - 1)

= <J>(z )' a'

En consecuencia, para ti > 30 , se tiene

m  _ i~ - a

de manera que

por, ejemplo si r = 41, se tiene

X o.io = ? Czo.i + /2(41) ' 1 ]2 ^ C - 1-2 8 " 9 ^

= 29.799

en tanto que Xq 95 = | Cz0.95 + = \ t 1,64 +

= 56.605

El siguiente teorema relaciona la distribución chi-cuadrado con la distribución 

N(p,a2)

TEOREMA 7.3.2 Si la variable aleatoria X es N(y,a2), entonces la variable - 

aleatoria, Y = (X - u)2/o2 es una x\ *
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EJEMPLO 4 Si X es una variable aleatoria N(7,4). Calcular
P[15.36«í [X - 7)2 < 20.08 ]

SOLUCION X -*■ N(7,4), entonces la variable aleatoria

Y _ (X - 7)2 
T " 4

tiene una distribución • Luego ,

P[15.36 ̂  (X - 7)2 < 20.08 ] = P 36 IX - 7)2 20
4 *  4 < 4i®]

= p|3.84 ̂  (X ~4 7)2 < 5.02 j

= P[Y^ 5.02 ] - P[Y^ 3.84] = 0.975-0.95 

= 0.025 .

El teorema siguiente es una generalización del teorema anterior.

TEOREMA 7.3.3 Sea Xi,X2l • • . , una muestra aleatoria de una variable -
aleatoria normal X con media u y varianza o2 . Entonces, la variable aleatoria

n

y  = 2 > v  -  n ) 2/
¿=1

tiene una distribución x2 •An

Igualmente el lector recordará que

2
mal con media p y varianza , por lo tanto

n _

í . i S„ _  X . es una variable aleatoria ñor-
2 <<.*1 't

(X - y )J n

• y \ 2
entonces, -— r es una variable aleatoria que tiene una distribución -a4
v 2 
Xl •
Otra propiedad igualmente importante de la distribución chi-cuadrado es la pr£ 

piedad reproductiva.

TEOREMA 7.3.4 (PROPIEDAD ADITIVA DE LA CHI-CUADRADO) Sea X ? , X | ,  . . . ,X2 va-
P

riables aleatorias chi-cuadrados independientes con grados de libertar *i,*2,

. . .,a. respectivamente, entonces la variable aleatoria

Xz = X2 + X2 + . . . + X2
1 2  p
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Sigue una distribución chi-cuadrado con grado de libertad Igual a

k = S k . 
¿«1 *

732 DISTRIBUCION DE LA  V AR IAN ZA  MUESTRAL

TEOREMA 7.3.5 Se* XUX2> ... ,Xn una muestra aleatoria de tamaño n de una po 

blación normal con media p y varianza o2. Sea X y S2 la media muestral y varian 
za muestral respectivamente, entonces 
la) Las variables aleatorias X y S2 son independientes .

(b) La función de la varianza muestral í—  tiene una distribución \2 ,' ' o ri- I

DEMOSTRACION Demostraremos sólo la parte (b)
n

Z ( X ¿  - X)2 
, (rt - 1)S2 ¿*11. ■ "ñ--- *  ?

2. La variable aleatoria JL

tiene una distribución x2t puesto que cada término (X . - p)/o son variables 

aleatorias normales estándars e independientes (teorema 7.3.3)

3. Consideremos 
n n

£ ( X .  - Ii)* = E [ ( X ^  - X) + (X - y)]
-t» 1 .t* 1

n n n
V ( X .  - X)2 + £ ( X  - y ) 2 + 2(X - p) X  (X, - X)
t?\ •t ¿=1 i =1 *

n

£ ( X .  - x)2 + nix - y)2
• m A¿«I

por lo tanto n
n n

E ( X ,  -  y ) 2 E ( X ,  - X)

a o
(X - y ) 2 

a2/n

(h - 1) S2 + (X - p)2
ct2 o2/n
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Desde que (X - u )2/(<j2/h ) tiene una distribución x2 . Por la parte (a) X y

n
y S2 son independientes, y Z ( x ,  - u )2/o2 tiene una distribución x2» por la

* n
propiedad aditiva de la chi-cuadrado (teorema 7.3.A), concluimos que la dis

tribución de (n - l)S2/o2 es x2 1 *

NOTA 1 Es notable que X y S2 resulta variables aleatorias independientes, sien 

do ambas funciones que se. calculan de la misma muestra aleatoria.
2. Observe, que se usa S2/o2 como una medida de aproximación en vez de S2 - a2 ,

debido a que la distribución de S?/ o zse obtiene fácilmente como se ve en la demostré 

ción del teorema 7.3,5, en cambio la distribución de Sz-c^es difícil de obtener.

EJEMPLO 5 Calcular P[0.618 ̂  S2/o2 « 1.60 ] , si S2 está basado en una mues

tra aleatoria de 11 observaciones de una variable aleatoria distribuida normal_ 

mente con media desconocida u y varianza desconocida o2 .
10 S2SOLUCION Tamaño de la muestra n = 11, entonces, la variable aleatoria ---*—O*

tiene una distribución chi-cuadrado con 10 grados de libertad. Por lo tanto

P[0.618'í S2/o2 < 1.60] = P[6.18* 10S2/o2 < 16.0]

• . = P [10S2/o2 < 16.0] - P[10S2/o2 < 6.18]

= P [IOS2/o2 <= *2<go ]- P [lOS2/o2 í x2]2Q

= 0.90 - 0.20 = 0.7 

a a 0.2 se ha obtenido interpolando, ya que el valor 6.18 no está en la tabla.

7.33 DISTRIBUCION t - DE STUDENT

DEFINICION 7.3.2 Sea Z una variable aleatoria normal con media 0 y varianza 1 

Sea Y una variable aleatoria que tiene una distribución chi-cuadrado con * grâ  

dos de libertad, y si Z e Y son independientes, entonces la variable aleatoria

/ y a  / y~

se dice que tiene una distribución t  - de student(o simplemente tiene una dis
tribución t), con K grados de libertad, y su función de densidad está dado por
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ÍU)
= r [ U  + l)/2]

i *  r{|)
[ 1 +

¿2 *1 “ (A + l)/2

]
< £ < »

Observe que la distribución de la variable aleatoria T, está completamente de

terminado sólo por el parámetro a . Entonces, hay una distribución £ correspon^ 
diente a cada grado de libertad. En la figura 7.3.3 se presenta un bosquejo de 
la función de densidad de la variable aleatoria T, para diferentes qrados de - 

libertad. En la misma figura se da, la gráfica de la normal estándar. Note, la 
simetría de la distribución £ alrededor de £ - 0 y varía de menos infinito a - 
más infinito.
La mexLia. y la  vaUanza de la distribución £ con a grados de libertad están da 
dos por,

y = E(T) = 0 A > 1

2 = Var(T) =
A  -  2

A > 2

Fig. 7.3.3

Así, la distribución £ no tiene media cuando a = 1 y la varianza no existe cuan 
do A = 1 ó 2 . La distribución £ es muy similar a la distribución normal es 
tándar, ya que ambas varían de - °° a , son simétricas y centradas alrededor 

de £ = 0, es decir su media es cero, pero la distribución £ tiene mayor disper 
sión que la distribución normal estándar, esto se observa de la varianza

02 s — ÍL_ f pues: la varianza de la distribución £ , es mayor que 1, la va-
A - Z



rianza de la distribución £ , varía para diferentes grados de libertad (existe

una distribución £ , diferente para cada grado de libertad). Finalmente la va
rianza de la distribución £ , se aproxima a 1 cuando el grado de libertad es - 
grande. Por lo tanto, la distribución £ , se aproxima a la distribución normal 
estándar cuando el grado de libertad es suficientemente grande. En la práctica 
se trata a la distribución £ , como N(0,1) cuando a > 30 .
TabutocXén de, la  cU&£/Ubuc¿6n £, Debido a la importancia de la distribución £ y 
en inferencia estadística y la dificultad para evaluar la función de distribu

ción de la variable aleatoria T, éstas se dan en una tabla (ver tabla V). Pues 
to que existe una distribución £ , distinta para cada grado de libertad, no es 
práctico proporcionar una tabla de áreas completas para todas las distribucio-

t

nes £ , que corresponden a los diferentes grados de libertad, se presenta en - 
la tabla V sólo un resumen de la información de cada una de estas distribucio

nes, para A = 1,2,...,30. En el encabezado de la columna de la izauierda, dice 

grados de libertad y cada fila de esta tabla corresponde a una distribución £, 
particular . Por lo tanto, la probabilidad que la variable aleatoria T sea 
menor o igual a una constante £ = £^ , es decir *

áT (z)dz = o.

Fig, 7.3.4

O ta

Se encuentra en la tabla V. (Ver fig. 7.3,4) 
por, ejemplo si a  = 5

P t l ^ o g o l  “ P[T -í 1.476 ] = 0.90

P t T «  W  ■  r t T  ^  =  P [ T
Í T <  - ,] = P[T < - 1.476 ] = 0.10

Ya que £ - - £ ,por la simetría de f
a 1-a

la distribución £ . (ver fig. 7.3.5). 

NOTA Los valores t  , para a < 0.5,a

pueden obtenerse de la relación
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EJEMPLO 6 Sea T una variable aleatoria que tiene una distribución t  con va

rianza o2 = • Calcular,

P[- 1.812 ,<T< 2.228 ] 

SOLUCION Desde que o2 = *  ̂ j , n = 1 0, entonces

P [ -  1.312 í T-s 2.228] = P[T « 2.228] - P [ T <  - 1.812]

= P[Tí Í Q 975] - [1 - P[T v< 1.812]]

■ ptT * V « . l  - 1 * P[T *  V »1
= 0.97S + 0.95 - 1 = 0.925 .

EJEMPLO 7 Sea T una variable aleatoria que tiene una distribución t  con 14 
grados de libertad. Hallar una constante a tal que

SOLUCION

entonces

P[|T| < a ] = 0.90

P[ |T | < a ] = P [ - a < T < a ]  = P[T < a ] - P[T < -a ]

* P[T < a ] - [1 - P[T < a ]

* 2P[T < a ]  - 1 = 0.90

P[T < a ] s 0.95, de donde a = 1.761

73.4 DISTRIBUCION DE (2 -jiWñ/s

En 7.2.2 se mostro que la distribución de la variable aleatoria(X  ̂uVñ/a 
es N(0,1). Esta variable aleatoria es útil para hacer inferencias (tomar 

decisiones) con respecto a u cuando se conoce o . Por ejemplo la expresión.

P[ - 1.96 * ( X  - i í ) / 1 T  ^ x 9 6  ■] = 0  g 5
O

puede escribirse, como

* x . y <  L ! § S  ] = 0.95
/ n /~ñ~

Asi, la diferencia entre el estimado, X y la cantidad a estimarse y , está en

tre ± 1.96o//lT con probabilidad de 0.95. Pero cuando no se conoce o, es na

tural reemplazar a por un estimado S y obtener la variable aleatoria,
(X - p)/~FT/S, que desafortunadamente no tiene una distribución N{0,1). En -

esta seccción se determina la distribución de esta variable aleatoria.
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Sea Xj.X*, . . .,X una muestra aleatoria de tamaño n , de una variable -

aleatoria X con distribución N(y,<r2), hemos visto :

1. la variable aleatoria (X - y)/"ñ/a tiene una distribución N(0,1) .
2. la variable aleatoria [n - l)S2/o2 tiene una distribución chi-cuadrado con

n - 1 grados de libertad, (teorema 7.3.5)

3. X y S2 son variables aleatorias independientes (teorema 7,3.5).

De acuerdo con la definición de la variable aleatoria T, de (1) y (2), la
variable aleatoria

(X - y)/IT
__________o______________  _ (X -

/ 1- ~¡i>si/»-i ' s

tiene una distribución t  con n - 1 grados de libertad. Esta variable aleatoria

se usa para estimar y cuando no se conoce la desviación estándar

EJEMPLO 8 Calcular P[- 1.383 « (X - u)/lb/S ], donde X está basada en 10 o¿ 
sevaciones y S en 20 observaciones diferentes.

SOLUCION Ya que S se basa en una muestra de tamaño 20, entonces, la variable 

aleatoria —  - # tiene una distribución t con 19 grados se libertad. -

Por lo tanto

P[ - 1.383 * (X - y)/TÜ/S ] = P[(X - y)/TÜ/S ̂  1.383 ] =0,91

(interpolando)

73.5 DISTRIBUCION DE LA  DIFERENCIA DE DOS MEDIAS MUESTRALES CON 
VAR1ANZAS DESCONOCIDAS PERO IGUALES

Otro resultado importante, que frecuentemente se está interesado en examl 

nar, es la distribución de la variable aleatoria X - Y , cuando no se conoce - 

la varianza.
Sea X j , X • . -*X^ una muestra aleatoria de tamaño n , de una variable ~ 

aleatoria X con distribución N ( y x , a 2 ) ;  Sea Yi,Y2>. » . »Ya una muestra aleato

ria de tamaño m de una variable aleatoria Y, con distribución N(y^,o2), sean - 

también las dos muestras independientes. Entonces se tiene :

1. La distribución de la variable aleatoria
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n

o 2 a 2

es una chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad y es independiente de X y 

de Y ■
2. La distribución de la variable aleatoria

*  - ■«; . S 'v  - 71 *
o 2 o 2

es chi-cuadrado con m - 1 grados de libertad y es independiente de X, Y y 

S2
*

3. La distribución de la variable aleatoria

(x - y)- („ - PY) (X - Y)- (px - u^)
u *

/ d  + d
yi m r n m

0/ T 7 T
es normal estándar

4. de (1) y (2) usando la propiedad reproductiva de la distribución chi-cuadra^

do, la variable aleatoria

(n - 1)S2 (m - 1)S2 
V =  —  +  -

a 2 a 2

tiene una distribución chi-cuadrado con n + m - 2 grados de libertad, y ade

más está distribuida independientemente de X - Y ; por lo tanto U y V son inde
pendientes. Entonces de acuerdo con la definición de una variable aleatoria T 

de (3) y (4), la variable aleatoria
(X - Y)- (y - j, )

U / \  + i  * Y)- (wx ' ^
/ [("- l)Sy» ] / o »  /  U  - 1)S* ♦ („ - 0 ^ / 7 7 T

n + m - 2 n + m - 2 n w

tiene una distribución £ con n + m - 2 grados de libertad. Observe que esta - 

variable aleatoria no contiene a.
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73.6 DISTRIBUCION - F

En muchas situaciones estaremos interesados en comparar las varianzas de 

dos variables aleatorias independientes distribuidas normalmente, la que se - 
describe en 7.3.7. En estos casos recurrimos a la distribución F que se define 
como sigue:

Sea U y V dos variables aleatorias independientes que tienen distribucio
nes <chi-cuadrado, con fi\ y grados de libertad, respectivamente. Entonces, 
la variable aleatoria

V A a

tiene una distribución F con /tA y k ? grados de libertad. Su función de densi 
dad está dada por

Observe que la distribución F depende de dos parámetros, /ij y K 2 en ese or“ 
den. El primer parámetro es el número de grados de libertad en el numerador y 

el segundo es el número de grados de libertad en el denominador.

En la figura 7.3.6. Se da un bosquejo de la función de densidad de la variable 
aleatoria F para tres pares diferentes de grados de libertad.

F = y z n

¡71 i ^2 zUi/2) - 1

ÓFU) “ r(^0r(^2)

0 , en otros casos



Observe que las distribuciones F son una familia de distribuciones continuas, 

asimétricas hacia la derecha. Existe una distribución F separada para cada par 

de valores de sus parámetros íj y a 2 . Por lo tanto se presenta en tablas su

marios de información esencial acerca de las funciones de distribución de la - 

variable aleatoria F.
La media y la  ua/Uanza de la variable aleatoria F están dados por

La probabilidad que la variable aleatoria F sea menor o igual que una 

constante $ está dada por

Como la distribución F depende de los dos parámetros y a2, se necesi^ 

ta una tabla con tres entradas para tabular el valor de F que corresponde a dî  

ferentes probabilidades y valores de y *2 . Una tabla de este tipo se da en 

la tabla VI, donde se dan puntos porcentuales para valores de a > 50%, o sea 

el área sombreada en la figura 7.3.7. (a = 95, a = 0.975, a * 0.99) 

para valores de a < 50% , se obtiene usando la siguiente Igualdad

uF * E(F) K 2 - 2
fl j > 2

* Var(F)
o*2 ( » . j. _ o\

a

0 a
Fig. 7.3.7
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0 pr V/*'r ,
PL U/*! *

1 ] - 1 - a
t*12

Pero (V/*2J/(U//ii) también tiene una distribución
bertad, es decir

P r V/A?. <
P L U/*! " * 1 " 01

Entonces, ^l-a;/L2,Ai
1

10

por ejemplo, el punto porcentual para a a 0,05 ,

*i= 6, Kz~  ̂0.05;6,8 * Se obtiene así,

0̂.05;6, 8
1 1

*0.95,8,6 4-15

EJEMPLO 9 Sea F una variable aleatoria que tiene
*2 grados de libertad. Hallar

(a) P[F -é 14.66 ] , con 9, 4

(b) P[F * 9.01 ] , con A. j= 5, ¡L 2= 3

(c) P[F s 0.244 ] , con ^■2=6, 2~ 9

n.i grados de lj

= 0.241 •

(d) Hallar los valores a. y b tales que

P[a s< F s< b 1 = 0*90 con, n.x- 8, *i2~ 0 

SOLUCION Según la tabla.

(a) P[F -í 14.66] = P[F« „ ] = 0-99

(bj P[F * 9.01 ] = 1 - P[F « 9.01 ] = 1 - 0.95 = 0.05

(c) P[F,< 0.244] = P[i i 1/0.244] = 1 - P [ p « 4 . 1 0 ]

1 -  P  [  p -í /'0_95i 9>6 1 = 1 - 0.95 = 0.05

(d) Se observa de la tabla VI, los únicos valores para a que se pueden obtener 
son, 0.95, 0.05; 0.975, 0.025; 0.99 y 0.01, de los cuales 0.95 y 0.05 da - 
la diferencia 0.90. Por lo tanto,
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Luego,

P[F

p [ f

< b ]  = 0.95 donde b = 4.15

a 1 = 0.05

P ] = 0.95, con = 8, =

¿  = 3.58, de donde a =0,279

7.3.7 DISTRIBUCION DE LA  RAZON DE DOS VARIANZAS MUESTRALES

Sea Xi,X2,. . . ,X una muestra aleatoria de tamaño n de una variable 

aleatoria X, N(y ,o2). Sea Y 1#Y2 ,. . . ,Y una muestra aleatoria de tamaño m
X X  ®

de una variable aleatoria Y con distribución N ( y y , o 2 ) .  Además suponga que X e

Y son independientes. Entonces, la variable aleatoria,
k

<» - ■ « „ *  _

°X °X
tiene una distribución chi-cuadrado con w - 1 grados de libertad. De modo simi_

lar, la variable aleatoria
m

<- - » s  . á (Y¿ - 1)1

ü2 O2Y Y

tiene una distribución chi-cuadrado con m - 1 grados de libertad. Además, las

dos variables aleatorias chi-cuadrado son independientes por que X e Y son in

dependientes. Entonces, de acuerdo con la definición de la variable aleatoria 

F, la variable aleatoria

(n - 1)S2

i í ' 1" 11 S í ! i

Í L J ! S / ^ ,  V ° í



tiene una distribución F con n - 1 y m - 1 grados de libertad.

PROBLEMAS 73

1. (a) Hallar x02 0,, Si a * 10

(b) Hallar Xq 975> Si a  = 29

(c) Hallar x 2 tal que P[X < x 2 ] s 0.99 con n. 3 4a a
2. Si X es x*02), hallar las constantes a y b tales que

P[a < X < b ] = 0.90 y P[X < a ] = 0,05

3. Si X es una variable aleatoria que tiene distribución chi-cuadrado con 19

grados de libertad, calcular:

(a) P[X ^ 20 ] ; (b) P[X * 15 ] ; (c) P [16 ̂  X ̂  21 3

4. Suponga que X 1#X2,. . . ,X10 es una muestra aleatoria de una variable alea~
toria normal estándar. Calcular

5. En el problema 4. Calcular P[S2 < 1.88 ] , donde S2 es la varianza de la 
muestra.

6. Si Xx tiene una distribución chi-cuadrado con 7 grados de libertad y X^ie*
ne una distribución chi-cuadrado con 3 grados de libertad, independiente de
Xl9 calcular la probabilidad que X 1 + X2 exceda a 12.

7. ¿Cuántas observaciones son necesarias para asegurar que

p[0.613< S 2/o?'« 1.60 ] £. 0.95? Donde S2 es la varianza de la muestra, to

mada de una variable aleatoria distribuida normalmente con media y y varian 
za a 2.

8. La temperatura de encendido de un interruptor controlado termostáticamente 

se distribuye normalmente con media y varianza desconocidas. Se va a tomar 

una muestra aleatoria y a determinar la varianza muestral.
¿Cuántas observaciones son necesarias para asegurar que 
P[S2/o2 í 1.83 ] í. 0.99?

10

P[2.56 <

9. (a) Hallar £Q * * 10

(b) Hallar £ tal que PÍ -  £ < T < £ ] = 0.90, cuando k = 23.a a a



10. Sea T una variable aleatoria que tiene una distribución t  con agrados de - 
libertad. Calcular,

(a) P[|T| > 2,228 ] , cuando * = 10

(b) P[- 1.753 -í T -s 2.602 1 cuando * = 15

11. Si T tiene una distribución £ con 25 grados de libertad. Hallar :

( a )  P[T >  f  ]  , ( b )  P t - ^ « T ] ,  ( c )  P [-  2 . 7 8 7  < T í  2 . 7 8 7 ]

12. Hallar P[- 1.383 % (X - u)/~Í0/S ] donde X y S están basadas en 10 obser

vaciones.

13. Si X y S 2 son la media y la varianza de una muestra aleatoria de tamaño 17
de una distribución N í p ^ 2). Hallar la constante c tal que

P[- c < 4(\ ~ - ̂  < c ] = 0.95

14. Si la variable aleatoria F tiene una distribución F, con Aj y grados de 

libertad, respectivamente. Calcular : 0

^  ¿O-OS^,? : ^0.95,7,9

(c) P[F > 4.76 ] con *] = 3, *2 " &

(d) P[F ̂  3.50 ] con = 7, n.7 = 8

(e) Hallar los números a y 6 tal que ;

P[ a  < F < b ] = 0.98, con - 8, fi2 - 6

15. Sea Xi,X2, . . .,X7 e Y j,Yj,. . . ,Y9 muestras aleatorias independientes 

de distribuciones normales ambas son medias cero y varianzas |  y ^  res

pectivamente .

7 9

la) Hallar P[4 £  X? > 6 2  Y2. ]
¿=1 í  <=l s

( b )  Determine el valor de la constantes tal que

PDt X > Sy ] = 0.05

donde X es la media muestral de las X., I  - 1, ...» 7 y S es la des-
T

viación estándar muestral de las Ŷ ., j  = 1, . . .,9.

16. Sean Xi,X2, . . . , xn,X r  n + 1 variables aleatorias independientes de 

una distribución normal N(p,o2) .

625Probabilidad e Inferencia Estadística
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encontrar la constante c tal que, el estadístico

X - X
c [ ----g-n-* • ] tenga una distribución £ .

17, Sea Xi,X2, . . X9 una muestra aleatoria de tamaño 9 de una población - 
NI54,10) y sea Y u Y j.YsjY», una muestra aleatoria de tamaño 4 de una pobla
ción N(54,12). Calcular

9

chaza si la varianza de una muestra aleatoria de tamaño 15 excede a 39.74 . 

¿Cuál es la probabilidad que la afirmación sea rechazada a pesar que

19. Si muestras aleatorias independientes de tamaños «j « n¿ = 8 provienen de 

poblaciones normales con la misma varianza, ¿cuál es la probabilidad que la 

varianza muestral de alguna de las dos muestras sea al menos siete veces - 

mas grande que la otra?

20. Se halla que la duración de transistores fabricados por una compañía tienen 

una media de 2000 horas y una desviación típica de 60 horas. Se seleccionan 

10 transistores al azar, determinar la probabilidad que la desviación típica

(a ) no exceda a 50 horas, (b ) se encuentre entre 50 y 70 horas.

21. Dos compañías A y B fabrican transistores. La duración para los fabricados
por A tiene una desviación típica de 40 horas en tanto que la duración para

los de B tiene una desviación de 50 horas. Se toma una muestra de B transis
tores de A y 16 de B. Hallar la probabilidad que la varianza de la primera 

muestra sea mayor que

(a) dos veces, (b) 1.2 veces, que la segunda.

P 0.546 < ~
£ ( X ,  - X)2
t=l 'L í 61.09

18. La afirmación que la varianza de una población normal es a2 = 21.3 se re-

o2 * 21.3? .

muestral
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ESTIMACION

8.1 INTRODUCCION_______________________________________________________

Los números que aparecen en las distribuciones de probabilidad de las
variables aleatorias tales como: p en la distribución binomial, A en la
distribución de Poisson, p y o en la distribución normal etc. se llaman
parámetros o características de la población.

La estimación estadística es el proceso mediante el cual se aproxima 
el valor del parámetro de la población a partir de la información de una
muestra. Daremos aquí brevemente los métodos para hacer estimaciones de los
parámetros desconocidos de la población a partir de una muestra.

La estimación de un parámetro puede adoptar la forma de un sólo punto, 
es decir la estimación de un eóto valor del parámetro de interés; o de un
intervalo es decir la estimación de un rango de valores dentro del cual se
espera el valor del parámetro. La primera se llama estimación puntual y la
segunda estimación por intervalo.
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8.2 ESTIMACION PUNTUAL_______________________________________________

Sea X]tX2»...t una muestra aleatoria de una variable aleatoria X y  sean 

Xj,x^j•■ • j x^ los valores que toma la muestra. Hemos visto que toda función

Y = 6(X1>X2 Xn ) de estas variables aleatorias que no depende de parámetros

desconocidos, se llama un e s t a d í s t i c o , y su valor está dado por 

y = G(xj,x2j ..* *xn )•

DEFINICION 8.2.1 ESTIMADOR Cualquier estadístico Y = G(X,,X2,..., X n) cuyo valor 
y = 6(x ...jiJ se utiliza para estimar el parámetro ü, se dice que es un es

timador de ey se escribe así,

0 = GtXj.X^..., Xn)

La e s t i m a c i ó n  puntual de un parámetro desconocido 6 de la población consiste en 
elegir un estimador 0 de 9, o sea una función de la muestra G * G(X ,X2,... ,X^*

cuyo valor numérico particular § = G(x 1,x 2j...> x^) se toma como una aproximación

de 9; este valor se llama, e s t i m a d o  p u n t u a l  de 0. Por ejemplo, el valor x del es
tadístico X, calculado de una muestra de tamaño n, es un estimado puntual del pará 
metro u de la población. Es decir, X es un estimador de y y su valor x es un esti_

_  X  A> x
mado de y. Similarmente P = —  es un estimador de la proporción p y p~ñ es un * 

estimado puntual del valor de la proporción p de una distribución binomial.

OBSERVACION Es importante observar que un estimador (en particular el estimador - 
puntual) es una función de n  variables aleatorias independientes observables (valo 
res de la muestra). Las estimaciones obtenidas de tal función variarán de una mue¿ 
tra a otra. Por lo tanto, cada estimador tiene su propia distribución,

f  (xj>X21' ‘ *,x n) * ' * '^^n )
1 2 ... rt

Observe también que puede haber varios posibles estimadores diferentes para un pa
rámetro. Por ejemplo, si queremos estimar la media de una variable aleatoria, se - 
puede considerar, la media muestral o la mediana muestral o la observación más - 
pequeña en la muestra como estimadores puntuales.
Considerando lo dicho en el párrafo anterior, para estimar o debe escogerse una - 
función de la muestra que dé el mejor estimador de 0. Intuitivamente, parece obvio 
que la distribución de un b u e n  estimador debería concentrarse lo más cerca posible
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del verdadero valor del parámetro de la población. Supongamos por ejemplo, que 0 - 
es el valor verdadero de un parámetro poblacional y que 0 i,0 2 y §3 son diferen

tes estimadores de 9 con funciones de densidad de probabilidad que se ilustran en 
la fig. 8.1.1. El estimador §j se consideraría como el mejor que 0 2 ó § 3, por -

que su distribución se concentra cerca del verdadero valor de 0 .

O
Fi 9. 8 . 1.1

Para decidir, qué estimador puntual de un parámetro particular 0 es mejor, se nece 
sita estudiar sus propiedades estadísticas y desarrollar algún criterio para com
parar estimadores.

&2.1 PROPIEDADES DE UN ESTIMADOR

INSESGADO Un estimador §= G(X],X2,...,XJ se dice que es insesgado para el pará
metro 6 , si E(0) = 6 .
si no se cumple la definición anterior, el estimador se dice que es sesgado.

EJENPLO 1 Suponga que X es una variable aleatoria con media y y varianza o 2 . Sea 
Xj,X2 X n una muestra aleatoria de tamaño n de X. Demostrar que la media mues

tral I y la varianza muestral S2 son estimadores insesgados de p y o 2 respectiva 
mente.

SOLUCION (a) Consideremos

%

E(I) « E 1 * 1
n n

- ¿  EíJI X¿ 1 = i  2. E(Xv)
n L ^ * l  J n

E
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y desde que E(X¿) * y , para todo í s l,2,...,n» se tiene

E(X) - 1  £ u  = U 
n

Por lo tanto, la media muestral X es un estimador insesgado de la media poblado 
nal y.

NOTA El teorema de CHEBYSHEV permite acotar la probabilidad del error que se co 
mete al tomar ü n como el valor de u

pl | X „  - «I “7  * k > 1
le

2
Si ko r - t y como o2 = —  , se tiene

*  x  n  9

PL|In - y [ 3- e ]-$ —
n  e  2

Cuando n , P C| X „ - p | e ] -*-0*

Por lo tanto, el estimador J de y es tanto mejor cuanto mayor sea la muestra
(b) Consideremos ahora,

n
r (X . - t r -j

E(s>, . E [ « _ ! _ ] .

’ + 2 , x¿)] s, ^ - í e [ S x í + "*2 - 2 ” *2 ]1m\

n n

■ 7 h E S x* - " í Z ] = C S E<XI>--E(X2)]

Desde que E(X?) = y2 + o z y E(I2) = y2 * —  , se tiene

E(S*>

n

* — [ ^ ^ u 2 +  0 2)-7z(y2 +^*)J= (íiu2 + «O2 - nu2 - O2)

* o 2 .

Es decir, la varianza muestral S2 es un estimador insesgado de la varianza pobla

* En cursos avanzados, se dice que XR converge en probabilidad a y
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cional o 2 .

NOTA Esta es otra razón por la cuál en muchos textos se define la varianza

n n

muestral como S2 = *5 (X - - t ) z f{n - 1) en vez de S2 = (X. - J f  ín► ̂ 1 ^ Z-^XT»

CONSISTENCIA Si %n - G(X i,X2>... ,Xn) es una secuencia de estimadores del pa
rámetro 6 basado en una muestra aleatoria de tamaño n, se dice que (§n) es con
sistente para 6, si

Z

lim p [|en - e|< e ]  ■ i
n GO

EJEMPLO 2 Demostrar que la media muestral X„ , es un estimador consistente de

v .

SOLUCION
P[|X - p | < k 0-] > 1 - ~n k

Tomando c * ka¿ , entonces

p p x n - m | < e ] * 1

s  E

o

o 2

se tiene

n e

cuando n  +■ m , P[|Xn - u| < t ] + 1

ERROR CUADRATICO MEDIO DE UN ESTIMADOR Sea 0 = G(X ,X2#... ,X n) un estimador de

0. El e r r o r  c u a d r á t i c o  m e d i o  del estimador 0 se define por E{9 - 0)2 .

NOTACION El error cuadrático medio del estimador § se denota por MSE(§). Es de
cir,. MSE(§) = E(0 - 6) 2

OBSERVACION El error cuadrático medio de § se escribe así

MSE(0) = Var(G) +[e - E(§)]2

De modo que, si 6 es un estimador insesqado de 6, entonces MSE (§) = Var(e)

En efecto:
MSE (8) - E(§- 0)2 = E[(§- E(0)) - (0 - E(§))]2

= E[( 8- E(6))2 ] - 2(6 - E(O)) E [0 - E(§)] + E[ ( 0 - E(8))2 ]

= Var (8) + (9 - E(8))2

El término 6 - E(§) se llama sesgo del estimador § y  puede ser positivo, negati
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vo o cero. La observación muestra que el error cuadrático medio es la suma de - 
dos cantidades no negativas.

EFICIENCIA RELATIVA El error cuadrático medio es un criterio importante para com 
parar dos estimadores. Sean Qj y §2 dos estimadores del parámetro© y sean

MSE (0j) y MSE(§2) los errores cuadráticos medios de 0 X y § 2 respectivamente.

La eficiencia relativa de con aspecto a se define como el cociente

HSE(61)

MSE(e 2)

si esta eficiencia relativa es menor que 1 concluimos que 0 x es un estimador más
eficiente que §2 , en el sentido que tiene menor error cuadrático medio.

EJEMPLO 3 Suponga que estamos interesados en estimar la media u de una población 
con varianza o 2 .

En efecto : 1 Tomemos X ltX2,..., X una muestra aleatoria de tamaño n de la po
blación.
2 Queremos comparar dos posibles estimadores para u: la media muestral X y una - 

simple observación de la muestra, digamos X¿ . Note que X y son estimado

res insesgados de p ; consecuentemente, el error cuadrático medio de ambos es simple 
mente la varianza,

Para la media muestral MSE(X) * Var(H) = o 2/n

Para la observación Individual MSE(X¿) = Var(X.) * o 2

Luego, la eficiencia relativa de con relación a X es

HSE (X) = o}¿n = 1

MSE(X,j) ”

Desde que 1 /n < I para muestras de tamaño n > 2, concluimos que la media mues
tral es mejor estimador de u que una simple observación X¿.

EFICIENCIA Considerando todos los posibles estimadores insesgados de un parámetro 
g ; el que tiene varianza mínima se llama estimador eficiente de 6 o estimador de 
varianza mínima de 0 .

NOTA 1 Hallar un estimador eficiente para el parámetro 0 , es encontrar entre los 
estimadores insesgados, el estimador que tiene varianza más pequeña; tal estima 
dor se llama también e s t im a d o r  in s e s g a d o  d e  mínima varianza.



2 Es posible obtener una cota inferior de las varianzas de todos los estimadores 
insesgados de 0. Sea 8 un estimador Insesgado del parámetro 0 , basado en una 
muestra aleatoria de n observaciones y sea /(x¿9) la distribución de probabili 
dad de la variable aleatoria X. Entonces» una cota inferior de la varianza de 
6 es

RAO-CRAMER como una igualdad, este es un estimador insesgado de mfnima va
rianza o eficiente de 0.

varianza de la media y de una variable aleatoria X con distribución normal de va
rianza conocida o*.

SOLUCION 1 X es un estimador insesgado de la media y,
2 La función de densidad de la variable aleatoria X es

Var(§) >, ----------------

Zk / ( x í 0 ) ]

esta desigualdad se llama la cota inferior de RAO-CRAMER **

3 Si la varianza de un estimador insesgado § satisface la desigualdad de

EJEM’LO 4 Demostrar que la media muestral 1 es un estimador insesgado de mínima

f(X;p) = 2' Oe . oo < X < 00

Tomando logaritmo natural a ambos miembros de la función de densidad

2«/(X;y) = - ín{o/Tñ) - —  (* ~Q  ̂) 2

3 La desigualdad de RAO-CRAMER para la varianza de X es

Var(X) > 1

1

1

** El lector Interesado puede ver HOGG - CRAI6 o BICKEl M U I
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„ E(X -„U„)2
O 4

, — J —  
n 0 ̂

a 4

2
Puesto que Var(X) = —  , vemos que Var(X) satisface la cota inferior de RAO-CRA-n
MER como una igualdad. Entonces X es un estimador insesgado de mínima varianza -
o eficiente de y.

8.2.2 METODOS DE ESTIMACION PUNTUAL

1. «TODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

El principio de máxima verosimilitud, en su aplicación a la obtención de - 
estimadores puntuales, consiste en seleccionar aquel estimador que maximice la 
probabilidad de obtener la muestra realmente observada.

DEFINICION 8.2.2 Sea X una variable aleatoria cuya función de probabilidad, - 

/(j:;9) depende de un parámetro 9. Sea X1,X2 >..., una muestra aleatoria de

X y sean * los valores observados de la muestra. La función de veroi z  n —
similitud de la muestra se define así,

V(9) * 9) * /(x^-e)/(x2¿0) .../(x^'0)

n

■  !W>
El método de máxima verosimilitud, consiste en tomar como valor estimado de 9, 
el valor que hace máxima la función V(9).
Observe que si § hace máxima a V(Q), entonces también hace máxima a su logarit
mo ln \<e). Para convertir el producto en suma, se suele tomar la función 
L=ZnV(8) y determinar 0 por la ecuación,

3L Y. n
*8 ■ i - 1  a e
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Si, la distribución de probabilidad tiene varios parámetros desconocidos,
9 ,0. ,...,0, , entonces en lugar de una ecuación, tendremos k ecuaciones,1 £ K

3 L
3 0 * 0 a L = 0 = 0

3 6 3 01 9 *2 -

a partir de las cuales se obtiene las estimaciones para estos parámetros.

EJEMPLO 5 Obtener el estimador de máxima verosimilitud de la probabilidad de éxi 
to para una variable aleatoria X de Bernoulli.

SOLUCION 1 Desde que X es una variable aleatoria de Bernoulli, entonces la fun

ción de distribución de X está dado por

p(x;p) = px (l - p)' ” , x - 0,1 ; 0 < p < 1

2 Sea Xj,X2,...,Xn una muestra aleatoria de X cuyos valores son

es una secuencia de ceros y unos). Entonces

1 -x

1 -x.
p (*.;p ) = pX£U  - p)

3 La función de verosimilitud es

V(p) = p l x ^ x  ,...jXn sp) = p(Xj,-p)p(x2;p), p{xn sp)

n n

= TT p(*¿;p) = T[ p~¿(i - . 1 -X .
P) 1

E x . E (1 - x .)
■  p 1 (i- P ) 1 

4 Tomando logaritmo natural a V (p)

n n

- 2:L * InV(p) - x. In p + Fn - 2 a  x . 1 ln{ 1
i-1 1 L

5 Derivando con respecto a p obtenemos

- p)

n n

£
3L . t-i
3 p p

x .i
V

n - x .

1 - p
(- 1) - 0
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n n

Z * .  5 > v
1  -  -  ^  v

K 1 - p

n

K - Z x .
I ~ P = j=1 ^

P n

de donde p s ---  * x
n

es, simplemente, el número promedio de "éxitos*' observados en una serie de n en
sayos.

n
[ Xr 1 n
— —  = b X  E< = p

« J ¿-i

Es decir, p es un estimador insesgado de p.

EJEMPLO 6 Suponga que el número diario de ventas de autos nuevos que efectúa de
terminado concesionario, es una variable aleatoria de Poisson con parámetro X . Da 
do que en 20 días la venta total de autos fue de 30, ¿cuál es el estimador de má
xima verosimilitud de X?

SOLUCION 1 Comenzaremos determinando, el estimador de máxima verosímili-tud del pa 
rámetro X de la distribución de Poisson.

-  X
p(x;A) = ^ — 2--- , x » 0,1,2, ...

x\

Z Sea X,,X_,..., X una muestra aleatoria de tamaño n de la variable aleatoria -i c  n
de Poisson, con valores x,,x*,..., x . Entonces,l e  71

x . -X
p(x. ;\) = Pft  ° a. ] = X -f' ■ , i  = 1,2,..., n.

►  V  m  Ix i !

3 La función de verosimilitud es.
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V(A) = ftpfc ;X) = T I  Í - L l  
t»l v i»l x.!

n  * -nX E x .
e X *

f í a : . !

4 tomando logaritmo a V(X) obtenemos,

n n

L * Z>iV(X) a -  rt\ + S x .  I n  X -  Z n ( T T x . ! )
¿ « 1  *  x * l  1

5 Derivando con reespecto a X, se tiene,
n

I ,
3L . . „ t i l l  „ o

Z * .^ i«l t-
de donde X * -=-*---- * x .«

Expresado en palabras, la media muestral es el estimador de máxima verosimili
tud del parámetro X de la distribución de Poisson. Por lo tanto, empleando los

20

, Z x.=datos del problema, n s 20 días, ^ x . =  30 autos, se tiene,
•t»i %

X .  30 .  lm
20

EJE9ff>L0 7 Suponga que se compra una docena de naranjas de huando, se pesa cada - 
una, y se encuentra que

1 2 12

H  i. * 180 , S  x? = 2799
t*l 1 £*1

en (onzas). Calcular los estimados de máxima verosimilitud de y y o 2 , suponien
do que las 12 naranjas compradas son una muestra aleatoria de todas las naranjas 
de huando (y que sus pesos están distribuidos normalmente),

SOLUCION 1 Determinaremos primero el estimador de máxima verosimilitud de p y de 

o 2 de la población normal X, con función de densidad
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f ( x ju ,oz) - — --- e t - *» < x < «
o/ 2n

2 Sea XjsXg,..., X^ , una muestra aleatoria de tamaño n, d< 

riaXcon distribución normal x los valores dei ¿ n

, -(* . - u f/2o 2
fix.ju,o 2) s —  ---  e

*  o / Í T

3 La función de verosimilitud es,

. f r - 4 =V(U_ # .

o/2 n

-x/2 r< x  • — v)*/o2

(2*o2)n/2

4 Tomando logaritmo se tiene
n

L ~ I n  V(p,o2) = - ?  ín - —  I n  o 2 - ——  (ar.
2 2 2o2 i-1 1

5 Derivando con respecto a y y o 2 , obtenemos

f t  ■ -L ¿  (,. - „)
8 u o 2 1

n
u 8 L _ n . 1 V' ( xZ
y 3 aZ "  2oZ 2(0 Z)Z iXi  ' ^

6 Resolviendo el sistema de ecuaciones para las estimadas

«
1 2 1 (x. -y) = O

2oZ + 2(oZ)Z '  M)Z * °

una variable aleator

ia muestra. Entonces

Se obtiene
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o 2 = — £  ( x .  -  x ) 2 
» £ - !  *■

por lo tanto, los estimadores de máxima verosimilitud, de v y de o 2 son ¡j * x
n

C? _ 1 V  t - \ 2 . n - 1 f2 a¿ * — ¿*{x. -  x )  -  ---------  S
» £=i * n

Para nuestro problema tenemos

12
u - 1 '2 . i  X  x. - M  - 15.

12 £í 1 12

o 2 = M(X2) - [M(X)]2 = -225 * 8.25

2 METODO DE LOS MOMENTOS

1 Suponga que X es ó una variable aleatoria continua con función de densidad
»8g .... a O*) o una variable aleatoria discreta con distribución de pro

habilidad p{xi$i ,92 caracterizado por k parámetros desconocidos.

2 Sea X, ,X„,...,X una muestra aleatoria de tamaño n de X. Los primeros k momentosi 2 n
mueetralea alrededor del origen se define como

M* - I  2  X?r  n .¿ . ¡ i

n

j r * 1121 • • • fíe

Los primeros k momentos de la población alrededor del origen son respectivamente

* £(Xr) * /R rJ7tr,-01 ,e2 .., 8^ d x  , r  = 1,2,... tk ¡

si X es continua,

si X es discreta.

• = E(Xr ) = S x ^ p U í O j  , 0 2 , . . . , 0 fc) , r  = 1 , 2 , . ...It i

4 Los momentos ( r = 1,2»...tk) de la población son en general función de los k 

parámetros desconocidos ,62 ,...,0^ . El método de los momentos consiste en - 

igualar los momentos muéstrales y momentos poblacionales, obteniendo k ecuacio
nes simultáneos con k, parámetros desconocidos 8j»62 •• • ■ »©fe . Esto es

li* *  M' , r  * 1 .2  r  r
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5 Las soluciones de las ecuaciones en (4) denotados por §.*§, constituyen
1 ¿ K.

los momentos estimados de .....9^ respectivamente.

EJEMPLO 8 Suponga que X es una variable aleatoria distribuida normalmente con me 

dia p y varianza o 2 desconocidos. Encuentre los estimadores para p y  o 2 por el - 

método de los momentos.

SOLUCION 1 La distribución normal tiene dos parámetros p y o 2, en concecuencia - 

habrá dos ecuaciones. Los dos primeros momentos poblacionales para una población 

normal son

u¡ -  E(X)  = p

m'2 = E(XZ) = 02 + wz

2 Si X ,X (...»Xr es una muestra aleatoria de X. Los dos primeros momentos mués

trales son

M' * —  X  X.
1 n i*\ %

n

m; = -i Z  x2.
2 n i.x l

3 De las ecuaciones de los pasos (1) y (2) se obtiene el sistema

1
tp * — X . * X71 t

n

0 2 + m2 * I  I x í
n  ¿ « 1  1

4 El sistema de ecuaciones de (3) dan las soluciones

i  Z  x! -

n

= i  Z
n

n i
x2. - t .  i  [ 2  i .  - » J >1n li=i v J

n

= I  [ £  X 2 - 2n%2 + n i 2] 
n l i . i  t J
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n n

» -  r £  xi - z t s  x. + 2 12 i
» L ¿-1 v £-i 1 t-i J

n

- ±  Z ( X ?  - 2l X . + X 2 )
n ¿«I 1 1

- -  S  (X. - X ) 2
n ¿ , i  i

- £-=-¿S*.
n

Es decir,el estimador por el método de los momentos de u es M' * X y el esti

mador por el método de los momentos de o 2 es M* - X2 = —— - S 2 .
¿ n

EJEMPLO 9 Sea X,,X^,...,X una muestra de una población con distribución de Poi-1 2  n
sson con parámetro X . Estime X por el método de los momentos.

SOLUCION 1 La distribución de Poisson tiene solamente un parámetro, en consecuen 

cia se tendrá sólo una ecuación.

2 El primer momento poblacional es p' = E(X) * X

n

3 El primer momento muestral es M' * —  ÜElx. * X
K i " ¿-1 1

4 De los pasos (2) y ( 3 )  se tiene la ecuación

v\ * X * MJ = X

En concecuencia X * X .

EJEMPLO 10 Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo 

[0,a] . Hallar un estimador de a por el método de los momentos.

SOLUCION 1 En este caso la distribución uniforme tiene solo un parámetro, enton

ces se tendrá una ecuación. El primer momentos poblacional alrededor del origen 

es ui= E<x> = r i d x  °

a  „  - 2  ax c

o 2 a

- £  
2

2 Si X ,X , ...,X es una muestra aleatoria de X, el primer momento muestral es
1 L Pt

n

M', - -  ?  X . = X1 n i » \ i
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2. = X 
2

Es decir, el estimador de momentos de a es a - 2X

EJEMPLO 11 Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el interva

lo [a, fc] , con ay  b desconocidos. Estimar a y h por el método de los momentos.

SOLUCION 1 La distribución uniforme tiene dos parámetros a y b ,luego se tendrá 

dos ecuaciones. Los dos primeros momentos poblacionales son

b
'r,r~ I -  C/V\ -  f  X  , _  a  +  b

3 De los pasos (1) y (2) se tiene

= E(X) = [ - Z — dx = 
1 ) a b -  a

2
s E(X¿) * I -2 d x  * *

2 Ĵ  b -  a 3 (b - a)
^  ~  a 3 =  a 2 -/- áb + fe2
a 3( b  -  a) 3

2 Si Xj,X2l.,.,X es una muestra aleatoria de tamaño n de X, los dos primeros 

momentos muéstrales son

n

m; = -  Z x . - x
1 « ¿-i i

m; = i í  x ?
2 n i

3 De los pasos (1) y (2) se tiene el sistema de ecuaciones

« J J l  ,  x

a 2 + ab + b2 _ l_ ^  j2 _
3 » t«l ¿

4 De la primera ecuación de (3) se despeja o. =- 2X - b y reemplazando en la

otra ecuación se obtiene las soluciones

(2X - i>)2 + (2X -  b ) b  + b 2 = 3H1,
2

b1 - 2 X b  + 4 X 2 - 3M^ « 0

= 2 X i / 4  X2 - 4 [4 X 2 - 3H^]
2
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- X ,  / 3(M¿ - XJ )

Por lo tanto, los estimadores de los momentos para a y b son

a = I  - / 3(M‘ - X2 )

l  = X + /  3 ( -  X? )

PROBLEMAS 8.2
1 La primera observación de una muestra aleatoria podría utilizarse como un estî  

mador de la media poblacional. ¿Es este un estimador:

(a) insesgado? (b) consistente? (c) eficiente? .

2 Suponga que 6 es un estimador de 0 basado en una muestra aleatoria de tamaño - 

n. Si E(X.) = 0 y O * Z q . X  , ¿qué restricciones tiene que cumplir a.V % l V

para que § sea un estimador insesgado de 6 ?

3 Sea X una variable aleatoria con media u y varianza o 2. Suponga que

K

S2 . 1  £  (X. - J ) z
n  ¿ . i  '  t

Se usa como estimador de o 2 . Demostrar que es un estimador sesgado.

4 Suponga que tiene una muestra de tamaño 2«de una población X con

E(X) * u y Var(X) = o2 . Sean

Z n  n

x i  = h  £ ¡ h  y  x 2 ■ xi

dos estimadores de p , ¿cuál es el mejor estimador de p ? justifique su respues 

ta.
5 Sea X 1(X2,...,X7 una muestra aleatoria de una población que tiene una media y

y varianza o 2. Considere los siguientes estimadores de p

„ V  V  - + X 7 i 2X1- X 6 + X ,
V  1  * G * i

¿son estimadores insesgados? ¿cuál es el mejor estimador? ¿en que sentido es me

jor?

6 Suponga que éj y § 2 son dos estimadores de 0 con

E(§ ) = e , E ( 8  ) = 6/2, Varíe^ = 6, Var(0 2) = 2 . ¿Cual es mejor estimador

de 0 ? ¿por qué?
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7 Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o 2 . Dada dos muestras 

aleatorias de tamaños n y  « 2 con medias muéstrales ~%l y X? respectivamente, 
demostrar que

X - al + (l-a)X2 , 0 < a < 1

es un estimador insesgado de \i . Asumiendo que X t y X2 son independientes, 

hallar el valor de a que minimiza la varianza de X.

8 Se realizan 15 pruebas independientes de Bernoulli y se observan 12 éxitos, 

si no se conoce p . Hallar el estimador de máxima verosimilitud de p .

9 Se instalan 30 tubos electrónicos escogidos aleatoriamente y se registra 

el tiempo de falla de cada uno de ellos. Si se supone que los tiempos 

registrados son tales que Lx¿ * 32,916 horas. ¿Cuál es el estimado de máxima 

verosimilidad para el parámetro de la distribución exponencial de las 

duraciones de los tubos?

10 Si y 02 son estimadores independientes insesgados de un parámetro 

desconocido 6 , con varianzas conocidas^ y o* respectivamente:
a) Demostrar que § = (1 - a ) también es un estimador insesgado 

de 6 , para cualquier valor de a .

b) Encontrar el valor de a que minimiza la varianza de 3.

11 Basado en su experiencia, un vendedor de televisores a colores piensa que 

el número de ventas de televisores a colores que hace cada día laborable 
es una variable aleatoria de Poisson con parámetro x . Examina sus registros 

del año anterior (que tuvo 310 días hábiles) y encuentra que vendió en total 

279 televisores. Calcular el estimado de máxima verosimilitud de la 

probabilidad que no venda televisores en su próximo día de trabajo.

12 Sea X una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo

]. ¿Cuál es el estimador de máxima verosimilitud para a en 

base a una muestra aleatoria de tamaño « de X?

13 Sea X una variable aleatoria binomial con parámetro p y * («conocida). 

Determinar el estimador de máxima verosimilitud para p en base a una muestra 

aleatoria de m observaciones de X.

14 Sea X una variable aleatoria geométrica con parámetrop. Hallar el estimador 
de máxima verosimilitud de p , basado en una muestra aleatoria de tamaño n.



15 Sea X una variable aleatoria binomial con parámetros n (desconocido) y

p. Determinar el estimador de máxima verosimilitud de p, en base a una 

muestra aleatoria de tamaño m.

16 Hallar el estimador del parámetro a de la distribución exponencial por

el método de los momentos, en base a una muestra aleatoria de tamaño n.

17 Sea X una variable aleatoria geométrica con parámetro p. Hallar el estimador 

de p por el método de los momentos, basado en una muestra aleatoria de

tamaño n.

18 Sea X una variable aleatoria de Bernoulli con parámetro p. Determinar

el estimador de p por el método de los momentos, en base a una muestra 

aleatoria de tamaño w.

19 Sea X una variable aleatoria binomial con parámetros n (conocida) y p. 

Hallar el estimador de p, por el método de los momentos, basado en una 

muestra aleatoria de tamaño m.

20 Sea X una variable aleatoria binomial con parámetros n y p , ambos 

desconocidos. Calcular el estimador de n y p por el método de los momentos, 

en base a una muestra aleatoria de tamaño m.
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83 ESTIMACION DE INTERVALOS DE CONFIANZA______________________
En la sección anterior, hemos visto la estimación puntual del parámetro 

de la población, la cual es un valor numérico que se obtiene a partir de 

alguna fórmula conocida mediante el uso de una muestra de la población.

En las aplicaciones, cualquier estimador puntual del parámetro desconocido 

de la población, aún cuando tenga todas las propiedades deseadas, tales 

como, ser: insesgado. eficiente, etc; tiene la limitación que no proporciona 

información acerca de la precisión de la estimación obtenida. Es decir, de 

la magnitud del e r ro r  debido a l muestreo. Por ejemplo, la estimación puntual 

del tiempo promedio de servicio de los 10,000 empleados de "SIDER-PERU", 

x - 8.0 años basados en una muestra, no da una indicación de la precisión 

de la estimación.

En el capítulo anterior, hemos visto que la media basada en una muestra 

aleatoria puede tomar muchos valores diferentes, indicados por la distribución 

muestral de X. Además estos valores posibles de X están agrupados en la 

distribución muestral de X alrededor de la media u de la población (E(X) 

= u), y la mayoría de las x caen a la derecha o a la izquierda de la media 

de la población. Por lo tanto, es casi seguro que cualquier x ; en otras 

palabras cualquier estimación puntual de u no será correcta en el sentido 

de que proporcione el valor real de la media de la población. Así pues, es 

bastante seguro concluir que 8.0 años no es realmente el- promedio del tiempo 

de servicio de los 10,000 empleados. Es decir, a partir de una muestra no 

podemos obtener conclusiones acerca de la población correspondiente que sean 

100 % verdaderas. Por esta razón es que la estimación puntual tiene poco 

uso. A menos que se tenga alguna indicación sobre la precisión de la 

estimación.

La precisión de la estimación puntual puede evaluarse en una muestra, 

-por estimación de un intervalo junto con una medida de la seguridad que tal 

intervalo contenga al parámetro desconocido de la población. Dichos intervalos 

se llaman in terva los  de confianza o estimación por in te rv a lo del parámetro 

desconocido. Formalizaremos esto en las definiciones siguientes.

DEFINICION 8.3.2 In te rva lo  a le a to r io » es un intervalo en el cual por lo 

menos uno de sus extremos es una variable aleatoria. .

EJEMPLO 1 Sea 2 < X < 6, un evento, donde X es una variable aleatoria. Pero 

2 < X < 6, se puede escribir así
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X < 6 

X < 6

X >2

3X > 6 o sea X < 6 < 3X

X < 6  < 3X, es un intervalo aleatorio ya que sus extremos son - 
variables aleatorias. Y el evento 2 < X < 6 es equivalente al evento X < 6 < 3X
luego;

P[ 2 < X < 6 ] = P pt < 6  < 3X 3 

EJEMPLO 2 Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad es,

0 < x < 3

en otros casos

Determinar la probabilidad que el intervalo aleatorio <X, 3X> incluya al punto 3 

SOLUCION Queda como ejercicio para el lector verificar que k =y^ . Debemos calcu 

lar P[X < 3 < 3X ] . La desigualdad X < 3 < 3X se escribe asf,

X < 3 

X < 3

y
y

3 < 3X 

1 < X , de donde 1 < X < 3

Es decir, el evento X < 3 < 3X es equivalente al evento 1 < X <  3, por lo tan 
to

P[X < 3 < 3X ] = P[1 < X < 3]

r 3

(5 ♦ i )  <& ' —  + —j 6 12 12 12
5
6

1

DEFINICION 8.3.1 INTERVALOS DE CONFIANZA Sea Xj,X2#...,X„ una muestra aleatoria 

de una población X, cuya distribución de probabilidad es /(x,6) .

Sea e, 3 G(X ,X ....,X„) y O,* G(X ,X ,...,X ) dos estadísticos tales que
1 1 2  n £ \ 2 n

o < e ,
i  z

para los cuales se cumple

p [ 0 1 -< 0 ^ 0  ̂] = y = 1 - a (*)

donde y no depende de o ; entonces el intervalo aleatorio [Qj ,©2] Se llama el - 

intervalo del 100 y% ó 100(1 - «)% de confianza para 0 .

La relación (*) se interpreta como sigue: y es igual a la probabilidad que el i£ 

tervalo aleatorio [ 9 j , 0 2 ] contenga a 0 .

, se llama el límite inferior de confianza para 0 .

©2 , se llama el límite superior de confianza para 0 .



Y  *  1 -  a  » se llama el nivel (o coeficiente) de confianza.

La elección del nivel de confianza depende del investigador y los valores más - 

utilizados son

Y  = 0 . 9 0 ;  y = 0.95 ; y = 0.975 ; y = 0.98 ; y = 0 . 9 9

Por ejemplo, si se escoge y - 0.95; se establece que [0 , 02] es un intervalo 

del 95 % de confianza para O.En otras palabras estamos diciendo: de las muestras 

que podemos obtener cerca del 95 % producirán intervalos que incluyan al valor 

B, mientras que el 5 % no. En general, la interpretación de un intervalo del 

100 y%  de confianza para 0 es, que si se seleccionan muchas muestras aleatorias 

y se calcula para cada muestra el intervalo de confianza del 100 y % para 0 , 

entonces el 100 y % de estos intervalos incluirán el verdadero valor de ü . 

Ahora frecuentemente en la práctica se obtiene sólo una muestra, por tanto 

se calcula sólo un intervalo de confianza. Desde que este intervalo contiene

o no al verdadero valor de 0, no es razonable aplicarle probabilidad a este 

resultado específico. Si y son los resultados específicos, carece de 

sentido, la expresión P[0j-í 6 0?] = y, por lo que escribiremos simplemente

[0 j. 02]i 'í 0 e2* El valor [Oj, 02] ó 0^  0 ^  del intervalo aleatorio

[0 j ,02] se llaman también intervalo del 100y% de confianza para 0 .

El intervalo de confianza [9*,©3] se llama también in te rv a lo  de confianza

de dos lados o b i la te r a l, por que especifica el límite inferior y superior.

INTERVALO DE CONFIANZA UNILATERAL O DE UN LADO Sea X, ,X„,...,X una muestra
1 Z Tí

aleatoria de una población X con distribución de probabilidad /(x;0)

a) Si 0 i = G(X,,X ....X J  es un estadístico, para el cual ,
1 1 2  n

P[0 ! ^  6 ] * y = X - o

entonces el intervalo foj » ^  se llama el intervalo inferior del 100 y% 6
100(1 - a)% de confianza para 0 .

0  , se llama límite unilateral inferior de confianza para 0 .

b) Similarmente, si 0 , = G(X ,X ,...,X ) es un estadístico tal quec 1 2  n

P[0 ¿  0 Z ] = y = 1 - a

entonces el intervalo «> , 0 Z] se llama el intervalo unilateral superi

or del 100y % ó 100(1 - a)% de confianza para 0 .

0 2 , se llama límite unilateral superior de confianza para 0 .
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OBSERVACION el lector habrá observado, que obtener un intervalo de confianza 

para un parámetro 6 consiste en:

i) Elegir una probabilidad y cercano a 1 Ó a cercano a cero.

ii) Hallar dos estadísticos y 0 ? de 0 tal que P[01 ^ 6 ̂  0 ? ] = y ■ 1 - a

83.1 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON VARIANZA CONOCIDA, 
MUESTRA GRANDE

Sea X una población distribuida con media m desconocida y varianza a 2 

conocida. Debemos hallar un intervalo de confianza para y. Es decir,encontrar 

dos estadísticos tal que P[E^ < u < 02] » y, con r conocido. Entonces,

1 Elegimos el nivel de confianza y - Z - a
2 Sea X., X,,...,X una muestra aleatoria de tamaño n de X, y I la medial e  fl

muestral

3 Sabemos que Y es adecuada para estimar p, por lo tanto podemos usar la

distribución muestral de T  para establecer un intervalo de confianza para u

4 Para n suficientemente grande (n >30) por el teorema central del límite

se tiene que

w « ( f c í i

Si X es una población normal, entonces 1  es normal para todon. Además se ob

tiene

z /— ^if(o.i) (*>
a

5 Observe que, si bien la variable aleatoria Z(de * ) depende del parámetro

M*su distribución no. Por lo tanto, elegido y =  1 - a, puede determinarse

dos valores z l y tal que

= 7 = 1  -  a

6 Hay infinidad de formas de escoger z y z? que cumplen tal condición. El 

más simple es escoger z ? = -Zj = zQ(Ver Fig. 8.3.1)

P [ - Z  < Z < z ] = Y  = l -  aO o
7 Por la simetría de la curva normal, se tiene
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Es decir,

2P[Z £ Zo] = 1 + y

P[2
1
2

8 Del paso 7 y la tabla III (de
F i g .  8 . 3 . 1

la distribución normal), se encuentra el
valor de z .

o

9 Por otro lado, la expresión del paso 6 sustituyendo Z, se escribe 

equivalentemente

P[- V  l s z j P[- Z0 £ *  "  y /"n S z D] = y

z oZ O
P[- S = r  £ X - u < -5 ] * Y

P[- X -
Z o o

n

= P[X-
z oo
/~ñ

De donde se obtiene el intervalo fX - 

fianza para el parámetro u .

- p £ - X +
z o 0

Z 0

/ n

£ X +
" h  ]r n s Y

Z 0 2 a0 , X + 0

] s Y

] de! 100 y% de con

10 Para un valor particular de la muestra , sustituyendo el valor
i z n

de í  de í en el intervalo aleatorio, se obtiene el siguiente intervalo 

del 100y *  Ó 100(1 - a)% de confianza para 0

*  -

z oo z oo

/""ñ * n

El teorema siguiente formaliza y resume el resultado anterior

TEOREMA 8.3.1 INTYERVALO DE CONFIANZA PARA M CON a 2 CONOCIDA

Si x es la media de una muestra de tamaño n (n £ 30) tomada de una población 

distribuida con media p (desconocida) y varianza o 2 conocida, entonces
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02 02
X  +

n

es aproximadamente un intervalo del 100 y% de confianza para la media p . Donde

NOTA 1 Si se desconoce o y n £ 30, se puede usar la desviación estándar muestral 

S para aproximar o.

NOTA 2 Si la variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p y 

varianza a 2 (conocida), entonces, el teorema anterior se cumple también 

para n < 30.

NOTA 3 En el capítulo anterior (c.7.2.2), se vio que, cuando el muestreo es sin 

reemplazo en poblaciones finitas, se usa al factor de corrección para 

población finita {N - n)/(N - X).Al estimar parámetros de población con 

muestras sin reemplazo, se debe utilizar el factor de corrección para 

población finita. Entonces para población finita de N elementos, 

o conocida, muestreo sin reemplazo y n £30, el intervalo del 100 y % 
de confianza para p es

OBSERVACIONES

1 z^ es una función creciente del nivel de confianza y. Por lo tanto, cuanto 

más cercano a 1 se escoge y, debemos esperar intervalos de confianza más 

grandes.

2 El tamaño de la muestra aparece en el denominador de oz , entonces, muestraso
más grandes darán intervalos de confianza más cortos, por lo tanto 

información más precisa.

EJEMPLO 3 Construir un intervalo del 95 % de confianza para la media de la 

población, a partir de una muestra de tamaño 64 extraída de una población con - 

o = 10. La media muestral resultó x = 48.5.

z es tal que P[Z É z ] * --I -*o o

Si o es desconocida por la nota 1 el intervalo de confianza es
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SOLUCION 1 y 35 0.95

2. reemplazando en la formula del paso 7

P[Z < ZJ  = 1 + ° -95 = 0.975 
0 2

de la tabla III se obtiene

z = 1.960

3. Cálculo de e, = 48.5 - = 46.05
1 8

6 = 48.5 + m i * -9-6 ? = 50.95
2 8

4 . luego [46.05 ,  50.95] es el intervalo del 95 % de confianza para p .

Los pasos que se siguen para determinar un intervalo de confianza se pueden 

resumir en el siguiente cuadro:

1 Elegir un nivel de confianza y s l  • a

2 Determinar z mediante la tabla III y la fórmulaO

Ptz S z0]  -  L L I

Y 0.90 0.95 0.98 0.99

z 1.645 1.960 2.33 2.576
0

3 Calcular oz lf~ñ~ .
o

4 Cálculo de x .

oz az
5 Cálculo de * - — —  y * + 0

6 El intervalo del 100 y *  de confianza para la media de la población es,

r  oz oz y
[ i - T = ?  ■ ; - 7 # ]

NOTA 4 Una propiedad de la media muestral es que se puede utilizar para estimar

la cantidad to ta l de una población en casos apropiados. Por ejemplo, si la media 

del salario mensual para una muestra de 6 obreros calificados de una fábrica es
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I/. 5000, y en la fábrica trabajan 100 obreros calificados, el gasto mensual en 

obreros calificados es I/. 100 x 5000 = I/. 500,000. Es decir, si

N = Tamaño de la población

X = media muestral 

t = Total = N X

Para situaciones en los cuales resulta apropiado utilizar la media muestral 

para estimar una cantidad total, la desviación típica para el total es

s* * i = N stotal

Entonces, el intervalo del 100 y % de confianza para el total "t“ de la 

población, se obtiene multiplicando, los límites del intervalo de confianza 

del 100y % para u por el número total

[Ni - z - P  , N l + z  - P  ]
® 0 f ñ

EJEIfLO 4 Cuarenta y nueve reses recibieron una alimentación especial por 

un período de cuatro meses, siendo el aumento medio de peso en este período 

de 60 kg. con una desviación típica de 7 kg. ¿Con qué nivel de confianza puede 

afirmarse que esta dieta produce un aumento medio de peso de 59.25 a 60.75 

en un período de cuatro meses?

SOLUCION Datos n « 49 , S - 7 kg.

1. Queremos calcular y  - ?

2. Puesto que n es grande, aproximando o por S tenemos

x - z - J = » * - z  =59.25
o  J n  o

x + z = x + z = 60.75
0

3. Resolviendo el sistema se obtiene z s 0.75
o

4 . Reemplazando el valor de z q en la fórmula

P[Z £ z ] = P[Z S 0.75] = 0.7734 = 4  (1 + Y )O t

ó 1 + y = 1.5468 , de donde y = 0.5468.

EJEWL0 5 Una auditoría del inventario de una compañía se realizó seleccionando 

una muestra al azar de 100 productos en existencia. El precio de venta promedio 

obtenido en la muestra fue de I/. 17.5 con una desviación típica de I/.6.75. 

Construya un intervalo de confianza del 95% para el precio promedio de todos
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SOLUCION 1 y  = 0.95 .

2. P[Z < z ] = 1 * ° ' 95 = 0.975 , de la tabla III, z - 1.96.
0 2  0

3. x =  17.5 , n - 100 grande aproximamos o por S = 6.75 .

4. Cálculo de = (1 • 6-.2JÜ. = l l -i?  = 1.323.
/ i r  / í o T  10

z S
5. i --------- = 17.5 . 1.323 = 16.177 .

y n
2 S

i + - 2 -  = 17.5 + 1.323 = 18.823 .
/ n

6. El intervalo del 95 % de confianza para el precio promedio de todos los artí 

culos en existencia es [16.1777, 18.823] .

EJEW’LO 6 De un embarque de 2,200 secadoras de mano se probó 81 secadoras

al azar, la vida promedio en la muestra fue de 3.2 horas con una desviación

estándar de 0.9 horas. Construya un intervalo de confianza del 95 % para la 

vida media de las secadoras del embarque.

SOLUCION 1 y = 0.95

2. P[Z S z ] = 1 * 0,95 = 0.975 y de la tabla III, z =■ 1.96
L oJ 2  °

3. x  ~ 3.2 , S = 0.9

4. Puesto que n * 81 es grande, y N =  2,200 tamaño de la población, por -

la nota 3, tenemos que

los artículos en existencia.

Zo S /  2200 - 81 . (0.196)/0.963 = (0.196)(0.981)
„ / N ’ 1 / i T  2200-1
" - 0.192

5. x  ®- A ^ - 2  = 3. 2 - 0 . 19 2  » 3.008
/  N - 1n

Í + - L ¿  J K z JS. = 3.2 + 0.192 = 3.396
/ ñ  / N - 1

6. El intervalo del 95 % de confianza para la vida promedio del embarque de se

cadoras es £3.008 , 3.396]
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EJEM>LO 7 Se va a vender un nuevo tipo de leche en polvo para niños como

prueba de mercado durante un mes en las tiendas de una cadena de autoservicio.

Los resultados de una muestra de 36 tiendas indicaron ventas promedio de I/. 

1200 con una desviación estándar de I/. 180. Si la cadena tiene 200 tiendas, 

establezca una estimación del intervalo con 99 % de confianza de las ventas

totales de esta leche en la cadena de tiendas de autoservicio.

SOLUCION 1 y r 0.99

2. De la fórmula P[Z S z g ] - 1 * * = 0.995, y la tabla III, z q= 2.575.

3. * - 1200, S = 180 , n = 36

4. z - L  = (2.576) = (2.576)30 = 77.28
0 /ÍT /~36~

z S
5. x - — ^  = 1200 - 77.28 = 1122.72 

X  + Z —  » 1200 + 77.28 - 1277.28

6. Multiplicando los límites de este intervalo por N * 200 se tiene (ver Nota - 

4)
200(1122.72) * 224544

200(1277.28) = 255456

Por lo tanto, [224544, 255456] es el intervalo del 99 % de confianza de las 

ventas totales de la nueva leche en la cadena de tiendas de autoservicio.

83.2 TAMAÑO MUESTRAL PARA ESTIMAR UNA MEDIA

El intervalo del 100 y % de confianza para p , es un intervalo con centro 

x (Ver fig. 8.3.2), entonces si u es el valor central del intervalo del 100 

% de confianza para p, x estima a p sin error. Desde que la mayoría de las 

veces, x no es exactamente igual a p, hay un error de muestreo en la estimación 

de p por intervalo. El tamaño del error de estimación será la longitud de 

la diferencia x -  p ; es decir | x - p | .  Y esta diferencia es menor o igual 

que z a f / ~ n  con 100 y  % de confianza. La figura 8.3.2 muestra el error deO
estimación de p por Note que la amplitud del intervalo es 2z o//~rT.
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E  r r o r

V x * z9a//H

Fig. 8.3.2

El procedimiento para seleccionar el tamaño de muestra es

1. Elija E el error máximo permisible (cota para el error de estimación) 

y un coeficiente de confianza y= 1 - a

2. Resuelva la ecuación E * z o//~ñ~ para n . Es decir,O

Z a 2

" * t n r 1

EJEWLO 8 Una firma constructora desea estimar la resistencia media de las 

barras de acero utilizadas en la construcción de edificios de departamentos. 

¿Qué tamaño muestral se requiere para garantizar que haya un riesgo de sólo

0.001 de sobrepasar un error de 5 kg. o más en la estimación?. La desviación 

típica de la resistencia de este tipo de barras se estima en 25 kg.

SOLUCION E * 5 kg . o - 25 kg. n * (zo°/E) 2

Desde que el riesgo de sobrepasar este error es de sólo 0 .001, entonces el 

grado de confianza para que este error sea el máximo permisible es y s 1 -

0.001 - 0.999.

P[Z S z ] = —  (1 + y ) = 0.9995, de donde z = 3.09
0 2  o

Luego, n = {3.09)2(25)2/52 , ó n -  238.7 = 239.

EJEMPLO 9 Para su producción total de bombillas, la gerencia de una firma 

electrónica está segura que los límites superior e inferior de vida no difieren

por más de 600 horas. Para un nivel de confianza del 90 %, ¿Qué tan grande

debe tomarse la muestra para encontrar la vida promedio de una bombilla dentro 

de más y menos 30 horas?

SOLUCION E * 30 horas , y = 0.90 , n = (z o/E ) 2O

P[Z S z ) = 1 = 0.95, de Tabla III, z = 1.645
o** g 0

Cálculo de o . En el capítulo 6 hemos visto que el intervalo [- 2a , 2o ]
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incluye el 95.46 3» del ¿rea bajo la curva normal; es decir este intervalo incluye 

la mayor parte de las observaciones. La fig. 8.3,3 muestra la relación aproximada 

entre el rango y la desviación típica de la población. Entonces

4<j %  600' (aproximadamente)

o %  150.

Por lo tanto

833 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS DE DOS 
DISTRIBUCIONES CON AMBAS DESVIACIONES TIPICAS CONOCIDAS, MUESTRAS 
GRANDES

Sea X una variable aleatoria distribuida con media u ^ y  varianza o* 

(conocida). Sea Y una variable aleatoria independiente de X distribuida con 

media M x y varianza o* (conocida). Queremos hallar un Intervalo de confianza 

del 100 y %, para la diferencia de las medias u - M . Es decir debemos
jc y

encontrar dos estadísticos 

0 J y ^  tal que PfBj S u x - u y S G z ] = Y -  Entonces

1. Elegimos el nivel de confianza y = 1 - a.

2. Consideremos una muestra aleatoria de tamaño n (n i 30) de X y una muestra - 

aleatoria de tamaño n lm  *30) de Y. Sean X e Y  las medias muéstrales res. 

pectivamente.

3. Sabemos que la estadística adecuada para estimar p _ - u  es T  - Y, entonces
A  ♦ I

usaremos la distribución muestral de X - Y para establecer un intervalo de - 

confianza para ux - g y

4. Para n y m suficientemente grande (n > 30 , m s 30); la variable aleatoria

„  ,  (1LÍ451150 , 2 .  6 7 . 6 5

30

n 9 68

Rango: 600 Hor 

Fig. 8.3.3
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- Y) - (y - p )
2 - -------------- í-----3L

tiene aproximadamente una distribución normal estándar.

Si X e Y son poblaciones con distribución normal* X e Y  tienen distribución nor

mal para todo n y m , por lo tanto X - Y también tiene una distribución normal.

5. Si bien la variable aleatoria Z depende de y - p , sin embargo su dis 

tribución no. Por lo tanto, elegido y, puede encontrarse.2 tal queo
P[- Z0 S Z s 2o ] = y (1)

de donde, usando la simetría de la- curva normal, se obtiene

P[Z < z j  - I  (1 + T ) (2)

de (2) utilizando la tabla de la distribución normal se obtiene z
o

6. Por otro lado la expresión (1), sustituyendo Z, se escribe como sigue

Y = P[ - 2  á Z S  2 ] = Po o

X - Y - (p - p )
- z < -------  -  - - < z

o 2 o 2x t v
n m

o

= p L z / h .  + 1 ±  s X - Y - ( p - p J s z
I o r n m X r

O*

o

= P {- (X - Y) - z / ^ - +  ^  S - ( u - ji ) á - (X - Y) + z / Í 3  
i *  o n m  x t  o n ffr

. ^ / a r i  s , ; „ .  t , * / 5 4 1
L  o n n  i  T O T i f f i l

Haciendo 6 = (X - Y) - z O

0 2 ' (X - Y) + zo /

'• «*
a z Y

»
T

' ° x A
o zY

n
T

m

obtenemos el intervalo aleatorio

/ í ^ i  , /S3. 1
L o r n m x 9 o ¥ n m J
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que con probabilidad y contiene a - py . En otras palabras, el 100 y % de 

las veces - Uy estará contenido en dicho intervalo.

Para dos muestras aleatorias independientes de tamaño n y m extraídas 

de dos poblaciones cuyas varianzas c2 y o 2 son conocidas, sean x  e y las medias 

de las muestras observadas. Entonces el intervalo de confianza del 100 y % 

para está dado por el teorema siguiente que resume el resultado ante

rior.

TEOREMA 8.3.2 INTERVALO 0E CONFIANZA PARA W x - Pyl CON o/ y o$ CONOCIOOS

Si i  e y son las medias de dos muestras aleatorias independientes de

tamaños n y m , extraídas de dos poblaciones distribuidas con medias

(desconocidas) p , p y varianzas o 2, o 2 (conocidas), respectivamente. Entonces
31 Y X Y

°A
m

es el intervalo de confianza 100y% para diferencia de medias p x - p y . Donde 

z q es tal que

PfZ s z0 ] = (1 + T)

Como en el caso anterior, el procedimiento para encontrar el intervalo 

de confianza para u - p con o 2 y o 2 conocidos, se resume en el cuadro 

siguiente.

1. Se escoge el nivel de confianza y - 1 - a

2. Se determina z ,de la ecuación P[Z í z ] ; A  (1 + y) con ayuda de lao o £O
tabla de la distribución normal.

3. se calcula x  , y

/ 4 * °T4. se calcula z
o n n

5. Y se escribe el intervalo de confianza

( 5 - y )  + *0 . „ñ
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NOTA 1 Si X e Y son variables aleatorias normales con varianzas conocidas 

y n  , m < 3 0 ;  el procedimiento anterior, se aplica para estimar el 

intervalo de confianza para la diferencia de medias.

NOTA 2 El procedimiento dado, se aplica también para estimar intervalos de 

confianza para diferencia de medias,si o* y o* son estimados a partir 

de muestras grandes.

EJEK’LO 10 La media y la desviación típica de las cargas máxima soportada 

por 100 cables producidos por la Compañía-DURAMAS son 20 toneladas y 1.1 

tonelada. La media y la desviación típica de 60 cables producidos por la 

COMPAÑIA CABLEC0 son 16 toneladas y 0.8 toneladas, respectivamente. Determinar 

un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia de cargas máximas medias.

SOLUCION 1 y - 0.95

2. P[Z S z ] = *■ * 0,95 = 0.975
o  2

de la tabla III, se obtiene z = 1.96O
3. n * 100, i - 20, - 1.1

m = *0 , y = 16, sY = 0.8

*■ - l ° 4 4  ■ i ' - ’M - ' - i í  - —

Luego, 8 - (20 - 16) - 0.29596 = 3.70404

0 2 = (20 - 16) + 0.29596 » 4.2956

Por lo tanto
[3.7 , 4.3]

es un intervalo de confianza del 95 X, para la diferencia de medias v% - wY .

83.4 INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION,MUESTRAS GRANDES 

Un estimador puntual de la proporción p en la distribución binomial está da

do por fi • —  . Por lo tanto, la proporción muestral observada p » * , se usafl 71
como un estimado puntual del parámetro p .

Si p es desconocido se puede establecer un intervalo de confianza para 

P» Í P i  *  P 5 P2 )  considerando la distribución muestral de P, la cual es el 

mismo de la variable aleatoria X, tal como hemos visto en el capítulo 7. Para 

una muestra aleatoria de tamaño n suficientemente grande (« £30), la variable 

aleatoria P tiene una distribución aproximadamente normal con media
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11a = E(P) = P , y varianza a l = &¡-
p P n

_  ^

Y )a variable aleatoria Z = ~ ^ tiene una distribución aproximadamente ñor
Jp q fn

mal estándar para n grande.

Si bien la variable aleatoria Z depende de p, sin embargo su distribución 

no. Entonces, elegido y » se puede encontrar z q tal que

P [ * z  í Z í z ]  = y (1)o o

o P[Z < zo ] = |  (l + T ) (2)

de (2) y la tabla III (de la distribución normal) se obtiene z^ .

Por otro lado sustituyendo, Z, la expresión (1) se escribe,

P[- z S Z S z ] ‘ P [ - z  £ - P 1 -  £ Z 1 = Y
0 f p q h i

* P[- z /  pq/n £ P - p £ 2 / pq/n ] s YO
A

* P[- P - Z f p q jn  £ - P £ - P + z Jpqfn ] “ Y

= P[P - Zo /  pg/n £ p £ P + Z q J p q f n ] s Y (3)

Para obtener un intervalo que no contenga a p en ninguno de los extremos, 

debe recurrírse a manipulación más complicada. Cuando n es grande, se aproxima -

por p = -  en la expresión ^  ~ ^  . Entonces (3) se escribe
n n n

P[p- . z / ( x / n) (I - * / ¡ L  < p s p + z /t e M lL z J L M . ] = y

A
/ - ¿ i  - ¿ 1  á p S P + Z / s H Ü  ] . yó P[P - z

o n ° *

Si el valor observado de X es x , en una muestra aleatoria de tamaño

n (n grande), la proporción muestral es p - ~  » entonces el intervalo de con 

fianza del 1 0 0 y %  para p ,  está dado aproximadamente por

l f . t  / E H E  , ;  , ,o ,
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(5 T -  -  Z J ~ X M  X  + /  ( x / n ) (1 -  x/w) "I
L »  o  ̂ n n 0 n J

TEOREMA 8.3.3 INTERVALO DE CONFIANZA PARA p CON n í 30 Si p = x/n es la - 

proporción de éxitos en una muestra de tamaño n , el intervalo de confianza 

del 100y% para p , es aproximadamente

- . 2 / ¿ U  - P ) , - + z /  P ( l  - F¡ 1
® n °  * n J

donde z^ , es el valor de la curva normal estándar, cuya área t; tá dada por

P[Z ¿ z 01 = I  (1 + y)

Se deja a cargo del lector resumir en un cuadro el procedimiento seguido 

para encontrar el intervalo de confianza para p.

MOTA De acuerdo con la nota 3 de 8.3.1, el intervalo del 100 y % de confianza 

de la proporción, para un muestreo sin reemplazo de una población finita es

zo
/ p Q  - P> / íL z j l  , s  +■ Z / ¿ Ü .  -.P> / N - " 1
' n N - 1 P o * n  ̂ N - 1 J

EJEMPLO 11 Durante cierta semana, una tienda de departamentos observó y 

registró que 5,750 de las 12,500 personas que entraron en la tienda hicieron 

por lo menos una compra. Tratando esto como una muestra al azar de todos los 

clientes potenciales, hallar el intervalo de confianza del 99 % para la 

proporción real de personas que entran en la tienda y que harán por lo menos 

una compra.

SOLUCION 1 y  =0.99

2. P[Z S ¡ (] = |  (1 + 0.99) = 0.995

y de la tabla de la distribución normal obtenemos z s 2.576,O

3. El tamaño de la muestra ps, n - 12,500, el número de éxitos en la muestra 

x = 5,750, luego la proporción muestral es

p = — = 0.46 y 1 - p = 0.54 .
12 , 500 K

4. Z . / Ü 3  = (2.576){0.00446) = 0.01148896 £  0.01
» n

si p , = í  - z /  r  = 0.46 - 0.01 = 0.45
K1 n o r n

/
*— ---- x~
p Ü .-.PÜ.
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*  + z « 0.46 + 0.01 = 0.47/ m
2 « O n

se obtiene que [0.45 , 0.47] es un intervalo de confianza del 99% para la - 

proporción real de personas que entran a la tienda.

EJEMPLO 12 El gerente de una agencia bancaria que tiene 1,000 cuenta 

habitantes quiere determinar la proporción de sus cuentahabitantes a los 

cuales les paga el sueldo por semana. Se selecciona una muestra de 100 

cuentahabitantes, de los cuales 30 indican que se les pagó por semana. 

Determinar el intervalo del 90% de confianza de la proporción real de 

cuentahabitantes a quienes se les paga por semana.

SOLUCION La población es finita con N - 1000 y es obvio que el muestreo es 

sin reemplazo, por lo tanto, se usa el factor de corrección para población 

finita,

1. y * 0.90

12. P[Z S z ] * 4  (1 + 0.90) * 0.95 y de la tabla III, z = 1.645o c o

3. n - 100 , *  = 30 y p « -22- » 0 .3 ,
100

1 - = 0.7.

4 z /  P Ü  - P) f K Z E  . (1 645) / (0-3j(0.7l  / lOOO - 100 
° * n N - 1 ‘ 100 1 0 0 - 1

(1.645)

c ~5. p - z j  Ptl ■ p) J  N - n
n N - 1

p + 2 /HLZ¿1 /ÍZk
n N - 1

{ n _
10 0

10 -  i  0.0716
111

* 0.3 - 0.0716 * 0.2284

= 0.3 + 0.0716 » 0.3716 .

luego, [0.2284, 0.3716] es el intervalo del 90% de confianza de la propor 

ción de cuentahabitantes a quienes se les paga por semana.

83.5 TAMAÑO MUESTRAL PARA ESTIMAR UNA PROPORCION

Si p es el valor central del intervalo de confianza del 100y%, entonces p 

estima a p sin error. Pero casi todas las veces, p no es exactamente igual 

a p , por lo tanto la estimación puntual tiene un error. El tamaño de este 

error será el valor absoluto de la diferencia entre p y p , | p - p|, y 100y % es



la confianza de que este error es menor que z / p {  1 -  p ) / n .  Esto se muestra
O

en la figura 8*3.4.

Error

A  Í  A  A

p -  z 0/ p ( l -  p )/n
A  / A  A

p  + V p ( l -  p )/n

Fig. 8.3.4

El tamaño n de la muestra tal que el error en la estimación de p sea menor 

que un valor especificado E, por lo expresado en el párrafo anterior se debe 

escoger de tal manera que

z / p ( l  - p )/ n = E , de donde

Observe que se puede establecer una cota superior para n » pana cualquier 

grado de confianza, de la siguiente manera. Desde que p está entre 0 y 1, 

p(l-p) es igual a lo más 1/4. Esto puede verificarse completando cuadrados, 

como sigue,
p ( l - p )  = - p z + p =  - ( p 2 - p )

el cual es siempre menor que 1/4, excepto cuando p - —  , en este caso 
2

p (1 - p) = 1/4. Por lo tanto, el tamaño de la muestra se puede escribir asf,

n -
Z* p ( l  -  p ) z ̂ . 1/4O

de donde

Esta fórmula se usa para hallar n cuando no se tiene conocimiento o información



EJEMPLO 13 La oficina de planificación familiar de cierto distrito desea 

determinar la proporción de familias con un ingreso mensual inferior I/. 

30,000.00. Estudios previos han indicado que esta proporción era de 20%.

(a) ¿Qué tamaño muestral se requiere para asegurar con confianza 0.95 que 

el error en la estimación de esta proporción no sobrepasará a 0.05?

(b) ¿En que forma variará el tamaño muestral requerido si el máximo error 

permisible es reducido a 0 .01?

SOLUCION p ' -  0.2 y y = 0.95, entonces

P [ Z S 2 ] = i  (1 + -») = 0.975 , de la tabla III, z = 1.96.
o 2 0

(a) E = 0.05, error máximo permisible; luego,

„  .  .  2 4 5 . 8 6

(0.05)z

n ~ 246.

(b) El error máximo permisible es E = 0.01, entonces,

„ =  (1.96)z (0.2)(0.8) . 6 U 6 56

(0.0 1 )2

" = 6147.

&3.6 TAMAÑO DE LA MUESTRA PARA POBLACIONES FINITAS

Para determinar el tamaño de la muestra cuando el muestreo es sin 

reemplazo, se debe utilizar también el factor de corrección para población 

finita. Así al estimar la media, el error muestral es

previa de la proporción verdadera p .

E

/ N -~n 
* N - 1

y al estimar las proporciones, el error muestral es

E = z /  / Ñ U
n N - 1

Entonces, el tamaño de la muestra se puede obtener en dos etapas, de la 

siguiente manera:

1. Se determina el tamaño de la muestra como en 8.3.2 y 8.3.5. Esto es



(a) El tamaño de la muestra en la estimación de la media es

z* o?
n
o E2

( b )  El tamaño de la muestra en la estimación de la proporción es

Z*p(l - p )
n =     o no £ Z o 4 E 2

2. Se aplica el factor de corrección para población finita para obtener 

el tamaño final de la muestra. Así. el tamaño de la muestra en la 

estimación de la media

E - z — 2- 
0 f n

z 2 a n _ o

/ E S
* N - 1

o

Similarmente, se obtiene el tamaño de la muestra en la estimación de la 

proporción.

EJEMPLO 14La desviación típica de la duración de los focos de una determinada 

fábrica de focos es 100 horas. Para un embarque de 2000 focos, el gerente 

de control de calidad de la fábrica desea determinar el tamaño de la muestra 

necesaria, para estimar la duración promedio con aproximación de ± 20 horas 

del promedio real con 95% de confianza.

SOLUCION Los datos son: o = 100, N = 2000 E = 20 y y = 0.95

1. De P[Z < z ] = = 0.975 y la tabla I I I ,  z = 1.96
o 2 0

p = Zo°? = (1.96)2(100)2 = (3.8416)(100)2 = p,

" °  E2 (20)2 400

3. „ = no H = 96(2000) = 96 = g2 _

n + (N - 1) 96 + 2000 - 1 2.095

n = 92
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EJEMPLO 15 Con referencia al ejemplo 12, determinar el tamaño de la muestra

necesaria para estimar la proporción real con aproximación de ± 0.05, con

90% de confianza.

SOLUCION Los datos son; N = 1000, E = 0.05 y y = 0.90.

X. De P[Z í z  ] = = 0.9S y la tabla III, z = 1.645.
o 2 0

2. Puesto que no hay información disponible de la proproción, usaremos la fór-
*

muía z /4E para determinar n . Es decir 
o o

n = *o r (1.645)2 . 2.706025 = 2?1

° 4 E 4(0.05) 0.01

3. n - no N = 271 (1000) = 27100

n0 +(N - 1) 271 + 1000 - 1 127

n « 214 *

83.7 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES

Consideremos dos muestras independientes de tamaños n l y n 2 seleccionados

aleatoriamente de dos poblaciones binomiales con medias nl Pl >n2P2 ^ crianzas 

"i p l n zp2 <7z resPectivamente* Denotemos la proporción de éxitos en cada -

muestra por p = y p -  -E- . Un estimador puntual de la diferencia entre
1 n 2 n.1 C « H A

las dos proporciones, p - p_ es el estadísticos P - P„.
1 2 1 2

Un intervalo de confianza para p - p puede establecerse, considerando la

la distribución muestral de P - P . Oe la sección 7.2.5, para n y n m su-
1 2 ^ r \ J 2

ficientemente grande (n > 30), sabemos que P1 - P2 se distribuye aproximadamen

te normal con media p - p^ y varianza
r 1 r  2

P \ q \ ? 2 q 2— — 1 + — — - . Es decir ~ = p, - p„ y
*x " 2 Pí-p? 1 2

p q p q
o* s — i— i- + —±— t . Entonces la variable aleatoria

pi

z = ( ? 1 ~ V  ~ (P 1 ' P» }

P 9 P <7 
1 1 + _2 2

*1 "2
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tiene aproximedamente una distribución N(0,1)

La variable aleatoria Z depende de Pj - p 2 pero su distribución no, 

entonces, elegido un y podemos encontrar 2 tal que
O  *  -

P[- z  £ Z S Z ] *o oJ

P[Z S z o] = \  (1 + y)

( 1)

( 2 )

de (2) usando la tabla de la distribución normal se obtiene z o
Sustituyendo Z en la expresión (1), se escribe,

P[- zft < Z S z J  = PO O

( P l  -  p2 ) -  ( P ,  - P 2 )
< z

/ “ iI l
n

multiplicando cada término de la desigualdad por

/
Pjí] ^2^2 A  A

  + -----  , luego restando P. - P. y multiplicando por - 1, obtenemos
«9 1 cn

P[- z s Z s z  ] * Po o
I A  A

L(p. - P ; n
M i
n

% P! ' PZ

1 2

<?. A  A /  P| | PyÍ p |
á (P - P,) + Z /  — -̂  + — —  = y

' 1  2 ' o ✓ n n J T

Si nj y n2 ambos son grandes, reemplazamos Pj y p 2 bajo el signo radical por 

sus estimados

[
A  A

ÍP! - P

P1 ' ” , y »Z
P» » . Entonces,

P2 > - * o

A A * A
W l  . ^ * z  -

/
A  A  A  A  I

+ 3 *  . ,

n l n2 -*

p2 *  ( p ,  -  p2 ) +

Para dos muestras aleatorias independientes de tamaño y n2, extraída 

de dos poblaciones binomiales, la diferencia muestral de proporciones,

p - p2 , se calcula y el intervalo del 100 y% de confianza está dado por
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[
/ A  A  A  A  / a  A  A  A

ftT - p ) - z  / M i  ♦ M i l  , «  . - , + 2 A l i  + M i

2 o  /  n x  * 2  l í / l  o /  n x  n 2

TEOREMA 8.3.4 INTERVALO DE CONFIANZA PARA p -  p ; n y n * 30. El intervalo
1 2  1 2

de confianza del 100y % para la diferencia de dos parámetros binomiales, p - p  ,
I 2

es aproximadamente, ?2
donde

[

/a a a a / a a a a

r  rr 1 - / P l?1 , Pz* 2 í“ - ' ■ - ■ p» ^

(Pi - Pz} - z0 / —  + - S ¡ -  • (Pj - P2 > + zo /  —  + - S ¡ -

p^ y son las proporciones de éxitos en la muestra aleatoria de tamaño n x y n-¿ 

respectivamente, q x * 1 - p x y q¿ - 1 - p2 , y zq es determinado por

P[Z S Z # ]  = |  (1 + y) .

EJEMPLO 16 Se ha encontrado que 25 de 2.50 cinescopios de televisión producidos 

por el proceso A son defectuosos y que 14 de 180 producidos por un proceso 

B son defectuosos. Suponiendo que el muestreo es aleatorio, determinar el 

Intervalo del 99% de confianza para la diferencia verdadera en la proporción 

de defectuosos, de los dos procesos.

EJEWLO 1 y = 0.99.

2. P[Z 3 z 3 = -  (1 + y) - (1 + 0.99) = 0.995, de la tabla de la distri-
o 2 ' 2

bución normal obtenemos z * 2.58O
3. rtj - 250, tamaño de la muestra de la producción del proceso A 

x = 25, número de éxitos (defectuosos) en la muestra

* 25 1
Pi ~ 250 = 10 * proporc^ n muestral Para ^a producción del proceso A y

- - 9
’  10

nz = 180, tamaño de la muestra de producción del proceso B. 

y * 14, número de éxitos en la muestra

p = = —  , la proporción muestral para la producción del proceso B y
2 180 90

- _ 83
,2 90
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JL- * 3 0.02222
90 900

= (2.58 ) / v m r r n m  = 0.0709í
250 180

0.07095

5. (p - p ) - 2
l 2 0

+ ^ 2 -  * 0.02222 - 0.07095 = - 0.04873
n I nZ

0.02222 + 0.07095 * 0.09317.

Luego [- 0.049 , 0.093] es el intervalo de confianza del 99%, para la difen 

cia de proporciones.

8.3.8 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON VARIANZA  
DESCONOCIDA* MUESTRA PEQUEÑA

Sea X una variable aleatoria con distribución aproximadamente normal con media 

uy varianza (^(desconocida). Además cuando o 2 es desconocida se usa el estimador

1. Elégimos el nivel de confianza y * 1 - a

2. Consideremos una muestra aleatoria X ,X2, . * . ,XR de tamaño n(n < 30), "X y 

S la media y desviación típica muestral

3. Sabemos que X es adecuada para estimar u, pero como o 2 es desconocida 

usaremos la distribución muestral de la variable aleatoria

T * (X -  v)/~ñ/S que tiene una dsitribución t con n - 1  grados de libertad

4. En ql paso 3, aunque la variable aleatoria T depende de y, su distribución 

no. Entonces elegido Y - 1 - a,puede determinarse dos valores y tal 

que

5. Hay infinidad de formas de escoger t j  y t 2 que cumplen tal condición, 

la más simple es tomar t ¿ = - tj = (ver Fig. 8.3.5)

P[- t S t ]  = Y = 1 - aL o oJ '
6. Utilizando la simetría de la distribución t ,  tenemos

2
puntual S . Entonces
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Es decir

8

P[T S t p  = i  (1 ♦ y)

Del paso 6 y la tabla V, (de 

la distribución t), se encuen 

tra el valor de t o

La expresión del paso 5, sus

tituyendo T, se escribe -tO
Fig. 8 .3.5

P[- t < T % t ] = P[- t - c o o ‘• o  S
< f n  £ t„] * y

t S
* P[- - 2 -  £ X  -

r ¡ r

t so
r r r

] - Y

Haciendo 8 * X -
t So

f ñ r

• P[- I  .
t s

£ - y £ - X +
t So
f ñ

] -

• P[x -
t so £ y £ X +

t So
/7T

T S
e = x + 0

Obtenemos el Intervalo aleatorio [I -

za para p

f ñ

t S
____ o _

f n
X +

t S

f n
] del 100 y X de confian

Para un valor particular de la muestra x , , sustituyendo el valor il c rt
de X y s de S en el intervalo aleatorio, se obtiene el intervalo del 100 y% de 

confianza para .

[
V

f ñ
V

f ñ
]

Este resultado puede sintetizarse en el siguiente teorema.

TEOREMA 83.5 INTERVALO DE CONFIANZA PARA p, o 2 DESCONOCIDO y n < 30. Si x  

y s son la media y la desviación típica de una muestra de tamaño n ( n <30) 

de una población aproximadamente normal con media u (desconocida) y varianza 

o2 (desconocida), entonces



t s t s
r - o - , o iL x  , a: + - J

f ñ  / ñ

es el intervalo del 100 y% de confianza para w  donde t , es el valor de laO
distribución t, con n - 1 grados de libertad, determinado por

P[T £ to] = ¿  (1 + y )

El procedimiento para encontrar el intervalo de confianza para y con o2 de¿

conocido puede resumirse en el siguiente cuadro.

1. Se escoge un nivel de confianza y

2. Se determina t , de la ecuacióno

P[T S t o] = |  (1 + y )

Con la tabla V de la distribución t con n - 1 grados de libertad

3. Se calcula la media x  y varianza s2 de la muestra

t s
4. Se calcula 0

n

5. Calcular t s t so - , o
X  = -  , X  +

n j n

6. Escribir el intervalo de confianza del 100 y% para

t s t sr - o - . o i[x  - - » x  +   J
/ n  /TT

NOTA 1 Cuando el muestreo es sin reemplazo en poblaciones finitas» de acuerdo

con la Nota 3 de 8.3.1, el intervalo del 100 y % de confianza para la media

poblacional es

[X - t 0 ~ k r / H j ü  ,  X + t 0 -¿Lu  / S - L »  ]
0 m  / n - 1 0 n r  / n - i

NOTA 2 Teniendo en cuenta la Nota 4 de 8.3.1, la estimación del intervalo

del 100 y % de confianza del total de la población es

[NÍ - t0 , NX + t 0 -£|r ]



Si el muestreo es sin reemplazo en poblaciones finitas, la estimación del 

intervalo de confianza del total es

EJEffLO 17 El diámetro final de un cable eléctrico blindado es distribuido 

normalmente. Una muestra de tamaño 20 produce una media 0.790 y una desviación 

típica muestral 0.010. Encuentre un intervalo de confianza del 95 % para M.

SOLUCION 1. y = 0.95.

grados de libertad 19. Luego, t 0 s 2.093.

3. x * 0.790, s - 0.010 .

4_ V -  - (2.093)(0.01) . 0.02093 „ 0>Q0468 _

f ñ  / 20 4.472136

fl1 * 0.790 - 0.00468 = 0.78532 

92 * 0.790 + 0.00468 * 0.79468

por lo tanto [0.7853 , 0.795] es un intervalo con 95 X de confianza para la

EJEMPLO 18 A un laboratorio de ensayo de materiales se lleva una muestra 

de 10 cables para obtener sus cargas de rotura a la tracción. Los resultados

obtenidos (en kg/crn2 ) fueron 280, 295, 308, 320, 265, 350, 300, 310, 285,

310. Considerando que estas cargas poseen distribución de probabilidad normal, 

determinar el intervalo de confianza de 90 % para la media de la población.

SOLUCION 1 y = 0.90 .

2. De P[T S t ] = * * Q ‘PP. » 0.95 y la tabla V de la distribución t, con
0 2

9 grados de libertad, t = 1.833.

3. Cálculo de x  y s. Del siguiente cuadro

2. P[T S t ]O
- 1 * P » 95 = J_ii5 - 0.975

2 2

media u.
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X. t n f  -X . J t t f . ( x . - x )   ̂J i  t

280 1 280 497.29

295 1 295 53.29

308 1 308 32.49

320 1 320 313.29

265 1 265 1391.29

350 1 350 2275.29

300 1 300 5.29

310 620 118.58

285 1 285 299.29

10 3023 4986.10

Z f j c .- _ z z
X  -

2 =

3023
10

- 302.3

Z f . (x* -  x  ) 2X* z»

n - 1

4986.1 = 554.011

luego, s = 23.537

4 _ (1.833H23.537) . 43.143 . 13 g44

f ñ  / l o  3.162

por lo tanto, Oj ■ 302.3 - 13.644 = 288.656

0? * 302.3 + 13.644 = 315.944

Es decir, el Intervalo con 90 X de confalnza para v es, [288.656 , 315.944]

EJEMPLO 19 Un Ingeniero mecánico cree haber perfeccionado un programa de

adiestramiento que puede reducir considerablemente el tiempo de montaje de 

ciertos mecanismos empleado por los trabajadores. Para comprobar esta creencia, 

escoge 10 trabajadores al azar y realiza estudios de tiempo antes y después 

del adiestramiento, obteniendo como resultado las siguientes reducciones de 

tiempo en minutos,

Trabajador 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

reducción de

tiempo 3 5 - 1 0 7 4 8 3 - 1 2

(a) Halle un intervalo de confianza del 95 % para la media de la reducción

de tiempo de los primeros 5 trabajadores.

(b) Halle un intervalo de confianza del 95 % para la media de la reducción

de tiempo para los diez trabajadores.
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SOLUCION (a) Asumiendo que la población tiene distribución normal.

1. y = 0.95 .

2. P[T < t  ] = —  = 0.975 ,
o  2

de la tabla de la distribución t  con n - 1 = 4  grados de libertad obtenemos 

t = 2.776.
o

3. Cálculo de x y s. Del cuadro siguiente:

4.

xi ( x . - x)2l

3 0.04

5 ' 4.84

-1 14.44

0 7.84

7 17.64

14 44.8

t s 0 (2.776)(3.347)

r * n

Zxi  _ 14
" 5

Z ( x .  -  x ) 2
s2= _ i : ------

n - 1

s? = 11.2 

1uego, s = 3.347 ,

2.8

2.236
- 4.155

44.8

por lo tanto 0, c 2.8 - 4.155 - - 1.3551

0 = 2.8 + 4.155 = 6.955
2

Es decir, el intervalo de confianza del 95% para u es [- 1.355 , 6.955]

(b) 1- y -  0.95 .
2. De P[T S t ] = 1 f 0 ,95 = 0.975

°  2

y de la tabla de la distribución t con n - 1 - 9 grados de libertad obtenemos

t - 2.262. o

3. Cálculo de x  y s .



m ¡t á * - * . Moya C. >  Gregorio SaraOia A,

X .V U f  - X  . J l V fx. - x ) 2V

3 2 6 0

5 1 5 4

- 1 2 -2 32

0
A 0 9

7 1 7 16

4 1 4 1

8 1 8 25

2 1 2 1

10 30 88

X  3

£r -x.J l X = 30 
10

* 3

s2 -
Ef.fx. - x ) 2X X

n - 1

M  = 9.778 
9

y s 3 3.127 .

4 _ V _  w (2.262)(3.127) .' 7.073 s 2 23?

f ñ  /lo 3.162 "

luego Qj = 3 - 2.237 = 0.763

02 = 3 + 2.237 = 5.237

Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para v es

[0.763 , 5.237] .

EJEWL0 20 Los ingresos del impuesto sobre ventas en una ciudad que tiene 

un total de 300 establecimientos comerciales se recogen cada trimestre. Los 

siguientes datos representan los ingresos (en miles de intis) cobrados durante 

el primer trimestre en una muestra de nueve establecimientos comerciales

16, 18, 11, 17, 13, 10, 22, 15, 16

(a) Determinar una estimación del intervalo con 95% de confianza de los 

ingresos trimestrales del impuesto sobre ventas en los establecimientos 

comerciales .

(b) Determine una estimación del intervalo con 95% de confianza de los ingresos 

totales por impuesto sobre ventas que recogerán este trimestre.

SOLUCION 1 y = 0.95

2. De P[T S t ] = * + = 0.975 y la tabla V de la distribución t cono z

n - 1 = 8 grados de libertad» t 3 2.3060 .



3. Cálculo de x  y s. De la tabla

■< h f i 1  i - * )2

10 1 10 28444408.880 X *

11 1 11 18777748.880

13 1 13 5444428.888 s =
15 1 15 111108.8889

16 2 32 888897.7778

17 1 17 2777788.888

18 1 18 7111128.888
^5

22 1 22 44444488.88

9 138 107999999.9

= 15333.33

/ Z f i (x i  - x ) 2 /{n -

/  107999999.9 

8

- /  13499999.98 

= 3674.2346

?)

4. Cálculo de t
T~ñ N - 1

donde N = 300 .

t _ S _  / k - n = (2.306H3674.23) f m  = 8472.77438 x 17.0587221
N - 1 -i 299

= (2824.258126)(0.986531371) 

= 2786.22

17.29161646

5. X  - t
r,r

/ n - n , 
' N - 1

15333.33 - 2786.22 = 12547.11

( a )

( b )

X + t  —  / í r — f  - 15333.33 + 2786.22 = 18119.55 
o  j ~ n ~  r  N  -  1

El Intervalo del 95% de confianza para los ingresos trimestrales del 

impuesto sobre rentas en los establecimientos comerciales es 

[12547.11 , 18119.55] .

Por la Nota 2, el intervalo del 95% de confianza de los ingresos totales 

por impuesto sobre ventas para el trimestre se obtiene multiplicando 

por N los límites superiores e inferior del intervalo anterior.

300(12547.11) = 3764133 

300(18119.55) = 5435865 

o sea 3764133 S t S 5435865 .
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83.9 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON 
VARIANZAS DESCONOCIDAS PERO IGUALES, MUESTRAS PEQUEÑAS

Sea X una variable aleatoria, distribuida normalmente con media y

varianza o 2 (desconocida). Sea Y una variable aleatoria independiente (de X)
4 _

distribuida normalmente con media y varianza o 2 (desconocida) . Sea X la

media muestral de una muestra aleatoria de n ( n  < 30) observaciones de X y 

sea Y lamedla muestral de una muestra aleatoria de m (m  < 30) observaciones 

de Y. En el capítulo anterior hemos visto que la variable aleatoria

distribución de la variable aleatoria T no depende de u x -my; elegido Y 

podemos encontrar t 0 , tal que:

de (2) usando la tabla V, se encuentra el valor de t . Si denotamos por Sc 

la desviación típica combinada de las dos muestras, es decir

n + m -  ¿

la expresión (1) sustituyendo la variable aleatoria T se escribe como sigue

T
(X ~ Y) - ( u x - u f)

tiene una distribución t con n + m - 2 grados de libertad. Desde que la

P[- t0 * T < t0] = Y 

por la simetría de la curva de la distribución T, (1) se escribe

( 1)

? [J% tD] = I  (i + Y ) ( 2 )

y - P[- t S I S  t ]o o J
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Haciendo

y

Se obtiene el intervalo aleatorio

[ {X - ' Ve / í  + Í  ' (X - Y) + Ve ]
que con probabilidad y contiene a la diferencia de medias p - p .

^ i

Para dos muestras aleatorias independientes de tamaño n y m extraídas 

de dos poblaciones cuyas varianzas oz y o z son desconocidas pero iguales

(°X = °Y sea * e ^ ^as med'as de ^as muestras observadas.

El intervalo de confianza del 100 y% para p - p , esta dado por
i

TEOREMA 8.3.6 INTERVALO DE CONFIANZA PARA u %-  P Y CON a\ y o* DESCONOCIDOS PE-

de tamaños n y m, respectivamente, extraídas de dos poblaciones distribuidas - 

aproximadamente normal con medias (desconocidas) p , p y varianzas desconoci- 

das pero Iguales oz * o z . Entonces

Donde s es la desviación típica muestral común y t es el valor de laC O
distribución t0 con n + m - 2 grados de libertad, determinado por

El teorema siguiente resume el resultado anterior

RO a2 = o\ = o z. Sí x e y son las medias de dos muestras aleatorias independientes

es el intervalo de confianza del 10 y% para la diferencia de medias p - p .



El procedimiento para encontrar el intervalo de confianza para ux - PY con - 

oj y aj desconocidas pero iguales. Es decir a* = o j ; se resume en el cuadro si-
A  T A  f

guíente,

680 i

P [ T <  t#] = |  (1 + y)

1¿ Se escoge el nivel de confianza y

2. Se determina t 0 de la ecuación

P [ T  5  t o 1  = 7 ( l t  y )

y la tabla V, de la distribución t, con n  +  m - 2 grados de libertad.

3. Cálculo de las medias x , y muéstrales observadas y la desviación tí

pica muestral combinada s
c

4. Cálculo de t s /  —  + —
o  c  n  m

5. Se escribe el intervalo de confianza.

EJEMPLO 21 Las siguientes son 16 determinaciones independientes del punto 

de fusión de un compuesto, ocho hechas por un analista A y ocho hechas por 

un analista B. Los datos se dan en grados centígrados.

Analista A(X) 164.4, 169.7, 169.2, 169.5, 161.8, 168.7, 169.5, 163.9

Analista B(Y) 163.5, 162.8, 163.0, 163.2, 160.7, 161.5, 160.9, 162.1

Hallar un intervalo de confianza del 902 para la diferencia media entre 

analistas, suponiendo varianzas iguales pero desconocidas.
♦

SOLUCION 1. Y = 0.90 .

2. P[T£ to ] = |  (1 + 0.90) - 0.95

y la tabla V de la distribución t, con « + m -  2 = 8 + 8 - 2 = 1 4  grados de Iĵ

Rufino Moya C  • Greyorio Saraoia A.
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bertad obtenemos t * 1.761 .o

X  . 
X

(x . - x) 2
Tr

164.4 7.22265625

169.7 6.82515625

169.2 4.46265625

169.5 5.82015625

161.8 27.95765625

168.7 2.60015625

169.5 5.82015625

163.9 10.16015625

1336.7 70.86875

'»< - y)Z

163.5 1.65765625

162.8 0.34515625

163.0 0.62015625

163.2 0.95515625

166.7 2.28765625

161.5 0.50765625

160.9 1.72265625

162.1 0.01265625

1297.7 8.12875

Zxi _  = 1336.7 = 167.0875 ,
8 8

y
1 9 Q 7  7

t = ■ ■- = 162.2125 ,
8 8

luego ¿ - P = 167.0875 - 162.2125 = 4.875 .

 ̂ J { n  - 1)S* + (m - l)Sy - í)2 + I(y£ - y)2

c n + m -  2 n + m -  2

s = / 70• 8687,5 .t 8,1287? . 

c 14

4. t„sc / n T  = (1.76)(2.3754) / I T T  = 2 . 0 9 1 5 ,

luego 0J = 4.875 - 2.0915 = 2.7835

02 = 4.875 + 2.0915 » 6.9665

por lo tanto, [2.78 , 6.97] es un intervalo de confianza del 90 % para la dife 

rencia media entre analistas.

83.10 I N T E R V A L O  D E  C O N F I A N Z A  P A R A  L A  V A R I A N Z A

Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con inedia p y  varianza
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a2 desconocidos. Consideremos una muestra aleatoria X_,X«,...»X , de tamaño n
— 7 1 2  TI

de X. Sea X la media muestral y S la varianza muestral. En el teorema 7.3.5.b 

hemos visto» que la variable aleatoria»

n

(n - m
E w\2
• , ( x i ‘  x )

a

tiene una distribución chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad. Observe que 

si bien la variable aleatoria x2 depende de o2 , su distribución no; por lo 

tanto, elegido un y , se puede encontrar a y b de la tabla IV, tal que

P [ 6 ]  = Y ( 1)

Ó P[xZ s fc] - PEx2 < a] * Y

una manera de hacer esto, es escogiendo a y b tal que

P[x2 < ¿I = tt/Z. 

y PtX2 S i] s l - a / 2

donde a - 1 - y. Entonces de acuerdo a la notación dada en 7.3.1, a

b * x* (Ver Fig. 8.3.6) .
i- a /2

Observe que, restando (2) de (3) obtenemos la expresión (1)

P[a 5 x2 ¿ b ] = P[xZ S i] -

( 2 )

(3)

■ X 2a/2

= 1 - a 

* Y

Ó P[x2 £ x2 S X2 ]
a /2 Uct/2

* Y * 1 - a

donde x2 y x2a/2 l-a/2

(4) a/2
Fig. 8.3.6

son valores de chi-cuadrado con n

1- 0/2

- 1 grados de libertad -

tales que P[x2 £ x2 ] = a/2 y P[x2 £ x 2 ] = 1 - a/2 . Por otro lado, ena/2 l-a/2
la expresión (4)
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reemplazando x 2 por , tenemos,
«2

2
P [ x 2 s  x 2 *  x 2 ]  -  P [ x 2 s  ín-.D l. s  x 2 ]

a/2 1-0/2 0/2 q 2 l-o/2 J

f  l  < _ 2 Í ___  < _ L _  1
U 2 „ (n-l)S2 X2 , J

=  P .

L X* ,
1 - o/2 ' * ' a /2

X ’ X 2
1- a/2 a/2

= Y = 1 - a

para la muestra particular de tamaño n, la varianza muestral s 2 es calculada, 

y el intervalo del 100y *  de confianza para o2 es,

( n  -  1 ) S 2 # (n  -  1 ) S 2

X2 X2
l-a/z a /2

TEOREMA 8.3.7 INTERVALO DE CONFIANZA PARA a*. Si SZ es la varianza muestral, 

de una muestra de tamaño n , tomada de una población normal con media y y 

varianza o2 (desconocida), se tiene que el intervalo del 100 y % de conficnza 

para a2, está dado por

(n - l)s2 (n - l)s2
2 * 2Y X
1- 0/2 a/2

donde x2 y X2 son l°s valores de una distribución ch1-cuadrado con
a/2 1- a/2

n - 1 grados de libertad, dejando áreas de a /2 y 1 - a/2 respectivamente, a 

la izquierda. (Calculadas en (2) y (3)).

CONSECUENCIA la estimación del intervalo del 100y* de confianza para la desvia 

ción típica oes

[ s  s O s s / s p -

X l-a/2 Xa/2
-  y  -  1 -  a
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EJEWLO 22 En el ejemplo 18, determinar el intervalo de confianza del 90 

% para la desviación típica de la población

SOLUCION 1 y ~ 0.9 y tamaño de la muestra, n ~ 10

2. Ptx2 * X2 ] » o /2 - 1 ~ ° - 9 - 0.05a/2 2

y P[XZ Í X2 ] = 1 - a/2 = 1 - 0.05 - 0.951- a/2
de la tabla IV con « - 1  = 9 grados de libertad, obtenemos 

X 2 = 3.325 , x 2 = 16.92
0.05 0.95

3. S2 = 554.011, luego (n - 1)S2 = 9(554.011) « 4986.099

4 : 1)S» = 4986^99 . m >6 8 67

XZ 16.92
l-a/2

J n ^ J i s i  . 4986.09Í . 149g 5?86 .
3.325

a/2

el intervalo del 90 % de confianza para la varianza de población es,

[294.6867 , 1499.5786], y por la consecuencia del teorema anterior

el intervalo del 90 % de confianza para desviación típica de la población es 

[17.1664, 38.7244] .

8J.11 I N T E R V A L O  D E  C O N F I A N Z A  P A R A  L A  R A Z O N  D E  D O S  V A R I A N Z A S

Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con media y 

varianza q 2, y sea Y una variable aleatoria independiente (de X) distribuida 

normalmente con media u« y varianza q 2 Sea Sz la varianza muestral basada
i 9

en una muestra aleatoria de tamaño n de X y sea S* la varianza muestral 

basada en una muestra aleatoria de tamaño m de Y. En 7.3.7, hemos visto que 

la variable aleatoria,

F _ sx /ox . ° ? sx2

SW  ° l Sy

Tiene una distribución F con » - 1 y m - 1 grados de libertad. Desde 

que la distribución de la variable aleatoria F no depende de a2 y o2 , elegi-
9
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do y podemos encontrare y d , de la tabla VI tal que,

P [ e  S F S d i = y (1)

P[F % d i  - P[F S e l = Y

escogiendo, a y d tal que

P[F < e] = a/2 (2)

y P[F < d ] = I - a/2 (3)

donde a “ 1 - y <5 y ~ 1 - a (Ver Fig. 8.3.7)

o sea c = f  y d -  f  que se obtienen de la tabla VI y
a/2, n  -1, m-1 1- a/2,n - l , m - l

las fórmulas (2) y (3) respectivamente con n - 1 y m - 1 grados de libertad.

Es decir, (1) se puede escribir,

P[e S F S rf] * P[f S F < f  ] * y * 1 - o
a / 2 tn - l , m - l  1- a /2, n-1, m-1

donde f y f  son valores de la distribución F con n - 1  y m - 1 gra 
a/2 l-a/2

dos de libertad, dejando áreas bajo la curva de a/2 y 1 - a /2 respectivamente

2 c2S
a la izquierda*, por otra parte en (1) sustituyendo F por — I— L_ , se escribe

° l  SrZ

P[/ s f s /  ] =
a / 2 , n - l , m - l ,  l , a / 2 ,  n - l , m - l

SI
^ ^ a / Z ,  n-1, m-1 S D Z s 2 ”  ^ 1 - o/2. n - 1 ,m - l

2 *

„ P[ - — -i  s -3l A .  < — i ]

^ 1 - a/2, n -1 , m-1 °T S * a/2, n-1.m-1

1 S* 1 = p f  J L .   ---------------í ---------------  < —  < —  ■ ------------- =------------ ]  *  Y
c2 f  2 <2 f
Y l -a / 2 .  n-1, w-1 ° Y  Y a/2 ,n -1 ,m -1
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a/2
Fig. 8.3.7

reemplazando f  por
a / 2 .n - l ,m - l

1

1- 0/2, 777— 1 • 71-1

tenemos

P[
1

S? /
Y 1-a/2, n-1, m -1

a.

°Y

X
2 ’ f  3

l - a / 2 , m - l , n - l
s Y

y para las dos muestras independientes de tamaño n y m > seleccionadas de
2 2

las dos poblaciones normales, la razón de las varianzas S /S , se conoce.
X Y

Entonces, el intervalo del lOOyX o 2 /o2 está dado por;

[ #  7
1- a/2, Sz 1- <V2 

Y
, m-l, n-lj

TEOREMA 8.3.8 INTERVALO DE CONFIANZA PARA o 2 /o 2 . Si S , S2 son las varian-
X Y X Y

zas de muestras independientes de tamaños n y m de dos poblaciones X e Y

distribuidos normalmente con media p ,p y varianzas o 2 y o 2 respectivamente.
X Y X Y

El intervalo del 100 y * de confianza para 0XZ/0J está dado por,

r í! X
2 f

1- a/2, n-l, jvr-l
1- a/2, m-1

donde f  es el valor de la distribución F con n - 1 y m  - 1 ara
1- a / 2 ,n - l »m - l

dos de libertad dejando una área de 1 - a/2 a la izquierda y similarmente
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. es un valor f  con m -  1 y n -  1 grados de libertad. Es decir

P[F $ f  ] = 1 - a/2
l-a/2

CONSECUENCIA El intervalo del 100 y  % de confianza para la razón de las

desviaciones estándar ox/ oY está dado por»

[
-  / •  / í

1

SY  ̂ A -  a/2. n-l.m-l SY
y f ]/ 1- o/2, m-1, n -1

EJEMPLO 23 Se preparan dos diferentes tandas de cemento, y de cada una se

fabrica gran número de tabiques. Se toma una muestra de seis tabiques de

cada tanda, y la fuerza de tensión en lb/pulg2 , se mide para cada tabique

de las dos muestras. Suponiendo que en la tanda i  la fuerza de tensión está

normalmente distribuida con varianza a?, i. = 1,2. Obtenga un intervalo de con 

fianza de 95 Sí para la razón de las dos desviaciones típicas, Oj/o .

Tanda 1: 536, 492, 528, 572, 582, 506

Tanda 2: 555, 567, 550, 550, 535, 540

SOLUCION 1 o = 1 - y = 1 - 0.95 - 0.05; luego,

1 - a /2 = 0.975

n - m  = 6 , por lo tanto n - l = m - l = 5 ;  entonces se tiene

f  - 7.15 (tabla V) (en este caso,
0  . 9 7 5 . 5 , 5

2. tanda 1

1- n-
)

•1

; tanda 2

X .1 (x i  ~
X.

t (x i  -  x z ?

536 0 555 30.25

492 1936 567 306.25

528 64 550 0.25

572 12.96 550 0.25

582 2116 535 210.25

506 900 540 90.25

3216 6312 3297 637.5
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x = 536, S 2 = 1262.4 ; x = = 549.5,
1 6 1 6

$2 = 637^5 = 127>5 

2 5

3. —  = J - \  = Z 1262,4 = /T790" * 3.15
^  r <2 7 127.5 '

f z n  .  / n r  .  / c m  ■ 0.37
0 . 9 7 5 , 5 5

/ 7  a /  7.15 = 2.67
0 . 9 7 5 ; 5 5

4 .  —  / --------- -1 - -------------------- =  (3.15)(0.37 )  = 1.1655 =  1.2

S- Z ~ f * (3.15)(2.67) * 8.4105 » 8.4

por lo tanto, el Intervalo de confianza de 95 t  para ° j / ° 2 es, 

[1.2 , 8.4]

PROBLEMAS 83

1. Sea X una variable aleatoria, uniformemente distribuido en el intervalo

[0,10]. Determinar la probabilidad de que el intervalo aleatorio , 2X^

incluya a la inedia de la variable aleatoria X.

2. Un ingeniero de la olanta de purificación de agua mide el contenido de

cloro diariamente en 100 muestras diferentes. Sobre un período de años, 

ha establecido que la desviación típica (error estándar) de la población

es 1.2 miligramos de cloro por litro. Las ultimas muestras promediaron

4.8 miligramos de cloro por litro. Establezca el intervalo alrededor de 

la media muestra que incluirá la media de la población en un 68.7% de 

las veces.
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3. A partir de una muestra aleatoria de 144 galones de leche, el gerente 

de procesos de la planta, calculó que el llenado medio es de 128.4 onzas 

líquidas. De acuerdo a las especificaciones del fabricante, la máquina 

llenadora tiene una desviación típica de 0.6 onzas. ¿Cuál es el intervalo 

alrededor de la media muestral que contendrá la media de la población 

en un 95.5% de las veces?

4. El equipo de control de calidad de una industria muestrea en forma rutinaria 

la línea de producción de determinado artículo y diariamente calcula un 

intervalo de confianza del 90% para la longitud media de las piezas 

producidas en el día. Se han calculado 100 intervalos de confianza del 

90% después de 100 días.

(a) Sea X la variable aleatoria que representa el número de Vos intervalos 

que en efecto cubren la longitud media desconocida de las piezas 

producidas en el día. ¿Cuál es la distribución de probabilidad de 

X?

(b) Calcular la probabilidad aproximada que exactamente 90 de los 100 

intervalos cubran la media verdadera.

5. Una muestra aleatoria de 144 observaciones arroja una media muestral x = 160 

y una varianza muestral s2 * 100

(a) Determinar un intervalo de confianza del 95% para la media poblacional.

(b) Determinar un intervalo de confianza de 90% para p.

(c) Si el investigador quiere tener un 95% de "seguridad" que su 

estimación se encuentre a una distancia de 1.2 en más o menos de 

la verdadera media poblacional, ¿cuántas observaciones adicionales 

deberá efectuar para corroborarlo?

6. Se toma una muestra al azar de 45 alumnos, sin reposición de una clase 

de estadística de 221 alumnos que da una media de 70 puntos y una desviación 

típica de 9 puntos en las calificaciones finales. Determinar el intervalo 

de confianza de 98% pa^a la media de las 221 calificaciones.

7. Se ha medido el contenido de nicotina de 36 cigarrillos de una determinada 

marca. A continuación se resumen los resultados obtenidos. Sea

x . * contenido de nicotina de un cigarrillo, medido en miligramos.

Ex.= 756 miligramos y £(x.- x ) 2 * 315 miligramost t
Determinar un intervalo de confianza de 95% para el contenido promedio 

de nicotina de los cigarrillos de esta marca.
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8. Un grupo de 50 animales experimentales reciben una cierta clase de raciones 

por un período de 2 semanas. Sus aumentos de pesos arrojan Tos valores 

x = 420 gr. y s = 60 gr.

(a) ¿Qué tamaño debe tomarse una muestra, si se desea que x difiera de 

u por menos de 10 gr. con 0.95 de probabilidad de ser correcto?

(b) Encontrar el intervalo de confianza de 95% para p.

9. En una granja de 1,000 pollos se va a experimentar con una nueva dieta 

de engorde. Si se sabe que la desviación típica del aumento de peso en

un período de un mes es igual a dos onzas, ¿Qué tamaño debe tomarse una 

muestra que conduzca a una estimación del aumento de peso de la totalidad 

de la parvada, si se quiere que esta estimación no contenga un error mayor 

que 40 Ib (una Ib = 16 oz) con probabilidad de 0.95?

10. La asociación de ahorro y préstamo "La tacaña" desea determinar la cantidad 

promedio que tiene sus clientes en sus cuentas de ahorro. La desviación típî  

ca de todas las cuentas de ahorro es estimada por el gerente en I/. 4,000.00

(a). ¿Qué tamaño de muestra se requiere para afirmar con confianza 0.95 

que el error en la estimación no excede de I/. 200,00?

(b) ¿Qué tamaño de muestra se requiere para afirmar con confianza 0.95

que el error en la estimación no excede de I/. 400.00?

11. Una tienda de departamentos desea estimar, con un nivel de confianza de 

0.98 y un error máximo de 0.5, el verdadero valor medio en dólares de 

las compras a crédito por mes realizadas por sus clientes. Dado que la

desviación típica es $ 15, determinar el tamaño de la muestra.

12. Una muestra de 35 alambres de acero escogidos al azar de una remesa muy

grande muestra una resistencia media a la tracción de 1,500 libras y una

desviación típica de 20 libras.

(a) Si se usa esta media de muestra para estimar la resistencia media

a la tracción de toda la remesa, con un nivel de confianza de 95%,

determinar el error de muestreo.

(b) ¿Qué tamaño de muestra se requiere, si el error estimado en (a) ha

de ser reducido a la mitad sin cambiar el nivel de confianza?.

13. De una orden especial de 1,500 taladros recibidos de la compañía Andina 

de máquinas y herramientas, se probó una muestra de 36 taladros. La muestra 

tuvo una vida de 1,800 horas y una desviación estándar de 150 horas.

(a) Estime la desviación estándar de la población a partir de la desviación 

estándar de la muestra.
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(b) Estime el error estándar de la muestra para esta población finita.

(c) Construya un intervalo de confianza de un 98% para la vida media

de los taladros.

14. Para estimar la cantidad total de depósitos a la vista, un banco comercial 

selecciona una muestra aleatoria de 400 cuentas. La muestra da una medía

de I/. 5000 y una desviación típica de I/. 1000. Suponiendo que el banco

tiene 12,000 cuentas a la vista, Determinar un intervalo de confianza

del 99% para la cantidad total en depósitos.

15. La fábrica de calzado C0MPRE-AH0RA tiene una cadena de tiendas de venta

al por menor en diversas ciudades del Perú. La política de C0MPRE-AH0RA 

es no establecer una tienda de ventas en ninguna ciudad a menos de tener 

una seguridad del 99% de que la venta total anual de calzado en la ciudad 

sea de por lo menos I/. 5 millones. La compañía está considerando la 

posibilidad de instalar una tienda de ventas en Huaral (Opto, de Lima),

que es una ciudad con 20,000 familias, para lo cual selecciona una muestra 

aleatoria de 49 familias, que da un gasto familiar anual medio en calzado 

de 1/. 300 con una desviación típicade I/. 105. Con base enesta información, 

¿debe C0MPRE-AH0RA abrir una tienda de ventas en Huaral?

16. La cooperativa de Huando, desea determinar el peso total de una partida

de 10,000 naranjas. Como la cooperativa sólo tiene una balanza pequeña

y además no hay tiempo para estas cosas, selecciona una muestra aleatoria

de 16 naranjas, la cual da una media de 175 gramos y una desviación típica

de 25 gramos. Determinar un intervalo de confianza del 95% para el peso 

total de la partida de naranjas.

17. El mantenimiento de cuentas de crédito puede resultar demasiado costoso

si el promedio de compra por cuenta baja de cierto nivel. El gerente de 

un almacén desea estimar el promedio de cantidad comprada por mes por 

sus clientes que tienen cuenta de crédito con un error de no más de I/. 

250 con una probabilidad aproximada de 0.95. ¿ Cuántas cuentas deben ser 

seleccionadas del archivo de la compañía si se sabe que la desviación 

típica de los balances mensuales de las cuentas de crédito es de I/. 750?.

18. La oficina de protección al consumidor, entre otras cosas, han ocasionado

que las empresas se preocupen más por la aceptación de sus productos en 

el mercado. Una empresa, con dos productos en su línea, quiere estimar 

la diferencia entre el número de quejas ocurridas cada mes durante cuatro 

años (48 meses), que para cada productos arrojan los siguientes resultados,



Producto 2 x - 25.1 s„ = 5.3
2 2

Determinar un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre

el número medio de quejas sobre sus productos, (suponga que las quejas 

sobre cada producto se pueden considerar como muestras aleatorias

independientes).

19. Una muestra al azar de 200 pilas de la marca A para calculadoras muestra 

una vida media de 140 horas y una desviación típica de 10 horas. Una muestra 

al azar de 120 pilas de la marca B da una vida media de 125 horas y una 

desviación estándar de 9 horas. Determinar:

(a) un intervalo de confianza del 95% para la diferencia de la vida media 

de las poblaciones A y B.

(b) Un intervalo de confianza del 99% para la diferencia de la vida media 

de las poblaciones A y B.

20. Dos grupos escogidos al azar, de SOalumnas de una escuela para secretarias, 

aprenden taquigrafía por dos sistemas diferentes y luego se ‘ las somete 

a pruebas de dictado. Se encuentra que el primer grupo obtiene en promedio 

120 palabras por minuto con una desviación estándar de 11 palabras, mientras 

que el segundo grupo promedia 110 palabras por minuto con una desviación 

estándar de 10 palabras. Determinar un intervalo de confianza del 99% 

para la diferencia de medias de los dos métodos.

21. Un investigador desea comparar la efectividad de dos métodos de 

entrenamiento industrial para obreros que han de llevar a cabo un trabajo 

especial en una planta ensambladora. Los empleados seleccionados se dividen 

en dos grupos. El primer grupo recibe el método 1, el segundo el método

2. Cada uno realizará una operación de ensamblado y se registrará al tiempo 

que emplea en realizar el trabajo. Se espera que las observaciones en 

ambos grupos tengan un rango de 12 minutos (suponga también que se espera 

que la variabilidad de cada método sea la misma). Si se desea que el 

estimador de la diferencia en tiempo medio de armado sea correcta hasta 

por un minuto con probabilidad aproximada de 0.95, ¿guántos trabajadores 

han de incluirse en cada grupo?

22. Se efectuó un estudio para determminar si cierto tratamiento para metales 

tiene algún efecto sobre la cantidad de metal desprendido durante la opera-

Producto 1 x x -  17.2 s 1 = 4.6
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23

24

25

26

27

28

ción de decapado. Una nuestra aleatoria de 100 piezas fue sumergida en 

un baño durante 24 horas sin el tratamiento, alcanzando un promedio de

12.2 mm de metal desprendido y una desviación típica de la muestra de

1.1 mm. Una segunda muestra de 200 piezas se sometió al tratamiento seguida 

por el baño durante 24 horas, obteniéndose un desprendimiento promedio 

de 9.1 mm de metal con una desviación típica de la muestra de 0.9 mm. 

Determinar un intervalo del 98% de confianza para estimar la diferencia 

entre las medias de las poblaciones.

Sean I, Y las medias de dos muestras aleatorias independientes cada una 

de tamaño n tomadas de las poblaciones normales N(ux * o2) y , o 2)

respectivamente, donde la varianza común es conocida. Determinar n tal

que

prx - Y - |  < ux - u < X - Y + H ] =  0.90
w  w

•U- T7 . O

Sea Jt la media de una muestra aleatoria de tamaño n de una distribución 

normal con desviación típica a * 7. Hallar n tal que

P[X - 0.8 < v < X + 0.8] * 0.90, aproximadamente.

Se selecciona una muestra aleatoria de 200 votantes y se halla que 114

están contentos con el actual presidente. Hallar un intervalo de confianza 

del 95% para la fracción de votantes que están a favor del actual 

presidente.

Se selecciona una muestra aleatoria de 500 fumadores y se encuentra que

86 tienen preferencia por una marca A. Determinar un intervalo de confianza 

del 90% para la fracción de la población de fumadores que prefieren la 

marca A.

Un auditor de una dependencia gubernamental de protección al consumidor 

quiere determinar la proporción de reclamos sobre pólizas de enfermedades 

que paga el seguro en un plazo de dos meses de haber recibido el reclamo. 

Se selecciona una muestra aleatoria de 200 reclamos y se determina que

80 fueron pagadas en un plazo de dos meses después de recibirlas. Determine 

una estimación del intervalo con 99% de confianza de la proporción real 

de reclamos pagados dentro de ese plazo de dos meses.

El departamento de mantenimiento de una planta manufacturera de tejidos

es responsable por 1,200 telares. El gerente del departamento ha determinado 

que el 45% de los daños en una muestra de 64 máquinas es por falta de mante-
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nimiento. Determine un intervalo de confianza del 95% para esta proporción.

29. Mediante un muestreo al azar de 49 de 500 compradores en la exposición 

de muebles en la Feria del Hogar, el gerente de ventas de la compañía 

de muebles, encontró que el 80% de estos clientes se interesaron por una 

línea nueva de muebles contemporáneos. Establezca un intervalo de confianza 

del 96% para la proporción de compradores interesados por esta línea 

particular.

30. En una muestra al azar de 600 mujeres, 300 indican que están a favor de

la ayuda del estado a los colegios privados. En una muestra al azar de 

400 hombres, 100 indican que están a favor de lo mismo. Determinar un 

intervalo de confianza (a) del 55%, (b) 95% para la diferencia de

proporciones de todas las mujeres y todos los hombres que favorecen tal 

ayuda.

31. Una empresa de estudios de mercado quiere estimar las proporciones de 

hombres y mujeres que conocen un producto promocionado a escala nacional. 

En una muestra aleatoria de 100 hombres y 200 mujeres se determina que 

20 hombres y 60 mujeres están familiarizados con el artículo indicado. 

Calcular el intervalo de confianza de 95% para la diferencia de proporciones 

de hombres y mujeres que conocen el producto.

32. Cierto genetista quiere conocer la proporción de hombres y mujeres de

cierta ciudad que padecen un desorden sanguíneo menor. Una muestra aleatoria 

de 1000 mujeres arroja 250 afectadas, en tanto que 275 de 1000 hombres

sufren desorden. Establezca un intervalo de confianza del 95% para la

diferencia entre la proporción de hombres y mujeres que padecen tal 

desorden.

33. La toma de decisiones participativa ha sido una estrategia administrativa

que se ha adoptado como un medio para mejorar la eficiencia y la 
#

participación de los individuos en las organizaciones. Se entrevistó a 

dos grupos de empleados, los cuales difieren substancialmente en el nivel 

de participación permitida por el gerente, y se les preguntó si estaban 

o no satisfechos con su empleo actual. De 110 empleados de un grupo en 

el cual se ha fomentado la participación del empleado, 77 afirmaron que

estaban satisfechos con sus empleos. En tanto 52 de 125 empleados, de

un grupo en el que no se permite la participación del empleado, afirmaron 

que estaban satisfechos con su empleo.
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Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de la 

proporción de empleados satisfechos con su trabajo.

34. El auditor de un banco desea estimar la proporción de estados, de cuenta 

bancarias mensuales para los depositantes del banco que tendrán errores 

de varias clases, y especifica un coeficiente de confianza del 99% y un 

error máximo de 0.25%.

(a) Determinar el tamaño de la muestra si no se dispone de información

sobre la proporción verdadera de los estados de cuenta mensuales

que tienen errores.

(b) Determinar el tamaño de la muestra, si el auditor, por su experiencia,

cree que la verdadera proporción de estados de cuenta con errores

35. Se efectúa un estudio para estimar la proporción de amas de casa que poseen

una secadora automática. ¿Cuál debe ser el tamaño de la muestra si se

desea tener almenos una confianza del 99% que la, estimación difiera de 

la verdadera proporción en una cantidad menor de 0.01?

36. Un equipo de investigación médica está seguro sobre un suero que han

desarrollado el cual curará cerca del 75% de los pacientes que sufren 

de ciertas enfermedades. ¿Qué tamaño debe ser la muestra para que el grupo 

pueda estar seguro en un 98% que la proporción muestral de los que se 

curan está dentro de más o menos 0.04 de la proporción de todos los casos 

que el suero curará?

37. En una muestra aleatoria de 25 presidentes de corporaciones sud-americanas,

se encontró que 16 han cursado estudios superiores. Determinar un intervalo

de confianza del 95% para la proporción de todos los presidentes de

corporaciones que han cursado estudios superiores. (Sug. puesto que n es 
pequeño, introdusca el factor de corrección de 1/2 n para P con el objeto 

de mejorar el intervalo de confianza para p).

38. Sea Y/n la frecuencia relativa de éxitos de n ensayos independientes, 

con probabilidad de éxito igual a p. Si p es desconocido, pero está en 

una vecindad de 0.30. Determinar n tal que 

P[Y/n - 0.03 < p < Y/n + 0.03] * 0.08 aproximadamente.

es 0.01



39. Si \ n  y Vg/n son las frecuencias relativas respectivas de éxitos asociado

con dos distribuciones binomiales independientes b ( n ,  p ) y b ( n t p ) .
1 2

Hallar n tal que»

P[Yj/n - Yi /n - 0.05 < -  P 2 < \/n  * ' l ^ n  + 0.05] = 0.80

40. Doscientos cincuenta y seis pacientes que sufren de una cierta enfermedad 

fueron tratados con un nuevo medicamento. Este medicamento curó a 128 

pacientes. ¿Con qué grado de confianza puede afirmarse que la efectividad

del medicamento está entre 45% y 55%?

41 . El director de Bienestar Estudiantil de una Universidad está considerando 

una nueva política en relación con hogares de estudiantes. Antes de tomar 

una decisión final, desea seleccionar una muestra aleatoria para estimar 

la proporción de estos que está en favor de esta nueva política „ ¿Qué 

tamaño muestral se requiere para asegurar que el riesgo de sobrepasar

un error de 0.10 es sólo 0.05?

42. Una muestra aleatoria de tamaño 400 seleccionada entre los alumnos quehabían 

consultado el Servicio de Salud de una Universidad durante el año pasado 

indicó que 80 tenían una enfermedad de naturaleza psícosomática.

(a) ¿Con qué grado de confianza puede afirmarse que 16% a 24% de todos 

los alumnos que consultaron el servicio de salud el año pasado tenían 

una enfermedad psicosomátia?

(b) Supóngase que 2000 alumnos consultaron el servicio de salud el año 

pasado. ¿Cuántos de estos alumnos tenían una enfermedad psícosomática? 

¿Qué grado de confianza tiene su estimación?

43. Una muestra de 5 tarros de café instantáneo seleccionados de un proceso

de producción, diÓ los siguientes valores para el contenido medio en 

gramos: 285; 291; 279; 288; 282. Determine un intervalo de confianza 

del 95% para estimar el peso neto medio de los frascos producidos por 

este proceso.

44 . Se prueba una muestra aleatoria de 5 fusibles de cierta marca para

determinar el punto medio de ruptura. Los puntos de ruptura medidos en

amperes fueron:

18; 22; 20; 14; 26.

¿Con qué grado de confianza puede afirmarse que el punto medio de ruptura pa

ra esta marca de fusibles está entre 15.736 y 24.264?

m Rufino Moya C . - Gregorio Sararía A.
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45. La resistencia a la rotura, expresada en libras, de cinco ejemplares

de cuerda, cuyos diámetros sean 3/16 de pulgada, es de: 660, 460, 540, 

580, 550. Estímese la resistencia media a la rotura mediante un intervalo 

de confianza del 95%, suponiendo distribuciones normales.

46. Las cajas de un cereal producidos por una fábrica deben tener un contenido 

de 16 onzas. Un inspector tomó una muestra que errojo los siguientes 

pesos en onzas:

15.7, 15.7, 16.3, 15.8, 16.1, 15.9, 16.2, 15.9, 15.8, 15.6

Calcule intervalos de confianza del 90% para la media poblacional y la va

rianza poblacional de los pesos.

47. Los pesos de 10 cajas de cereal son: 10.2, 9.7, 10.1, 10.3, 10.1, 9.8,

9.9, 10.4, 10.3, 9.8 onzas. Hallar un intervalo de confianza del 99% 

para la media de todas las cajas de cereal, asumiendo una distribución 

aproximadamente normal.

48. Una muestra aleatoria de 8 cigarrillos de cierta marca da un promedio

de 18.16 miligramos de contenido de nicotina y una desviación estándar

de 2.4 miligramos. Construir un intervalo de confianza del 99% para el 

verdadero promedio del contenido de nicotina de esta marca particular

de cigarrillo, asumiendo una distribución aproximadamente normal.

49. Los pesos netos (grs) de ocho latas de conserva fueron los siguientes:

121, 119, 124, 123, 119, 121, 124, 120. Obtener un intervalo de confianza

del 99% para el peso neto medio de las conservas.

50. Los tiempos de encendido en segundos de crisoles de humo flotante de

dos tipos diferentes son los siguientes:

Tipo I : 481, 506, 527, 661, 501, 572, 561, 501, 487, 524.

Tipo II : 526, 511, 556, 542, 491, 537, 582, 605, 558, 578'.

Determine un intervalo de confianza del 95% para la diferencia media en tiem 

pos de encendido, suponiendo varianza iguales pero desconocidas.

51. Oos analistas tomaron lecturas repetidas en la dureza del agua de la

ciudad. Determine un intervalo de confianza del 95% para la diferencia 

entre analistas, suponiendo varianzas iguales pero desconocidas.

MEDIDA DE DUREZA CODIFICADA

Analista A: 0.46, 0.62, 0.37, 0.40, 0.44, 0.58, 0.48, 0.53

Analista B: 0.82, 0.61, 0.89, 0.51, 0.33, 0.48, 0.23, 0.25, 0.67, 0.88



52. El gerente de una cadena de 200 super-mercados en una ciudad grande,

reúne los datos de ventas diarias de 5 tiendas escogidas al azar. Ellos

son, en miles de intis, 18, 24, 22, 26, 16.

(a) Estime la desviación típica de la población.

(b) Construya un intervalo de confianza de un 98% para las ventas medias.

53. Al examinar los registros de facturación mensual de una empresa editora 

con ventas por correo, se encuentra un total de 250 facturas no pagadas, 

el auditor toma una muestra de 10 facturas no pagadas. Las sumas que

se adeudan a la compañía en miles de intis son: 4, 18, 11, 7, 7, 10,

5, 33, 9 y 12.

(a) Determine una estimación del intervalo con 99% de confianza de la 

cantidad promedio de facturas no pagadas.

(b) Establezca una estimación del intervalo con 99% de confianza de 

la cantidad total que se adeuda a esa empresa.

54. Los siguientes datos representan los tiempos de duración (en minutos) 

de las pelícülas producidas por dos compañías cinematográficas

Compañía A : 103, 94, 110, 87, 98

Compañía B: 97, 82, 123, 92, 175, 88, 118

Determinar el intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre 

los tiempos promedios de las películas producidas por las compañías, 

asumiendo que los tiempos de duración tienen una distribución 

aproximadamente normal.

55. Una compañía productora de semillas de maíz híbrico planta dos nuevas 

hileras de maíz híbrico en cinco granjas diferentes. Las producciones 

en búshels por acre fueron:

Híbrico I : 90 85 95 76 80

Híbrico II : 84 87 90 92 90

(a) Determine un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre 

las dos producciones medias.

( b ) ¿Con qué tipo de "población" trabaja la compañía en esta prueba?

(c) ¿Qué suposiciones se hicieron para estimar el intervalo de confianza 

en (a)?

56. Se determina que las tensiones de rotura de una línea de pesca de prueba 

de 30 libras, para una muestra de 6 carreteles, son 34, 33, 26, 32, 28 

y 27 libras. Determinar un intervalo de confianza del 95% para la varianza

698 Rufino Moya C* ~ Gregorio SnwOia A
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poblad onal.
- 2

57. Para una muestra de tamaño 15, £(X . - X) * 17.8. Hallar un intervalo 

de confianza del 95% para o.

58. Se realiza un experimento para probar la diferencia en efectividad de 

dos métodos de cultivar trigo. Diez parceles se tratan con arado 

superficial y quince con arado profundo. El rendimiento medio por acre 

del primer grupo es 40.8 fanegas y la media para el segundo grupo es

44.7. Suponga que la desviación estándar de la producción del arado 

superficial es 0.6 fanegas y para el profundo es 0.8. Encuentre un 

intervalo de confianza del 90% para la diferencia de rendimiento.

59. En investigación sobre combustibles para cohetes orientada a reducir 

la demora entre la aplicación de la corriente de encendido y la 

explotación, se realizaron pruebas sobre un combustible T y un combustible

C. La desviación estándar de ambos grados puede suponerse igual a 0.04. 

Si C * 0.261 segundos y T s 0.250 segundos para 14 observaciones en cada 

uno, determine un intervalo de confianza del 95% para el cambio en tiempo 

de encendido.

60. Para determinar la efectividad de un programa de seguridad industrial 

se recogieron los siguientes datos sobre el tiempo perdido por accidentes.

antes del 
programa

1 8

38.0 69 15.4 10 1 2 1 47.6 79 54

después del 
programa 29.5 48.5 19 00 92.5 50 80.5 40

(Los números dados son las medias de horas-hombre pérdida por mes, en un pê  

ríodo de 8 meses).

(a) Hallar intervalos de confianza del 95% para cada una de las medias, 

antes del programa y después del programa.

(b) ¿Qué podría decir acerca del programa en base a los resultados?

61. En el problema 59, determinar un intervalo de confianza del 95% para

62.
°T / 0 e
Suponga que se hacen 15 ensayos en cada uno de dos tratamientos con la

■ 3.5. Determinar un in-
*  T

tervalo de confianza del 90% para o x / o y

razón de desviaciones estándares muéstrales $x /$y



63. Suponga que se hacen 15 ensayos en cada uno de los tres tratamientos 

con las siguientes varianzas muéstrales S2 * 12, S2 - 30 y S 2 » 39. De

terminar intervalos de confianza del 85% para todos los pares de razones de 

varianzas.



PRUEBA DE 
HIPOTESIS

9d HIPOTESIS ESTADISTICA_____________________________________________
La prueba de hipótesis estadística es quizas el área más importante de

la teoría de decisión. Primero definiremos, que entendemos por una hipótesis

estadística.

DEFINICION 9.1.1 Una h ip ó tes is  es ta d ís tica * es una aseveración que se hace 

a cerca de la distribución de una o más variables aleatorias (o poblaciones).

Se puede especificar una hipótesis, dando el tipo de distribución y el

valor o valores del parámetro o los parámetros que la definen. Hipótesis 

de este tipo serán, por ejemplo:

(a) X, tiene una distribución binomial con p - —  .
3

(b) X, tiene una distribución normal con u = 50, o s 5 .

En la práctica, la distribución de la población, generalmente se asume. 

Por lo tanto una hipótesis se especifica con el valor o los valores del 

parámetro. Los siguientes, son ejemplos de este tipo:

(c) El promedio salarial por semana de los obreros en la industria textil 

es I/. 600.00. Es decir, p= 600.00 por semana.



(d) El porcentaje de personas atacadas por cierta epidemia en una ciudad 

grande es el 10%. Es decir, p =0.1.

Si la hipótesis estadística, especifica completamente l a ' distribución, 

es decir específica su forma funcional y los valores de todos los parámetros, 

se llama una h ipó tes is  es ta d ís tica  s im p le. En caso contrario se llama una 

hipótesis  es ta d ís tica  compuesta.

El ejemplo (b) es una hipótesis simple; (a) es compuesta, pues p = 1/3 no 

define completamente la distribución de X sin especificar n .

DEFINICION 9.1.2 La prueba e s ta d ís tica  de una h ip ó te s is t es una regla que 

cuando los valores experimentales son observados nos conducen a una decisión; 

no rechazar (aceptar) o rechazar la hipótesis bajo consideración.

Una forma cómoda de especificar lo que se quiere de un procedimiento 

de prueba es concentrar la atención en dos hipótesis estadística, llamadas 

respectivamente, H ipótesis  nula denotado por H (que es la hipótesis que 

se quiere probar)y Za h ip ó tes is  a lte rn a t iv a , denotado por Hj (que es una 

suposición contraria a la que se quiere probar), que se acepta en caso de 

que la primera sea rechazada.

La hipótesis nula generalmente es especificada en una forma exacta. Es 

decir, la hipótesis nula "anula" el efecto de un tratamiento y corresponde 

a la ausencia de efectos de la variable que se investiga. La hipótesis 

alternativa generalmente es formulada con menos precisión; a menudo se 

especifica como una variación de valores que prevalecería si la variable 

que se estudia ejerció algún efecto. Así la hipótesis nula se especifica 

con frecuencia en una forma opuesta a la que se supone cierta y la alternativa 

es expresada como la opuesta a la hipótesis nula.

En una terminología de prueba, hablamos de probar la hipótesis nula contra 

una alternativa en el supuesto tentativo que la hipótesis nula es cierta. 

Pero debemos comprender que realmente estamos tomando una decisión entre 

dos acciones o entre H y H. .o i
Hay tres tipos principales de pruebas, cada uno de los cuales es 

identificado por la forma en que se formulan y . Las pruebas

unilaterales y la prueba bilateral.

1. Prueba de una cota  o u n ila te ra l, estas pueden ser:

(a) Prueba de co la  in f e r io r  o prueba d e l lado iz q u ie rd o: para la cual 

las hipótesis toman las siguientes formas
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H :  e = e ; H • 9 < eo o 1 o

Este tipo de prueba se emplea cuando se tiene alguna evidencia queI
el parámetro no es igual a o ,si no que debe ser menor. También 

cuando el valor de un parámetro no es demasiado pequeño para algún 

objetivo.

(b) Prueba de la  co la  superior o prueba de la co la  derecha. En este 

caso las hipótesis suelen expresarse de la siguiente forma,

Este tipo de prueba se emplea, en problemas, en que se tiene algún 

indicio que el parámetro no es igual al valor postulado, debe ser

mayor que el postulado. También cuando el valor de un parámetro 

sea bastante grande para algún objetivo específico.

2. Prueba de dos colas o b ila te ra le s . En este caso las hipótesis toman la 

siguiente forma,

Este tipo de prueba se emplea, en el caso que el valor que se prueba 

no sea verdadera; entonces, todos los demás valores son posibles. También 

cuando el valor de un parámetro, es demasiado pequeño o demasiado grande 

para algún objetivo específico.

9.1.1 TIPOS DE ERRORES

En la prueba de hipótesis pueden cometerse dos tipos posibles de errores: 

rechazar la hipótesis H , cuando es en realidad verdadera o aceptarla (no

rechazarla) cuando es falsa. El rechazo de una hipótesis nula cuando es

verdadera, se llana e r ro r  de t ip o  I . La aceptación de una hipótesis nula

cuando es falza, se llama e r ro r  de t ip o //,

H es la hipótesis nula (sometida a prueba) y H , la hipótesis
O •

alternativa. Estas dos posibilidades incorrectas junto con las dos

posibilidades de decisiones correctas, aparecen en la tabla I.

H ; 0 * 0  ; H, : 0 MO O 1 o

o



T A B L A  I

Deci sión H verdadera 
0

H verdadera

Aceptar, decisión correcta Error de tipo II

Aceptar, error de tipo I Decisión correcta

Es obvio que, quien toma las decisiones, quiera reducir al máximo las

probabilidades de cometer cualquiera de estos dos tipos de errores, esto 

no es fácil, pues las probabilidades de cometer errores de tipos I y II son 

inversamente proporcionales, para cualquier prueba dada. De ahí que, cuanto 

menor es el riesgo de cometer un error de tipo I, tanto mayor es la probabilidad

de cometer un error del tipo II, y viceversa. Sin embargo dada la regla de

decisión, es posible reducir ambos tipos de errores en forma simultánea,

aumentando el tamaño de la muestra.

DEFINICION 9.1.3 E l n iv e l de s ig n if ica c ió n * se representa por a y se define 

como la probabilidad de cometer un error de tipo I. Es decir,

a = P[error tipo I] = P[rechazar Hq \ es verdadera]

= P[aceptar H x | Hj es falsa]

La probabilidad de cometer un error de tipo II, se representa por B , es 

decir,

6 = Pferror tipo II] = P[aceptar H |H es falsa]
o  o

= P[rechazar |H1 es verdadera]

Los valores que frecuentemente se emplean para a son 0.01 ó 0..05. Observe,

que si a * 0.01 ó 0.05, se arriesga alrededor de una vez en 100 casos o

en 20 casos respectivamente, el rechazo de una hipótesis aún cuando sea cierta.

Debido a que la decisión de no rechazar o rechazar (o sea la elección

entre H y H,) se hace basándose en pruebas de muestras, debemos escoger 
o 1

una función q de las n observaciones,

§ * G(XifX2,..., %n )

como es ta d ís tica  de prueba, cuya distribución por muestreo sea conocida en 

el supuesto (tentativo) que la hipótesis nula H o : o 3 0 o es verdadera. Las 

reglas de decisión sobre la aceptación o rechazo de H q , se hace respecto
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al rango de 0 y un resultado particular 6 de la muestra. Esto se hace hallando 

un valor 8 llamado v a lo r  c r í t i c o  de la estadística de prueba (a veces hay 

más de un valor crítico) la cual divide al rango de § en dos regiones; región 

crítica o de rechazo (R.C) y la región de aceptación (R.A). Si 6 e R.C 

rechazamos H . Si § e R.A, no rechazamos H .o o

DEFINICION 9.1.4 Región Crítica o región de rechazo, es la región, del rango
A

de G que de acuerdo con una prueba prescrita, conduce al rechazo de la 

hipótesis bajo consideración. En otras palabras, región crítica o de rechazo 

es la región que contiene los valores para los cuales se rechaza la hipótesis 

bajo consideración.

DEFINICION 9.1.5 Región de Aceptación, es la región que contiene los valores 

para los cuales no se rechaza la hipótesis bajo consideración.

Los pasos para la prueba de hipótesis, relativa al parámetro 0 de una 

población, puede resumirse como sigue:

1. Formular la hipótesis nula y alternativa de acuerdo al problema.

H 0 = 0

2.

3.

4.

H. : cualquiera de las alternativas, 0 < e , 6 > 0  ó 0 7 * 0
1  ̂ 0 0 0

Escoger un nivel de significación o riesgo a.

Escoger la estadística de prueba apropiada, cuya distribución por muestreo 

sea conocida en el supuesto de que es cierta.

Establecer la región crítica. Es decir, determinar el valor (o valores) 

crítico.

5. Calcular los valores de la prueba estadística de una muestra aleatoria 

de tamaño n.

6. Conclusión: Rechazar H si laestadística tiene un valor en la región crítica
o

y no rechazar (aceptar), en otro caso.

9 2 . PRUEBAS RELATIVAS A MEDIAS Y VARIANZAS
9.2.1 PRUEBA UNILATERAL DE UNA HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA 

PRIMER CASO Comenzaremos considerando la siguiente hipótesis

H : u < u 
1 o

donde p es un valor de la media poblacional



2. Escogemos el nivel de significación a .

3. Una estadística para la media de la población, es la media muestral X.

Si la población es normal (o si la muestra es grande n ^ 30, aún cuando 

la población no es normal) la distribución de X es N(p,a?/n) y la variable

X  -aleatoria Z = ------- —  , tiene una distribución N(0»1).
o / S U

4. Es razonable, rechazar Ho en favor de H l , si la media muestral X es

demasiado pequeña con respecto a p fl . Entonces, una región crítica podría

obtenerse, seleccionando un valor x c de la media muestral de manera que,

R.C = ¿ c y donde x es tal que PfX < x c/Ho] - a

If - p x -  v x  - p
ó P[ - é ~  < — -̂-- * ] - * [ c » ] - a

o// n o//n o / / n

en la tabla de la distribución normal se encuentra zq  que corresponde 

al area a (denotado por zQ ) (ver fig. 9.2.1)

X  - P _ za 0
Es decir, — --------- = z de donde x  = p +

o/ / n a c o

z o _  z o
luego, R.C = ( r  «  , p + — — y  ó X < p + —> o /— ■ ' o r

5. Calcular x a  partir de la muestra observada.

< L °
- p + — —  ^  * rechazar H . Si x  t R.C, no

O / / or n

rechazar H , (aceptar).
O

OBSERVACION En el paso 4, en yez de R.C, se puede obtener la región de acepta

ción R.A. Esto es,

R.A = <  i . ■»> tal que PfX > = 1 - a

X - p x - p
ó P[   > —  - ]  - 1 - a

o // n o ¡  in

utilizando la tabla normal estándar, obtenemos zQ y
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Z 0a

luego R.A = ^ u  +
z a o
n

Entonces, el paso 6, será: Aceptar , si x e  R.A y rechazar Hq si x i R.A. 

METODO ALTERNATIVO

Un método alternativo práctico es trabajar directamente en la escala z 

(ver fig. 9.2.1), de la siguiente manera:

1. H : m * P contra H * p < p 0 0 1 0

2. Escoger el nivel de significación a.

3. La estadística de prueba para n £ 30 es z =

mal estándar

» - " ,

a//rT
con distribución ñor

4. La región crítica es R.C - <- zQ >  donde Zfl es tal que

P[Z < ZQ ] = a

5. Calcular x de los datos, luego obtener z por la fórmula

z s 1 ^ 0

o//"n

CONCLUSION: se compara z con z . Si z < zq (z e <-~,za>)se rechaza Hq .

Escala x

Región de Rechazo Región de Aceptación

Escala z

Fig.  9.2.1



El cálculo de 3 para pruebas estadísticas de una sola cola puede facilitar

se si se considera la Fig, 9.2.2. La distribución de X bajo el supuesto que - 

H0 : P = se ilustra en la Fig. 9.2.2a con una curva normal punteada; se usa

para localizar la región crítica o de rechazo y el valor crítico para la es

tadística de prueba X. Cuando H es falza, esto es p 3 p . donde digamos
o   1

p < p , entonces la estadística de prueba X tiene una distribución normal l o
con media p , en lugar de p . L a  distribución de If suponiendo p - p se ilus-

l o  1
tra en la Fig. 9.2.2b con una curva sólida. El punto es aquel donde el área

de la izquierda de la curva (a) es igual al nivel de significación a de la 

prueba# g es igual al área de la cola derecha de la curva (b) observe que 

está localizada en la región de aceptación.

R eglón de Rechazo Región de Aceptación

Fig. 9.Z.Z

EJEMPLO 1 Un comprador de ladrillos cree que la calidad de los ladrillos 

está disminuyendo. De experiencias anteriores, la resistencia media al 

desmoronamiento de tales ladrillos es 200 kg, con una desviación típica de 

10 kg. Una muestra de 100 ladrillos arroja una media de 195 kg. Probar la 

hipótesis, la calidad media no ha cambiado, contra la alternativa que ha 

disminuido.

SOLUCION Primera forma: 

1. H : p = 200 kg. H l  '
p < 200 kg.

2. Escogemos el nivel de significación a - 0.05

3. La estadística de prueba es X. Desde que la muestra es grande n = 100, la
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la distribución de X es

N(200, 10
100

) - N{200,1)

(Teorema central del límite). Luego,

X - u
Z * es N(0,1)

O/ v n

4. R.C = «* ,x y  donde x  tal que P[T < x  / H ] = a
N  c '  c c o J

X - p x - 200
P [  5. <  -j s p[2 < x  - 200] = 0.05

o/ / ñ 10/10

de donde z = x  - 200a c

R.C = <  198.36>

- 1.64, luego x c * 198.36

5. Cálculo de la media muestral: del enunciado una muestra de n = 100, da 

¿  = 195.

6. Conclusión: Puesto que x  = 195 C R.C = ^  ® , 198.36^ . Rechazamos H q,

ÍCTODO ALTERNATIVO Una solución alternativa al problema se obtiene como sigue 

(i ) En el paso 4. De P[Z < z ] = a se obtiene z^ - - 1.64. Entonces

R.C = <£- . - 1.64> .

( i í )  En el paso 5, una vez calculado x  , obtener z por la fórmula

2 = *  ' P° = 195 -200
10//100

= - 5
O/r n

Conclusión: Comparar z = - 5 con za = - 1.64. Puesto que z = - 5 < - 1.64=z0 

es decir,
z = - 5 £ R.C = ^  «, - 1.64/ , rechazamos H 0 .

EJEMPLO 2 Con referencia al ejemplo 1 calcule la probabilidad 8 de aceptar 

H q cuando en realidad u es igual a 196 kg.

SOLUCION La región de aceptación para la prueba del ejemplo 1 se localiza

en el intervalo z oa
/ ñ< y B + ->

si se sustituyen los valores numéricos correspondientes se obtiene



200 + (- 1.64) 10

/rToó
= 198.36

R.A = <198.36, (es el complemento de R.C)

La proba bi 1 i dad de aceptar H cuando es fal sa, en este caso cuando \t = 196 es Igual 

al área bajo la curva de la distribución de la estadística de prueba X en el in 

tervalo <198.36, ®> . Puesto que X se distribuye normalmente con media 196 y

°x o f 'P ñ  > 8 es igual a (ver Fig. 9.2.3)

B = P[aceptar H cuando H es falsa]O o
s P[aceptar H cuando y = 196]O
= P[X > 198.36 cuando y * 196]

• P [
X - y

o/ /n
198.36 - 196

1 0 / / 1 0 0

] * P[Z > 2.36]

= 0.0091

Entonces la probabilidad de aceptar H q , dado que en realidad y =  196 es

0.0091 o aproximadamente 1 de cada 100.

Región de Rechazo Región de Aceptación

Fig. 9.2.3

Si se calcula y para un valor de más cerca a \iQ= 200, la distribución

que se muestra en la Fig. 9.2.3 se desplazaría a la derecha y B aumentaría.

Por el contrario cuanto mayor sea la distancia entre y, y y , menor será el1 o
valor de 8 . Es decir se cometen menos errores en decidir que la media será me

nor de y (H es falsa) cuando la diferencia entre y, y y es grande.
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NUESTRAS PEQUERAS

Para muestras pequeñas de poblaciones con distribución aproximadamente 

normal, se recurre a la distribución t para prueba de hipótesis sobre la 

media. Entonces

1. H : p = p ; H : p < pO O 1 o

2 .
3.

Escoger el nivel de significación a .

La estadística de prueba es 7, para muestras pequeñas, usamos la variable 
aleatoria

T *
X - p

i

$/fñ

que tiene una distribución t  con n - 1 grados de libertad

4. La región crítica es

R.C = <-«*» , x  y donde x es tal que P[7 < x /H ] * aN c' c c o

X - p x  - p x - p
P[ < —  ----2- ] = p[T <  = P[T < t J  - o

S//ñ S//ñ $/ /n a

x - p _ t S
De la tabla V obtenemos — ----—  = t , o sea x = va c o / ns//?T

t  s
Luego, R.C = <(-®  , p ̂ (o R.C = <- t ^  método alternativo)

5. Calcular x y s de la muestra. Luego t s
x - p

S//rT
si se usa el método alter

nativo.

6. Conclusión: Si x e /-<*> ,p +\ f>

t S a
> rechazar H . Para el método alterO

na tivo si te <- “ »ta >  rechazar Hq .

EJEMPLO 3 En una muestra aleatoria de 10 latas de maracuya de un proveedor 

B» el peso medio por lata de maracuya fue x  = 9.4 con desviación típica, 

s= 1.8 onz, ¿contiene esta muestra suficiente evidencia para indicar que el 

peso medio es menor que 10 onzas a un nivel a = 0.1? Y encontrar un intervalo 

de confianza del 98% para p .
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SOLUCION Usaremos el método alternativo para la solución de este problema

1. H : u ~ 10 y H, : m < 10
4 1

2. a = 0.1

3. Desde que n * 10 es pequeño, la estadística de prueba es

T * ----- 2- , que tiene una distribución t con n - 1 * 9 grados de liber-
s//ñ

tad. Suponiendo que la población tiene una distribución aproximadamente ñor 

mal.

4. Región Crítica o de rechazo: P[T < ta ] ■ a de donde t * - 1.383; es de

cir, R.C = <£• , - 1.38$>

Región de Rechazo Reglón de Aceptación

+

Fig. 9.2.4

Del enunciado del problema se tiene

* * 9.4 , s * 1.8 , n *  10

luego, t „ 9.4- 10 * - 1.054

Escala t

1 . 8 / / Í Ó

6. Conclusión: t * - 1.054 í ^  1.383^ , no se rechaza ; es decir,

esta muestra no contiene suficiente evidencia para indicar que el peso 

medio es menor que 10 onzas a un nivel de significación 0 .1.

La parte (b) queda como ejercicio para el lector.

EJEMPLO 4 Supóngase que en cierto proceso para producir alambre, la 

resistencia a la ruptura del alambre es una variable aleatoria normal con
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media 90.80 kg. Para reducir los costos de producción, se prueba otro proceso.

Una muestra de 10 valores obtendidos bajo el nuevo proceso dio una media

de 85.352 kg. y una desviación típica de 2.724 kg. ¿El nuevo proceso tiene

un efecto negativo sobre el alambre? use a = 0.05.

SOLUCION

X. Hq : p = 90.80 y : p < 90.8

2. a = 0.05

X - u
3. Desde que n * 10 es pequeño usamos la estadística de prueba T = ------ —

S//Í

que tiene una distribución t con n - 1 = 9 grados de libertad. Suponiendo

que la población tiene una distribución aproximadamente normal.

4. Región crítica o de rechazo: P[T < t j  1 a de donde t  = -1.833; es decir

R.C » ^  - 1.83$> o t < - 1.833

5. Del enunciado del problema se tiene que la media muestral es x  - 85.352 y

s - 2.724
t = 85.352 - 90.80 = _ 6 324

2.724//"Í0

6. Conclusión: desde que t = - 6.324 € ^  «*» - 1.833> , se rechazo

t es decir el nuevo proceso tiene un efecto negativo cobre el alambre

a un nivel de significación 0.05.

SEGUNDO CASO Consideremos ahora la siguiente prueba

1. H : y = p0 o
H : p > p

1 0
2. Escoger el nivel de significación o de riesgo «.

3. La estadística para la media poblacional es la media muestral X. Si la 

población es normal o si la muestra es grande n >  30 la variable aleatoria
2

X tiene una distribución N(p , -2-). Cuando la muestra es pequeña y la po-tt

X - p o

blación es aproximadamente normal se usa la estadística T * -------  que
s//ñ

tiene una distribución t con n - 1 grados de libertad.

4. La región crítica; en este caso es razonable rechazar en favor de 

H, si la media muestral es demasiado grande con relación a p . Por lo tan-
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to, podría obtenerse una 

media muestral tal que

r.c. ■ ^  x c, °° y

región crítica, escogiendo un valor de la

tal que PfX > x  / H ] * a
c o

o r x -p — *
L a//rT

x - y “! 
_E o
a/ /~ñ~ J

x  - p "i 
c o

0 / /íT  -*

x  - u
de donde, — — - z, ó1 - aI f n

z, o
x  = p + ----— —

luego R.C * C  p +
z l-a °

n

ó simplemente R.C = ( z  j Q ,«»> (Método alternativo). 

Cuando, se usa la distribución t, la región de rechazo es

R .c  = < t 1 . a  . » >

Región de Aceptación 
 1-------

Región de Rechazo

0

Fig. 9.Z.5

l-a
Escala z

5. Calcular x (y s si n es pequeño) a partir de una muestra aleatoria de 

tamaño n . 0 también se calcula z o t según sea el caso si se usa el 

método alternativo.

6. Conclusión: si i e  ( p  +
\  Ú

z l - a °
- , se rechaza H . Para el método

f ñ  0

alternativa si z e < Z j . a .«) o t G ^ t i - a ’OD^  según el caso se re 

chaza H0 . En otro caso se acepta H0
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EJEMPLO 5 La experiencia de muchos años respecto a un examen de inglés,

para obtener a-dmisión en la Universidad, arroja una calificación media de

64 puntos con una desviación típica de 9 puntos. Todos los estudiantes de

una ciudad, de la cual hay 54 en el examen, han obtenido una calificación

media de 68 puntos. ¿Puede tenerse la certeza que los estudiantes de esta

ciudad saben más inglés?

SOLUCION

1. H : p = 64 y H : p > 64O 1
2. Escogemos a = 0.05

3. La estadística de prueba es X. Desde que la muestra es grande n = 54 y

o - 9, la variable aleatoria X tiene distribución

N(64, —  ). (teorema central del límite)
54

4. R.C = < x  . ®> donde x es tal que PfX > x / H ] * 0.05
% c c c o

r X - p  * - 64 i r x - 6 4
o P ------ -- > — -------  = P Z > — -----

U / / n  9//14 J L 9//*54

[ x - 64 i rx - 64 i
Z < -í  - * — -----  = 0.95

9//54“ -I L 9//54 J

x - 6 4
de donde z, „ * 1.64 * c __

1-“ 9//54

luego, x = 64 +  11-64)9 _ gg
c /54

entonces R.C = < 66,

5. Cálculo de x: del enunciado x = 68

6. Conclusión x  - 68 e < 66, ®> , rechazamos H , es decir los estudiantes

de esta ciudad saben más inglés con un nivel de significación 0.05.

SOLUCION ALTERNATIVA

En el paso 4, de P[Z > z q ] = 1 - P[Z £ za ] = a se obtiene Z j . a = 1.64. Es

decir la región de rechazo es

R.C = <1.64, ®>

En el paso 5, una vez conocida x  calcular

1 = 0.05



z , L l ^ o  B _68^_64 = 3 27

a//ñ s//54

Conclusión: puesto que z = 3.27 e ^1.64, , se rechaza .

EJEMPLO 6 Se han realizado 26 experimentos para estudiar el contenido de 

productos embasados, encontrándose que la media es de 240 gr. y s = 10 gr. 

¿Es suficiente prueba para pensar que el verdadero promedio sea mayor que 

238 gr? use a = 0.05.

SOLUCION

1. H0 : p = 238 y Hx : p > 238

2. a = 0.05

3. Puesto que n = 26 es pequeño, usaremos la distribcuidn t. Es decir

X - v
T = -------- tiene una distribcuión t  con n - 1 = 25 grados de libertad,

s/Sñ
4. Región de rechazo T > t ** 1.708, o sea

R.C = <  1.708, ~ >  .

5. Cálculo de z = 240, s - 10, n = 26

V t = *  1-02

O t

n 10// 26

6. Conclusión: ya que t = 1.02 t  R.C = ̂  1.708, “ >  , no se rechaza H

es decir no es suficiente prueba para penzar que el verdadero promedio

sea mayor que 238.

EJEMPLO 7 Una fábrica produce clavos cuya longitud media es de 1 pulgada. 

Después de efectuadas algunas modificaciones en los dispositivos de las 

máquinas de dicha fábrica y con respecto a la producción de clavos durante 

los últimos meses se han recibido continuos reclamos de los compradores quienes

han manifestado que los clavos presentan un incremento en más de 0.1 pulgadas

en su longitud, lo que perjudica a los usuarios; para verificar lo manifestado 

por los compradores, el fabricante tomó una m.a. de 10 clavos cuyas longitudes 

resultaron:

1.14, 1.12, 1.11, 1.10, 1.16, 1.09, 1.08, 1.12, 1.11, 1.10

(a) Usando a * 0.05, podrá el fabricante aceptar lo manifestado por los 

compradores?



(b) Construir un intervalo de confianza del 95% para la longitud media de 

los clavos fabricados después de las modificaciones efectuadas en los 

dispositivos de las máquinas.

SOLUCION

1.

z.

3.

5.

H : p = 1O : M > 1

a - 0.05

Debido a que n - 10 es pequeño, empleamos como estadística de prueba la va

I -  U
riable aleatoria T - ----- ® , que tiene una distribución t con « - 1 * 9

s / / ñ

grados de libertad.

Región Crítica: T > _ a

luego, R.C = <  2.833,

Cálculo de x  y s

= 1.833

x  =

sz =

E f  jc .t
n

0.00501

_ 11.13 _
10

= 1.113

s = 0.0236

1.113 - 1 
0.0236//IÜ

* 15.14

X  .  t n f  . x .
J t  i j y * í -  * > *

1.08 i 1.08 0.001089

1.09 i 1.09 0.000529

1.10 2 2.20 0.000338

1.11 2 2.22 0.000018

1.12 2 2.24 0.000098

1.14 1 1.14 0.000729

1.16 1 1.16 0.002209

10 11.13 0.00501

6. Conclusión: desde que t = 15.14 6 R.C, rechazamos H es decir el fabricanteo
debe aceptar lo manifestado por los compradores.

(b) Queda como ejercicio para el lector.

9.2.2 PRUEBA B ILATERAL DE UNA HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA 

Consideremos ahora la prueba bilateral.

1. H : p * u0 o
H. : p i  u1 O
donde p es un valor de la media poblacional.O

2. Escogemos el nivel de significación o de riesgo a.
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m i ¿ ((* i. . •, v- &v -ŷ  «ĝ' 4M '̂ ¿ŷ itXíA Rufina May# C. - Gregorio SaraVia A,

3. La estadística de prueba para el parámetro u es X. Si la población es

normal o la muestra es grande (n £ 30) aún si la población no es normal ,

la variable aleatoria X tiene una distribución N(u , o 2/n) o aproximadamen

te N ( ii , a 2/ n ).

4. En este caso es razonable rechazar H a favor H. si la media muestralo 1
es demasiado grande o demasiado pequeña con relación a uq . Es decir la 

región de rechazo se divide en dos partes. La región más pequeña de

aceptación de H , se obtiene cuando la probabilidad a se divide en doso ___

partes iguales entre los extremos (colas) de la distribcuión de X . En

la figura 9.2.6 se representa esta división. Por la simetría de la curva 

normal, los valores críticos a y b son simétricos con respecto a \i q . Entoji

ces
R.A = <a,2>> donde a y b son tal que P [a < X <  Z>] = 1 - a

P[
a - u

o//7T
L lü-
a//ñ~

de donde
vo - Za/2 o / / "

b - u

o /  rn
] = 1 - a

b * \  + Za/2 o//n

Luego, la R.A = <  u o - zq/2 o / / ^  , u q + zq/2 a / / a > (*>

5. Cálculo de x a partir de una muestra observada (también s, si no se 

cononoce o* .y n es grande).

6. Conclusión: si x i  R.A se rechaza H , y si x e  R.A, aceptar H* o O
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Región de rechazo Reglón de Aceptación 
 1-------

Región de rechazo

-z 0 z „ Escala z
a/2 a /2

Fig. 9.2.6

NOTA Un método alternativo, es el siguiente:

(a) en el paso 4 considerar R.A = <■ za/2'za /2^ ^ver 9 -2*6 )

x  - y
(b) en el paso 5, una vez conocido x » calcular z -

o/ /ñ

(c) en el paso 6, será, aceptar H , si z e z z ,, S  en caso contra
O > tt/Z t t / Z /  —

rio rechazar H .o

R. A -  { ( X ^  X 2 , . . . , X n ) :  ,o -  z a / z 7 ^  < X  < u o + z a / 2 - ^ }

= {< V X 2 V : - Za/2 7 = -  < J - * .

= { ( X 1 . X 2. . . . , X J :  X - z a / 2 7 ^  < U o < x  + z a / 2 - ^ }

Es decir, la región de aceptación (de no rechazo) es equivalente a este 

último conjunto. El lector podrá observar que este último conjunto es igual 

al intervalo de confianza construido para la media en el capítulo anterior, 

esto nos lleva a preguntarnos, si es posible probar hipótesis via intervalos 

de confianza. La respuesta es afirmativa. Si queremos probar : p *= p 0 contra

H . : \ i ? u a un vive! a , construimos un intervalo de confianza de 100(1 - a)% -
1 O
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para y SI y Q el.C. entonces rechazamos la hipótesis. Reciprocamente,

y contra H,O 1
teniendo la región crítica para la prueba bilateral (H : y *

o
: y / y  ) a partir de esta región crítica podemos construir un intervalo de 

confianza para y. Estas mismas conclusiones pueden obtenerse para los otros 

casos de pruebas de hipótesis con los correspondientes intervalos de confianza. 

El lector interesado en profundizar sobre estos aspectos puede ver HOGG-CRAIG. 

prueba de la razón de verosimilitud.

MUESTRAS PEQUEÑAS

Si se trabaja con muestras pequeñas de poblaciones que tienen una 

distribución aproximadamente normal, se usa la variable aleatoria,

T * x -

s//ñ

que tiene una distribución t con n 

la región de aceptación es,

- 1 grados de libertad. En este caso

R.A = < a ,b > tal que P[a < X < b] = 1 - a

a - y
P[

X - u

%¡/~ñs// ^  S //n %/fn a 'z

Suponiendo que a y b son puntos simétricos respecto de y o

1 - 0

luego, a - *«/*

+  * « / * s / / "

R - A  " < “ 0 ' ‘a / Z 5"  »/ / 7  , V + ta / 2 S / / ^ >

R.A

la región de rechazo será; R.C: t < - ó t  > t a/2

EJEMPLO 8 Los registros del puntaje de un test de aptitud académica tomado 

a los aspirantes a primer año de la Universidad revelaron que el puntaje 

medio aritmético era 110 y la desviación típica (o standar) es 10. Aplicado 

el test a los nuevos aspirantes se vi ó que para una muestra de 400 el puntaje 

medio era 106.

(a) Hay razón para creer que el reendfmlento medio de estos nuevos aspirantes 

ha cambiado?. Use a = 0.01.
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(b) Encuentre un intervalo de confianza del 95% para el puntaje medio de 

estos nuevos aspirantes.

SOLUCION (a) Resolveremos usando el método alternativo.

1. H p * 110 H u t  110

2. a s 0.01
3. Puesto que la muestra es grande n = 400 y se conoce la desviación típica, 

la distribución de la estadística

I  es N(110, —  )
400

1  -  v aluego Z * -----— r  es N (0,1)
o/Sn

4. Región Crítica: Z < - zQ/2 = 2 . 5 8  y

o R.A = <- 2.58, 2.58 >  .

Z > za/2 - 2.58

5. Cálculo de x. De los datos x  = 106, y o = 10, luego,

x - p
a/ f ñ

o__ B 106 - 110
10//400"

-  8

6. Conclusión: puesto que z = - 8 í R.A = < -  2.58, 2.58^ , rechazamos H ;

es decir que hay razón para creer que el rendimiento ha cambiado.

SOLUCION ALTERNATIVA

En el paso 4 se calcula, la región de aceptación

R.A = <a,Z»> tal que P[a < X < b\ = 0.99

donde = n o  - (2-58J10
20

= 108.71

b Uo + Za/2
a / / T  = 110 + 1^^8110

20
111.29

del paso 5. es £ = 106 <108.71, 11.29^ luego rechazamos .

(b) Queda como ejercicio para el lector verificar que el intervalo de 

confianza del 95% para el puntaje medio es <  105.02, 106.98^ . Observe

que 110 i  <105.02, 106.98>

EJENPL0 9 La estatura media de los alumnos de cierta universidad es de 1.70 

m. con una típica de 7 cm. ¿Hay razón para creer que se ha producido

un cambir - •< -statura promedio, si una muestra de 50 estudiantes dió una
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estatura promedio de 1.74 m? Use a = 0.02

SOLUCION

1. H : y = 1.70
O

2. a * 0.02
H : y í  1.70

3. Desde que la muestra es grande n = 50 y se conoce la desviación estándar,

la distribución del estadístico X es N(1.70, —  ) y la variable aleatoria -
50

1  '
1 s ----- 9_ tiene una distribución N (0 ,1) .

a / fñ

4. Región Crítica: Z <  - 2.34 y 1 > 2.34. Es decir

R.A * < -  2.34, 2.34 >  .

5. x * 1.74 m o s 0.07 m, entonces

z =
x  - y

o/ f~ñ

= M l ^ L T O  , 4>04 

0.07//50

6. Conclusión: Desde que z = 4.04 í R.A, rechazamos H ; es decir hay razón
O

para crear que se ha producido un cambio en la estatura promedio.

EJEMPLO 10 Una máquina para enlatar conservas de pescado ha sido regulada 

para que el contenido de cada lata sea de 16 onzas. Usando a - 0.05, ¿Diría 

Ud. que la máquina ha sido adecuadamente regulada, si una muestra de 20 latas 

dio un peso medio de 16.05 onzas y una desviación típica de 1.5 onzas?

Con los datos anteriores,calcule también un intervalo de confianza de 95% para 

el contenido medio.

SOLUCION

1. H : y = 16O H y t 16
a * 0.05

Puesto que n - 20 es pequeño y suponiendo que la población tiene 

distribución aproximadamente normal, usamos la variable aleatoria

X - y
que tiene una distribución t con n - 1 = 19 grados de liber

tad como estadística de prueba.

Región Crítica: T <  - t = - 2.093 ó T > t = 2.093* a /2 a /2

con a/2 * 0.025, para buscar en la tabla tomamos
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1 - a/2 = 0.975 luego, R.A = < -  2.093, 2.093>

5. De los datos x  -  16.05, s = 1.5 para « = 20, entonces

t = ¿ = —  — 5-- -■ —  = 0.148
s/S Ü  1.5//1Ó

6. Conclusión: desde que t = 0.148 e R.A, aceptamos H ; es decir se acepta
o

que la maquina ha sido adecuadamente regulada.

La obtención del intervalo de confianza del 95% queda como ejercicio

para el lector.

EJEÍffLO 11 Durante los tres primeros meses de vida el aumento de peso 

registrado por cierto animal fué de 65 gr. Desde el nacimiento hasta los 

3 meses de edad; una docena de estos animales fueron alimentados con

determinada dieta y los aumentos de peso observados fueron los siguientes 

(en gramos).

61, 62, 67, 59, 62, 60, 63, 65, 58, 54, 62, 55

¿Hay razón para creer, al nivel de significación del 5% que la dieta originó

cambio en el aumento de peso?

SOLUCION

1. H : p = 65 y H : p f  65
O 1

2. o ~ 0.05

3. Puesto que el tamaño de la muestra n - 12 es pequeña y no se conoce 

la desviación estándar de la población asumiendo que tiene una distribución 

aproximadamente normal utilizamos la variable aleatoria,

X - p
o

s //n

que tiene una distribución t con n - 1 = 11 grados de libertad

4. Región crítica: T < - tQ s - 2.281, ó T > tQ * 2.281

luego, R.A = < -  2.281, 2.281>

5. Cálculo de i y s .

. V f i  . 728 = 6Q 66
n 12

= / 1 (x i  - *>

n - 1
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/ 156. 6672 

11
* 3.77 X.1 n

f-x.* X X f . ( x . ~  x ) 2J X X

54 i 54 44.3556

55 i 55 32.0356

58 i 58 7.0756

59 i 59 2.7556

60 i 60 0.4356

61 i 61 0.1156

62 3 186 5.3868

63 1 63 5.4756

65 1 65 18.8356

67 1 67 40.1956

12 728 156.6672 |

luego, t s * - 3.99

H o
con

es decir la 

un nivel de

1  ~  M o  = 60.66 - 65

s//iT~ 3 .7 7//I2-

6. Conclusión: desde que t = - 3.99 i  R.A, rechazamos

dieta origino un cambio en el aumento de peso, 

significación del 5%.

EJEMPLO 12 Un ingeniero industrial afirma que la temperatura de fusión de 

cierto material de fierro es 1250°C. Se toma una muestra aleatoria de tamaño 

4 de este material y se obtiene como temperatura de fusión los siguientes 

resultados, 1060°C, 1260°C, 1380°C, 1200°C, se pregunta

(a) La afirmación hecha por el ingeniero está de acuerdo con los resultados 

obtenidos, al 5% de nivel de significación?

<b) construir un intervalo de confianza del punto medio de fusión con un 

grado de confiabilidad del 99%.

SOLUCION (a)

1.

2.
3.

H 1250 H y i  1250

a = 0.05

Desde que la muestra es pequeña n = 4, asumiendo que la población tiene 

aproximadamente una distribución normal, usamos la variable aleatoria.

S/ f n
, que tiene una distribución t con n - 1 = 3 grados de liber

tad.
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4. Reglón Critica: T < - t  2 = - 3.182, T > 3.182, luego,

R.A « 3.182, 3.182>

5. Cálculo de x y  s, con n * 4.

X .t 1060 1260 1380 1200 4900

(x. - x ) 2T* 27225 1225 24025 625 53100

1 x i  4900
x  - -------  * ■■

n 4
= 1225 .

M  , 133
n - 1 3

X " Mo 1225 - 1250 n 07c luego, t ® -------  *   = - 0.376 •
s//K 133/2

6. Conclusión: desde que t = - 0.376 eR.A, no rechazamos H q ; es decir

no hay razón para rechazar la afirmación del ingeniero.

(b ) queda cono ejercicio para el lector verificar que el intervalo de

confianza del 99% para la media es

<836.57, 1613.43> 

observe que p - 1250 f <836.57, 1613.43^

923  PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA  DIFERENCIA ENTRE MEDIAS

En muchos problemas prácticos se está Interesado en determminar si existe
%

o no una diferencia significativa entre las medias y P Y de dos poblaciones 

o variables aleatorias X y Y. La prueba de hipótesis que comprenden dos medias, 

son las mismas que la de una sola media, salvo que se necesitan dos muestras, 

una de cada población. La hipótesis nula suele escribirse así.

y la hipótesis alternativa toma una de las siguientes formas:

(a ) : ux t uY <5 Hi : px " * 0

(b ) Kj : m x < uY ó Hx : - v Y < 0



(c) Hj : y x > y y ó Hj : p x - P Y > O

Si Hj toma la forma (a) se utiliza prueba bilateral» en los otros casos 

se emplea la prueba unilateral.

DESVIACIONES TIPICAS a% Y oy CONOCIDAS, MUESTRAS GRANDES 

A. PRUEBA UNILATERAL

PRIMER CASO 1 Consideremos la siguiente prueba:

Ho : yY ó u x - M y - 0

Hj : yx > p y p x - g y > 0

2. Escogemos el nivel de significación a.

3. La estadística para la diferencia de medias poblacionáles v x - u y es la

diferencia de medias muéstrales X - Y . Si la población tiene distribución

normal con desviaciones estándar y oy conocidas (o si las muestras

son grandes n ¿30, m ¿ 30 aún cuando la población no tenga distribución

normal), la distribución de X - Y es normal con media ux - u Y y varianza

2 2 O o
— ~ + — —  . Por lo tanto la variable aleatoria,

n m

X - Y - ( My - P y )
z « ----------------  -

n m

tiene una distribución normal estándar.

4. Es razonable rechazar H en favor de H, * si la diferencia de las mediaso i
muéstrales es demasiado grande con respecto a 0. lina región crítica puede 

obtenerse escogiendo el valor crítico x  de la diferencia de medias de 

manera que,

R.C - <  xQ , »  >  tal que» P[X - Y > x  | H ] * a ó

'  7 Í 3 - ]  ■ 1 ' '  7 ± X  1 ■ 'i  n m i  n m n m

en el supuesto de que es verdadero, es decir - p y = 0. De la tabla

obtenemos, (ver fig. 9.2.7), luego,
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/ 2 2
° X  °Y

—  + — Ln m
5. Cálculo de la diferencia de medias muéstrales x  - y y s- - si no sex ” y

conoce o2 , o 2. Para muestras grandes se utiliza ^

6. Conclusión: si x  - y GR.C, se rechaza Ho , en caso contrario se acepta.

Región de Aceptación 
 1------

Región de Rechazo

Fig. 9.2.7

I-a
Escala z

METODO ALTERNATIVO Un método alternativo consta de los siguientes pasos:

(a) en el paso 4 considerar la región crítica en la escala z, (ver 

9.2.7).

R*C ■ <  z i -a *“ >

(b) En el paso 5, una vez calculado x  -  y , calcular z tal que

Fig

z = *  - y
2 2

° L  + _°1_
mTI

(c) El paso 6, si z £ R.C = < Z j  <»> , rechazar Hq , en caso contrario -

aceptar.

SEGUNDO CASO SI la prueba es H 0 : ux = *

mismo procedimiento anterior. Excepto que R.C = 

PCX - Y  < 5 | H 0 ] = a
v

H 1  * <  y Y  * s e  s ^ 9 u e  e l

°°*xc > tal que
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B. PRUEBA BILATERAL

1. Consideremos ahora la prueba bilateral

2.
3.

4.

5.

6.

H ó

ó

M x - U r “ 0Y

Hl ' “X ' »*Y

Elegir el nivel de significación a.

-  " r  *  0

La estadística de prueba es la misma que en los casos anteriores.

La región crítica. Obtendremos la región de aceptación por facilidad 

R.A * tal que, P[a < X - Y  < b | H 0] 3 1 ■ a

a - 0 X -  Y -  0 b - 0

/ 2 2 
_ Z i . f i

n m
/ ■ T 7 3
/ n m

* 1 - a

m

en el supuesto de que H 0 es verdadera, es decir p - u * 0. El caso
w

más simple es cuando a -  - b , luego las áreas en las colas es *a/2 • 

Es decir se tiene.

R t -  Z a / 2  <  2  <  Z a / 2 ]  =  1

de donde, = - z
/ o *  o*

/ _ *  + - i
/2 / n m

. ,  / 3 Ta/2/ n m

Calcular x - y de la muestra observada de tamaños n y m. También

sj y s* si no se conocen o* y o* y las muestras son grandes.

Conclusión: si x - y f R.A * <a,fc> , aceptar H 0 , en caso contrario re

chazar.

ICTODO ALTERNATIVO El método alternativo consiste en: 

(a) considerar en el paso 4, la región de aceptación,

R.A = <- za/2 * Za / 2 ^

o región de rechazo R.C ; z < - za/2 ó z > zq/2 .

(b) En el paso 5, calcular z , una vez conocido
m

x -  y
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(c) Rechazar, Hq , si z $ zq/2 , en caso contrario aceptar.

EJEM>LO 13 Dos grupos de 50 niños de una escuela elemental, han sido enseñados 

a leer por dos métodos diferentes. Una vez terminada la instrucción, una 

prueba de lectura da los siguientes resultados.

2. Escogemos a = 0.05 .

3. Debido a que las muestras son grandes, entonces J - T  tiene una

distribución normal. Es decir la variable aleatoria,

4. La región crítica es z > za , o - 0.05, da la tabla zQ * 1.64 entonces

R.C = <  1.64, ®  >  .

5. De los datos, x  - 73.4, y * 70.2, sx = 9, sy 3 10 y n * m - 50, -

6. Conclusión: desde que z = 1.68 e R.C = <  1.64, , rechazamos .

EJEMPLO 14 Para determinar el impacto de las escuelas sin ventanas sobre 

el desarrollo psicológico de los escolares, se sometió a una misma prueba 

de ansiedad a un grupo de 40 niños de una escuela sin ventanas y a un grupo 

de 30 niños de una escuela con ventanas. Los resultados de la prueba aparecen 

a continuación.

Escuelas sin ventanas: x  = 117, sx =10, n  = 40

Escuelas con ventanas: y - 112, sy *12, m  * 30

Si ud. está dispuesto a rechazar una hipótesis verdadera no más de 5 veces 

en 100 casos, ¿puede concluir que el impacto de los dos tipos de escuela

X = 73.4, y  = 70.2, = 9 ,  sy 3 10

probar la hipótesis Mx = M y •

SOLUCION

1. H : y. = y. contra la alternativa; H, : yw > yo y     i  T

Z
X - Y - ( p x - V

es N(0,1)

luego

z = ( £ - » ) - „ 73.4 - 70.2 = 1>68



SOLUCION

1. Ho : y, - u Y ó P)( - yy = o

Z ‘ “i : "x * \  6 **x ' U Y * 0
3. a = 0.05

3. Desde que las muestras son grandes n ~ 40 y m  = 30, usamos la

distribución normal. Es decir X - Y tiene una distribución normal y

x - 7 - (ti.- U_)
Z = -----  x es N(0,1)

i . i

sobre la ansiedad de los niños no es el mismo?

n  m

4. La región crítica es

Z < - Za/2 = ' Ó Z > Za/2 = J-96

ya que a - 0.05 , a/2 = 0.025. Luego la región de aceptación es,

R.A = < -  1.96, 1.96 >  .

5. De los datos x  = 117, s = 1 0 ,  n = 40

y = 112, sY = 1 2 ,  m = 30

x ~ y ~ Uy) 1 1 7  - i? - o
luego z = -----  x Y—  = --- LU i¿ U—  * 1.85

/ sx + s r/ --- +   / an
144

n m 40 30

bajo el supuesto que H 0 es verdadera, es decir vx - My - 0

6. Conclusión: desde que z = 1.85 CR.A, aceptamos Hq .

DESVIACIONES TIPICAS a% Y ay DESCONOCIDAS, MUESTRAS PEQUERAS

Si se quiere probar hipótesis sobre la diferencia de medias, bajo el 

supuesto que H es verdadera; es decir u„ - pw = 0, cuando los tamaños deO A I
las muestras son pequeños y las poblaciones tienen distribuciónes normales, 

con desviaciones estándar iguales, se utiliza la variable aleatoria

j  _  _________X - T ___________________________  J  nm(n + m -  2)
r .  I 7  ̂ T n + m

J  (n - l)sx + (m - l)sy 

que tiene una distribución t con n +  2 grados de libertad.
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Cuando la hipótesis alternativa es

H1 M t  i  0

la región crítica se determi, 

na obteniendo los valores

‘a/2 > ‘a/2 tal <Ue

R£- ‘a,2 < T < ‘a/el ’ 1 * “

R.C <£°°* ' *a/2^ U O i - a / 2 * " ^

H, : p, - p v > 0, se determina la región crítica, calculando t tal que
a a  T 1 ^ GL

P[T< tl a ] = 1 - a

luego, R.C * < t }_ a , ~>

si la hipótesis alternativa 

es, Hx : px - My < 0, la re

gión crítica se determina ob 

teniendo t tal que:

P[T < ta ] = a

Es decir, R.C = t ^

y finalmente cuando, la hipó 

tesis alternativa es.

Fig. 9.2.8

EJEMPLO 15 Diez barras de acero fabricadas por un proceso A tienen una fuerza 

de ruptura media de 50, con desviación estándar muestral de 10, mientras 

que ocho fabricadas por un proceso B tienen una fuerza de ruptura media 

de 55, con desviación estándar muestral de 12. Supóngase la población de 

fuerzas de ruptura normal con la misma desviación estándar. Pruébase con 

nivel de significación del S% la hipótesis que los dos procesos producen 

acero de la misma fuerza en contra de la posibilidad que no es así.

SOLUCION

1. H H "a * m bO ' A  B ~ 1

2. a - 0.05

3. Desde que las muestras son pequeñas y las poblaciones son normales, usamos 

la variable aleatoria.



X - Y - Oy _ _______ A B   j  nm ( n  + m - 2)

J  ( n - l)s* + (m - l)s
2 n + m
B

3. que tiene una distribución t, con n + m -  2 grados de libertad bajo el 

supuesto que H es verdadera, es decirO

“A - “ 8 = °

4. Región Crítica: t  < - t B / f  ó t  > ^

a  = 0.05, a/2 = 0.025, 1 - ^  = 0.975, de la tabla de la distribución t,

con 10 + 8 - 2 * 16 grados de libertad, obtenemos t, #<> = 2.12. Por lo* l - a  ¡2

tanto - t  _, = - 2.12a / 2

Es decir, R.A = < -  2.12, 2.12>

5. De los datos í = 50, s. =10, n = 10, x B = 55, sB = 12 y m = 8.
A A B B

luego t = ■ J -3- +-JB 7. 2)

/ ( n  - l)s* + <* - l ) s g2 "  + m

55 - 50_______  /  80(16}

9 x 10 + 7 x 12
/J  „ .. ,„2 . , .. ,«2 * 18

- 0.965.

6. Conclusión: desde que t * 0.97 6 2.12, 2.12> , no rechazamos H

, es decir no hay razón para creer que los dos procesos producen acero

con fuerzas diferentes.

EJEMPLOS 16 Como psicólogo de un hospital para enfermos mentales el lector 

obtiene calificaciones para una prueba visual-motora para cada uno de dos

grupos de pacientes. La calificación media para el grupo A (10 pacientes) 

es 80 con desviación estándar 18, y la correspondiente al grupo B (15

pacientes) es 70 con desviación estándar 22. El lector cree tener suficiente 

razones para considerar las desviaciones estándar de población iguales. 

¿Difieren significativamente las calificaciones con nivel del 10%?

SOLUCION

B



2. a = 0.10
3. Se usa la distribución t, debido a que las muestras son pequeñas

4. La región crítica:

t < - ta/í* Ó 1 > *«/* = V a / *

a * 0.10, a/2 - 0.05, 1 - a/2 = 0.95, con este valor y con

10 + 15 - 2 * 23 grados de libertad, se encuentra

t, * - t „  * 1.714 l-a/2 a/2

luego R.A - 1.714, 1.714 >  ; entonces,

^  ~    J nm(n + m - T)

/ { » -  ^l)sA + {m - 1 )sB

.-80 - 7°  —  / m m  = i. 193,

J  9(18)2 + 14(22)z 50

5. Conclusión: desde que,

t K 1.193 e 1.714, 1.714^ , no se rechaza H0 , es decir la diferencia

no es significativa a un nivel del 10%.

EJEMPLO 17 Los siguientes datos dan el aumento de peso de 20 conejos, de 

las cuales la mitad recibió su proteína de maní crudo y la otra mitad de 

maní tostado. Probar si el tostado de maní ha tenido un menor efecto en el 

aumento del peso de los conejos. Los aumentos de peso entán registrados en 

gramos. Use a ■ 0.05

CRUDO 61 60 56 63 56 63 59 56 44 61

TOSTADO 55 54 47 59 51 61 57 54 62 58

SOLUCION

1. H0 : uc = mt  y Hi : yT < Mc

2. a = 0.05

3. Se usa la distribución t, con 10 + 10 - 2 = 18 grados de libertad, debido

a que las muestras son pequeñas.

4. Región Crítica: t < - t9 01



4, a * 0.05, 

cuentra que

5. Cálculo de

1 - a = 0.95 con este valor y 18 grados de libertad se en- 

- ta = - 1.734.

R,C = - 1.734>

X c ’ X T ’ Sc ’  ST •

Z f  .x. 
J t  t

*t — r ~
558

10
= 55.8 ;

ST ' n - 1
- 189-6 

9 ’

luego, t * 55.8 - 57.9

x c

Ef^r. J v %
n

579
10

/  9(189,6, + 9(m l )

2 . Zh  (x i  - =>*
C ,n - 1

/  j l o o o » !  „ 0-92 
*  20

= 57.9

, 280.9 
9

TOSTADO CRUDO

X.1 u x . f .V l f . C x .  -  JT, 1 T x .i n f i x i

47 1 47 77.44 44 i 44 93.21

51 1 51 23.04 56 3 168 10.83

54 2 108 6.48 59 1 59 1.21

55 1 55 0.64 60 1 60 4.41

57 1 57 1.44 61 2 122 19.22

58 1 58 4.84 63 2 126 52.02

59 1 59 10.24 10 579 280.9
61 1 61 27.04

62 1 62 38.44

10 558 189.60

6. Conclusión: desde que t * 0.92 > - 1.734, no se rechaza, H , es decir,o
el maní tostado no ha tenido efecto negativo en el peso de conejos a 

un nivel significación del 5 % .

EJEtf’LO 18 Se estudia el contenido de nicotina en los cigarrillos de dos 

marcas A y B, obteniéndose los siguientes resultados.

A: 17, 20, 20, 23

B: 18, 20, 21, 22, 24
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con a = 0.05. Determinar si es posible llegar a la conclusión que el contenido 

de nicotina en ambas marcas es diferente.

SOLUCION 

1. H :

3.

4.

UA = yB H u ¥ u ma t mb

2. a = 0.05

Se usa la distribución t, desde que las muestras son pequeñas. 

La región crítica, es

t < - ta/2 - - 2.365 t > t ■ 2.365a/2

donde a = 0.05, a/2 = 0.025, 1 - a /2 = 0.975, con este valor y

m + n - 2 = 7  grados de libertad, se busca en la tabla de t, encontrando

s e - V a / 2  = 2 ' 3 6 5

5. Cálculo de
X B ’ S * B

MARCA A MARCA 8

X .1

1 Hi
> S"R

»

x  - t - x B;z

17 9 18 9

20 0 20 1

20 0 21 0

23 9 22 1

80 IR 24 9

105 20

- _ 80 _
*A = 20

X B  S

105
= 21

18
3

luego, t = 21 -  20

2 .  20 
B 4

/  3(-^) + 4 ( ^ )

/ M Z )  = 0 . 641

6. Conclusión: desde que

t = 0.641 e R.A = ^  2.365, 2.365> , no se rechaza, H0 

la diferencia no es significativa con nivel de significación del 5%

Es decir
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9.2.4 PRUEBA DE DIFERENCIA PAREADA

En la sección 9.2.3 se discutió la prueba de la diferencia entre las 

medias de dos poblaciones independientes. Por lo tanto las dos muestras (o 

grupos de datos) también eran independientes. En esta sección, se desarrollará 

un procedimiento para analizar la prueba de dos muestras (o dos grupos de

datos) que están relacionados ; es decir, los resultados de la primera muestra 

no son independientes de la segunda. Esta característica de dependencia de

las muestras ocurre ya sea, por que se obtienen mediaciones repetidas con 

el mismo grupo de artículos o individuos o por que los artículos o individuos 

están apareados según alguna característica. Por lo tanto no se puede usar 

como estadística de prueba la diferencia de medias muéstrales, pues no podemos 

obtener la varianza de la distribución de medias muéstrales. En consecuencia 

se trabajará en cualquiera de estos casos con la d ife re n c ia  entre los valores

de las observaciones, es decir, trabajaremos con un nuevo conjunto de datos

formado por las diferencias apareadas de las muestras tal como se muestra 

en tabla siguiente. Debe notarse que el apareamiento de los datos ocurrió 

al planearse el experimento y no después que los datos fueron seleccionados.

Muestra Diferencia

Observación 1 2 ■>£

1 xn X 21 D1 ■ X 11 - X 21
2 X12

•

X 22
•

°2
s y .  v 

12 22
m

•

•

X, . ll
•

•

•

K  - 21
9

9

* X, . - X, .li 2t
•

n

•

X,1 n

•

•

X,2 n

9

9

S  X i ’  X * «ln 2n

donde X. . es el i-ésimo valor en la muestra 1.li
. es el i-ésimo valor en la muestra 2.2 i

D. * X. . - X.. , la diferencia entre el i-ésimo% l t  2 i
valor en la muestra 1 y el i-ésimo valor
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en la muestra 2.

i .  i
n n

i* I
n ^  D? - ( /n{n -  1)

t = \  v  v

Para n suficientemente grande, por el teorema central del límite, la diferencia 

promedio D sigue una distribución normal cuando la desviación típica de la 

población de la diferencia aD es conocida. S1n embargo por lo general, sólo 

se dispone un número pequeño de datos y de la desviación típica muestral

de la diferencia S 

aleatoria

para poblaciones aproximadamente normal la variable

t * D S~ñ

'  so

tiene una distribución t con n - 1 grados de libertad.

Por lo tanto el problema se reduce a probar una media de población hipotética, 

que ya hemos visto. Se empieza estableciendo:

1. Ho
y H

0 No hay diferencia alguna entre las dos muestras relacionados

1
toma las formas < 0 , > 0

2. escoger el nivel significación a .

3. La estadística de prueba es T *_  D J ñ que tiene distribución t con

n - 1 grados de libertad.

La región de rechazo para cada 

se ven en la fig. 9.2.9

posible prueba de una cola y de dos colas

Fig. 9.2.9

R.C -*|̂ - R.A

0 * HlS W D< °
R-C * ^ -  ® ,  donde t^es

tal que P[T < t ] - aa

H0:

 R.A

O y

 R.C

V  V  0
R.C **<t .°°> . donde t esa
tal que P[T > ta J a

R.C K.A j«.R.C

H0 J U 0= 0 

R.C: |t| > t

H
V o

a/2
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5. Cálculo de t = D / ñ

6. Conclusión: si t e R.C rechazar H

EJEWLO 19 Para comparar la efectividad de un programa de seguridad en el 

trabajo, se observó en 6 distintas plantas el número de accidentes por mes 

antes y después del programa. Los datos aparecen en la tabla siguiente. 

¿Proporcionan estos datos evidencia suficiente para indicar que el programa 

ha sido efectivo al reducir el número de accidentes laborales por mes?

Haga la prueba al a ~ 0.1 de nivel de significación.

PLANTA NUMERO

1 2 3 4 5 6

Antes del programa 38 64 42 70 58 30

Después del programa 31 58 43 65 52 29

SOLUCION

!. Ho : uD = 0

4.

H P D > o

2. El nivel de significación a 3 0.1

D J~ñ3. La estadística de prueba es T que tiene una distribución t  con 5

grados de libertad.

La región de rechazo: es t > t Q , donde es tal que

P[T > ] = 0.1

luego R.C: t > 1.4759

de la tabla t  = 1.4759 a

5. Cálculo de D , S, y  t .
Muestra Diferencia

Observaciones 1 2 Dr DI

1 38 31 7 49

2 64 58 6 36

3 42 43 -1 1

4 70 65 5 25

5 58 52 6 36

6 30 29 1 1

Total 24 148
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5 = ]  S d . = 24 = 4 _ 
6 £«1 1 6

n

n D? - (JEriD.)2 / 5"-  1_= M m  -  w f .  ,  2  / l y / r ..
nfn -  17 / 6 x 5

t = D 4 /6~

2 / ñ

r r

2^30 „ 2(5.477) _ 3 04
13 3.606

6. Conclusión: 3.04 > 1.4759» se rechaza ^  ; es decir, si hay evidencia

9.2.5 PRUEBA DE HIPOTESIS RELATIVA A LA  VARIANZA DE UNA POBLACION

En principio, las pruebas de hipótesis relativas a la varianza de una 

población son iguales a las relaciones con las medias de la población.

La hipótesis nula toma la forma»

H 2 s

donde o es un valor conocido de la varianzao
alternativa toma una de las siguientes formas.

poblacional. Y la hipótesis

(a) H

(b) H

(c) H

1

1

a2 < o 2 o
> o 2 o

n 2
o2 

O2 i

pruebas unilaterales 

, prueba bilateral1 o

Veamos la prueba bilateral, los otros casos 

Se siguen los siguientes pasos:

1. Formulación de las hipótesis:

son completamente similares

H

H

2 =

O2 f
1  ' ~  ' 0

2. Se escoge un nivel de significación a-

3. La estadística de prueba de la varianza poblacional o2 » es la varianza 

muestral Sz . Hemos visto en el teorema 7.3.5.b , si extraemos una muestra 

aleatoria de una población normal, el cociente,
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x 2 = C» - 1)S

re

2  (X. - *)1*1 l

tiene una distribución chi-cuadrado con n - l grados de libertad

4. Reglón Crítica (Región de no aceptación): puesto que estamos considerando 

una prueba bilateral, la región de aceptación será:

R.A = <a,b> tal que, P[a < S 2 < b] * 1 - a , (Fig. 9.2.10)

K —  R.C— R.A R.C

Fig. 9.2.10

6  p f f e z Ü a  <  ( ? -  U s ?  <  ( ”  ~  U f t  ]  =  1  -  a

o 2 o 2 o 2
O O o

P["v2 <  5f2 < X 2 "1 * 1 - a
L* a /2 * * 1 - a /2 J

de donde se determinan a y b ,

« * X 2 o 2/ n -  1 , b * x2, a 2 An- 1 . Bajo el supuesto de que Ha / 2  O 1- Q/c O o

es verdadera.

5. Se calcula la varianza muestral s2 , a partir de la muestra aleatoria 

observada.

6. Conclusión: si s2 6 <a,b> , se acepta Hq , en otro caso se rechaza.
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NOTA Una solución alternativa, es

(a) en el paso 4, considerar la región de aceptación

R,A " ^fa/2 * x l~ a / 2 ^

R.C : X Z < XZa / z

o equivalente,

2 2 
X > X 1 - a/2

(b) se calcula, a partir de la varianza muestral obtenida

2=  ( n -  1)S

(c) Conclusión:

so se acepta.

si x 2 < X ^ /2 6 x2 > x \ _a/2  » se rechaza Ho , en otro ca

2 _EJEMPLO 20 Se ha puesto un examen durante varios años con ji 3 70 y o =

9. Una escuela que -utiliza por primera vez este examen lo puso para 25 alumnos,

que obtuvieron *  = 71 y una verianza s2 a 12 ¿hay razón para creer que las

calificaciones de todos los estudiantes de escuela tuvieron una varianza

de 9 con un nivel de significación del 10%?

SOLUCION

1. planteamos las hipótesis

H 2 * 9 H

2. a * 0.1

3. La estadística de prueba es S . L a  distribución de (» - m
o2

cuadrado con n - 1 grados de libertad

2 2
4. La región crítica: x < X0/2 ó 2 2 

x < x l-a/2

es una chi-

(ver nota anterior), a = 0.10, a / 2  = 0.05, con este valor y n - 1 = 24

grados de libertad en la tabla encontramos x ^ /2 = 13.85 .

1 - a/2 = 0.95, luego, con este valor y 24 grados de libertad, se encuen

tra en la tabla x2 a/2 ~ 36.42. Por lo tanto

R.C: x2 < 13.85 X > 36.42,
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5. s2 » 12, „ = 25. Luego, X2 = ?4 * 12 - 32

2
6. Conclusión: puesto que X = 32 $ R.C, aceptamos HQ . Es decir no hay ra

zón para dudar que la varianza de las calificaciones de todos los estu

diantes, de la escuela sea diferente de 9.

La solución alternativa se obtiene, calculando en el paso

(4) a = 13.85 —  = 5.194; b = 36.42 —  = 13.66
24 24

en el paso 5, s2 = 12 e R*A = <5.194, 13.66> , se acepta HQ .

EJEWM-0 21 Suponga que al operar un equipo electrónico con energía de 

baterías, es menos costoso reemplazar todas las baterías a intervalos fijos 

que reemplazar cada batería individualmente cuando se ha gastado, siempre 

y cuando la desviación estándar del tiempo de vida sea menor que cierto límite, 

digamos, menor de 5 horas. Suponiendo normalidad y usando una muestra de 

28 valores de tiempo de vida con desviación estándar s = 3.5 horas, probar 

la hipótesis o 2 = o 2 = 25 contra la alternativa < 25 .

SOLUCION

1. H0 : o* = 25 y Hj : o2 < 25

2. Escogemos a * 0.05

3. La estadística de prueba es x 2 a ~ se tiene distribución chi-
o

cuadrado con n - 1 = 27 grados de libertad, supuesto que Hg es verdadera.

4. La región Crítica es %2 < x2

a s 0.05, con este valor y 27 grados de libertad, se encuentra en la tabla

X2a = 16.15

5. sz ' (3.5)z . Luego x2 = -fe— = 27(3.5)* = 13.23
O2 25
o

6. Conclusión: desde que 13.23 < 16.15, se rechaza H0 . Es decir será menos 

caro reemplazar todas las baterías simultáneamente.

9.2.6 PRUEBA DE HIPOTESIS RELATIVA A LAS VARIANZAS DE DOS 
POBLACIONES

Cuando se prueban hipótesis sobre la diferencia entre dos varianzas, 

la hipótesis nula sometida a prueba tiene la forma,
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H o 2 = o 2 
X Y

donde o 2 y son las varianzas de dos poblaciones. La hipótesis alternativa, 

toma una de las siguientes formas

(a) H 

(c) H

„2 «ro < o 
X Y

O? V O 2

(b) H : °x  > °^  * pruebas unilaterales

prueba bilateral

El procedimiento en la prueba de comparación de varianzas es el mismo

que las pruebas de una sola varianza 

es la variable aleatoria

Excepto que la estadística de prueba

que tiene una distribución F con (n - 1) y (m - 1) grados de libertad, donde 

y S2 son las varianzas muéstrales obtenidas de muestras independientes 

de ambas poblaciones. Si las muestras son grandes, las varianzas muéstrales 

deverían encontrarse próximos a los verdaderos valores de o* y oj 

respectivamente, en cuyo caso el valor de F tendría que estar cerca de 1, si 

H fuera verdadera. Por lo tanto los valores observados de F cercanos a 0
o

ó mucho mayores que 1 conducirían al rechazo de H . Las tablas de la 

distribución F dan valores grandes por lo que es necesario poner en el

numerador la mayor varianza muestral S X,Y .

EJEMPLO 22 En el ejemplo 16 de 8.2.8 pruébese con el nivel de 0.05 la hipóte

sis H o* * o| contra H f  o? •

SOLUCION

1. Formulación de las hipótesis Ho : o 2 - o 2 y : o2 f  o2 prueba bilateral

2. Nivel de significación a  = 0.05 .

3. La estadística de prueba, es la variable aleatoria F = que tiene una

distribución F con (« - 1) * 5 y ( m -  1) * 5 grados de libertad.

4. Región de rechazo: F < /a/2 F > A . a/2

(ver Fig. 9.2.11), a = 0.05, a/2 * 0.025, entonces,

a/2, 5,5
1 -a/2,5,5

f, ,, _ _ * 7.15J 1 -a/2,5,5
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a/2 7.15
= 0.14, luego: R.C: F < 0 . 1 4 ,  ó F > 7 . 1 5

R.A = <0.14, 7.15 >

a/2

k-R.C R.A

Fig. 9.2.11

1 -a/2

R.C

5. Cálculo de s* y s* a partir de Tas muestras aleatorias de tamaños 

n = 6 y m  = 6.

De la solución del ejemplo 16, obtenemos:

2 _ 6312 
1 5 s 2 = ; 1 ue9° f

1 _ 6312/5
637.5/5

= 9.9

6. Conclusión: desde que /  = 9.9 > 7.15, se rechaza Hq . Es decir, hay

razón para creer que las varianzas son diferentes.

9.2.7 PRUEBAS RELATIVAS A  PROPORCIONES

Las pruebas de hipótesis con relación a proporciones son básicamente 

iguales a las relativas con medias. Consideremos el problema de probar la 

hipótesis que la proporción de éxitos en un proceso de Bernoulli (experimento 

binomial) es igual a un valor específico. Es decir, queremos probar la 

hipótesis nula
H P = P

donde p es el parámetro de la distribución 

toma una de las siguientes formas,

(a) H. : p < p :

binomial. La hipótesis alternativa

(c ) H : p f  p

(b) H : p > p
1 i

prueba bilateral

prueba unilateral
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La estadística apropiada sobre la cual debemos basar nuestro criterio 

de decisión es la variable aleatoria binomial X que tiene una distribución
y

binomial. Alternativamente puede usarse el estadístico p = — . Los valores de

X que están distante de la media p * npQ conducirá al rechazo de la hipótesis 

nula.

(a) para probar la hipótesis.

H

H

P s Pa
p  > p

o
Se usa la distribución binomial con p - p y q -  1 - p  ̂ y se determina

P [ X < x | H  es verdadera]. El valor x es el numero de éxitos en la muestra de *O
tamaño n .

Si P[X < x  | es verdadera] < a, la prueba es significativa al nivel de sig

nificación a , se rechaza H a favor de H, . Similarmente, para probar la hi-o 1
pótesis,

HI
H p  > p

o
al nivel de significación o s e  halla P[X > x  | H0 es verdadera], si 

P[X > x  | Hq , es verdadera] < a se rechaza en favor de Hj .

Análogamente, para probar la hipótesis

H H Pl * P,

al nivel de significación a ; se rechaza H a favor de H.O 1
cuando x  < np y P[X < x|H es verdadera] < a/2 óo o
cuando x  > np y P[x > X  |H0 es verdadera] < a/2.o

El procedimiento para probar hipótesis a cerca de una proporción se puede 

resumir en los siguientes pasos:

1. H

Hj : es una de las siguientes alternativas,

P < P. P >  P.

2.

3.

o p ú po » ‘ ' *0 r * *0

Escoger el nivel de significación a

La estadística de prueba es la variable aleatoria binomial X que tiene 

una distribución binomial, cuando n es pequeño se usa esta distribución.

4. Región crítica
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(a) Para la alternativa p < p , son todos los x tal que
O

P[X < x | H0 es verdadera] < a

(b) Para la alternativa p > p  » son todos los x  tal que
O

P[X > x | H 0 es verdadera] < a

(c) Y para la alternativa p f  p > son todos los x  tal que
O

P[X < x | H es verdadera] < a/2 cuando x  < np todos los «tal que
O O

P[X > « 1 e s  verdadera] < a/2 cuando «  >np .9 ° ro

5. Hallar x  y calcular la probabilidad apropiada

6. Conclusión: rechazar H 0 si x  pertenece a la región crítica, en otro

caso aceptar H .
O

EJDPLO 23 Un fabricante de cigarrillos asegura que el 20% de los fumadores 

de cigarrillos prefieren A, para probar esta aseveración toma una muestra

aleatoria de 20 fumadores de cigarrillos y se les pregunta por la marca que 

prefieren. S1 de los 20 fumadores, 6 prefieren la marca A, ¿Qué concluye? 

Use a = 0.01.

SOLUCION

1. H0 : p = 0.2 ; H, : p / 0.2

2. a = 0.01

3. Se usa la distribución binomial, pues n es pequeña.

4. Región crítica: todos los x tal que P[X > x | H  es verdadera] < 0.005,
o

pues np = 20(0.2) = 4 <  x =  6
O

5. Cálculo: x = 6 , n = 20, y usando la tabla I. (de la binomial)

20

P[X > 6 |p = 0.2] = E b ( i , 20,0.2)
x * 6

= ^ ( o . e f t o . 8 )20"*

= 0.1958 > 0.005

6. Conclusión: aceptamos H,, , es decir no hay razón para dudar que el 20%

de los fumadores prefieren la marca A a un nivel del 1% .

En el capítulo 5 hemos visto que cuando n es grande y p está cercano

a cero ó 1, aproximamos la distribución binomial por la distribución de Poisson



con parámetro X = n p . También hemos visto (en el cap. 6) que cuando n es 

grande y pQ no está cerca de cero ni de 1, se usa la distribución normal 

como aproximación de la binomial. Por lo tanto usando la aproximación normal, 

el criterio de decisión se basa en la variable aleatoria

P - p X - np
Z = ~-------  = °- » siempre que H es verdadera, cuyos valores es-

/ p q /n / np q 0rono rono

tán dados por,

P - p„ _ X - npo

/  p q /n /np q ro^o r o^o

Luego, para una prueba bilateral al nivel de significación a , la región 

crítica es Z < - z ó Z > z = zt . Para la alternativa unilate-cl/2 a/2 1 -a /2
ral p < pQ la región crítica es Z < - z q  . Y para la alternativa p > ^  ,

la región crítica es Z > z = z.3 a 1 - a

Para probar una hipótesis acerca de una proporción usando la aproximación 

normal, se sigue los siguientes pasos:

1. H : p = po r  *o
: Toma una de las siguientes alternativas,

P <  P0 * P > PQ °  P * P q

2. Escoger un nivel de significación a .
3. Se usa la aproximación normal, cuando n es grande.

4. Región crítica:

Z < - zq  , para la alternativa p < p

Z >z = z, , para la alternativa p > p  a 1 - a K r *o

Z < - za/2 ó Z > za/2 para la alternativa p f  po

5. Cálculos; hallar x  de la muestra de tamaño n , y calcular

x  -  np
z -

/  np q * o

6. Conclusión: Rechazar H q , si z pertenece a la región crítica, en otros

casos acepte Hq .
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EJEMPLO 24 La oficina de relaciones familiares informa que el 50% de los 

matrimonios que viven en la ciudad A, llegan a la corte de divorcios dentro 

de su primer año de casados. ¿Qué conclusión puede sacarse acerca de la valides 

de este informe si de una muestra aleatoria de 400 matrimonios» sólo 193

fueron a una corte de divorcios dentro de su primer año de casados? Utilice 

un nivel de significación a = 0.01 .

SOLUCION

1. H : p ~ 0.50 y H : p < 0.50
O 1

2. a = 0.01
3. Se usa la distribución normal como aproximación de la binomial,

n = 400.

4. Reglón Crítica: Z <- z * - 2.33, ya que a 8 0.01
a

5. x = 193, = 0.5» q^ ■ 0.5, nPQ ~ 400(0.5), luego

y = 193 - 400(0.5) = . o 7
/ 400(0.5)(0.5)

6. Conclusión: desde que z = - 0.7 > - 2.33, o sea z e  R.A, se acepta

, es decir no hay razón para dudar el informe a un nivel de significación 

del 1%.

EJEMPLO 25 En una conferencia de prensa, una alta autoridad anuncia que

el 90% de los habitantes adultos del país están a favor de cierto proyecto

económico del gobierno. Una muestra aleatoria de 625 adultos indica que 550

están a favor del proyecto. Si usted desea rechazar una hipótesis verdadera 

no más de una vez en 100, ¿Concluiría que la popularidad del proyecto ha 

sido exagerado por la autoridad?

SOLUCION

1. H : p = 0.90 ; H : p < 0.90O 1
2. a 3 0.01

3. Se usa la distribución normal como aproximación a la binomial, pues n es 

grande.

4. Región crítica Z < - z^ = - 2.33, pues o = 0.01

5. Cálculos: x = -550, p = 0.90, q  = 0.10, n - 625, n p  -  625(0.9) ,
0 0 o

luego z . 550 - 625(0.9) = . ^

/  625(0.9)(0.1)
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6. Conclusión: desde que - 1.67 > - 2.33, aceptamos H . Es decir no hay
O

razón para decir que la popularidad del proyecto ha sido exagerado a 

un nivel de significación del 1%.

9^8 PRUEBA PARA LA  DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES 

En este caso la hipótesis nula toma la forma

H„ : P, - P2 - P

la hipótesis alternativa toma una de las siguientes f o r m a s < p2$Pj > P2 °

p f  p2 . Los parámetros pl y p2 son las proporciones de éxitos de las dos

poblaciones bajo estudio. La estadística de prueba en la cual se base los
A A

criterios de decisión, es la variable aleatoria P - P? que tiene una

distribución aproximadamente normal cuando las muestras son grandes y la 

variable aleatoria

P - p - ( p - p )
1 2 ' 1  2Z *

/ h q Z  +

n i n 2

es aproximadamente una normal estándar.

Seleccionando muestras aleatorias independientes de tamaño y 

cada población binomial respectivamente se calcula la proporción de éxitos y

X 1 ~ *2P, , de cada muestra, p_ = ---  , p_ * — =- , donde x . es el número de éxitos -z i itj z i

en la muestra de tamaño n1 y en la de tamaño r¡2 . Entonces
A  A  A  A

;i - P ,  _ Pj - p*

/ 5 5 7 5 T  / „  a . .
*1 n z

es un valor de la normal estándar Z> cuando es verdadera y grandes

Para calcular z, se debe estimar el valor de p que aparece dentro del radical 

El estimador de p es

P *
X 1 ♦ a z
n, +  n 2

Luego el valor de la estadística Z, es
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z * —
Pj - P 2

M i , + n 2

donde 5 * 1 ■ P ■ Luego la región crítica para cada hipótesis alternativa 

se hace como en las pruebas, anteriores usando los puntos críticos de la 

curva normal estándar.

Para probar hipótesis de dos proporciones, cuando las muestras son grandes, 

se siguen los pasos siguientes;

1.

2.
3.

H :o
H1

P1 * P2
puede ser una de lasalternativas,

P, < P< P, > P, h  * P;

Escoger un nivel de significación a.

La estadística de prueba es la variable aleatoria p

distribución aproximadamente normal cuando n2 y n¿ son grandes. Es decir, 

la variable aleatoria

- Pt que tiene una

/ n i n o

supuesto que es verdadera. 

4 . Región Crítica,

Z < - z

Z > z

a , para la hipótesis alternativa p < p?

1 - a , para la hipótesis alternativa p. > p.r 1 rí

Z < - z<yz Ó Z > z = Zj ^  * Para Ia hipótesis alternativa p^ f  p?

5. Cálculos: calcular
«i • p*

J i * J z 
n% +

y luego hallar z =

/sít-ír* 1 
n ]

6. Conclusión: Rechazar H , si z pertenece a la región critica; en otro
O

caso aceptar .
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EJEMPLO 26 Un investigador selecciona muestras aleatorias de 120 psicólogos 

y 80 psiquiatras para investigar sus opiniones acerca de si la esquizofrenia 

es causado por anormalidad bioquímica o una inadaptación originado en la 

niñez. La tabla que sigue da los resultados de esta investigación.

Psicólogos Psiquiatras

Anormalidad bioquímica 60 50

Inadaptación de la niñez 60 30

Total 120 80

Si usted está dispuesto a rechazar una hipótesis verdadera no más de una

vez en 100, ¿rechazaría la hipótesis que las opiniones de psicólogos y 

psiquiatras acerca de las causas de la esquizofrenia son las mismas?

SOLUCION

1. H o : pj = * pi s proporción de anormalidad bioquímica para Psicólo

gos

H i : pi ^ P2 9 p = Pr0P0rcí^n de anormalidad bioquímica para Psiquia
tras.

2. a = 0.01

3v Debido a que n l ~ 120 y n z ~ 80 son grandes, usamos la estadística 
* *
Pj - P? con distribución normal.

4. Región crítica, Z < - za/2 = - 2.58 ó

Z > zq/2 = 2.58 ya que, a * 0.01, a/2 = 0.005 ,

z, * z = 2.581 -a /2 a/2

5. Cálculos: p  = — i. = -QL = 0.5
1 ” j  120

p, = = 50 c 0 625
2 n2 80

* . 60 + 50 _ n CC * - A  AC

p  '  T i o T i ó  - ° - 55 ’  *  ■ ° - 45

luego z = —  0,5 ^■■■62S ■ - ---  = - 1.74

80
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6 . Conclusión: desde que - 1.74 > - 2.58, aceptamos H ; es decir laO
diferencia no es significativa por lo tanto no hay razón para rechazar 

que las opiniones de psicólogos y psiquiatras a acerca de las causas 

de la esquizofrenia son las mismas a un nivel de significación del 1%.

EJEN’LO Z7 Una firma fabricante de cigarrillos distribuye dos marcas de 

cigarrillos. En una encuesta se encuentra que 56 de 200 fumadores prefieren 

la marca A y que 29 de 150 fumadores encuestados prefieren la marca B, ¿Se 

puede concluir al nivel de significación 0.06 que la marca A se vende más 

rápidamente que la marca 6?

SOLUCION 

1. H : PaO ‘A B

2. a 9 0.06

H1 PA > P«

3. Se usa la distribución Z, ya que - 200 y = 150 son grandes

4. Región crítica Z > = 1.55

5. Cálculos: . 56 
"a  200
p  -  — - = 0.28

p = —  * 0.193
B 150

56 + 29 
200 + 150

85
350

* 0.242, q * 0.757

luego. 2 = 0.28 - 0.193

/ (0.243)(0.757)[ 1
200

1
150

]

1.875

5. Conclusión: ya que 1.875 > 1.55, se rechaza H , es decir la diferencia

es significativa.

PROBLEMAS 92
1. En un experimento con el que se pretende determinar el efecto de un nuevo

medicamento, este se aplica a 400 pacientes con cierta enfermedad. Si

más de 300 pero menos de 340 pacientes se curan. Se concluirá que el 

medicamento es eficaz en un 80%? ¿Encuentre la probabilidad de cometer 

un error de tipo I. ¿Cuál es la probabilidad de cometer un error tipo

II si el nuevo medicamento es eficaz en un 70%?

2. Se ha encontrado un aditivo para cierto tipo de cemento, con la que se

obtiene una resistencia a la comprensión de 5000 kilogramos por centímetro
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cuadrado y una desviación típica de 120. Para probar la hipótesis que 

m=5000 contra la alternativa que u < 5000, se prueba una muestra aleatoria 

de 50 piesas de cemento. La región crítica esta definida por X < 4970. De

termine la probabilidad de cometer un error de tipo I. Evalúe B para vías

alternativas y = 4970 y y = 4960.

3. Un fabricante de lavadoras automáticas produce un modelo en tres colores

diferentes A, 8 y C. De las primeras 1000 lavadoras vendidas se observa

que 400 fueron de color A. ¿concluirá usted que más de 1/3 de todos los

clientes tienen preferencia por el color A? use a * 0.01.

4. El fabricante de cierta marca de cigarrillos sostiene que sus cigarrillos

contienen en promedio 18 miligramos de nicotina por cigarrillo. Un 

organismo de control examina una muestra de 100 cigarrillos. Utilizando

un nivel de significación 0.01, ¿puede el organismo concluir que el

fabricante subestima el contenido medio de nicotina de sus sigarrillos 

si el contenido medio de la muestra es de 19.2 miligramos con una

desviación estándar de 2 miligramos?

5. El organismo de control de cierto Concejo Municipal analiza una muestra

de 36 paquetes de carne molida que produce la fábrica de embutidos"LA 

UNICA". El rótulo en cada paquete dice "contiene no más de 25% de grasa".

¿Puede el organismo de control concluir que la carne que produce dicha

fábrica tiene más de 25X de grasa , si la muestra da un contenido medio 

de grasa de 0.265 y una desviación estándar de 0.030? use a * 0.05.

6. Un fabricante de pilas para linterna afirma que la vida media de su

producto excederá a 30 horas. Una compañía desea comprar un lote grande 

de pilas si la afirmación es cierta. Se toma al azar una muestra de 36 

pilas, y se encuentra que la media de la muestra es 34 horas. Si la

población de pilas tiene una desviación estándar de 5 horas, si H Q es

v < 30, ¿Para qué valores d e a  se adquirirán las pilas?

7. El director de cierto colegio muy famoso cree que, en parte debido al 

estatus económico de los padres, el porcentaje de los que han terminado 

secundaria que asisten a este colegio es mayor que el promedio de la 

ciudad. En el período de los cinco años precedentes, el 20% de todos 

los que terminaron secundaria de la ciudad entraron a la Universidad, 

mientras que en el mismo período, 350 de los 1,500 exalumnos de su colegio 

entraron a la Universidad. ¿Se justifica que el director diga que el 

porcentaje de sus exalumnos que entraron a la Universidad es 

significativamente mayor que 2QX, con el nivel de significación del IX?.
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8. En una oficina gubernamental se investiga a un empacador de pescado

congelado. Los empaques que utiliza indican que contienen 12 onzas de 

pescado, en tanto que se han recibido quejas de que ello no es cierto. 

La oficina adquiere 100 paquetes de pescado procesado por esta compañía,

y representando con x . el peso observado (en onzas) del i-ésimo paquete,

i  • 1,2,___   100, encuentra que

Z x .  = 1150, Z x? = 13,249.75t  %

Suponiendo que los pesos verdaderos de los empaques que se expanden están 

distribuidos normalmente con media y varianza desconocida. Con base en 

esta muestra, con un nivel de significación a s 0.01, ¿La oficina multará 

a la compañía?

9. Las cajas de un cereal producidas en una fábrica deben tener un contenido

de 16 onzas. Un inspector tomó una muestra que arrojó los siguientes 

pesos en onzas. 15.7, 15.7, 16.3, 15.8, 16.1, 15.9, 16.2, 15.9, 15.8,

15.6, indicar si es razonable que el inspector, usando un nivel de 

significación del 5%, ordene se multe al fabricante.

10. Usando una dócima bilateral, con a s 0.05, determinar si es razonable

admitir que la muestra.

55; 42; 52; 61; 76; 50; 56; 38; 71.

proviene de una población normal con media igual a 50. Obtener además, un - 

intervalo de confianza del 95% para la media poblacional.

11. Se extrae una muestra de tamaño 10 de una población normal con media 

y varianza desconocida. Si la media y la varianza muéstrales son iguales 

a 10 y 2 respectivamente.

(a) Docimar la hipótesis que la media poblacional es igual a 9 contra 

la alternativa que no lo es tomando un nivel de significación de 

5%.

(b) Encontrar un intervalo de confianza de 90% para la media poblacional.

12. Los pesos netos (en gramos) de las latas de conserva fueron los siguientes:

121, 119, 124, 123, 119, 121 124.

Hay razón para creer que el peso neto poblacional medio es mayor que 123.5 

gr. Use a = 0.01

13. Una máquina produce ejes que, según las especificaciones, deben tener 

100 mm. de diámetro. Para mantener la calidad requerida, todos los días
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se examina una muestra de 10 ejes para determinar si es necesario detener 

la producción y reajustar la máquina. Un día determinado la muestra dá 

los siguientes resultados:

101, 101, 102, 100, 99, 99, 102, 102, 100, 120 (mm)

Tomando « * 0.05 indique, mediante un análisis estadístico, si es necesario 

reajustar la máquina.

14. El fabricante de un cierto modelo de automóvil afirma que el kilometraje 

medio de este modelo es de 12 kilómetros por litro de gasolina corriente. 

Un organismo de defensa del consumidor piensa que ese kilometraje promedio 

ha sido exagerado por el fabricante. Nueve autómoviles de este modelo 

son conducidas del mismo modo con un litro de gasolina corriente. Los 

kilómetros recorridos por los diversos automóviles son:

Si el organismo desea rechazar una afirmación verdadera no más de una vez en 

100, ¿Rechazará la afirmación del fabricante?

15. Un grupo del primer grado formado por 20 alumnos, recibe enseñanza de 

lectura en la forma tradicional durante un año; al final del período 

deben contestar un examen. La suma de sus calificaciones y la suma de 

los cuadrados de las mismas son

Un sequndo qruoo del primer oradoAambién de 20 estudiantes, se .le enseña 

a leer usando un nuevo método, diferente. Al final del año presentan

el mismo examen, y se obtienen la suma de sus calificaciones y la de 

los cuadrados de las mismas, que son

Suponiendo que los dos son muestras independientes de distribuciones 

normales con la misma varianza. Usando un nivel de significación de 0.05, 

¿concluye que ambos métodos dieron resultados diferentes?

16. Se usó gasolina de marca A en 9 automóviles semejantes bajo idénticas 

condiciones. La muestra correspondiente de 9 valores (kilómetros por 

litro) tienen una media 8.565 y una desviación estándar 0.212. Bajo las 

mismas condiciones, la gasolina de alta potencia de marca B da una muestra 

de 10 valores con media 9.245 y desviación estándar 0.254. Probar la 

hipótesis que A y B son de igual calidad con respecto al kilometraje, 

contra de que B es mejor.

12; 11; 10; 10.5; 11.5; 11; 12.5; 10; 10.5

Z  x .  - 1950 ; Z  x l  * 192.861i

I y .  = 2020 y Z  y l  * 205,920



17. ¿Es significativa la diferencia de aumento de peso (kilogramos por mes) 

de dos grupos de cerdos, si los dos grupos se alimentaron bajo dos dietas 

diferentes? use a = 0.05

GRUPO I 33 66 26 43 46 55 54

GRUPO II 53 53 37 73 58 61 38

18. Un auditor de una cadena de tiendas desea comparar la eficiencia de dos 

técnicas de auditoría diferentes. Para este fin selecciona una muestra 

de 9 cuentas de las tiendas y les aplica la técnica A y selecciona otras 

9 cuentas de las tiendas y les aplica la técnica B. En la tabla se presenta 

el número de errores encontrados en las cuentas de las tiendas.

TECNICA A : 125 116 133 115 123 120 132 128 121

TECNICA B : 89 101 97 95 94 102 98 106 98

Determine si existe evidencia de una diferencia en el número medio de 

errores detectados por las dos técnicas de auditoría, a ® 0.10

19. Los siguientes son porcentajes de grasa encontrados en muestras de dos 

tipos de carne. ¿Tienen las carnes diferentes contenidos de grasa?

CARNE A : 30 26 30 19 25 37 27 38 26 31
*

CARNE 8 : 40 34 28 29 26 36 28 37 35 42

20. Un analista de sistemas está probando la posibilidad de usar un nuevo 

sistema de computadora. El analista cambiará el procesamiento al nuevo 

sistema sólo si hay pruebas que el nuevo sistema usa menos tiempo para 

el procesamiento que el sistema antiguo. A fin de tomar una decisión, 

se seleccionó una muestra de siete trabajos y se registro el tiempo de 

procesamiento, en segundos, en los dos sistemas, con los siguientes 

resultados.

TRABAJOS ANTIGUO NUEVO

1 8 6

2 4 3

3 10 7

4 9 8

5 8 5

6 7 8

7 12 9

Rufina Moya C. - Gregorio SaraVia A.



(a) Al nivel de significación de 0.01, ¿usa el nuevo sistema menos tiempo 

para el procesamiento?

(b) ¿Qué suposición es necesaria para efectuar esta prueba?

21. El gerente de procesamiento de datos de una empresa desea estudiar el 

uso de la computadora de dos departamentos de la compañía: el departamento 

de contabilidad y el departamento de investigaciones. Se seleccionó una 

muestra aleatoria de cinco trabajos del departamento de contabilidad 

en el mes pasado y seis trabajos del departamento de investigación en 

el mes pasado y se registró el tiempo de procesamiento (en segundos)

para cada trabajo, con los siguientes resultados

Contabilidad : 9 3 8 7 12

INVESTIGACION : 4 13 10 9 9 6

Saque conclusiones en relación con cada uno de los siguientes:

(a) ¿Es la desviación estándar del tiempo de procesamiento del departamento

de contabilidad mayor de un segundo?

(b) ¿Hay una diferencia en el tiempo del procesamiento entre el 

departamento de contabilidad y el departamento de investigación?

(c) ¿Qué suposiciones se deben hacer para lograr (b)?

(d) ¿Hay una diferencia en la varianza entre el departamento de 

contabilidad y el departamento de investigación?

(e) ¿Qué suposiciones se necesitan para lograr (d) ? 

use a = 0.05 en todo el problema.

22. Una muestra de 80 alambres de acero producidos por la fábrica A da una

resistencia media a la rotura de 1230 libras, con una desviación estándar 

de 120 libras. Una muestra de 100 alambres de acero producidos por la

fábrica B da una resistencia media a la rotura de 1190 libras, con una

desviación estándar de 90 libras. ¿Hay una diferencia real en la

resistencia media de las dos marcas de alambres de acero.? a = 0.05.

23. Se están comparando los rendimientos de dos tipos de trigo,se plantan

25 acres de cada clase y se exponen a condiciones de cultivo bastante

uniformes. El rendimiento de cada acre es considerado como una observación.

Los resultados son: variedad A, Xj = 35.8 bushels por acre,s2 = 6, variedad

B: x- * 32.9 bushels por acre, s2 * 10. ¿Es el rendimiento de la media 
c z

de la variedad A significativamente diferente de la variedad B? Use a *

0.05.
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Se supone que los diámetros de cierta marca de tubo de acero están 

normalmente distribuidos. Una muestra al azar de 10 observaciones di<5 

una varianza de 0.12 pulg2 . ¿Será rechazada la hipótesis o2 - 0.06 a 

favor que o 2 > 0.06 a un nivel de significación a = 0.05.?

Se sabe que dos marcas de neumáticos tienen una duración media de 45,000

millas. Pero puede haber alguna diferencia en la variabilidad del millaje

alcanzado por las dos marcas. Se efectúa un experimento en el que se

usan 16 neumáticos de cada marca. Se hacen rodar los neumáticos en

condiciones similares hasta que se desgastan. Se encuentra que las

desviaciones estándares de las dos muestras son s2 - 4500 millas y

s2 = 2200 millas. ¿Rechazaría ud. la hipótesis o2 = o2 a favor de o2 > <y2
2 1 2  1 2

en un nivel de significación a = 0.05{a = 0.10)?

La tabla siguiente muestra los números de roturas de hilo (por 45.40

kg) correspondientes a dos diferentes enlaces por cada 2.54 centímetros. 

¿Es significativa la diferencia entre las varianzas?. Use a  = 0.05

Enlaces/9.54 cm. Roturas/45.40 kg

1.69 6.0 9.7 7.4 11.5 17.9 11.9 10.2 7.8

1.78 6.4 8.3 7.9 8.8 10.1 11.5 8.7 9.7

Una industria lechera está estudiando la posibilidad de cambiar sus 

botellas para la leche por envases de plástico. Pero el cambio no se 

hará a no ser que por lo menos 70% de sus clientes lo prefieran. Cuando 

se ha hecho una encuesta a 200 de sus clientes, 120 de ellos están a 

favor del cambio. ¿Hará el cambio de envases a un nivel de significación

0.05?

Un laboratorio farmacéutico ha elaborado un medicamento para tratar la 

presión sanen i no.i alta. El laboratorio afirma que el medicamento 
efectivamente baja la presión en el 8 0 %  de los casos. Si 175 de 225 
pacientes tratados con el medicamento experimentaron una disminución 

substancial de la presión sanguínea, ¿concluirá usted que el laboratorio 

ha exagerado la efectividad del medicamento? use a = 0.01.

De un grupo de 8,000 estudiantes, se toma una muestra aleatoria de tamaño 

100, y se les pregunta a cada uno su opinión sobre cierta proposición. 

Encontrándose que 75 de ellos están a favor y 25 en contra. Pruébese 

la hipótesis que la proporción que favorece la proposición es 2/3 en 

contra de la posibilidad que no lo es, con nivel de significación de 

5%.



Probabilidad e Inferencia Estadística 759

30. Una muestra aleatoria de 100 hombres fue tomada de cierta ciudad y se

encontró que 60 se mostraron a favor de una ley sobre el divorcio. Una

muestra al azar de 100 mujeres escogidos de la misma ciudad en la misma

fecha reveló que 40 estaban a favor de tal nueva ley. ¿Es Igual la

proporción de hombres que de mujeres que favorecen una nueva ley sobre

el divorcio en tal ciudad? Use a = 0.05.

31. De 292 chicas que terminaron secundaria en cierto colegio del Callao,

se encontró que 13 no quieren seguir estudios superiores; de 290 chicas

que terminaron secundaria en un colegio de Comas en el mismo año escolar, 

se encontró que 12 no quieren seguir estudios superiores. Probar la 

hipótesis que la proporción de chicas del Callao que no quieren seguir 

estudios superiores es la misma que en Comas, en contra que no son iguales. 

Use “ = 0.05.
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T A B L A S  TABLA I
DISTRIBUCION BINOMIAL

m > r | n , p )
n ■= 1

P 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
r 1 0100 0200 0300 0400 0500 0600 0700 0800 0900 1000

p 11 12 13 14 15 ló 17 18 19 20
r 1 1 100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1*100 1900 2000

P 21 22 23 24 25 26 77 28 29 30
r 1 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000

P 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
i 1 3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 4000

P 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
r 1 4100 4200 4300 4400 4500 4600 4700 4800 4900 5000

n 2

P 01 02« 03 04 05 06 07 08 09 10

r l 0199 0396 0591 0784 0975 1164 1351 1536 1719 1900

2 0001 0004 0009 0016 0025 0036 0049 0064 0081 0100

P 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

t 1 2079 2256 2431 2604 2775 2944 3111 3276 3439 3600

2 0121 0144 0169 0196 0225 0256 0289 0324 0)61 0400

P 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

t I 3759 3916 4071 4224 4375 4524 4671 4816 4959 5100

2 0441 0484 0529 0576 0625 0676 0729 0784 0841 0900

P 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

r I 5239 5376 5511 5644 5775 5904 6031 6156 6279 6400

2 0961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 1600

P 41 42 43 44 45 46 47 48 49 .50

r 1 6519 6636 6751 6864 6975 7084 7191 7296 7399 7500

2 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401 2500

rt «= 3

P 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

t 1 0297 0588 0873 1153 1426 1694 1956 2213 2464 2710

2 0003 0012 0026 0047 0073 0104 0140 0182 0228 0280

3 0001 0001 0002 0003 0005 0007 0010

P 11 12 13 14 15 16 17 16 19 20

r 1 2950 3185 3415 3639 3859 4073 4282 4486 4686 4680

2 0336 0397 0463 0533 0608 0686 0769 0855 0946 1040

3 0013 0017 0022 0027 0034 0041 0049 0058 0069 0080

P 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

e-
v
1 5070 5254 5435 5610 5781 5948 6110 6268 6421 6570

2 1138 1239 1344 1452 1563 1676 1793 1913 2035 2160

3 0093 0106 0122 0138 0156 0176 0197 0220 0244 0270

p 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

r 1 6715 6856 6992 7125 7254 7379 7500 7617 7730 7840

é 2287 2417 2548 2682 2818 2955 3094 3235 3377 3520

3 0298 0328 0359 0393 0429 0467 0507 0549 0593 0640
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P
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P K X > r

41 42 43 44 45
7946 8049 8148 8244 8336
366$ 3810 3957 4104 4253
0689 0741 0795 0852 091 *

01 02 03 04 05
0394 0776 1147 1507 1855

0006 0023 0052 0091 0140

0001 0002 0005

11 12 13 W 1 5

3726 4003 4271 4530 4780
0624 0732 0847 0968 1095

0049 0063 0079 0098 0120
0001 0002 0003 0004 0005

21 22 23 24 25

6105 6298 6485 6664 6836

1963 2122 2285 2450 2617

0312 0356 0403 0453 0508

0019 0023 0028 0033 0039

31 32 33 34 35

7733 7862 7985 8103 8215

3660 3837 4015 4193 4370

0915 0996 1082 1171 1265

0092 0105 0119 0134 0150

41 42 43 44 45

8788 8868 8944 9017 9085

5420 5590 5759 5926 6090

1909 2030 2155 2283 2415

0283 0311 0342 0375 0410

a

01 02 03 04

9

05

0490 0961 1413 1846 2262

0010 0038, 0085 0148 0226

000 r 0003 0006 0012

11 12 13 14 1 5

4416 4723 5016 5296 5563

0965 1125 1292 1467 1648

0 H 2 0143 0179 0220 0266

0007 0009 0013 0017 0022
0001 0001

21 22 23 24 45

6923 7113 7293 7464 7627

2833 3041 3251 3461 3672

0659 0744 0836 0933 1035

0081 0097 0114 0134 0156

0004 0005 0006 0008 0010

I n>P)
46 47 48 49 <0

8425 8511 8594 8673 K750

4401 4551 4700 4850 y jo o

0973 
* 4

10.'8 1106 | 1 76 1250

06 07 00 09 10
2193 2519 2836 3143 3439

0199 0267 0344 0430 0523

0008 001 3 0019 0027 
0001

0037

0001
16 17 IB 19 20

5021 5254 5479 5695 5904

1228 1366 1509 1656 1H08

0144 0171 0202 0235 0272

(XXP 0008 0010 0013 0016

26 27 28 29 30

7001 7160 •>313 7459 7599

2787 2959 3132 3307 3483

0566 0628 0694 0763 0837

0046 0053 0061 0071 0081

36 37 38 39 40

8322 8425 8522 8615 8704

4547 4724 4900 5075 5248

1362 1464 1569 1679 1792

0168 0187 0209 023! 0256

46 47 48 49 50

9150 9211 9269 9323 9375

6252 6412 6569 6724 6875

2550 2689 2831 2977 3125

0448 0488 0531 0576 0625

5

06 07 08 09 10
2661 3043 3409 3760 4095

0319 0425 054*1 0674 0815

0020 0031 0045 0063 0086

0001 0001 0002 0003 0005

16 17 18 19 20
5818 606! 6293 6513 6723

1835 2027 2224 2424 2627

0318 0375 0437 0505 0579

0029 0036 0045 0055 0067

0001 0001 0002 0002 0003

26 2/ 28 70 30

7781 7927 8065 8196 8319

3883 4093 4303 4511 4718

1143 1257 1376 1501 1631

0181 0208 0238 0272 0308

0012 0014 0017 0021 0024
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P(X>r\n,p) n * 5
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

8436 8546 86 50 8748 8840 8926 9008 9084 9155 9222
4923 5125 5325 5522 5716 5906 6093 6276 6455 6630
1766 1905 2050 2199 2352 2509 2670 2835 3003 3174
0347 0390 0436 0486 0540 0598 0660 0726 0796 0870
0029 0034 0039 0045 0053 0060 0069 0079 0090 0102

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
9285 9344 9398 9449 9497 9541 9582 9620 9655 9688
680 J 6967 7129 7286 7438 7585 7728 7865 7998 8125
3349 3525 3705 3886 4069 4253 4439 4625 4813 5000
(>949 1033 1 121 1214 1312 1415 1522 1635 1753 1875
0116 0131 0147 0165 0185 0206 0229 0255 0282 0313

n -- 6

P 01 02 03 04 05 06 0/ 08 09 10
1 0585 1 142 1670 2172 2649 3101 3530 3936 4321 4686

0015 0057 0125 0216 0328 0459 0608 0773 0952 1143
3
4

0002 0005 0012 0022
0001

0038
0002

0058
0003

0085
0005

0118
0008

0159
0013
0001

11 12 13 14 15 16 \7 18 19 20
1 5030 5356 5664 5954 6229 6487 6731 6960 7176 7379
2 1345 1556 1776 2003 2235 2472 2713 2956 3201 3446
3 0206 0261 0324 0395 0473 • 0560 0655 0759 0870 0989
4 0018 0025 0034 0045 0059 0075 0094 0116 0141 0170
5
6

0001 0001 0002 0003 0004 0005 0007 0010 0013 0016
0001

P 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 7569 7748 7916 8073 8220 8358 8487 8607 8719 8824
? 3692 3937 4180 4422 4661 4896 5128 5356 5580 5798
3 1115 1250 1391 1539 1694 1856 2023 2196 2374 2557
4 0202 0239 0280 0326 0376 0431 0492 0557 0628 0705
5 0020 0025 0031 0038 0046 0056 0067 0079 0093 0109

6 0001 0001 0001 0002 0002 0003 0004 0005 0006 0007

P 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 8921 9011 9095 9173 9246 9313 9375 9432 9485 9533
2 6012 6220 6422 6619 6809 6994 7172 7343 7508 7667

3 2744 2936 3130 3328 3529 3732 3937 4143 4350 4557

4 0787 0875 0969 1069 1174 1286 1404 1527 1657 1792

5 0127 0148 0170 0195 0223 0254 0288 0325 0365 0410

6 0009 0011 0013 0015 0018 0022 0026 0030 0035 0041

P 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
•i 9578 9619 9657 9692 9723 9752 9778 9802 9824 9844

*»
* 7819 7965 H105 8238 8364 8485 8599 8707 8810 8906

3 4764 4971 5177 5382 5585 5786 5985 6180 6373 6563

4 1933 2080 2232 2390 2553 2721 2893 3070 3252 3438

5 0458 0510 0566 0627 0692 0762 0837 0917 1003 1094

6 0048 0055 0063 0073 0083 0095 0108 0122 0138 0156



Rufino Moya C  * Gregorio Saraoia A.

P ( X > r \ n , p )  

n =* 7

01 02 03 04 OS Oó 0/ 08 09 10
0679 1319 1920 2486 3017 3515 3983 4421 4832 5217

0020 0079 0171 0294 0444 0618 0813 1026 1255 1497

OOOJ 0009 0020 0038 0063 0097 0140 0193 0257

0001 0002 0004 0007 0012 0018 0027
0001 0001 0002

11 12 13 14 1 5 tó 17 18 i 9 20
557? 5913 6227 6521 6794 7049 7286 7507 7712 7903

1750 2012 2281 2556 2834 3115 3396 3677 3956 4233

0331 0416 0513 0620 0738 0866 1005 1154 1313 1480

0039 0054 0072 0094 0121 0153 0189 0231 0279 0333

0003 0004 0006 0009 0012 0017 0022 0029 0037 0047

0001 0001 0001 0002 0003 0004

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

8080 8243 8395 8535 8665 8785 8895 8997 9090 9176

4506 4775 5040 5298 5551 5796 6035 6266 6490 6706

1657 184! 2033 2231 2436 2646 2861 3081 3304 3529

0394 0461 0536 0617 0706 0802 0905 1016 11 1260

005S 0072 0088 0107 0129 0153 0181 0213 0248 0288

0005 0006 0008 0011 0013 0017 0021 0026 0031 0038

0001 0001 0001 0001 0002 0002

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

9255 9328 9394 9454 9510 9560 9606 9648 9686 9720
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TABLA II
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3 3007
6 2307
7 1214
8 .0573
9 0245

10 0005
11 0034
12 0011
13 0003
14 0001

15 .0000
16 .0000

r 5.1

0 1.0000
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2 9628
3 8835
4 7467
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9 0748
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13 .0024
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8026 
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4488
.2801 
1564 
0786 
0353

0111 
0041 
0014 
0004 
(XX) 1

0129
0048
0017
0003
0002

0149
0057
0020
0007
0002

0000
0000

0000
0000

0001
0000

5 .2 5 .3 5 .4

1 0000 
9945 
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TABLA U3 DISTRIBUCION NORMAL
nZí:)*»W2i* fJ- ,+%/2n

í/h

1 0 0 0 001 0 02 0 03 0 0 4 0 05 0.06 0.07 008 0 0 9

- 3 4 
- 3  3
- 3 2 
- 3  1 
-3 .0

0 (XXI) 
(MXKI3 
0 (XXI? 
0 0010 
0 0013

0 0003 
0 OI>05 
0 01X17 
0 0009
0 0013

0 (XX)) 
0 <X)<)3 
0 0006 
0 (XK)9 
0 0013

0 0003 
0 0004 
0 0006 
0 0009 
0.0012

0 0003 
0 IXX14 
0 (XXIA 
0 0008 
0 0012

0 (XX>3 
0 (XK>4 
0 IUKHi 
0 (HXIg 
0 00)1

0 0003 
0 <XX)4 
0 0006 
0.0008 
0 0011

0 0003 
0 0004 
0 (XX>5 
U(XM)8 
0  00! 1

0 0003 
0 (XX>4 
Ü1XXI5 
0 (XX) 7 
0 00 )0

0 (xxt;
0 (XXI) 
0 (XM)5 
0 (XH>7 
0 (XI10

1 
I 

1 
1 

1 0  0019 
0 0026 
0 01)35 
0 0047 
00062

0.0018 
0 0025 
0 0034 
0 0045 
0 0060

0 0017 
0 0024 
00033 
0 0044 
0  0059

00017 
00023 
0 0032 
0 0043 
00057

0 0016 
0  0023 
0.0031 
0 <>04!
00055

0 0016 
00022 
0 0030 
0 0040 
0 0054

0 0015 
0  0021 
0 0029 
0 0039 
0 0052

00015 
0 0021 
0 0028 
0 0038 
0 0051

00014 
0 0020 
00027 
0 0037 
0 0049

0 0014 
0 00 )9  
0 0026 
00036 
0 0048

- 2  4
- 2  3 
- 2 2  
- 2  1 
- 2 0

0.0082 
0 0107 
0 0139 
0 0179 
0 0228

0.0080 
0.0104 
0 01 46 
00174 
00222

0 0078 
0.0102 
0 0 1 )2  
00170  
0  0217

0 0075 
0 0099 
00129  
00166  
0 0212

0.4*073 
0 0096 
00125 
0 0162 
0 0207

0 0071 
0 0094 
00122 
00138 
0 0202

0 0069 
00091 
00119 
00154 
00197

0 0098 
0 0089 
0 0 )  16 
00150 
0 0192

0 0066 
0 0087 
0 0113 
00146 
0 0188

0 0(>o4 
0 0081 
00110  
00143 
0.0183

-  1 9 
- 1 8  
- 1  7 
- 1  6
-  1 5

0 02S7 
0 0359 
0.0446 
0 0548
0 0668

0.0281 
0 0352 
0  0436 
00537 
0 0655

0 0274 
0 0344 
0 0427 
0 0526 
0 064 3

0 0268 
0 0 )36  
0 C4I8 
0 0S16 
0 0630

0  0262 
0 0329 
0 0409 
0 0505 
0 0618

U 02 56 
0 0 )2 2  
0 0401 
0 0495 
0 0606

0 0250 
00314 
0 0392 
0 0485 
0.0594

0.0244 
0 0707 
00384 
0 0475 
0.0582

OÜ239 
0 0301 
0.0375 
0  0465 
0 0571

00233 
0 0294 
0 0367 
0 0455 
0.0559

-  1.4 
- 1 3  
- 1  2 
- 1  1 
- 1 0

0 0808 
0 09b8 
0 1151 
0 135) 
0 1587

00793 
00951 
U113I 
0  1335 
0 1562

0 0778 
0 0934 
0 I I  12 
0 13(4 
0 1539

0 0764 
0 0918 
0.1093 
0 1292 
0 1515

0.0749 
0 0901 
0 1075
0 1271 
0 1492

00735 
0 0885 
0 1056 
0 1251 
0 1469

0.0722 
0 0869 
0 1038 
0  1230 
0 1446

0.0708 
O.U853 
0 1020 
0.1210 
0.1423

00694 
0 0838 
0 1003 
0.1 «90 
0.1401

0.0681 
U 0823 
0 0985 
0 1170 
Ü 1379

0 9 
0 8 
07  
0 6  

- 0  5

0 184 1 
0 2119 
0 2420 
0 274) 
0.3085

0 1814 
0 2090 
0 21K9 
0 2709 
0.3050

0 1788 
0 2061 
0 2156 
0 2o  fh  
0 3015

0 1762 
0 2033 
0  2)27 
0 2i.4 1 
U 2981

0 1736 
0 2005
0 2296 
0 261 1 
0 2946

0 1711 
0 1977 
0 2266 
0 2578 
0 2912

0.1685 
0 IW 9  
0 2236 
0 2546 
0 2877

0 K.oO 
0 1922 
0  2206 
0  2514 
0 284J

0 1635 
0 1894 
0 2177 
0 2483 
0 2610

0 161 1 
0 1867 
0 2148 
0 2451 
0 2776

- 0 4  
- 0  3 
- 0  2 
- 0  1 
- 0 0

0.3446 
0 3821 
0 4207 
0 4602 
0 VMM)

0 3409 
0 3783
0.4168 
0 4362 
0 4960

0 3372 
0 3745 
0 4129 
0 4522 
0 4920

0 3336 
0 3707 
0 4090 
0 4483 
0 4880

0 3 300 
0 3669 
0 4052 
0 4443 
0 4840

0 3264 
0 3632 
0 4013 
0 4404 
0 4801

0  3228 
0.3594 
0 3974 
0 4 )64 
0 4761

0 3192 
0.3557 
0 3936 
0.4J25 
ü 4721

0 3156 
0 3520 
0 3897 
0 4286 
0 4681

0.3121 
0 348) 
0 3859 
0 4247 
0  4641

Uü 
0 1 
0 2  
0 3 
0 4

0 5000 
0 5398 
0 5793 
0 6179 
0 6354

0 5040 
0 5438 
0 5832 
06217 
0.6591

0 5080 
0 5478 
0 5871 
0.6255 
0.6628

0 5120 
0 5517 
0 5910 
0 6293 
0 6664

0 MI.O 
0 5557 
0 5948 
0 6331 
0 6700

0 5 19*1 
0 5596 
0 5987 
06368 
0 6736

0  52 «9 
0 5616 
0 6026 
0 6406 
0.6772

0 5279 
0 5675 
0 6064 
0 6443 
0.6808

0 5119 
0 5714
06103
0.6480
0.6844

0 5.159 
0 5753 
0 6141 
0.6517 
0.6879

0.5 
0 6 
0.7 
0.8 
0 9

0.6915 
0.7257 
0 7580 
0.7881 
08159

0 6950 
0 7291 
0 7611 
0 7910 
0 8186

0.6985 
0.7324 
0 7642 
0.7939 
0.8212

0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0 7054 
0 7389 
0 7704 
0 7995 
0 8264

0.7088 
0.7422 
0 7734
0.8023 
0 8289

0.7123 
0.7454 
0 7764 
0.8051 
0 8315

0 7157 
0.7466 
0.7794 
0.8076 
0 8340

0.7190 
0.7517 
0.7823 
08106 
0 8365

0.7224 
0 7549 
0  7852 
0.8133 
08389

1.0 
l . l  
1 2 
1.3 
14

08413 
0 8643 
0 8849 
0.9032 
09192

0 8438 
0 8665 
0 8869 
0 9049 
0 9207

0.8461 
08686  
0 8888 
0.9066 
0 9222

0 8485 
0 8708 
0 8907 
0  9082 
0.9236

0  8508 
0 8729 
0 8925 
0 9099 
09251

0.8531 
0.8749 
0  8944 
09115  
0.9265

0 8554 
0 8770 
0  8962 
09131 
0.9278

0 8577 
0 8790 
0 8980 
09147 
0.9292

0 8599 
0 8810 
0 8997 
09162 
09306

0  8621 
0 8830 
0.9015 
09177 
0.9319

1.5
1.6
1.7 
1 8 
1 9

09332 
0 9452 
09554 
0 9641 
0 9713

0  9345 
0 9463 
0 9564 
0 9649 
0 9719

0.9357 
0 9474 
0.9573 
0.9656 
09726

0 9370 
0  9484 
0 9582 
0 9664 
0 9732

0  9382 
0 9495 
0 9591 
0 9671 
0 9738

09394 
0.9505 
0 9599 
0.9678 
0  9744

0 9406 
0.9515 
0 9608 
0 9686 
0 9750

0.9418 
09525 
0.9616 
0.9693 
0 9756

09429 
09535 
0 9625 
0 9699 
0  9761

0 9441 
0 9545 
0.9633 
0  9706 
0 9767

2.0 
2 1 
2 2
2.3
2.4

0 9772 
09821 
0 9861 
0 9893 
0 9918

0  9778 
0 9826 
0  9864 
0  9696 
0 9920

0  9763 
09830  
0 9868 
0 9898 
0.9922

0 9788 
0.9834 
09871 
0 9901 
0.9925

0 9793 
0 9838 
0 9875 
0 9904 
0 9927

0 9798 
0 9842 
0987B 
0 9906 
0 9929

0  9803 
0 9846 
0 9881 
0 9909 
0 9931

0 9808 
0.9850 
0 9684 
0*9911 
09932

0 981 2 
0 9854 
0.9887 
0.9913 
0.9934

0 9817 
0 9857 
0 9690 
09916 
0 9936

2 5. 
2 6 
2 7 
2 8 
2 9

0 99 38 
0 9953 
0 9965 
0 9974 
0 9981

O 9940 
0 9955 
0 9966 
0 9975 
0 9982

0 994 1 
0 9956 
0 9967 
0 9976 
0  9962

0 9943 
0 9957 
0.9968 
0 9977 
0 9983

0 994 5 
U 9959 
0 9969 
0 9977 
0 9984

0 9946 
U 9960 
0 9970 
0 9978 
0 9984

0 9948 
0 9961 
0 9971 
0 9979 
0 9985

0.9949 
0 9962 
0.9972 
0.9979 
0.9985

OV95I 
0 9*><»J 
0 9y?3 
09980  
0 9986

0 9952 
0 99»,4 
0.9974 
0 9981 
0 9986

i  0 
3 1 
3 2
i  i

0 9‘IH/ 
0 9990 
0 9993 
0 9995

0 99H7
0 9991
0 9993 
0 9995

0 99»7 
0 9991 
0 9994 
0 9995

0.9988 
0.9991 
0  9994 
0  9996

0 9988 
0 y992 
0 9994 
0 999*

0 9989 
0 9992 
0 9994 
0 099*.

0 9989 
0 9992 
0 9994 
0 9996

0 9989 
0  9992 
0 9995
(i 999*

0 9WO 
0 ‘>993 
09995 
0 999*

0.9990
0.9993
0.9995
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Rufino Moya C. - Gregorio Saratfia A

TABLA IV 
DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

P(X < X )

0.010 0.025  0 .050  0 .100  0 .900  0.950  0.975 0.990

0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5024 6.635
0.020- 0.051 0.103 0.211 4.605 5 991 7.378 9.210
0.115 0.216 0352 0.584 6 251 7.815 9.348 11.34
0 297 0.484 0 711 1 064 7.779 9.488 11.14 13.28
0.554 0.831 1.145 1 610 9.236 11.07 12.83 15.09

0.872 1.237 1 635 2.204 10.64 12.59 14 45 1681
1.239 1.690 2.167 2.833 12.02 14.07 1C0Í 18.48
1.646 2.180 2.733 3.490 13.36 1551 17 54 20 09
2.088 2.700 3.325 4.168 14.68 16.92 19.02. 21.67
2.558 3.247 3 940 4.865 15.99 18.31 20.48 23.21

3.053 3.816 4.575 5.578 17.28 19.68 21.92 24.72
3.571 4.404 5.226 6.304 18.55 21.03 2334 26.22
4.107 5.009 5.892 7.042 1981 22.36 24 74 27.69
4 660 5.629 6.571 7.790 21.06 23 68 26.12 29.14
5.229 6.262 7.261 8547 22 31 25.00 27.49 30.58

5.812 6.908 7.962 9.312 23.54 26 30 28.84 32 00
6.408 7.564 8 672 10.08 24.77 27.59 30.19 33.41
7.015 8.231 9.390 10.86 25.99 28.87 31.53 34.80
7.633 8.907 10.12 11.65 27.20 30 14 32.85 36.19
8.260 9 591 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57

8.897 10.28 11.59 13.24 29.62 32.67 35.48 38.93
9542 1098 12 34 14.04 30.81 33 92 36.78 40 29

10.20 11.69 13.09 14.85 3201 35.17 38 08 41.64
10.86 12.40 13.85 15.66 33 20 36.42 39.36 42 98
11.52 13.12 14.61 1647 34.38 37 65 40.65 44.31

12.20 13.84 15.38 17.29 35.56 38.88 41.92 45.64
12.88 14.57 16.15 18.11 36 74 40.11 43.19 46.96
13.56 15.31 16.93 18.94 37.92 41.34 44.46 48.28
14.26 16.05 17.71 19 77 39.09 42.56 45.72 49.59
14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 4698 50.89

22.16 24.43 26.51 29.05 51.80 55.76 59.34 63.69
29.71 32.36 34.76 37.69 63 17 67.50 71 42 76.15
37.48 40.48 43.19 46.46 74 40 79.08 83.30 88.38
45.44 48.76 51.74 55.33 85 53 90.53 95.02 100.4
53.34 57.15 60.39 64 28 96.58 101.9 106.6 112.3



Probabilidad e Inferencia Estadística KN* V

p(t á /) = Jr

TABLA V 
DISTRIBUCION t

r[(r + /) / 2]

\fñrr(r / 2)^/ +  / r^ f

[ / ■ ( r s - / ) =  i - p ( t  < / )]

r  + /)/2
</h»

P{T <  t)

r 0.90 0.95 0.975 0.99 0 995

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 1 533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250

10 1 372 1.812 2.228 2.764 3.169

11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3 012
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947

16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 1 328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2831
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 1.319 1 714 2.069 2.500 2807
24 1.318 1 711 2.064 2.492 2.797
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787

26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 1.311 1.699 2.045 2462 2.756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
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RESPUESTA A  LOS PR O B LE M A S  PR O PUESTO S

CAPITULO I

PROBLEMAS 1.2

2. (a )  Si C = corazones, D * Diamantes, E = Espada y T H Trébol.

fl — { Cj C 13 , Dj i D^*... * Ej *^2 * * * * Ljj ,

T| » Tg ,. • •, }

(b) Si 0 = apagado y 1 = prendido, fl. = 10,1}, i  = 1,2; fl = {0,1^

( c )  a .  = { 0 , 1 > ,  i  -  1 , 2 , . . . . 1 0 ,  a  = { 0 , 1 } 10

(d) Q = {0,1,2,..., n }

(e) Si denotamos lero de Enero, 2 de Enero, 30 de Diciembre, 31 de DI 
ciembre por 1,2,3,4,5,...,365, 366 respectivamente.

fl - {1,2, . . ., 365,366}

(f) fl = {0,1,2, ... }

(g) {1,2....  365,366}”

(h ) fl = { ( x  , y  )  / x 2 + y2 ú  r Z }

(i) Si a J# a 2 ..., al2 son las diferentes bolas,

fl - la | » o 2 * • * * > )

3. Si {A,B,C,D,E} es el conjunto de 5 opciones,

C = {AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE}

4. fl = {DDD, DDN, DND, DNN, NDD, NDN, NND, NNN}

5. Si A. a la persona A está en la oficina i  * 1,2,3,%
B. = la persona B está en la oficina j  * 1,2,3.
J

fl =
w a , b2 , A3 B3

A2 81 ’ a 2 b2 , ^ 3

A3 B,* A3 B2 ’ A3 B3

7. fl = {BBB, BBD, BDB, DBB, BDD, DBD, DDB, DDD},

B D artículo bueno, D = artículo defectuoso
8. fl = {0,1,2,3, . . . }
9. fl - {w tal que 0 £ w £ 1,000}
10. fl - {w tal que 0 £ w £ U} * 11. fl = {w tal que 0 £ u> < »}
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12 (a) Q = (w = (xt , x?) tal que O í , *2 < •)

donde , Indica el tiempo de falla del transistor designado como número 1 

y x2 indica el tiempo de falla del transistor designado como número 2.

( b )  a  = {w  = (X j , x 2, * 3, * 4,  x &)  / 0 S x 1,x z , x 3, x 4 , x 5 < - }

donde x. indica el tiempo de falla del transistor designado como núme-t»
ro i

13

a =

(2,1),

(4.1),

(6.1), 

(8 ,1),

(2.3),

(4.3).

(6.3),

(8.3),

(2.5),

(4.5),

(6.5),

(8.5),

(2.7), (2,9)

(4.7), (4,9)

(6.7), (6,9)

(8.7), (8,9)

16. a * {4, «4, «4, ***4, . . .), donde * a obtener un número diferente de

4.
17. A = {CCS, CSC, SCC, CCC) ; B - {CCS, CSS, SCS, SSS}

C = {SSS, CSS, SCS, SSC}

21.

22.

{ 

(a)

4,

Q

4, ... } 
10{D,R,B,E} = )/xi

1,2,...,10}

- D, R, B, E,

i -

(b) A » {(D,D,D,D,0,D,0,D,D,D) , (E,E,E,E,E,E,E,E,E,E)}

B = {D,R,B} x (E)

PROBLEMAS 1.3

1. (a) ABC U  AB C U  H C  ; (b) A U  B U  C

(c) Á B C U  AB C U  Á BC (J * 8 C U  ABC U  AB C U Á BC ; (d) ABC ;

(e) A B C A U  B U C 5 (f) A BC U AB C U ABC

(g) AB C U  Á BC u  5 B C ; (h) Á B C U AB C u ABC )j Á B C •

2. (a) a ; (b) {w tal que w £ 2,000}

(c) {w » (x1,x2,x3,x4 ,x5 ) / i  1,000, x2 > 1,500, x^x^s^ ¿ 1,600}

4- (a) F (b) F, (c) V, (d) V, (e) F , (f) V
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5. (a) A = [A 0  B] U  [A O  B ] (B = [A 0  B] U  [A fl B]

(b) A * [A 0  B] |J [A n B ] (B “ [A n B ] U  [A n B ] )

6. (a) Son mutuamente excluyentes porque ninguno de los dos pares de eventos
A. y A. , contienen la misma tasa de desempleo (predicha).
^ 3
Son colectivamente exhaustivos porque todas las predicciones posibles 
están comprendidas en esos cinco eventos.

(b) (1) El desempleo predicho fue del B% al 10X mientras el desempleo real
fue del 6% al 8%.

(2) El desempleo fue predicho como 4% o más pero menos del 8X

(3) Una predicción correcta.

(4) El desempleo real fue más alto de lo predicho.

7. (a) (1) Más de la mitad de las acciones subirán de precio o más de la mi

tad de las acciones no cambiarán de precio.
(2) Un evento imposible.

(b) Los tres eventos son mutuamente excluyentes
(c) No

PROBLEMAS 1.4

1. 324 . 2. 48 3. 648 • 4. 25! . 5. 6! x 5! .

6. (a) 100; (b) 48; (c) 48. 7. 4! x (3!)* x (2!)* .

8. 34,650 . 9. 27,720 .

10. (a) 84 (b) 7 ; 35 (c) 24 . 11. 63 cantidades diferentes

12. • 13. 14.

15. — ^ —  . 16. 144 . 17. 5,600
(3!)2 4!

18. (a) C*, x C» * c ; x c ; t C*o ; (b) < £  . 19. - * & —  .
(3!) 4!

20. 21. (a) 91 ; (b) 420 .

22. (a) 816 ; (b) l.C*7 = 136 . 23.

24. 10 • 25. (a) no ; (b) debería usar 4 letras

26. (2! J2 (251) • 27. (a) 3,280 ; (b) resultará mas perjudicial perder 3 ban

deras rectangulares iguales.
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28. 656 29. (a) 252 (b) 120 30. 10!
31314!

PROBLEMAS 1.5

1. ( a )  Clásica ; ( b )  frecuencia relativa ; (c) subjetiva ;

3.

4.

5.

6.

(4) frecuencia relativa ; (e) subjetiva .

2. (a )  Q *

(b )  a

(c )  a

{0,1,2,...}, los eventos elementales dea no son Igualmente posi

bles, pues hay pocos panetones con cero pasas 
{0,1,2,3,4}, los eventos elementales dea no son igualmente posi

bles.
{0,1,2} , no son igualmente posibles

(d) a = {0,1,2,...,200} , no son igualmente posibles

(e) a = {2,3,4,5,...} no son igualmente posibles.

(a) a = {Aj Bj, Aj B2 ,A2B j íAj,B2 }, cada evento elemental son igualmente -
posibles (A, B objeto, 1 y 2 cajas, : el objeto A en la caja i  y

i

el objeto B en la caja /. * 1,2). Se aplica la definición clásica

P[una se queda vacia] = .

(b ) a = {MMM, MMH, MHM, HMM, MHH, HMH, HHM, HHH} los eventos elementales
son igualmente posibles. Se aplica la definición clásica. (M = mujer -
H = hombre).

P[sin varones] * —  .
8

(c) a  3 ^2* 1̂3 *  ̂1 ’ C2’ " * '  ^13* °I» 0 2» • •.  ̂ 13 •"̂ 1*^2 * * * *̂ 13 ^

: la i-ésima espada; : la i-ésimo corazón; 0^ : el i-ésimo oro;

T. : el i-ésimo trébol,los eventos elementales son igualmente posibles. 

Se aplica la definicón clásica

(a) subjetiva; ( b )  frecuencia relativa; (c) frecuencia relativa,
(d) clásica.

( a )  frecuencia relativa; (b )  P[de recibir una respuesta] = 0.102 .

( )3 

c352
0.079 .

7. 3/8 8 c n  (? )/ (? ) •

10. (a) 5/18 ; (b) 7/42 . 1 1 . 12. WS 3
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13. (a) 12L x 1
(2!)

12 ( b ) ^ l x
2!

12! 1

(2!)Z3!4! 612
14. 1 U 1 U  

8!

15.
rl r3 C2 C1 C*
S  13 3 13 13

16. (a) |  ,
(b) 3

17.

S2

101413!

15!

18. 4/81 .

19. (a) 1/8 ; (b) 1/2 ; (c) 3/8 ; (d) 1/4 ; (e) 1 .

20. (a) 1/9 ; (b) 2/9 ; (c) 1/72 ; (d) 4/9 ; (e) 2/72

21. (a) 0.4865 ; (b) 0.12137 .

22. 55 x 2U
• 23. o  (» - r

-r

i a 24. G ) - • »
f 3 N n

n

25.

( ? )

26. 0.3

28. (a) 9.8.7.2o 

1.2.3.3®
(b) 9!

3 -.9
(c) ■*c;xí)

(3!).3

29. P[A] - I P[B] = I PCC] = |

30. (a)
916
1001

(b)

31. 11/21 .

33. 1/8 , 1/8 .

32. (a)

160
1001
55
147

(b) 22

37. (a) 43
216 ' 

44. (a) 1/216 ;

34. 0.05 .

(b) - »  .
216

(b) 5/18 . 

. 8

35

38.

147

J_ _L JL
13 * 13 * 13

35

36. 1/3 .

108 39. 0.1536

45. (a) P[300,000 ó 350,000] = ; (b) P[ma's de 400,000 ó menos de

200,000] - O

46. (a) 1/15 ; (b) 7/15 (c) 14/15 .

47. Las apuestas en contra de A son de 13 a 5 

*8. 1/3 . 49. 1/12 . SO. 80/189 .
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51 (a) 9! 9!
« J A *  \fl/

(3!) 3
9 9 l4"  9

4! 3! 3

52. (a) 5/16 9 (b) 15/32 , (c) 3/16 .

53. 22/425 .

PROBLEMAS 1.6

1. (a) 0.7 *» (b) 0. i ; (c) 0.1 ; (d) 0.5

2. 0.1 .
3. (a) 0.9 •

9 (b) 0.8
4. (a) 0.6 •> (b) 0-i ; (c) 0.7
5. (a) 0.3 •

9 (b) 0.7
6. 1/6 , 1/3 9 1/6 , 0.0 , 5/12 9

7. no . 8. no . 9. no .

12. (a) (b) (c) 0.5 .
13. (a) 0.89 •

9 (b)

17. 1/4 . 18; 0.6 . 19. 2/25, 71/500

20. 1401/50,000 • 21. 0.4 . 22. 7/15 .
23. 2/3 . 24. 0.48 • 25. 0.6 •

27. 0.3 . 28. (a) 0.945 •9 (b) 0.395 •
29. 0.95 •

30. (a) 25/26 •
9

9
(b) 21/26 .

31. (a) 21/52 •
9 (b) 9/52 .

32. (a) 41 % ■
9 (b) 12% ; (c) 11% (d

33. 0.155 .

34. (a) 29/50 »
9 (b) 42/50 •

9 (c) 1/10 .

35. (a) 12/25 •
9 (b) 9/50 •

9 (c) 195/250 •

PROBLENAS 1.7

1. 0.4 . 2. 1/8 ■

3. 7/12, 3/4, 1/2 , 1 4. 2/3, 3/4, 2/3 .

5. (a) falso, ya que P[AB] ,  i  ; 
8
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1?.

13.

16.

18.

21.

23.

25.
27.
29.

(b) falso; (c) verdadero \

7. PtBjMAlBj] + P[B2]P[A| .

8. (a) s1 ; (b) sí .

9. (a) 0.05

XI. (a)
455
1140

(a) 1/5 

1/2 .
1/6, 1/3, 1/2 

10
m

11

5/27 .

2/7 .

31. 0.55 .

33. (a) 0.016 ;

(b) 0.25

(b)

(b)

14.

17.

525
1140

2/5

1/3

0.846

19. 0.015

(d) falso .

10. 7/40 .

(c)

22. 97/324 . 

24, (a) 1/14 

26.

150
1140

15. 0.26

(d) 10

28. 0.5658, 0.2914, 0.1427
30. 5/26 .

32. J L  ; M
165 165

(b) 0.008 .

35
165

1140

(b) 1/56 .

PROBLEMAS 1.8

1. 55/132 . 2. (a) 9/25; (b) 16/25 . 3. 69/140

4. 3/44 . 5. (a) 61/216 ; (b) 371/1296 . 6. 0.66 .

7. 31/60 . 8. 0.569 . 9. 13/108 .

10. 0.12 . 11. 1/3 . 12.

13. 0.7 . 14. 0.025 . 15. (a) 1/2; (b) 2/3; (c)

16. 1/3 . 17. 17/40 • 18. 2/5 .

19. 0.948 . 20. 53/140 . 21. 1/5 .

22. 4/13 . 23. (a) 58/135 ; (b) 9/29 .

*4, (a) 12/29 ; (b) 9/29 ; (c) 8/29 . 25. 1/2 .

26, 1/3 . 27. 1/2 •

28. (a) 0.75 ; ib) 0.2 . 29. 10/19. 30. (a) 4  >
1
9
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31. 12 . 32. (a) 1/2 ; (b) 1/3 .

33. (a) 0.6 j (b) 0.4 •
» (c) 3/8 . 34.

35. (a) 0 . 2 ; (b) 0.12 • 36. (a) 1/4 » (b)

37. (a) 0 . 44 ; (b) 3/22 •

38. (a) 0. 22 ; (b) 7/11 • 39. 0.20 .

40. 0.47 « 41. 3/4 - 42. 8/11 .

43. 8/17 • 44. 45. 0.51 .

46. 63/139 # 47. 0.33 • 48. 5/8 •

49. 2/7 • 50. 4/9; 1/5; 2/15; 2/9 . 51. 1/2

52. 20/63 • 53. 5/8 • 54. 0.80 .

55. 8/53 .

PROBLEMAS 1.9

1. Si. P[AB] - i  - i  i  - P[A]P[B] .
lo 6 3

3. A y B son independientes ; A y C son independientes 

B Y C no son independientes .

4. 5/6 . 5. 1/2 . 6. 0.4 . 7. 3/4 .

8. (a) 0.44 ; (b) 0.38 ; (c) 0.56 ; (d) 0.06 .

9. 1/3 •

10. 0.2035 .

11. (a) 0.063 (b) 0.9 •

13. 6/13 .

14. 1 - (f)6 .

15. (a) 1/16 ; (b) 47/48

16. (a) (1/6)4 (b) (1/2)4

17. (a) (1/2)” ; (b) (1/2)”

18'.* (a) No ; (b) 1 .

(c) n * 3 ’

( c )  ( 1 / 6 f  *

(c) 1 - (1/2)".
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21. (a) 0.585625j(b) 0.434375 •

22. 0 ° )  (0.6)3 (0.4)7 ; 1 - (0,4)10 - 1<HQ.6)(0.4? -(10) (0.6)z(0.4)8.

23. (a) 0.02 ; (b) 0.076 •

24. (a) 1/2 ; Ib) 1/2 ; (c) 1/4 ; (d) 1/6 .

25. 53/80-

X 0 1 2 3 4 5

P(x) 0.132 0.329 0.329 0.165 0.041 0.004

27. 0.74 .

28. 0.9605 . 29. (a) 0.1296

30. (i) 32/75 ; (i i i) 44/75

(b) 0.8704 (c) n = 6

31. (a) (7/22)3 (35/66)2

33. 6!(1/6)6 . 34_ 7!/2!

(b) 3(7/22)3 (10/66)2 . 32. 0.933 .

35. 0.021 =
65771

37. (i)s + 5(g-)4 (j) 38. 0.1 . 0.2 y 0.5 . 39. 0.039 .

40. 0.0776 . 41. 0.0016 . 42. 0.16 . 43. 59/64 . 44. 56/188

45. (i) 2/9

48. (a) 2

(ii) 7/30 . 46. 0.054271 . 47. 0.864 .

(b) 3 (c) 4 . 49. 1/8

50. 31/324 . 51. 4/81 . 52. 3/8 .

1/4 5/16

PROBLEMAS 1.10 

1. 2/3, 1/3 .

3. 4/9

5. (a) 1/2 ;

8. (a) (0.9)4 ;

2. P(A) =
61

4. (a) 9/64

(b) 1/3 -

(b) (0.9)10

, P(B) = -¿i •
61

(b) 11/2* ; (c) 29/26

6. 6/17 . 7. 244
496



Probabilidad e Inferencia Estadística 7S7

11
25

9. 12
25

10. (a) 0.973 ; (b) 0.09 ; (c)

11. P[Ga ]  -  ^  ; P[GB]  = ^  ; P[GC]  - ^  ; P [p a r ]  =

12. ii ; 65 
95 95

13.
19 19 19

14. P[Ga]
[1 "  3 » s i  n par , ( n =  2m )

¿ lo

[1 - ( 31 x 30 + 11 /-/ J » si n impar , (*
36 2

P[GB ] = <

31
61

11
61

[1 - (-̂ 7 7 /"] » Si n par (n = 2m )
216

[1 - ] » si n impar (n = 2m + 1 )
216

P[ E] =

/ 155 f  
216

11 / 155 )m
36 216

si n * 2 m

si n = 2m + 1

15. 2/5 16 0.369 . 21. 1 + i  - /3 = 0.3151

CAPITULO 2

PROBLEMAS 2.1

1. (a) a = {1,2,3,....12} , (b)

(c) R J[ = {1,2,3,4,6}

(d) A = {• e  B / X(iü ) c E jj } = {2} ,

B * {3} , C = {4} , D = {1,6}

2. (a) n =  i { i , i )  / i , 3 = 1,2,3,...,6)

(b) R„ = {1,2,3,4,5,6}

3. (a) Si, (b) {0,1,2,...10}

0.23 .

2 m + 1)



788
' \ Rufino Moya C  - Gregorio Sarutfia A.

4. (a) {3,4,5,6,7,8,9}

5. (a) (2,3,4,5}

(b) {NNDD, NDND, DNND} ;

6. {- 1, 9, 99, 499}

f h \  1  2  5

( b )  10 ’ 10 * 10

(c) (NDD, DND}

PROBLEMAS 2.2 

1. (a) k = 10, (b) (c) k = 4/5, <->

2. (a)

(b)

Rx 0 1 5

p(x) 10 J_
20 20 20

F(x)
_10
20

13
20

1

3. (a) Q * {B B , B B, BB , BB} donde B = bola blanca y

B = bola diferente de blanca

(b) R - {0,1,2}

(c)
X 0 1 2

p ( x )
_8_ _6_

15 15 15

(d) F(x)
0

1/15
9/15

1

, x  < 0

, 0 S x  < 1

, 1 £ x  < 2

, x  £ 2

Ri 0 1 2

p(x) 15 40 15
70 70 70

F(x) 15
70

55
70

1

P (*)
o G ; . )en

x  = 0*1,2.

5. (a) d =.  1
12

(b) F (3.6) = ^

(c) P(3 S X < 5) - I



/
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R x - 10 90 990 4,990

P(x) 990 5 4 1
1,000 1,000 1,000 1,000

7. (a) Rx 0 1 2 3

p(x) 1/8 3/8 3/8 1/8

8.

(b)

✓

0 x < 0

F (r) - -
1/8

1/2
9

9

0 £ 
1 £

x <

X  <

7/8 > 2 á X  <

l 1 9 x = 3

R x - 750 500 1750 3,000

p(x) I
8

3
8

3
8

1
8

9. ( a )  f ( x )  =
10

(b) F(x) =

0

M .
10

i

x < 1

1 á X  < 10

> 10

(c) f { x ) = I  , 1,2, » fl • , w

F (x) =

x < 1

1 £ x < n

x £ n

12 X 1 2 3 4

p (x) 4 _3. _2. J_
10 10 10 10

F (x) _7_ 1
10 10 10



15. - (1C, 1S, 2CC . 2CS, 2SC, 2SS, 3CCC, 3CCS, ;

X 0 1 2 3

p(x) 7
24

11
24

_5_
24

_L
24

F (x)

) £1 a {(x , y ) / X • y = 1,2,. ...8}, (b)

p (x) = 15 - 2(x - 1)
, x = 1,2,...

3SSS)

* <

0
7/24
12/24
23/24
1

x  < O

0 S i  < 1

1 S i < 2
2 S i < 3 
x * 3

64

O

(c) F(x) *
flgj [16 - (M) ]

1

64

x < 1

x £ 8

(d) [X < 2.5] = {1,2} , [X < 5.75] = {1,2,3,4,5}

[X > 6.90] = {7,8}

(e) P[X£ 5.75] = , P[1.75 < X £ 6.75] = —
64 64

17. £1 - todas las familias de la ciudad.

X 0 5 10 15 20

p(x) 1/3 1/3 1/6 1/12 1/12

F (x) 1/12 8/12 10/12 11/12 1

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p (x) 9/81 12/81 16/81 12/81 12/81 10/81 6/81 3/81 1/81

19. (a) k - 4/15 ; (b) 5/6
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PROBLEMAS 

Z. a =

4. ( a )

5. ( a )

7 . ( a )

9. ( a )

10. ( a )

11. ( a )

13. ( a )

15. ( a )

16. ( a )

18- ( a )

ZZ. » =

Z5. ( a )

Z8. i -

29 . ( a )

» ■  (a)

Z .3

2»
3. ( a ) 1_

Tf

2 *0.5 ; (b) F(x) = <
0
1
24 ( i  -

; W ¿ .

X < 0
CosX) , 0 á x < n

1

a * 3/2

a * 0.5

0.03078

0.973

0.9596

0.8376

(b) F ( r )  =

(b) 500. 8. (a) 0.6458

(b) 0.14946

(b) 0.1846 ;

(b) 0.2789.

(b) 19 600

6. C = 2 .

(b) 15 500

a * 1/25 (b) F(x)

9 - 2 / T

(c) 0.50

12. 1/3

(c) 0.9294.
' 0

1 x 2
4 2 50

1 + ̂  ,
2 50

l 1

17. (a) f(x) *

x  < - 5 

- 5 £ x  < 0

0 S i  < 5

x ü 5 
x - 1 
3 - xí

. 1 £ x S 2 
, 2£ x £ 3

c -  10.7

1/2 ,
(b) d * 13. 19. a = 500 , b = 776.4

23. i»? * — . 24. o = (0 .9 5 )1/4

_9_
16 ’

(0 .01)

(t>) 27
64 26. ( 0 . 1 ) 1/4

1/S millares de galones 
0

F (*) -  eos 3x

X

*
6

w
3

F(x)

0

x + 1

x < - 1

-  1 £  X  S  1

1 x  > 1
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(b) 0.75 ; (c) 0.5 ; (d) 0. 45 ; (e) i ;(f) 0 ; (g) 0.7 .

32. (a) 3 2 
4 *  *

(b) 1 f i 1
7  * (c) 7

> <d) 0 ;

(e) 1 - I  e3 -
4

c a p i t u l o  3

PROBLEMS 3.2

1 . I/. 0.29 . 2. lf. 2 . 3. 3/4 .

5. (a)
395

1976
(b) E(X ) = 0.375 . 6. E(X) - j>

2

7. E(X) = 1.7 8. - 0.0965 0.965

9. (a) no , (b) I/. 6 .

13. E(X) = 2 lanzamientos.

15. E(X) = 37.45 tubos por cada caja.

21. Debe comprar al proveedor A.

22. 5 panes por día •

23. S/. 3,000 ganancia esperada.

25. E(X ) = 32 , E(X ) = 24 , E ( X J  = 18 •A D C
2S. 2,333.33 dólares por nocbe .

32. (a) I/. 120, I/. 30 , I/. 60 ; (B) I/. 75 , I/. 75, I/. 60 .

33. 3.984 intis por hora .

34. (a) 5, i  , 6 . = 1*2 *3’2 2 Jtkz /t»
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PROBLEMAS 4.3

CAPITULO 4

P[Y=¡/]

6_

27

2_

27

27

6_

27

6_

27

12
27

6_

27

27

_1_
27

27

P[X=x]

X e Y son Independientes

3.

(a)

1 2 3 4 5 P[X = * ]

1 1 1 1 1 1 1
25 25 25 25 25 5

2 o 1 1 1 1 1
20 20 20 20 5

3 0 0 x
15

X
15

x
15

1
5

4 0 0 0 x
10

J_
10

1
5

5 0 0 0 0 1
5

1
5

P[Y= y]
12 27 47 77 137 1
300 300 300 300 300

P[Y = y|X - 3]
= 1 

3
para y II u> -Ck 5

P[X = x\ Y = 3]
12 

' 47
15
47

20
47

para * =  1,2,3

(e) 2 .  
15

163

300
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4. (a) P (x) = ^  + 1
X 32

= 2» + 7 
16

(b) p (x| y )  = P[X| Y = y] =

p i y )
» 16

para x  = 0,1 ,2,3, e

(c) p {y |x) = P[Y I X = x] =

para x  = 0,1 ,2,3, e

5. Dividir anotaciones entre 2652.

x  = 0,1 ,2,3 

y = 0 ,1

x 2 + y2

2 ( 2 /  + 7) 

y = 0 ,1 

x2

2x Z + 1

= 0 , 1

X 0 1 2 P[Y = y]

0 1260 216 6 1482

1 864 144 6 1014

2 132 24 0 156

P[X = x ] 2256 384 12

P[X > Y] 228
2652

6. Dividir anotaciones entre 90

\ x
i / \

0 1 2

0 0 0 6 6

1 0 42 0 42

2 42 0 0 42

42 42 6

P[X S Y] = 2 184
90

8. (a) 7/30 , (b) 0.79 , (c) son dependientes
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0 1 2 3 4
0 _1_

16 0 0 0 0

1 3 3 1
16 16 16 16

2 0 x16
2
16 x16 0

3 0 x
16

x
16 0 0

4 0 x16 0 0 0

( b J -i- ; (c) ü  ; (d)
16 16 16

(f) O ; (g) |  •O

10. (a) p (*) = -  , X - 1,2,3
X 6

P l y )  = ! L ± 1  , y = 1.2.3
» 9

(b) p(X|l) = 31 ~ - , x  = 1,2,3
12

p (X 12) = , x = 1,2,3
18

p(X I 3) = 31 — 2 ,x = 1,2,3 
24

(c) ply 11) = = 1.2,3
9

p(p 12) = . y - 1.2.3

p(y|3) = 2y ̂^- 5- >y = 1.2,3

11. E(X) = 1 ; E (V ) = 0.6 ; E(X + Y) = 1.

(e) 1  4

; E(XY) = 0.3
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14. (a) 0.< ; (b) 1.4 ; (c) 6.8 (d) 2.5  ; (e) 0 .54 ; ( f )  0

(g) 1/3 ; (h) 1/3 ; (i) 5/3 (j) 5/3 ; (k) 1/3 .

15. (a) 2.2  ; (b) 1 ; (c ) 4 .2 (d) 1 .2 ; (e) 2.5 ;

( f )  Var(X) ; (g ) - cov(X.Y) (h ) l ; (i) - P(X,Y) •

16. (a) X 0 1 2 3 y 1 2

p (x) 
X

3/16 2/16 5/16 6/16 py (y) 8/16 8/16

(b) 54/16 ; (c) 79/64 » (d ) 29/5

PROBLEMAS 4.4

1. Je = 2/1 og 2 
e

2. /,(x) = 1 , 0 < x  < 1 » fy (y) = - log
e

y , 0 < y < i

5. 62.5 195 \
6

260.42 ; 1
3 * 8 3 ¡

0.894 6. Si

_ , , , . 2 -2C/100B‘ (a) f*lx) = m e :
~ I \ -  2 - 5/100,,Â -155* (1‘5/100» 

« )

(b) No

<C) Ŷ|X-60(í'll) =
1 -60/100 - y /loo ^ en—  e  e  * , para y > 60

0 , en otros casos

10. 0.8452 . U .  0.5269 . 12. 0.4582 .

CAPITULO 5

PROBLEMAS 5.2

1. n = 25 . P = i  5 ; 2. p (x) = * -  0,1.2,3.4,5,6;
b 4 4

p(4) = 0.30 ; 3. 0.05853 ; 4. (a) 0.2036 ; (b) 0.2262

5. (a) (®)(0.2)*(0.8)4 , (c) 1 - 6(0.2)5(0.8) - (0.2)®; (d) V = 1.2

(b) 1 - (0.8)6 .
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6. (a) (0.75)6 , (b) (0.25)6 , (c) (£)(0.75)4 (0.25)* = 0.296631

(d) (®)(0.75 ) 4 (0.25)* +(®)(0.75 )5 (0.25) + (0.75)6 = 0.8306 .

7. n = 20 . p = 0 . 6 0  . (a) 0.998 , (b) 0.126 , (c) 0.245.

8. ( ^ ( O . l )3 (0.9)7 .

9. (a) (0.9995f , (b) (0.9995)6 + 6(0.0005)(0.9995)5

(c) (! )  (0.0005)* (0.9995)4 .

10. P(X 2 2) = 0.0063 , P(Y 2 3 ) =  0.00873 , el avión de 6 motores tiene

mayor probabilidad de efectuar un vuelo exitoso.

11. (a) 0.0047 , 0.2186 , 0.0115 ; (b) np= 4 . 5 =  5 tubos;

(c) 4.

12. (a) 3/8 , (b) 7/8 , (c) n = 4 .

13. (30)(0.95)7 (0.05)3 .

14. (a) 0.068 . (b) 0.605 .

15. 99 plantas .

16. (0.9)10 , 1

20

17. (a) P ( X i  11) = D ^ ) ^ ) 20^  ( j f  ; (b) „p  = 4 .

18. 270 . 15 .

20. 0.061 .

21. 3 /4  .
22. (a) 0.3125 ; (b) 0.2373 •
23. 0.68256.
24. (a) 27/64 ; (b) 27/32 .

25. (a) 0.0064 ; (b) aproximadamente 1 alumno .

/ 10'\ 1 ^
26. en ambos casos la distribución de probabilidad e s vv I ) í ^  *  = 0,1 , . . . . 1 0

P(X 2 9) + P(Y 2 9) = - ^  •
2

10
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28. S/. 6,223.

» •  (») (g°)(f)’ (^) * (b) O , (c) C l4° > f /  (j)6 .

31. X = precio final de venta de cada paquete ; Y = número de artículos de cía 

se A en la muestra de tamaño 10. La v.a Y tiene distribución binomial

n = 10 , p  = -  , X = 200 + 10Y
3

(a) P(X = 270) = ( ^ ( I )7 ( | ) 3 ; (b) P(X < 230) = Z ( 1J ))(I)y (|)

(c) E(X) = 200 + 10 E(Y) = 200 + 10(-y) = ^  •

32. X = número de clientes que no pagaron (de los 10) »

X es binomial con parámetro n = 0 , p = 0 . 1

Y = utilidad obtenida en estas 10 ventas;

Y = 1000 - 300X . De aqui se obtiene la distribución de Y .

E(Y) = 1000 - 300 E(X) = 700 .

33. P(<f(A,B) = 5) = P(X = 4) + P(X = 8) = (g2) ^ ) 4 (j)4 [ ( | ) 4 + (j)4 ]

donde X = número de veces que aparece un número primo.
2

X es binomial con n = 12 y p * —
3

10

10-y

34. P ( X >  5) =
10-x

5' *5*

35.
x=0 \ x S  V  V

10-x 

6' *6
37. (a) 0.17709 ; (b) 0.7869 •

38. (a) 0.6815 ; (b) 0.1153 .

39. (a) 0.896 ; (b) 0.47 .

40. 6 X menos que el estándar .

41. ( ^ O . O B ^ Í O . O S ) 20' *  .

PROBLEMAS 5.3

1. (f) 6 2. V = 4 .
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5. p = 50 6

6 .  p  = 6 •

7. (a) 0.16 .

ii = 500 intis .

(b) 0.488

8. 0.942 .

ío. (a) p[x = x j  = g J) (o.i ,10 ( o . g f 10 = 10,11....

(b) P[X = 15] = ( 194) ( 0 . D 1O (0.9)5

12. $ 19,125 .

PROBLEMAS 5.4

1. 0.058 .

2. (a) p(9.0,0) = —  (0.5)9 (0.4f(0.1)° = (0.5)®

(b) p(5,3,1) =  (0.5)5 (0.4)3 (0.1)

(c) p (3,3,3) = — (0.5) 3 (0.4)3 (O.l)3 . 3! 3! 31
4. (a) 0.064 .

PROBLEMAS 5.5

2. 0.9517 •

5. 0.9593 (Aproximación binomial 0.9672).

9!0!0!

5! 3 í 1!
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7. (a) 77/115 (b) J/Zb .

( 4 \ f  96 \
9. (a) qq\~~ —  * N = 100 . M = 4 , n = 5, E(X) = 0.16,

V 5 /

Var(X) = —  x —  x —  ; 0.9997765
100 100 99

(b) —  = = 0.05 < 0.1 se aproxima a la binomial cor
N 100 K

n = 4 , p  = - —  = 0.04 ; 0.9998
100

11. (a) 0.9929 ;

riovi5 'i
12. (a) P[X = x] = - * /  , x = 0,1,2,3,4 .

O
(b) es el modelo discreto hipergeométrico

(c) 0.11 ; (d) 0.02 ; (e) 1.6 ; 0.91

A 6 M 6
13. (— ) . n = 6 , — =   = 0.06 < 0.1 , se aproxima por una bi-

5 N 100

nomial, con n = 6 y p -  = —
p  100 5

PROBLEMAS 5.6

1. E(X) = 1 2. E{X ) = ln2 . 3. (a) c ‘ 4/3. 4. (a) X =  4 ,

(b) e ~ 12 .

5. a = 2 , P(X = 1 ó 2) = 4 c ' Z .

6. e ' 5 = 0.0067 .

7. (a) a = 6 , al año ; (b) / T  , (c) a ' 0-5 - 0.60£53 .

. nx  -10
9. (a) np = 10 ; (b) P(X = x|B : 100,000, 0.0001) = ■ ®i!

x = 0,1..... 100,000

i;1®.-5
10. (a) np= 5 ; (b) P(X = 10)= -5-5  . n .  c -86/117

10!
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12. (a) ( ,?°)(0.607í? (0.393f = 0.00943 ; (b) 607 páginas >

(c) 304 páginas.

14. e0' 005 * 0.995 . 15. 232 disparos .

20. 0.368 ; 0.264 .

22. (a) binomial de parámetros n • 5 * 10 y p = 10 * ,

(b) aproximación de poisson con np = 5, P(X = 0) = a -5

(b) use aproximación de poisson (porque?) . 0.1403

24. e ' S = 0.00674 ; 7 panetones.

25. 1060 frutillas aproximadamente. 26. 0.3851 . 27. 0.48467 .

28. Se debe tomar una muestra de 1.535 cm3 o más .

29. (a) —  e 1 = 0.130 . (b) e ' 7/ —  e ' 7 = ^  = 0.006 .
7! 71 7'

30. 0.7860 .

31. (a) 0.1494 . (b) 0.0498 , (c) 0.4232 .

32. (a) Es una binomial con parámetros n = 50* ; (b) 0.0126 ; (c) 0.0018 ;

(d) 0.9856 . ” = ®-°l

33. (a) binomial. con r> = 300 y p = - L  , (b) (5999/6000J300 e  1,2 =0.607
2n

(c) (0.607)16 = 0.0003 .

34. e~* - 0.0183 . 35. 4« -3 = 0.199

36. (a) < r n/400 ; (b) 400e- n / w o  ; (c) n - 832 .

37. $269

38. e _1(l + S e ' 2) £  0.517 .

39. (a) binomial con parámetros n = 20 y p = 0.02 ; (b) E(X) ■ 0.4 .

(c) P[X í 1] = 1 - P[X = 0] = 1 - (0.98)20

(d) Puesto que np - 0.4 < 5 . aproximamos la binomial a la distribución

de poisson con X = np « 0.4 .

P[X í 1] = 1 - P[X = 0] - 1 - e ' 0-4 .
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PROBLEMAS 6.1

1. I 2. i  i  1 • 3. (a) 2, (b) 3 , (c) 4
4 4 2 . 4

4. - / T ,  / f  • 5. --6. (a) F(r) = 
5

0 x < 0
—  , 0 < X < 30 , (b) -  , (c)
30 2

1 » x  £ 30

7. P(X < ~ )  = -
3 3

8. (a) P(X <0.04) + P(0.16 < X <  0.2) = 0.4

(b) P(0.05 < X < 0.15) = 0.5 .

2 • fh» 3
5 ‘ (b> i

9. 0.2Cj + 0.4C2 + 0.4C3 - C . 10. (a) |  ; (b) -  , (c) 7.5

PROBLEMAS 6.2

5. (a) e'°-s- els = 0.3834 ; (b) e~2 = 0.1353 ; (c) 1 - (1 -e'2) = 0.

6. $1.30 .

6
9. |r>4( x ) l l  - e'3/* f t c ‘ 3/4] 6"X = 0.3968 .

10. P(X Z Z )  = 0.2627 . 11. 0.2865 ; 0.5654 .

12. (a) 0.08208 ; (b) 0.7576 .

13. (a) 0.0498 ; (b) 2 .

15. (a) 0.7866 i (b) 2.63 años . 16. 0.3679 .

PROBLEMAS 6.3

2. c = 12 .
4. (a) 0.0082 •,

7. (p . o 2) = (8,4)

8. 8.08 X .

13. o = 549 horas .

17. 0.2302

18. (a) 0.8164 ;

20. 0.34545 .

23. (a) 524.64 ;

3. 0.1336 .

(b) 0.8904 . 

o ( v , o 2) = (2,64) .

9. 68.26 X .

14. E(X) = 455 .

(b) 2585 ;

(b) 510.88 .

6. c - 2.12 .

10. 10.5 puntos

16. 0.1151 .

(c) 59.72 seg.

üj 
|ro
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24. (a) 6.55* ; (b) 307.5 ; (c) 307.7 .

26. 18 días .

28. (0.9772)* . 29. 0.06356 . 31. o = 87.463

32. Será preferible usar tii>os de tipo B, pues P[X^ 2 35] < P[X§ 2 35] .

33. (a) usamos el procedimiento fl, pues PfX^ < 30] >P[XB <30]; (b) se elige el

proced. B . 34. (a) 16 ; (b) 551 ; (c) 27 ; (d) 29

35. 62 . 37. 0.2514 . 38. 0.9050 .

39. 6.3* . 40. si, 97.72* tienen durabilidad superior a 400 horas

41. (a) 334; (b) 2881 ; (c) 749 .

42. (a) 5.0* ; (b) 2.42 -, (c) 7.3 2 .

43. Costo promedio por varilla utilizable = $ 13.36 . 44. $ 23.40 .

45. (a) distribución normal, ii - 288 onzas, o = 0.4898 onzas;. (b) 0.5 .

46. (a) 0.0207 ; (b) 0.4443 .

49. (a) V = 14, o = 25; (b) 0.2881 . 50. 0.6768 .

51. 10.56* . 52. 5.48*.

53. (a) 0.9981 ; (b) 0.0003 - 54. 58.4 y 97.6 kg.; 0.0227.

55. 0.0359 . 56. 0.0307 - 57. (a) 0.1802 ;

58. 0.1920 - 59. 0.0793 - 60. 16 . 61. 0.1587 .

PROBLEMAS 6.4

1. (a) 0.7852 ; (b) 0.0853 ; (c) 0.6779

2. 0.0150 .

3. (a) 0.00 ; (b) 0.9328

4. (a) Tiene una distribución binomial con n = 72 y p » -i; los parámetros

p = 48 , o2 = 16 (b) 0.3520

5. 0.07221 . 6. (a) 0.2327 ; (b) 0.0179 .

7. (a) 0.3085 ; (b) 0.7454 .

8. (a) 0.5548 ; (b) 0.3823 ; Cc) 0.5802 .

9. 0.3300 . 10. (a) 0.1056 ; (b) 0.1251 .

11. 0.93B6 . 12. (a) 0.0268 . ; (b) 0.0268 ;

(c) 0.9616 .

13. (a) 6 (b) 125

14. (a) 6 . (b) 9 , (c) 2 . (d) 12
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17. (a) 0.9793 18. (a) 0.9662 (b) 24 .

19. n(M) = 3o ( M )  = 25 > 5 . n = 30 = (0.05)600 = 0.05N .
N 600

X = número de focos buenos en la muestra de 30. Se aproxima por la normal. 

P[X = 30] = 0.0101 .

CAPITULO 7

PROBLEMAS 7.1

1. 0.8051 .

3. (a) 14/3 10
T. X f  - 10

c 10 i-15 . p q

8. (a) 0.7948

2. (a) 0.0228

(b) 10/9 .

6- f l *  j ....

(b) 0.2052 .

(b) 0.0668 .

4. |i = 1, <? =
10

x1Q) = 1 , 0 < < 1, i -  1,2, .10

PROBLEMAS 7.Z

1. (a) 5 . / T  ;

(c) 5 , ✓ 5/ 3 ■

2. |i » 4.5 . o = 2.872281 (a)

(b) „ = 4 .5 ,
°X = K 914854

3. (a) 4. / 8 / 3  ; (b) 4.

4. P = . °5 = 4 ;

(a) X 5.00 7.50 10.00

plx ) 0.64 0.32 0.04

v// ASí'í
(b) {(2.4). (2.6). (2.8). (4.6). ( 4 , 8 ) ]4'

i ; (c) 0.2905 .

(b) E(X) = 6. var(l) = 2. Se cumple

que E(X) = E(X) y Var(X) = -2? = ̂  *?■
n Z

(c) X 5.00 7.50 10.00

plx ) 56/90 32/90 2/90

(d) E(X) = 6, Var(X) = 16/9. Se ve

rifica que E(X) ■ 6 y

2

5. 0.6818

7. 0.4772 .

6. (a) 0.7066 ;

Varm = ̂ = 4 i9_
n N - 1 2 10 ■=• 1

(b) 0.3802 :

8. (a) ps = 6.25 . oj = 0.617 ;

9. (a) 6.726

(b) 0.0212 .

(b) No , la población tiene distribución normal.
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10. (a) 110.5

11.
12.
13.

15.

17.

21.
22.
23.

24.

25.

26. 
29.
31.

34.

(b) 0.9876 ; (c) Debe cumplirse el teorema central

del limite.

(b) 0.3707 ; (c) 0.9082 ; (d) a las 2. p.m.

(b) entre 4804 y 5196 inclusive.

l«-í (a) 0.0228 ; (b) 0.1587 ;

16. (a) 0.6892 ;■ (b) 0.2881

18. (a) Entre 1.99804 y 2.00¿96

(b) 0.8106 ; (c) 0.1502

(b) 0.0015 „V, '

(c) 0.50 

(b) 0.0668

(a) 0.0228 ;

(a) 0.7734 ;

0.6950 .

t = 407 .

Cero

(a) 0.0392 ;

(a) 0.2164 ;

0.0258

(a) 0.8621 j. (b).jO,862i.;í; *-.(?> 0:03 (d) 0.037 .

si, pues PfX <;0.5) = p(z ¿-6) - 0

(a) 1 ; (b) 15 27. n = 41 . j»! n >  68

n “ .16 '• ■'- ■ 30, n = 136 .

u _ - o? . . = —  32, 0.7064 '. 33. (a) 0.9582 ;1 * TV-9- ■ ■" '
p(X£ - í ¥ < 0) = 0 .

36. (a) O.08Ú2 ;

35. i:96c/i- + —
" a  " b

(b) 0.6212 37. 0.0188 .

38. n = 13 ; n = 14 . 39. n = 7 .

40. (a) P 0/5 = 0.0 1/5=0.2 2/5 = 0.4 3/5 = 0.6 4/5 = 0.8 5/5= 1.0

p(P) 0.5905 0.3280 0.0729 0.0081 0.0004 0.0000
(b) E(P) = 0.1 = p , Var(P) _ 0.09 _ 

5
0.0180 = P l 1 - P )  

5

41.

43.

44.

45.

(c) Desde que p  = 0.1 < 0.5 , p es sesgado a la derecha 6 sesgado positi

vamente

E(P) = 0.5 y Op = 0.13608 . 42. (a) p- = 1/3; (b) 0.8664

(b) entre 21.02* y 38.98*

(b) 0.9938 ... • -

(a) 0.4854 ,

(a) 0

(a) 6 ; (b ) P .. 0 . •0.5- 1

pfP) 0.1 0.6 0.3

(c) (1) 0.3 

(e) (1) 0.6

( 2 ) 0.1  ; 
(2) 0.3 .

(d) 0 .6
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46. 0.6 47. (a)

p 0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1

p(p) 0.152 0.0872 0.2140 0.2918 0.12388 0.117 2 0.0320 0.0037

b) (1) 0.2388 * (2) 0.3164 ; (c) i. = 0.45 
P , 0¡; = 0.188

48. (a) p_ “ 0.15 ;

(c) O.ffel a 0.209

49. 469

o -  = 0.0357 ;
P

(d) 0.121 a 0.179

(b) 0.8384 , 0.7187

(e) 0.5 .

50. 900

PROBLEMAS 7.3

1. (c) 13.28 ; 3. (a) 0.6 aprox. ; (b) 0.72 aprox. ; (c) 0.32 aprox.

4. 0.94

9. (c) 1.714

11. (a) 0.15 aprox.

15. (a) 0.1 aprox.

17. 0.94 . 18. 0.025 .

20. (a) 0.36 , (b) 0.49

21. (a) es menor que 0.01 ,(b) entre 0.01 y 0.05 pero mas cerca a 0.01

3. (a) 0.6 aprox. ; (b) 0.72 aprox. ;

5. 0.95 ; 6. 0.25

10. (a) 0.05 ; (b) 0.94

(b) 0.985 aprox. (c) 0.99 aprox.

CAPITULO 8

PROBLEMAS 8.2

1. 0.75 ; 5. (a) 157.65 < p <  162.35 ;

(b) 158.03 < p < 162.35 ; (c) 284 observaciones adicionales

6. 67.2 < p < 72.8 puntos ; 7. 20.02 < p < 21.98

8. (a) 138 ; (b) 40.3 < p < 43.7

9. 38 10. (a) 1537 ; (b) 385 ; 11. 49

12. (a) 6,625 fibras o menos ; (b) 140-

14. entre 9.58 , 452.00 y S/. 61,548,000

15. entre S/. 5,226,000 y S/. 6,774,000

16. 1,616,812.5 y 1,883, 187.5

19. (a) 13 < Pj - pz < 17 ; (b) 12 < Pj - p ? < 18
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20. 4.6 < l*j - 1*2 ■* 15.4

24. n - 208 25 . 0.49 < p < 0.642 ; 26. 0.1442 < p < 0.1998

30. (a) 0.19 < p - p < 0.31 ; (b) 0.17 < p - p < 0.33
1 ? 1 2

31. - 0.0054 < p - p < 0.2054
1 2

34. (a) n = 266,256 » (b) 10,544 • 37 . 0.37 < p < 0.91- 38. 384-

40. 0.8904 ; 41. n = 97 42. (a) 0.9544

(b) varias respuestas posibles

43. 279 < u < 291 ; 44. 90 %

47. 9.81 < p < 10.31 ; 48. 15.63 < v < 21.57

55. (a) íj = 85.2 , Xz = 88.6 ; SZ = 33.75

T = 1.8595 , - 9.23 < Pj - u 2 < 3.43

(b) Se supone que las poblaciones de las que se extraen las muestras son

aproximadamente normales

(c) Se supone que las distribuciones de las medias muéstrales son aproxima 

damente del tipo normal, con varianzas iguales

56. S 2 * 11.6 ; 4.521 S o2 í 69.795

CAPITULO 9

PROBLEMAS 9.2

1. a * 0.0146 ; 6 = 0.0126 . 2. a = 0.0386 ; 8 = 0.2779 ; 8 = 0.5

3. Si ; z = 4.67 . 4. z » 6.6 , 66 > 2.33 , rechazar H O
5. z = 3.3 ; 3.3 > 2.58 ; rechazar H O
7. Si ; 8. Si ; 9. No 10. SI

11. No rechace H c

14. t = - 3.47 *, - 3.47 < -  2.896 ; rechazar Hc

15. aceptar H ; 17. No ; 23. S1 ; 24. SiO
25. No , (si, cuando a - 0.1) ; 26. Si

27. No ; 28. z - - 0.824 < - 2.83 ; no se rechaza

29. No se rechaza H ; 31. No rechace HO O
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