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INTRODUCCION

El propésito de este libro es presentar las técnicas de muestreo estadistico en
su doble faceta tedrica y practica. Su contenido esta enfocado a docentes y
estudiantes universitarios de todos los niveles que imparten o cursan la materia de
muestreo estadistico, asi como a los profesionales de los sectores en los que se
aplican las técnicas de muestreo (economia, biologia, botanica, zoologia, marketing,
auditoria, agronomia, comercio, transporte, medicina, control de calidad, etc.).

También es de interés esta obra para los aspirantes a los Cuerpos Oficiales de
Estadistica del Instituto Nacional de Estadistica (INE), pues su contenido se adapta a
las materias exigidas en las oposiciones al Cuerpo Superior de Estadisticos del
Estado y al Cuerpo de Estadisticos Técnicos Diplomados.

El libro comienza presentando las herramientas basicas en muestreo
estadistico explicando de forma concreta su utilizacion, teniendo presente que la
teoria de la probabilidad es el fundamento de los métodos de muestreo, y que un
buen conocimiento de los métodos generales de estadistica y de la teoria basica de las
estimaciones desde el punto de vista estadistico es esencial para un entendimiento
adecuado del desarrollo riguroso de la teoria del muestreo.

A lo largo del libro se ofrecen demostraciones que incorporan instrumentos
matematicos avanzados mezclados con la utilizacion practica de los resultados y cuya
finalidad es la de dirigir la atencion del lector hacia la utilidad de los resultados
obtenidos.

Los primeros capitulos sitian al lector en el contexto del trabajo del
muestreo estadistico, para facilitar una adecuada apreciacion de la teoria del
muestreo.
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A continuacion se presentan los métodos basicos para seleccionar muestras y
se desarrollan los diferentes tipos de muestreo como muestreo aleatorio simple,
muestreo estratificado, muestreo sistematico, métodos indirectos de estimacion por
razon, regresion y diferencia, muestreo y submuestreo de conglomerados, los
procedimientos para el muestreo doble y los problemas peculiares a las encuestas que
se repiten, la forma de como debe planificarse la encuesta y analizarse los datos ante
la presencia de respuestas erroneas, la falta de respuesta y su ajuste, problemas
relativos a marcos imperfectos, etc.

En cuanto a la metodologia, se comienza presentando los temas de forma
tedrica, para a continuacion resolver ejercicios practicos que ilustran los métodos
tedricos utilizados.



CAPITULO 1

PRIMEROS CONCEPTOS
EN LA INVESTIGACION
POR MUESTREOQO

CONCEPTO DE MUESTREO

En toda investigacion estadistica existe un conjunto de elementos sobre los
que se toma informacion. Este conjunto de elementos es lo que se denota con el
nombre de poblacién o universo estadistico. Cuando el estadistico o el investigador
toma informacion de todos y cada uno de los elementos de la poblacion estadistica
se dice que esta realizando un censo. Sin embargo, esto no es muchas veces
posible, ya sea por el coste que resulta de la toma de informacion, o bien porque la
toma de informacion lleve consigo la destruccion de los elementos en cuestion, o
que la poblacién tenga infinitos elementos, o por otras causas.

Este problema lleva al investigador a tomar la informacion so6lo de una
parte de los elementos de la poblacion estadistica, proceso que recibe el nombre de
muestreo. El conjunto de elementos de los que se toma informacion en el proceso
de muestreo se llama muestra y el numero de elementos que la componen famario
muestral. Existen varios tipos de muestreo, dependiendo de que la poblacion
estadistica sea finita o infinita, materia sobre la que existe amplia literatura
estadistica, pero nosotros consideraremos solamente el muestreo en poblaciones
finitas. El investigador utiliza la muestra para la toma de informacion, pero lo
importante es que dicha muestra sea representativa.

Por lo tanto, entenderemos por muestra un subconjunto lo mas representativo
posible de una poblacion. Naturalmente, el estudio del colectivo requerira un
cuidadoso proceso de muestreo, a los efectos de elaborar ese subconjunto en las
condiciones mas adecuadas de representatividad, puesto que la inferencia se
caracterizara por aplicar al colectivo las conclusiones obtenidas a partir de la
muestra. En este sentido, el método de seleccion de la muestra reviste una singular
importancia, dado que dependiendo de como se haya constituido ésta se seguiran
unos u otros resultados. Precisamente los métodos de seleccion de la muestra seran el
nucleo principal a tratar en este libro.
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Con la finalidad de medir el grado de representatividad de la muestra lo mejor
posible es necesario utilizar muestreo probabilistico. Diremos que el muestreo es
probabilistico cuando pueda establecerse la probabilidad de obtener cada una de las
muestras que sea posible seleccionar, esto es, cuando la seleccion de muestras
constituya un fenomeno aleatorio probabilizable. Dicha seleccion se verificara en
condiciones de azar, siendo susceptible de medida la incertidumbre derivada de la
misma. Esto permitira medir los errores cometidos en el proceso de muestreo.

Se denomina inferencia estadistica o estadistica inductiva a la metodologia
consistente en inferir resultados, predicciones y generalizaciones sobre la poblacion
estadistica, basandose en la informacion contenida en las muestras representativas
previamente elegidas por métodos de muestreo formales. La inferencia estadistica esta
basada en la teoria de la probabilidad, pero tiene un caracter diferente. En inferencia
estadistica se consideran fendmenos en los que se manifiesta la regularidad estadistica y
se construyen modelos probabilisticos para describirlos.

Podemos definir los métodos de muestreo como el conjunto de técnicas
estadisticas que estudian la forma de seleccionar una muestra lo suficientemente
representativa de una poblacion cuya informacion permita inferir las propiedades o
caracteristicas de toda la poblacion cometiendo un error medible y acotable.

A partir de una muestra, seleccionada mediante un determinado método de
muestreo, se estiman las caracteristicas poblacionales (media, total, proporcion, etc.)
con un error cuantificable y controlable. Las estimaciones se realizan a través de
funciones matematicas de la muestra denominadas estimadores, que se convierten en
variables aleatorias al considerar la variabilidad de las muestras. Los errores se
cuantifican mediante varianzas, desviaciones tipicas o errores cuadraticos medios de
los estimadores, que miden la precision de los mismos.

La teoria del muestreo proporciona una técnica estadistica de caracter muy
practico que sencillamente busca obtener datos de una poblacion (hogares, empresas,
arboles, etc.) en su totalidad, utilizando tan sélo una parte reducida de la misma,
denominada muestra, aunque como es logico pagando algin coste (calculable) en
cuanto a la precision de las medidas poblacionales inferidas.

De forma metaforica podriamos decir que una muestra, que se supone repre-
sentativa de una poblacion, es similar a lo que representa una maqueta respecto del
edificio del que ofrece una imagen. La muestra, al igual que la maqueta, sera mejor o
peor, segun el grado de representatividad que ofrezca. La teoria del muestreo traslada
la informacion aportada por la muestra a toda la poblacion, dando lugar a lo que se
conoce en muestreo como elevacion del dato muestral a la poblacion que se estudia.
En la metafora de la maqueta el factor de elevacion seria la escala de la misma, que
permite pasar un dato de la maqueta a su correspondiente dato para el edificio real
que representa.
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POBLACION, MARCO Y MUESTRA

Una tarea importante para el investigador es definir cuidadosa y completamente
la poblacion antes de recolectar la muestra. Inicialmente una poblacion es una
coleccién de elementos acerca de los cuales deseamos hacer alguna inferencia. Esta
poblacion inicial que se desea investigar se denomina poblacion objetivo.

Pero el muestreo de toda la poblacion objetivo no es siempre posible.
Existiran problemas que van a impedir obtener informaciéon de algunos de sus
elementos. Entre estos problemas cabria destacar las negativas a colaborar, las
ausencias, la inaccesibilidad a algunos elementos o los errores en los intrumentos de
medida de la caracteristica que se estudia en los elementos de la poblacion. Por lo
tanto la poblacidn objetivo se ve restringida a la hora de obtener la informacién de
sus elementos, dando lugar al concepto de poblacion investigada, que es la
poblacion que realmente es objeto de estudio.

Por otra parte, una unidad de muestreo puede ser un simple elemento de la
poblacién, en cuyo caso estamos ante una unidad elemental de muestreo. Pero también
pueden considerarse unidades de muestreo que sean grupos no solapados de elementos
de la poblacién que cubren la poblacion completa, en cuyo caso estariamos ante una
unidad de muestreo compuesta de varias unidades elementales, también denominada a
veces unidad primaria. De esta forma se puede establecer una jerarquia de unidades
de muestreo en el sentido de que el primer nivel lo formarian las unidades elementales,
el segundo nivel lo formarian grupos de unidades elementales, el tercer nivel lo
formarian grupos de unidades de segundo nivel, y asi sucesivamente. En el muestreo
aleatorio simple suelen utilizarse unidades elementales, en el muestreo estratificado y
por conglomerados monoetapico se utilizan unidades de muestreo compuestas de
segundo nivel (estratos y conglomerados respectivamente). En el muestreo polietapico
se generaliza a unidades de niveles superiores segun el nimero de etapas de dicho tipo
de muestreo. En todo caso, las unidades de muestreo han de ser grupos no solapados
(de interseccién vacia) de elementos de la poblacion que cubran la poblacion objetivo.
En el caso de que las unidades de muestreo sean elementales, una unidad de muestreo y
un elemento de la poblacidn son idénticos.

Pero para poder seleccionar el conjunto de unidades de muestreo que
componen la muestra, sera necesario disponer de un listado material de unidades de
muestreo. Esta relacion de unidades de muestreo, de la que se selecciona la muestra,
se denomina marco. Lo ideal seria disponer de un marco tal que la lista de unidades
muestrales que lo componen coincida con la poblacion objetivo. Pero en la practica
el marco contiene impurezas debidas a desactualizaciones, errores, omisiones y otras
causas que hacen que el marco no coincida con la poblacién objetivo, lo que no
impide que el marco sea la contrapartida en el mundo real de la poblacion objetivo.
De todas formas, la separacion entre el marco y la poblacion objetivo ha de ser lo
suficientemente pequefia como para permitir que se hagan inferencias acerca de la
poblacion basandose en una muestra obtenida del marco.
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La imperfeccion del marco suele tener como origen la existencia de
duplicaciones de algunas unidades, omisiones de otras y la presencia de unidades
extrafias y vacias. Mantener un listado de unidades de muestreo actualizado es
imposible en la practica. Existiran unidades que deberian estar en el marco y que sin
embargo por problemas de actualizacion u otros problemas similares se omiten en el
mismo, y al revés, existirdn unidades que aparecen en el marco y que ya no debieran
estar en el mismo. Se suele denominar wnidad vacia a una unidad de muestreo
errébneamente incluida en el marco y que no pertenece a la poblacion objetivo
(aunque esté relacionada de alguna forma con la poblacién objetivo). Se suele
denominar unidad extrafia a una unidad que aparece en el marco pero que no es
realmente del marco y que de ninguna manera debiera constar en el mismo (no hay
ninguna relacioén posible entre la unidad y la poblacién objetivo). Por ejemplo, ante
una encuesta para analizar caracteristicas de la poblacion espaiiola en la que se toma
como marco un listado de viviendas, serdn unidades vacias las viviendas
deshabitadas. Como ejemplo adicional supongamos que para estimar la produccion
de leche en un pais se toma como marco una lista de explotaciones agricolas, en cuyo
caso, las explotaciones que no se dediquen total o parcialmente a la produccion de
leche (que por cierto, seran muchas) son unidades extrafias, ya que de ninguna
manera deberian aparecer en el marco.

Si eliminamos del marco las unidades erroneamente incluidas en él (unidades
extrafias, unidades vacias y duplicaciones) y a su vez le afiadimos las omisiones,
obtenemos la poblacion objetivo. Este proceso se conoce como depuracion de
marcos imperfectos.

Por otra parte, si eliminamos del marco las unidades de las que no se puede
obtener informacién para unos recursos dados (unidades inaccesibles, unidades que
no colaboran ni responden, unidades ausentes, unidades medidas erroneamente, etc.),
obtenemos la poblacion investigada.

El concepto de marco en sentido restringido incluye unicamente el listado
de unidades del que se va a extraer la muestra, pero también puede considerarse el
concepto de marco en sentido amplio, incluyendo adicionalmente al listado de
unidades, la informacion complementaria, es decir aquella informacion que puede y
debe utilizarse para mejorar el disefio en los procesos de estratificacion, seleccion,
estimacion, etc. Como ejemplos de esta informacion complementaria podriamos citar
el conocimiento de una variable auxiliar correlacionada con la variable en estudio
cuyos valores permiten realizar convenientemente estratos, o el conocimiento
completo de una variable auxiliar correlacionada con la variable en estudio que nos
va a servir de apoyo para utilizar un procedimiento de estimacion indirecta (razén,
regresion, diferencia), o el conocimiento de las estimaciones de determinadas
caracteristicas provenientes de una encuesta similar anterior o de una encuesta piloto.

A continuacidn se presenta un esquema de los conceptos vistos hasta ahora.
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CONCEPTOS

POBLACION OBJETIVO — Poblacion que se desea investigar

o Inaccesibilidad a algunas unidades

o Negativas a colaborar
Problemas .
® Ausencias

o Errores en los instrument os de medida

POBLACION INVESTIGAD A —> Poblacién que realmente
es objeto de estudio (teniendo en cuenta los problemas citados)

POBLACION MARCO —> Lista de unidades de muestreo de
entre las que se selecciona la muestra. Es la contrapartida en
el mundo real de la poblacion objetivo

UNIDAD EXTRANA — Unidad que no es realmente del marco
Y que no tiene relacion de ningun tipo con la poblacion objetivo

UNIDAD VACIA — Unidad erréneamente incluida en el marco
Yy que no pertenece a la poblacion objetivo aunque esté
directamente relacionada con ella

DUPLICACIONES — Unidades repetidas en el marco

OMISIONES — Unidades omitidas en el marco que son
del marco realmente

MARCOS IMPERFECTOS — Marcos con unidades vacias,
unidades extrafias, duplicaciones y omisiones

MARCO EN SENTIDO AMPLIO — Incluye informacién
complement aria (variables auxiliares, encuestas piloto)

MUESTRA — Conjunto de unidades de muestreo seleccionadas
de un marco o de varios marcos

UNIDAD ELEMENTAL DE MUESTREO — Elemento mds
simple de la poblacion

UNIDAD DE MUESTREO COMPUESTA O PRIMARIA —
Se compone de varias unidades elementale s
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Un marco puede ser un listado de unidades elementales o de unidades
compuestas, dependiendo del tipo de unidades de muestreo que se vayan a
seleccionar en el proceso de muestreo. Cuando el marco es de unidades compuestas,
puede ser posible disponer, adicionalmente al listado de unidades compuestas, de
listados parciales de unidades simples dentro de cada unidad compuesta (por
ejemplo, para realizar submuestreo). En este caso se dice que disponemos de marcos
multiples. La existencia de marcos multiples puede hacer el muestreo mucho mas
eficiente. Por ejemplo, los residentes de una ciudad pueden ser muestreados de una
lista de manzanas de la ciudad relacionada con una lista de residentes dentro de las
manzanas. El segundo marco puede no estar disponible hasta que las manzanas sean
seleccionadas y estudiadas con cierto detalle.

En general, una muestra es una coleccion de unidades de muestreo
seleccionadas de un marco o de varios marcos.

Vamos a considerar un sencillo ejemplo que ilustre los conceptos definidos
anteriormente. Supongamos que se trata de medir, mediante una encuesta, la posible
influencia en el resultado de unas elecciones de una emision de bonos justo antes de
las mismas. En este caso la poblacion objetivo estaria constituida por los votantes
reales de la comunidad con derecho a voto en las inminentes elecciones. Evidente-
mente no sera posible obtener respuesta de algunos de estos votantes, bien sea por
problemas de inaccesibilidad a su domicilio derivados de errores en las direcciones,
bien sea por su negativa a colaborar o contestar, bien sea porque no se encuentren en
su domicilio en el momento de la encuesta, bien sea porque el cuestionario que se les
pasa es erroneo, o por cualquier otro motivo. Si de la poblacién de votantes reales
restamos los votantes afectados por los problemas que acabamos de citar, obten-
driamos la poblacidn investigada.

Para seleccionar la muestra de votantes que han de contestar a nuestra encuesta
necesitamos un listado apropiado. En nuestro caso el listado ideal, es decir el marco,
seria la relacion oficial lo mas actualizada posible de personas con derecho a voto
registradas en la comunidad. Pero este listado ideal presentara diversos problemas.
Habra votantes en la lista que no podran ejercer su derecho al voto el dia de las
elecciones porque se hayan cambiado recientemente de distrito electoral y se hayan
inscrito en otra comunidad (unidades vacias). Puede haber votantes incluidos por error
en la lista que sean extranjeros o que no tengan la edad para votar y que en ningun caso
deberian estar en la lista (unidades extrafias). Puede haber votantes, incluidos por error
en la lista mas de una vez (duplicaciones). Puede haber votantes que no aparezcan en la
lista y que hayan adquirido recientemente el derecho a voto, bien por haber entrado en
las ultimas fechas en edad de votar o bien por haberse domiciliado en la comunidad
también en las ultimas fechas (omisiones). Por lo tanto, para que el marco cubra lo
mejor posible la poblacion objetivo (la coincidencia es en la practica es imposible), sera
necesario eliminar del marco las unidades extrafias, vacias y duplicaciones, y afiadir las
omisiones. Ya estaremos entonces en condiciones de seleccionar la muestra de entre la
relacidn de votantes de este marco depurado.
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A continuacion se presenta un esquema de los conceptos mas importantes
relativos a poblacion, marco y muestra.

Unidades extraiias
— Unidades vacias

) »  Duplicaciones \
POBLACION
MARCO > ={ POBLACION
+ Omisiones / OBJETIVO
POBLACION —  |Unidades inaccesibles = | POBLACION
MARCO Negativas a colaborar OBJETIVO
Ausencias

Errores de medida

A continuacion se presentan los conceptos del esquema anterior aplicados al
ejemplo de los votantes expuesto anteriormente

Extranjeros
— Desactualizados

»| Doble registro \
LISTA DE

y

VOTANTES =| Votantes en la

+ Registros recientes
Fuera de listados

comunidad

LISTA DE - Direccién incorrecta = Personas que
VOTANTES No van a votar ™ votan de hecho
Ausencias ese dia
Errores en papeleta

A
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La figura siguiente muestra un esquema en el que se identifican mediante
diagramas de Venn los distintos conceptos estudiados en este capitulo.

POBLACION INVESTIGADA ,
Unidades extraiias
Unidades vacias

POBLACION OBJETIVO v

A v
POBLACION MARCO

LAS DISTINTAS FASES DE LA INVESTIGACION POR
MUESTREO

En su sentido amplio la finalidad de una encuesta por muestreo es obtener
informacioén para satisfacer una necesidad definida. La necesidad de recopilar datos
muestrales de forma ordenada surge en todo campo de la actividad humana, por lo
que es muy importante que el estadistico tenga una buena idea del trabajo que debe
hacer en una encuesta por muestreo y de las limitaciones que confronta. A la hora de
llevar a cabo una encuesta por muestreo es necesario tener en cuenta determinadas
fases para su correcta planificacion y ejecucion.
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Objetivos

La primera tarea de toda encuesta por muestreo es fijar en términos concretos
los objetivos de la misma. Por lo general ocurre que el promotor de la encuesta no
estd seguro de lo que quiere ni de la forma en que va a utilizar los resultados. Es tarea
del estadistico discutir con los promotores para hacerlos pensar en términos
concretos. No aclarar la finalidad de la encuesta disminuird su valor en ultima
instancia, encontrandose al final de la misma con que los resultados no eran los que
realmente se querian.

Por lo tanto, es necesario establecer los objetivos de la encuesta de una forma
clara y concisa, y remitirse a estos objetivos conforme se vaya progresando en el
disefio e instrumentacion de la encuesta. Es vital mantener unos objetivos lo
suficientemente simples para que sean entendidos por quienes trabajan en la encuesta
y logrados con éxito cuando finalice la misma.

A la hora de fijar los objetivos es necesario tener presentes determinados
factores como son:

(Qué informacidn se necesita para cumplirlos?

e ;Cual es el motivo de la encuesta?

o ,Existe informacion disponible de antemano de encuestas piloto u otras encuestas
similares que pueda ser aprovechada?

e ;Existe informacién complementaria que se pueda utilizar para mejorar los

procesos de estratificacion, seleccion o estimacion?

(De qué medios materiales y personales se dispone?

Limites presupuestarios y temporales

Legislacion y restricciones administrativas

Oportunidad de fechas

Delimitacion de la poblacion objetivo y la poblacion investigada

Un vez que se tiene claro el objetivo de la encuesta, es necesario definir
cuidadosamente la poblacion que va a ser muestreada, teniendo siempre presente que
se va a obtener una muestra de esa poblacién que ha de ser definida de tal manera
que la seleccion de la muestra sea realmente factible. Por lo tanto tiene que estar
clara la cobertura de la encuesta, eliminando de la poblacion objetivo la parte de
poblacion ideal no accesible para obtener la poblacion investigada.

En muchos casos, las dificultades practicas para manejar ciertos segmentos de
la poblacién podrian apuntar a la eliminacién de los mismos del campo de la encuesta.
Por ejemplo, en una encuesta sobre la poblacion, podria resultar muy dificil cubrir a la
poblacién trashumante.
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En una investigacion sobre la agricultura en la que se tiene la intencion de
considerar toda pequefia propiedad de tierra para determinar qué se cultiva, las
consideraciones practicas podrian obligar a la omisién de lugares como los pequefios
huertos familiares. En una encuesta industrial se tendrian que omitir todas las fabricas
que emplean menos de dos personas si se considera que seria muy dificil incluirlas en la
muestra. De este modo, la poblacion que se procurara cubrir (poblacién objetivo) sera
por lo general diferente de la que es en realidad objeto de muestreo (poblacion
investigada). Los resultados que se obtengan a partir de la poblacién investigada se
aplicaran a toda la poblacion objetivo, presentando adicionalmente informacion sobre
los sectores omitidos (analisis de la falta de respuesta y de los errores de respuesta).
Esto se hace mediante procedimientos no muy exactos pero que pueden arrojar alguna
luz sobre el tema de la encuesta.

Establecimiento del marco

Con el fin de cubrir con la encuesta la poblacion objetivo, debe haber alguna
lista, mapa o algun otro material aceptable (marco) que sirva como guia al universo
que se cubrira. El marco debe examinarse para asegurarse que esta razonablemente
libre de defectos. Si no esta al dia, debe considerarse la posibilidad de actualizarlo.
Existen técnicas especificas de depuracion de marcos imperfectos, que seran
abordadas en los ultimos capitulos de este libro, cuya finalidad es eliminar del marco
las unidades extrafias y vacias, asi como cualquier otro tipo de errores u omisiones.
Como la depuracion total de marco es imposible, serd necesario presentar datos sobre
los errores de cobertura (errores cometidos en el muestreo por el desajuste entre
poblacion marco y poblacion objetivo).

La investigacion por muestreo se favorece por la existencia de una cierta
infraestructura estadistica previa, que llamaremos infraestructura estadistica
deseable, pero que ademas demanda como condicién necesaria una infraestructura
estadistica minima, siendo ésta imprescindible para llevar a cabo el disefio muestral
que posibilite la investigacion por muestreo.

Dentro de esta infraestructura estadistica minima, indispensable para la
investigacion por muestreo, se enmarca la existencia de directorios o marcos
convenientemente correctos y actualizados. Como infraestructura estadistica deseable,
afiadida a la minima y que favorece la investigacion por muestreo aunque no la limita
a ultranza, resefiamos la conveniente existencia de las infraestructuras
complementarias siguientes:

- Infraestructura de definiciones, de habitual uso, relativa a variables (de gastos,
ingresos, consumos...), y a unidades elementales o derivadas (hogar, empresa, local,
unidad de produccion...).

- Infraestructura de clasificaciones estadisticas. Una clasificacion estadistica
constituye un instrumento basico que posibilita la coherencia entre la recogida, la
tabulacion y el analisis de los datos, siendo un elemento armonizador.
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- Infraestructura de planimetria. Cuando la poblacion sujeta a estudio o el disefio
muestral se apoyan en una dimension espacial, es necesario establecer una cartografia
adecuada y codificacion territorial (delimitacion de espacios geograficos municipales, o
de secciones...). Ello facilita la investigacion muestral en aspectos de correcta
localizacion geografica y jerarquizacion de las unidades de muestreo.

- Infraestructura estadistica de datos complementarios relativos a las unidades de
la poblacion de los directorios o marcos (por ejemplo, conocer el nimero de trabajadores
de las empresas).

Resumiendo, en cuanto a lo que a infraestructura estadistica se refiere, la
situacion se sintetiza en la necesidad de disponer de una informacién minima y
homogénea de las unidades de la poblacion muestreada para posibilitar la investigacion
por muestreo y obtener posteriormente una informacion afiadida a la preexistente. Por
ejemplo, en el simil de maqueta de un edificio con muestra de una poblacion, la in-
formacion de infraestructura nos va a permitir construir la muestra (construir la
magqueta) y disponer de los estimadores (de la escala) que permite elevar los datos
de la muestra (maqueta) a la poblacidn (edificio real).

Es interesante resaltar que la informatica ha jugado un papel considerable al
potenciar, en cantidad y calidad, todos los elementos que participan en la investigacion
por muestreo. Concretamente, y en relacion con el marco, contribuye a agilizar los
procesos de creacion de infraestructura estadistica. Como ejemplo de marco informa-
tizado para la realizacion de encuestas dirigidas a empresas e instituciones podriamos
citar la reciente creacion en el Instituto Nacional de Estadistica espafiol (INE) del
Directorio Central de Empresas, en siglas DIRCE. El DIRCE trata de reunir en un
directorio unico todas las empresas espaiiolas, siendo su objetivo basico hacer posible la
realizacion de encuestas por muestreo dirigidas precisamente a las empresas, pues,
evidentemente, una empresa no podra ser seleccionada en una encuesta si no figura
resefiada en el directorio, debidamente actualizado, del que se selecciona.

El DIRCE, actualmente con referencia a 1 de enero de 1995, relaciona por
primera vez en Espafia un total de 2.301.559 empresas clasificadas segun actividad
economica principal, segun condicion juridica, por intervalos segun numero de
asalariados, etc. Geograficamente existen desgloses provinciales (de este computo se
excluye la agricultura, ganaderia, pesca, las administraciones publicas, las actividades de
comunidades de propietarios, el servicio doméstico y los organismos extraterritoriales).
En el DIRCE se procesan anualmente del orden de seis millones de registros, tarea que
solo se puede ejecutar utilizando medios informaticos. Ademas el DIRCE se basa en
registros administrativos ligados principalmente a la Administracion Tributaria y a la
Seguridad Social y si éstos no estuviesen operativos informaticamente, no hubiese sido
posible la creacion del DIRCE. Es evidente que, si existe un registro administrativo,
aunque esté gestionando con puntualidad, si no esta total o parcialmente informatizado,
no ofrecerd la opera-tividad que es necesaria para su uso estadistico.
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En esta situacion la operatividad informatica de los registros administrativos
pasa a ser un elemento clave. El DIRCE es un marco esencial para las encuestas
economicas oficiales, como por ejemplo la Encuesta de Salarios en la Industria y los
Servicios, con periodicidad trimestral desde 1963, y que proporciona los datos basicos de
ganancias por trabajador y hora trabajada, asi como las horas trabajadas en promedio por
cada trabajador. Las Encuestas Industriales, de Comercio Interior o la de Estructura de
las Explotaciones Agricolas son otros ejemplos de encuestas oficiales que utilizan como
marco idoneo el DIRCE.

Otro ejemplo de marco informatizado acompafiado de cartografia y planimetria
es el referente a la division del territorio espafiol en 40.000 secciones censales, de entre
las cuales se seleccionan aproximadamente 3.000 para poder realizar cualquier tipo de
encuestas oficiales que vaya dirigida a viviendas familiares o a las personas o grupos
familiares que las habitan. Este marco es el utilizado por el INE en el disefio muestral de
la Encuesta General de Poblacion (EGP), a partir del cual se hace posible la realizacion
de cualquier encuesta para obtener datos asociados a la poblacién de viviendas de uso
familiar o de los grupos humanos que en ellas residen. Sobre este disefio muestral se han
podido construir en Espaiia, desde 1964, todas las Encuestas de Poblacion Activa, las
Encuestas de Presupuestos Familiares, Equipamiento y Nivel Cultural de las Familias,
etc., y en general las encuestas del INE dirigidas, a viviendas familiares o a personas que
las habitan. En términos comparativos podriamos decir que el DIRCE supone, respecto a
las encuestas dirigidas a empresas e instituciones, el mismo avance que supuso el disefio
de la Encuesta General de Poblacion para las encuestas dirigidas a viviendas familiares y
personas que las habitan, basado en el marco obtenido por la division del territorio
nacional en secciones estadisticas.

Diserio de la muestra

Para los propdsitos de la seleccion de la muestra debe ser posible dividir la
poblacion en lo que se ha denominado unidades de muestreo de forma no ambigua.
Todo elemento de la poblacion debe pertenecer a una sola unidad de muestreo.

Si, por ejemplo, la unidad es la familia, debe definirsela de tal forma que una
persona no pertenezca a dos familias diferentes ni debe dejarse fuera a cualquier
persona que perte-nezca a la poblacion. Esta no es una tarea facil, ya que siempre hay
casos dudosos, y deben establecerse algunas reglas arbitrarias para manejarlos. Una
vez clarificadas sin ambigiiedades las unidades de muestreo, los problemas técnicos
que recibiran la mas cuidadosa atencidn seran la forma en que se seleccionara la
muestra y la estimacion de las caracteristicas de la poblacion y de su margen de
incertidumbre a partir de la misma. Estas cuestiones forman el nucleo central de la
teoria del muestreo, que es el tema principal de este libro.

Son puntos importantes del disefio de la muestra los siguientes:
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Especificacion de las unidades de muestreo

Métodos estadisticos para la depuracion del marco

Posible utilizacion de la informacién complementaria

Analisis y determinacion del tamafio de la muestra

Método de seleccién de la muestra, esto es, tipo de muestreo a utilizar
Formulas para los estimadores a utilizar

Formulas para la estimacion de los errores de muestreo

Métodos estadisticos para el tratamiento de la falta de respuesta
Control de otros errores ajenos al muestreo

En lo que se refiere al uso de la informdtica para la elaboracion de disefios
muestrales Optimos, es evidente que la grabacion de ingentes cantidades de datos
procedentes de cuestionarios muestrales, la imputacion de datos faltantes y el céalculo de
estimadores para elevar los datos de la muestra a la poblacion, en multitud de ocasiones
de gran complejidad matematica, se han visto radicalmente potenciados respecto de lo
que ocurria en la etapa preinformatica. Pero lo importante no es la existencia o no de la
informatica, sino su creciente utilidad, versatilidad, facilidad de uso y creciente
capacidad de proceso y, todo ello, con equipos mucho mas econémicos. Como ejemplo
de uno de los primeros disefios muestrales informatizados puede citarse el realizado por
el INE en el afio 1976 relativo a la Encuesta Permanente de Consumo, en el que se
trabajo con fichas perforadas que ocupaban casi la superficie de un amplio despacho y en
el que el tiempo de respuesta fue elevado dado el estado del arte de la tecnologia
informatica en aquella época. Los disefios muestrales tenian que basarse excesivamente
en la intuicion profesional por cuanto era prohibitivo pedir al ordenador central el
estudio de diversas alternativas para la eleccion del disefio muestral optimo. Hoy, la gran
facilidad de manejo de los ordenadores, su capacidad de proceso y en particular la
aparicion de potentes microordenadores, permiten hacer multitud de estudios en torno a
la eleccion optima del disefio muestral de un encuesta. Como ejemplo de un disefio
muestral actualizado tenemos el ya citado disefio muestral de la Encuesta General de
Poblacion (EGP), a partir del cual se realizan las encuestas oficiales del INE sobre
poblacion y hogares, como la EPA (Encuestas de Poblacion Activa), la EPF (Encuestas
de Presupuestos Familiares), y en general las encuestas del INE dirigidas a viviendas
familiares o a personas que las habitan.

Trabajo de campo

Se consideran trabajos de campo aquellos que consisten en la obtencion de las
medidas de las variables objeto de estudio, asociadas a las unidades de la poblacién
sobre las que se realiza la medicion. Para introducir, de forma somera, la complejidad
que pueda suponer la realizacion de los trabajos de campo, vamos a analizar
sintéticamente los elementos que participan en dichos trabajos de campo. Los elementos
que consideramos en la realizacion de los trabajos de campo son los siguientes:
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- Las unidades a medir

- Las variables objeto de medida

- El instrumento de medida

- La realizacion de la medida y la instrumentalizacion necesaria

e Las unidades a medir

Cuando se realizan encuestas es necesario tratar de aplicar con el adecuado rigor
las lineas de actuacion que presiden la teoria del muestreo. Ello supone determinar de
manera previa, a priori, la unidad informante sin que quepa ninguna arbitrariedad o
indeterminacion. Esto no sucede asi, en general, en la mayoria de las encuestas de
opinién y sociolodgicas, dirigidas a personas y hogares, con las que esta familiarizada la
mayoria de la gente y que, ademas, se toman como referencia de los trabajos estadisticos
por muestreo. En ellas la unidad informante se selecciona, en la mayoria de los casos,
siguiendo un criterio opinatico dentro de unas determinadas restricciones generales
(edad, sexo, zona de residencia...) y, por tanto, la eleccion no se hace estrictamente a
priori, lo que supone una facilidad mucho mayor de localizaciéon y eleccion de las
unidades informantes dispuestas a colaborar.

Sin embargo, una encuesta seria supone localizar inequivocamente las unidades
informantes (hogares, empresas, instrucciones, etc.), dando lugar a dificultades afiadidas.
Enumeramos por ejemplo las siguientes:

e Visitas reiteradas a los hogares, las que sean necesarias, ante casos de ausencia en el
momento en el que se verifica la visita para la entrevista.

¢ Si la ausencia del hogar es prolongada, la sustitucion, siguiendo una norma rigurosa,
por otro hogar, identificado también a priori.

La localizacion de los hogares en lugares de poblacion dispersa.

e La busqueda de establecimientos o empresas cuya ubicacion no es facilmente
asequible (poligonos industriales, diseminados, busqueda incluso, en otra provincia,
porque el titular informante reside en distinto lugar de aquel en el que se encuentra la
empresa...).

o Establecer contacto con el informante idoneo en una gran empresa (un jefe de
produccion no es lo mismo que un jefe administrativo...).

Nos ocuparemos ahora de las variables objeto de medida.

o Las variables objeto de medida

El rigor estadistico hay que trasladarlo también a la definicién de las variables
objeto de estudio para que la toma del dato esté correctamente acotada sin la menor
indeterminacion. Como ejemplo sencillo, supongamos que deseamos medir en un hogar
la variable cualitativa tener o no teléfono.
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Pudiera pensarse que esta variable no necesita ninguna explicacion
complementaria y, sin embargo, dentro del rigor al que aludimos sefialamos como
posibles alternativas la situacion de propiedad (el teléfono es propiedad del hogar que lo
utiliza y esta dentro de la vivienda), situacion de disponibilidad dentro de la vivienda (el
teléfono esta disponible en el hogar y esta dentro de la vivienda, y es compartido por dos
o mas hogares que conviven en la misma vivienda aunque no sea de su propiedad),
situacion de disponibilidad fuera de la vivienda (por ejemplo, en la tienda situada en la
planta baja aunque la vivienda esté en la primera planta).

Naturalmente lo anterior es un ejemplo sencillo de definicién de variables en lo
que se refiere al necesario grado de especificacion. Podemos facilmente imaginar la
complejidad existente en definiciones asociadas a variables de tipo econémico que, por
otra parte, exigen gran especializacion para definirlas. Como una muestra cualquiera
resefiamos la descripcion de lo que se entiende por prendas de uso masculino y de uso
femenino. Prendas de uso masculino son las que, teniendo una abertura delante, se
cierran superponiendo el lado izquierdo sobre el derecho. Cuando dicha abertura se
cierra o se superpone el lado derecho sobre el izquierdo son de uso femenino. Si la
prenda carece de abertura por delante pero el corte indica manifiestamente que ha sido
disefiada para uno u otro sexo, se clasificaran en el uso para el que fue disefiada. Las
prendas no identificables como prendas de uso masculino o femenino se clasifican en
femeninas.

Son evidentes las horas de trabajo, reflexion y discusion que hay que utilizar
para determinar cientos y cientos de variables como las apuntadas, y no es un luyjo
excesivo del trabajo estadistico el proceder con el grado de rigor y meticulosidad que se
desprende de las mismas. Lo que sucede es que la realidad ofrece para su estudio un
inmensa riqueza de matices distintos y todos tienen que ser recogidos por las variables
elegidas para representar tal realidad. De aqui que las definiciones de las variables han de
estar muy bien delimitadas porque, en caso contrario, al no diferenciarlas y acotarlas
debidamente, correremos el riesgo de agrupar datos heterogéneos.

o Elinstrumento de medida

El instrumento de medida es el elemento que se utiliza en las investigaciones por
muestreo para recoger el valor de las variables investigadas asociadas a la unidad
muestral sujeta a medicion. El instrumento de medida habitual en las encuestas es el
cuestionario, que contiene las variables cuyo valor han de cumplimentar las unidades
muestrales informantes, normalmente personas, hogares, empresas o instituciones.

El cuestionario es el medio de comunicacion entre el encuestador y la unidad
informante. Es ademas el instrumento de trabajo para la posterior codificacion de la
informacion. Ha de estar, por tanto, estructurado convenientemente en secciones y
preguntas para que sea facilmente manejable y codificable informaticamente. Ademas,
es conveniente que el cuestionario mantenga en todo momento el interés del encuestado,
siendo el vocabulario utilizado adecuado a su nivel. Por otra parte, el cuestionario ha de
disefiarse para que la entrevista no supere la duracién de una hora.
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A pesar de las indicaciones anteriores, es de destacar que en muchas de las
estadisticas oficiales los cuestionarios habituales suelen ser muy extensos, no son de
inmediata cumplimentacion y exigen, en la mayoria de los casos, costosas y laboriosas
elaboraciones afiadidas. No son, pues, como los cuestionarios de opinion, donde la
respuesta puede ser directa y al momento. Como ejemplo podemos citar la Encuesta
Continua de Presupuestos Familiares que realiza trimestralmente el INE. En ella cada
hogar que forma parte de la muestra tiene que cumplimentar tres cuestionarios
individuales, de tantos miembros como existan en el hogar de catorce afios o mas,
excepto el ama de casa. No obstante, sin esa informacién primaria tan exhaustiva no
existirian las radiografias que constituyen las estadisticas o serian de mala calidad y no
podrian tomarse las adecuadas decisiones politicas sociales y econdmicas que se realizan
sobre ellas.

o La instrumentalizacion de la medida

Evidentemente, la realizacién de la medida requiere la oportuna instru-
mentalizacion asociada a su ejecucion. Sucede que los esfuerzos necesarios a realizar
para lograr la correcta medida de las variables de estudio, asociadas a las unidades
informantes, l6gicamente se multiplican geométricamente en funcion de las dificultades
ya apuntadas al hablar de la determinacion y localizacién a priori y sobre el terreno de
las unidades informantes, de la dificultad para especificar las variables objeto de
observacion y de los extensos cuestionarios y de su laboriosa cumplimentacion. La
instrumentalizacion aludida se materializa en:

e Formacion de presupuestos y su realizacion y control

e Determinacion del método idoneo de recogida de los datos (entrevistador, teléfono,
servidor vocal, fax, correo, ordenador portatil, métodos mixtos)

e Elaboracion de manuales de instruccion, generalmente extensos y detallados, dada la
amplia casuistica que suele presentar la recogida de datos

e Disefio e impresion del material de trabajo como el cuestionario y el resto de la
documentacion de control de trabajo de campo

e Disefio de propaganda y su contratacion para motivar a los informantes (radio,
television, prensa especializada o no)

e Disefio de multiples visitas (para explicacion, recordatorio o ayuda) a las unidades
informantes para lograr la correcta elaboracion

e Preparacion de cuadros y tablas referentes a la informacion a recoger.

o Seleccion y adiestramientos de agentes y supervisores (ciclos de conferencias,
clarificacion de la documentacion y sobre todo del cuestionario y sus fines, etc.).

Nos ocuparemos ahora de un tema tan importante como es la utilizacion de la
informatica dentro de las tareas del trabajo de campo.
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e Lainformatica en el trabajo de campo

Respecto a la positiva interaccion del desarrollo informatico con los trabajos de
campo de las encuestas, hay que sefialar que esta interaccion se concreta en el desarrollo
de aplicaciones microinformaticas que favorecen notablemente tanto la gestion de la
recogida de los datos como la grabacion y depuracién de la informacion. Asi, una
aplicacion microinformatica puede desarrollar modulos de gestion que incluyan:

e El control de estado de la colaboracion de la unidad informante (cuestionario
enviado, recibido, reclamado, proceso de sancion...)

e Asignacion de trabajo para cada agente entrevistador

e Obtencién de indicadores ligados a la recogida de datos (de unidades recibidas en
plazo, fuera de plazo, unidades ausentes, negativas, fuera de ambito, ilocalizables...)

o Altas, bajas y modificacion de unidades para actualizar la base de datos de las
unidades muestrales

e Inclusion de variables testigo que permitiran detectar donde hay que concentrar mas
los esfuerzos en la tltima fase de la recogida

También la aplicacion microinformatica puede contener modulos de grabacion y
depuracion de datos, que permitirdn a un agente entrevistador aumentar su eficacia con
menus muy asequibles para facilitar su manejo, grabando la informacion directa-mente
segun la recibe de la unidad informante y depurando, es decir, corrigiendo posibles datos
erroneos detectados, con ayuda del programa informatico, en el momento de la
interaccion agente entrevistador-unidad informante.

Aplicaciones informaticas, en el sentido apuntado, vienen desarrollandose en los
ultimos afios en el Instituto Nacional de Estadistica con utilidades cada vez mas
crecientes y con mejores prestaciones. Como ejemplo del inicio de estas actividades
informatizadas tenemos las experiencias piloto de la Encuesta de Poblacion Activa
(EPA), en el sentido de sustituir o complementar el cldsico cuestionario con un
ordenador portatil que con un software adecuado facilite la toma de datos. Esto mismo es
aplicable a las encuestas dirigidas a empresas que disponen también de aplicaciones
informéticas més o menos sofisticadas para facilitar los trabajos de campo. Actualmente,
los agentes entrevistadores de la EPA se equipan con ordenadores portatiles que
implementan como aplicacion el cuestionario, que es rellenado directamente sobre el
ordenador utilizando dispositivos de entrada como el 1apiz dptico, que mejoran el clasico
e incomodo teclado. De esta forma, los datos del cuestionario se almacenan
automéaticamente en ficheros de los ordenadores portatiles que luego son descargados
sobre ficheros del ordenador central. De esta forma se elimina el costoso trabajo de
grabacion que en lo referente a la EPA suponia un 20% de la grabacion total en el INE.

Es necesario mejorar las aplicaciones informaticas para, de manera creciente, ir
facilitando la gestion del encuestador en la recogida del dato y en el control inmediato de
este trabajo.
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Seria ideal hacer interactiva la ejecucion del disefio muestral con los trabajos de
campo para alguna o algunas de las variables basicas de la encuesta que se realiza, de
modo que segun se vaya recogiendo mas muestra en campo sepamos como va la calidad
de la estimacion en cada estrato y globalmente. De este modo podriamos reasignar los
esfuerzos de recogida alla donde mas resentida pueda estar.

Encuesta piloto

Cuando se realizan encuestas de gran dimension suele ser muy util seleccionar
una pequefia muestra para una prueba piloto. Esta prueba piloto puede ser crucial, ya que
permite probar en campo el cuestionario y otros métodos de medicion, calificar a los
encuestadores y verificar el manejo de las operaciones generales de campo. De la
encuesta piloto también se pueden obtener estimaciones de determinadas caracteristicas
poblacionales que pueden utilizarse posteriormente en calculos sobre tamaiios
muestrales y estimaciones de los errores de muestreo. Los resultados de la encuesta
piloto siempre sugieren modificaciones en la planificacion de la encuesta general que
van a mejorar la calidad de los resultados de la encuesta a escala completa. Podriamos
sefialar como caracteristicas criticas de una encuesta piloto las siguientes:

Ensaya el cuestionario en condiciones reales.

Pone a prueba los aspectos fundamentales de la encuesta principal
Contrasta la idoneidad del marco

Resalta la variabilidad de determinados caracteres

Permite intuir la tasa esperada de falta de respuesta

Comprueba la idoneidad del método de recogida de datos

Aporta datos sobre el probable coste y duracion de la encuesta principal

Procesamiento de los datos

Las grandes encuestas generan gran cantidad de informacion, por lo que su
planificacién ha de recoger necesariamente el apartado de procesamiento de los datos.
Dicho procesamiento ha de realizarse de modo automatizado utilizando en la mayor
medida posible las prestaciones que ofrecen las nuevas tecnologias de la informacion y
la comunicacion. Entre las tareas mas importantes que abarca este apartado, y que
necesariamente se realizaran mediante medios informaticos, tendriamos las siguientes:

Proceso y depuracion automatica de cuestionarios

Imputacion de informacion faltante

Ajuste de la no respuesta

Calculo de estimaciones y sus errores

Tabulacion de los datos

Analisis de resultados mediante técnicas avanzadas de analisis multivariante
implementadas en la diversidad de software estadistico existente actualmente
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El procesamiento de la informacion se optimizaria acercando lo mas posible la
grabacion y depuracion de los datos al momento de la obtencion del dato mientras se
esta en campo, pues a posteriori se hace mucho mas dificil volver a contactar con la
unidad informante. Esto exige el desarrollo de sofisticados programas informaticos,
idoneos para cada encuesta y de facil manejo, para facilitar la grabacion y posterior
depuracion del dato primario por el propio encuestador.

También es muy interesante el desarrollo de aplicaciones informaticas mas
sofisticadas que permitan la integracion de recogida de informacion a través de fax
automatico asociado al ordenador (para la recogida de datos por fax), servidor vocal
(recogida de datos a través del teléfono, con reconocimiento de voz), y por correo
(usando, en lo posible, programas informaticos de reconocimiento de caracteres). Es
decir, tratando de trasvasar los datos primarios recogidos de las unidades informantes, lo
mas directamente posible, a una base de datos, con el objetivo de una mas rapida
operatividad de control del dato y elaboracion tltima del mismo.

En cuanto a la imputacién informatizada podemos decir, en sentido amplio, que
se trata de obtener estimaciones que permitan completar las tabulaciones sin dejar
huecos, ya que omitir en las tablas los datos faltantes supondria aceptar que la
distribucién de los datos omitidos coincide con la de los datos presentes. Desde que
Fellegi y Holt publicaron en 1996 su trabajo sobre correccion e imputacion automa-
tizada, se han venido desarrollando diferentes métodos sobre esta materia, cada vez mas
sofisticados y precisos, adaptandose a los considerables avances en el campo de las
nuevas tecnologias.

Evaluacion de resultados

Después de obtener los primeros datos relativos a una encuesta, es necesario
proceder a su evaluacion con la finalidad de contrastar la calidad de la encuesta antes
de proceder a la presentacion y difusion de resultados. Entre los puntos més importantes
que se persiguen con la evaluacion destacan los siguientes:

Contrastar las discrepancias entre el disefio tedrico y el aplicado

Evaluar los errores ajenos al muestreo y los debidos al muestreo

Analizar los costes

Comparar los resultados con los de otros disefios alternativos

Contrastar los resultados con los de fuentes externas para una encuesta similar

Presentacion de resultados

Una vez obtenidos los resultados de una encuesta, la mera publicacion de los
mismos no dice nada respecto del trabajo realizado para obtenerlos. Es muy necesaria
una presentacion ordenada y lo suficientemente documentada de los resultados que
permita conocer la calidad de los mismos y medir de alguna forma la confianza a
depositar en las estimaciones resultantes.
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Segin indicaciones de la Conferencia de Estadisticos Europeos, suele ser
habitual presentar dos tipos de informes sobre los resultados, el informe técnico y el
informe resumido. El informe técnico puede publicarse de forma irregular y ser puesto
al dia cuando se estime conveniente. Dicho informe suele ir dirigido a personal
especializado y ha de contener como minimo informacion sobre las fuentes de los datos,
conceptos, definiciones, clasificaciones y metodologia. El informe resumido va
enfocado hacia el usuario general y debe presentarse en cada difusién primaria de los
datos de una encuesta. Dicho informe ha de contener como minimo la referencia al
informe técnico detallado, informacion basica sobre la fuente de los datos, definiciones,
cobertura de la encuesta, idoneidad del marco, métodos de seleccion de la muestra y
estimacion, errores de muestreo, tasas de respuesta y comparacion de resultados con los
de fuentes externas.

Difusion de resultados

Una vez finalizada una encuesta es necesario trazar un plan de difusién de los
resultados de la misma que divulgue lo suficiente la informacion obtenida. En esta fase
hay que tener muy en cuenta los diferentes soportes de difusion de la informacién que la
técnica aporta en el momento actual, y en especial todos aquellos medios novedosos de
ultimo momento. Actualmente la difusion de los resultados de una encuesta debe
contemplar como minimo las siguientes caracteristicas:

¢ Difusion en soporte papel de modo resumido de resultados referidos a las variables
mas importantes de la encuesta.

e Difusion en soporte magnético del grueso de la informacion de la encuesta. En
soporte magnético la informacion no ocupa lugar y los medios actuales de
almacenamiento como el CD-ROM permiten difundir gran cantidad de informacién
de forma barata.

¢ Difusion de la informacion mas importante de la encuesta via INTERNET
Publicacion de avances previos a los resultados finales

e Difusion a medida de la informacion, con la finalidad de realizar explotaciones de los
microdatos que permitan obtener resultados muy especificos previa peticion de
usuarios especializados.

CONVENIENCIA Y LIMITACIONES DEL MUESTREO

Ya historicamente existio discrepancia entre los estadisticos defensores de los
meétodos representativos (obtencion de informacion poblacional a partir de muestras
que representen a toda la poblacion) frente a los métodos exhaustivos (obtencion de la
informacion poblacional solo a partir de censos que analizan exhaustivamente todas las
unidades de la poblacion). En el caso de la utilizacion de los métodos representativos,
puesto que la inferencia supone riesgo, es util indicar en qué casos conviene o0 no
obtener muestras en lugar de censos o investigaciones exhaustivas.
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Conveniencia del muestreo

Aunque el objetivo Optimo en muestreo, al igual que en otras muchas
disciplinas, consiste en emplear recursos minimos para obtener determinada
informacion, o bien en conseguir maxima informacidon con recursos prefijados,
existen unos criterios generales para el uso de las técnicas de muestreo que pueden
resumirse en los siguientes puntos:

e Se empleard muuestreo cuando la poblacion sea tan grande que el censo exceda
de las posibilidades del investigador.

e Se tomaran muestras cuando la poblacion sea suficientemente uniforme como
para que cualquier muestra dé una buena representacion de la misma.

e Se tomardn muestras cuando el proceso de medida o investigacion de los
caracteres de cada elemento sea destructivo (consumo de un articulo para juzgar
su calidad, determinacion de una dosis letal, etc.).

¢ Se utilizard muestreo cuando se observe desagrado de las personas de las que se
requiere informaciéon con el fin de disminuir el nimero de elementos de la
poblacidn que van a ser encuestados.

e Se utilizaran técnicas de muestreo cuando ello suponga una reduccion de costes,
considerando tanto el coste absoluto como el coste relativo (coste en relacion a la
cantidad de informacion obtenida). Este criterio suele conocerse con el nombre de
criterio de economia.

e El muestreo es conveniente cuando la acuracidad (ajuste del valor estimado al
valor real de la caracteristica en estudio) resulta ser muy buena. Este criterio suele
conocerse con el nombre de criterio de calidad.

e El muestreo es conveniente cuando la formacion del personal y la intensidad de
los controles y supervision son altos.

e El muestreo sera conveniente en general cuando constituya la solucion de mayor
eficiencia en el sentido del coste-beneficio.

Limitaciones del muestreo

Al igual que existen determinadas situaciones en las que es evidente la
ventaja de utilizar muestreo, existen otras en las que el muestreo no es muy
conveniente. Podriamos citar las siguientes:
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e Cuando se necesite informacién de cada uno de los elementos poblacionales.

e Cuando sea dificil superar la dificultad que supone el empleo de un instrumento
delicado y complejo como la teoria del muestreo.

e El muestreo exige menos trabajo material que una investigacion exhaustiva, pero
mas refinamiento y preparacion (base adecuada de los disefiadores y preparacion
de los entrevistadores, inspectores y supervisores), lo que puede suponer en
muchos casos una limitacion a su utilizacion.

e Cuando el coste por unidad, que es mayor en las encuestas que en los censos,
aconseje desestimar los métodos de muestreo.

CARACTERISTICAS DESEABLES DE
UNA INVESTIGACION POR MUESTREO

Hemos visto que el muestreo tiene sus limitaciones y sus ventajas. Sin
embargo, es deseable que las investigaciones por muestreo se ajusten lo mejor
posible a unas caracteristicas determinas, consideradas como Optimas, y que
podriamos resumir como se indica a continuacion:

Acuracidad: proximidad al valor verdadero de las caracteristicas poblacionales
estimadas.

Pertinencia: capacidad de los resultados estadisticos obtenidos con la investigacion
por muestreo para completar ciertas lagunas en el resultado de un fenomeno.

Oportunidad: utilidad de un resultado estadistico en funcidn de su disponibilidad en
el tiempo (puntualidad, rapidez y actualidad). En el caso de censos y grandes
encuestas es aconsejable la publicacion de avances provisionales de resultados
basados en muestras o submuestras.

Accesibilidad: aunque se disponga de un banco de datos informatizado pueden surgir
dificultados legales para utilizarlo (proteccion de la intimidad, secreto estadistico,
LORTAD y Ley de la Funcion Estadistica Publica). La informacién obtenida por
muestreo ha de ser totalmente accesible, asi como tener presente desde el disefio la
legalidad vigente.

Detalle y cobertura: la produccion de datos extensos y profundos puede llevar a
complementar una investigacion exhaustiva con una muestra

Economia: las consideraciones sobre costos en las diferentes etapas de planificacion,
recogida y procesamiento de datos, evaluacion, analisis y publicacion pueden mostrar en
algunos casos la no conveniencia de una investigacion exhaustiva. Luego este criterio ha
de tenerse siempre presente a la hora de planificar una investigacion por muestreo.
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Integracion: hay que obtener buena concepcion global de la informacién y buena
comparabilidad. La informacion obtenida en la investigacion por muestreo ha de ser
integrable y comparable con otras informaciones ya existentes o futuras.

NOTAS HISTORICAS

Las técnicas de muestreo estadistico en poblaciones finitas son bastante recientes. Dichas
técnicas vinieron originadas por necesidades practicas relativas a censos, recuentos,
juegos de azar y en general problemas de inferencia inductiva basados en datos
empiricos. Como anécdota puede citarse que una de las primeras aplicaciones de la
seleccion aleatoria la constituyo el diezmado de unidades militares como castigo.

A continuacion se expone la evolucion histdrica de las técnicas de muestreo
estadistico, distinguiendo entre trabajos preliminares, primeros trabajos especificos,
consolidacion de los textos generales sobre muestreo y evolucion del muestreo en las
décadas de los afios setenta y ochenta. Esta distincion viene marcada por la propia
evolucion cronoldgica de las técnicas sobre muestreo estadistico en poblaciones
finitas. Dentro de los primeros trabajos especificos se realiza una agrupacion segun
los diferentes tipos de muestreo.

Trabajos preliminares

Entre los trabajos que podriamos considerar preliminares a la teoria del
muestreo merecen destacar los siguientes:

1895- Kiaer (Director de la Oficina Central de Estadistica en Noruega). En su
publicacidon  Observations et experiences concernant les denombrements
representatifs hace una defensa de los meétodos representativos (obtencion de
informacion poblacional a partir de muestras que representen a toda la poblacion)
frente a los métodos exhaustivos (obtencion de la informacion poblacional sélo a
partir de censos que analizan exhaustivamente todas las unidades de la poblacion).

En esta época los métodos exhaustivos fueron defendidos por el aleman Von
Mayr y otros estadisticos oficiales temerosos de que las muestras pudieran llegar a
sustituir a los censos. También en esta época los métodos representativos fueron
defendidos en Estados Unidos por C.D. Wright, fundador del Bureau of Labor
Statistics en Massachussetts, en Inglaterra por Arthur Bowley y en Rusia por A.
Kaufmann y A. Chuprov.

1906 - Bowley. Aplica la teoria de la inferencia a encuestas por muestreo, y en
concreto aplico el teorema central del limite para evaluar la precision de las
estimaciones obtenidas con grandes muestras aleatorias de grandes poblaciones
finitas.
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1923 - El ruso A. A. Chuprov escribe un articulo con féormulas sobre teoria del
muestreo de poblaciones finitas sin reposicion.

1924 - El también ruso A. J. Kowalsky, en su libro Basic Theory of sampling Methods,
escribe ampliamente sobre teoria del muestreo de poblaciones finitas sin reposicion.

1924 - En el marco de las reuniones del Instituto Internacional de Estadistica (ISI)
se nombra una comision para el estudio de los métodos de muestreo formada por
Jensen, Bowley, Gini y otros.

1927 - Tippet publica la primera tabla de numeros aleatorios para la obtencion de
muestras probabilisticas

Primeros trabajos especificos sobre muestreo

En cuanto a los primeros trabajos ya especificos sobre muestreo agrupados
segun los diferentes tipos podriamos considerar los siguientes:

e Muestreo estratificado

1934 - Jerzy Neyman publica en la Royal Statistical Society de Londres el primer
trabajo considerado como cientifico sobre muestreo en poblaciones finitas cuyo titulo
es On the two different aspects of the representative method: the method of stratified
sampling and the method of purposive selection. Neyman establecié que la seleccion
aleatoria era la base de una teoria cientifica que permitia predecir la validez de las
estimaciones muestrales. Neyman se plante6 medir el grado de incertidumbre y
regularlo al actuar con observaciones afectadas de una cierta variabilidad. Dicho
grado se midid por intervalos de confianza y se reguld por criterios de eficiencia
como el de minimizacion de la varianza para tamario de muestra fijo. Neyman fue
el primero en presentar conceptos basicos de muestreo en poblaciones finitas,
proporcionando base cientifica sobre seleccion de unidades de muestreo, métodos de
estimacion, uso de informacién complementaria para estratificar y afijacion 6ptima.
1935 - Yates y Zacopanay amplian el criterio de afijacion de minima varianza de
Neyman a la afijacién de minima varianza para un coste fijo (afijacion 6ptima).

1938 - Neyman considera el muestreo doble o bifdsico para el caso en que no se
conozcan los tamaifios de los estratos pero puedan estimarse mediante una muestra
aleatoria simple preliminar extensa y barata. La caracteristica en estudio se estimara
utilizando una submuestra de la muestra extensa.

1941 - Stephan considera la estratificacion con caracteres economicos y King y
McCarthy consideran la estratificacion con caracteres agrarios.
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1942 - Jessen considera la estratificacion geogrdfica basada en que las unidades
adyacentes son en general mas parecidas que las unidades lejanas.

1943 - Hansen y Hurwitz realizan trabajos sobre estratificacion considerando la
necesidad de homogeneidad dentro de los estratos y la heterogeneidad entre ellos,
hasta llegar al extremo de considerar una poblacion tan homogénea que constituya un
solo estrato.

Existen trabajos importantes sobre muestreo estratificado posteriores en el
tiempo como Thionet en 1953, que aborda el problema del uso para la estratificacion
de una variable correlacionada con la variable a estimar, el de T. Dalenius en 1950
con titulo The problem of optimum stratification, el de H. Ayoma en 1954 con titulo
A study of the stratified random sampling, el de D. Raj en 1957 con titulo On
estimations parametric functions in stratified sampling designs, el de G. Ekman en
1959 con titulo An approximation useful in univariate stratification y el de T.
Dalenius y J. L. Hodges en 1959 con titulo Minimum variance stratification.

e Muestreo por conglomerados

Se trata de una técnica muestral que fue estudiada a partir de los afios
cuarenta, basada en el precedente de un trabajo de F. Smith en 1938, de titulo An
empirical law describing heterogeneity in the yields of agricultural crops.

1942- Hansen y Hurwitz utilizan por primera vez la palabra conglomerado para
designar un grupo de elementos que constituye una unidad de muestreo. Estos
autores introdujeron el muestreo con reposicion y probabilidades desiguales y el
concepto de coeficiente de correlacion intraconglomerados. El muestreo por
conglomerados se origind debido a la imposibilidad de disponer en muchos casos de
listas de unidades elementales de muestreo.

1942- Jessen sostiene que la media cuadratica entre los elementos dentro de un
conglomerado es una funcién mondtona creciente del tamafio del conglomerado. En
este afio Jessen publicé la obra Statistical investigation of a sample survey for
obtaining farm facts.

1943 - M. H. Hansen y W. N. Hurwitz tratan el muestreo por conglomerados en la
obra On the theory of sampling from finite populations.

1949 - M. H. Hansen y W. N. Hurwit tratan el muestreo por conglomerados en la
obra On the determination of the optimun probabilities in sampling.
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1950 - Ante problemas de costo derivados de las visitas a todas las unidades
elementales de los conglomerados elegidos para la muestra se considera el muestreo
con submuestreo, que aparece tratado en la monografia 4 Chapter in Population
Sampling del Bureau of the Census de Estados Unidos. P. G. Gray y T. Corlet en
1950 publicaron la obra Sampling for the social survey que trata el muestreo por
conglomerados con submuestreo. También Yates en 1950 y Sukhatme en 1950
realizaron estudios relativos a muestreo con submuestreo.

1951- Sukhatme y Pense realizan estudios sobre muestreo polietdpico. También
Sukhatme y Narain en 1952, Sukhatme en 1953 y Thionet en 1953 realizaron
trabajos sobre muestreo polietdpico estimando diversas caracteristicas poblacionales
y sus varianzas.

1951 - Narain estudia el muestreo con reemplazamiento y publica la obra On
sampling without replacement with varying probabilities

1951 - N. Keyfitz considera el muestreo con probabilidades proporcionales a los
tamafios de los conglomerados y publica la obra Sampling with probabilities
proportional to size adjustment for changes in the probabilities.

1951 - H. Midzumo considera el muestreo con probabilidades proporcionales a los
tamafios de los conglomerados y publica la obra On the sampling system with
probabilities proportional to sum of sizes.

1952 - D. G Horvitz y D. J. Thompson estudian el muestreo de conglomerados sin
reemplazamiento en la obra A generalization of sampling without replacement from
a finite universe.

1953 - F. Yates y P. M. Grundy estudian el muestreo sin reemplazamiento en la obra
Selection without replacement from within strata with probability proportionale to
size.

1953 - W. N. Hurwitz y W. G. Madow publican el libro Sample survey methos and
theory que contempla el muestreo por conglomerados.

1953 - J. Durbin estudia la seleccion con probabilidades desiguales mediante la
publicacion Some results in sampling theory when the units are selected with
unequal probabilities.

1954 - D. Raj escribe sobre el muestreo con probabilidades proporcionales a los
tamaiios en la obra On sampling with probabilities proportionate to size.
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1956 - D. Raj trata el muestreo de conglomerados sin reemplazamiento en la
publicacion Some estimators in sampling with varying probabilities without
replacement.

1958 - D. Raj presenta un método de estimacion de la varianza en muestreo con
probabilidades proporcionales a los tamaifios en la obra On the estimate of variance
in sampling with probabilities proportionate to size.

1962 - Hartley y Rao escriben sobre muestreo con probabilidades desiguales y sin
reemplazamiento en el articulo Sampling with unequal probabilities and without
replacement.

e  Muestreo sistematico

1942 - J. G. Osborne considera la existencia de correlaciones internas en el muestreo
sistematico (coeficiente de correlacion intramuestral) y publica la obra Sampling
errors of sistematic and random surveys of cover-type areas.

1944 - W. G y L. H. Madow en la obra On the theory of systematic sampling
investigan formalmente por primera vez el muestreo sistematico, que pasd a usarse
intensivamente a partir de 1944 debido a estudios sucesivos de estos autores en 1944,
1946 y 1949.

1946 - W. G. Cochran realiza estudios sobre muestreo sistematico en su obra
Relative accuracy of systematic and estratified random samples for a certain class of
populations. También Yates tiene un articulo al respecto publicado en el afio 1946 de
titulo A review of recent statistical developements in sampling and sampling surveys.
Este mismo autor en 1949

1949 - Yates contempla desarrollos sobre muestreo sistematico en la obra Sampling
methods for census and surveys.

1950 - Das compara el muestreo sistematico con el estratificado.

1963 - Brewer, K.R.W. contempla el muestreo sistematico con probabilidades
desiguales en la obra 4 model of Systematic Sampling with Unequal Probabilities
(Austral. Jour. Statist).

e Estimaciones de razon, regresion y diferencia (estimacion indirecta)

1950 - H. Midzumo realiza estudios sobre métodos de estimacion indirecta, tratando
las estimaciones por razon y regresion, y publica la obra An outline of theory of
sampling systems.

1951 - D.B. Lahiri publica la obra 4 method of sample selection providing unbiased
ratio estimates, que trata la estimacion insesgada de la razon.
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1953 - Hansen, Hurwitz y Madow proponen el método de estimacion indirecta por
diferencia y publican la obra Sample survey methods and theory.

1954 - Hartley y Ross obtienen un método de estimacion insesgada de la razén y
publican la obra Unbiased ratio estimator. También en 1954 D. Raj publica un
trabajo sobre estimacion de la razoén titulado Ratio estimation in sampling with equal
and unequal probabilities.

1958 - Olkin publica la obra Multivariate ratio estimation for finite populations.

e Trabajos sobre errores ajenos al muestreo

1938 - Mahalanobis indica la necesidad de evaluar, adicionalmente a los errores
muestrales, los errores ajenos al muestreo (desviaciones de aleatoriedad introducidas
por el personal de campo al no identificar bien las unidades muestrales, errores e
imprecisiones en los cuestionarios, falta de respuesta por ausencias y negativas a
contestar, etc.). En 1946 el propio Mahalanobis disefia la técnica de las submuestras
interpenetrantes para tratar la falta de respuesta.

1940 - Sthepan y Hansen escriben articulos sobre la falta de respuesta.

1944 - Deming diseiia el método que lleva su nombre para el tratamiento de la falta
de respuesta. y publica el articulo On errors in surveys. Dicho método fue
perfeccionado por el propio Deming en 1953, fecha en que publica el articulo On a
probability mechanism to attain an economic balance between the resultant error of
response and the bias of non-response (JASA).

1946 - Hansen y Hurwirz diseiian el método que lleva su nombre para el tratamiento
de la falta de respuesta, recogido en la publicacion The problem of non-response in
sample surveys (JASA).

1949 - Politz y Simmons diseilan el método que lleva su nombre para el tratamiento
de la falta de respuesta. Estos autores publican la obra An attempt to get the not at
homes into the sample without callbacks (JASA)

1954 - Durbin analiza el coste de las visitas repetidas y sus consecuencias. Publica el
articulo Non response and callbacks in surveys (Boletin del Instituto internacional
de estadistica).

1954 - Durbin y Stuart publican el articulo Callbacks and clustering in sample
Surveys: An experimental study (JRSS).
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1954 - Simmons publica el articulo sobre la falta de respuesta titulado 4 plan to
account for not at homes by combining weighting and callbacks (Journal of
Marketing).

1955 - Dalenius propone un método para obtener informacién de las unidades que no
han respondido antes de finalizar la encuesta.

1959 - Kish y Hess publican la obra sobre el sesgo de respuesta de titulo A
replacement procedure for reducing the bias of non response (The American
Statistician).

1961 - Hansen, Hurwitz y Bershad diseiian el método que lleva su nombre para el
tratamiento de la falta de respuesta mediante la publicacidn Measurements errors in
censuses and surveys (Bull. Int. Stat. Inst.- Boletin del Instituto Internacional de
Estadistica).

1965 - Warner publica el articulo sobre respuesta aleatorizada y sesgo de respuesta
titulado Randomized response: A survey technique for eliminating evasive answer
bias (JASA).

1967 - Horvitz, Shah y Simmons publican el articulo sobre el modelo de respuesta
aleatorizada titulado The unrelated question randomized response model (American
Statistician Association).

Consolidacion de los textos generales sobre muestreo

En cuanto a la consolidacion de los textos generales sobre muestreo, que
empieza a producirse a finales de los afios cuarenta y que cobra su mayor fuerza en las
décadas de los afios cincuenta y sesenta, podriamos destacar los trabajos siguientes:

1949 - F. Yates publica el texto Sampling methods for censuses and surveys, cuya
cuarta edicion apareci6 en 1981 (Griffin).

1950 - W. E. Deming publica el texto Some theory of sampling (Wiley).

1950 - P. G. Gray y T. Corlett publican la obra Sampling for the social survey
(Journal of the Royal Statistics Society A, en abreviatura J.R.S.S. A).

1953 - W. G. Cochran publica el texto Sampling Tecniques, que fue mejorado en su
edicion del afio 1977 (Wiley).

1953 - M . H. Hansen, W. N. Hurwitz y W. G. Madow publican el texto Sample
survey methos and theory (Wiley).

1954 - P.V. Sukhatme publica el texto Sampling theory of surveys with applications
(FAO, Roma. Traducido al castellano por Fondo de Cultura Economica).
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1955 - V.P. Godambe publica la obra A unified theory of sampling from finite
populations (J.R.S.S. B).

1962 - M.R. Sampford publica el texto An introduction to sampling theory, with
aplicattions to agriculture (Oliver and Boid).

1963 - M. N. Murthy publica la obra Some recent advances in sampling theory
(Journal of the American Statistical Association, en abreviatura JASA).

1965 - L. Kish publica la obra Survey sampling (JASA).
1967 - M. N. Murthy publica la obra Sampling theory and methods (JASA).

1967 - J. Durbin publica el libro Design of multistage surveys for the stimation of
sampling errors (Aplied Statis.).

1968 - D. Raj publica el libro Sampling theory (McGraw Hill).

1968 - R.M. Royal publica el texto An old approach to finite population sampling
theory (JASA).

Trabajos sobre muestreo en las décadas de los setenta, ochenta
noventa y tendencias actuales

En cuanto a los trabajos sobre muestreo en las tres ultimas décadas
podriamos considerar los siguientes aspectos:

e Reuniones de la Asociacion Internacional de Estadisticos de Encuestas. Se
presentan desarrollos tedricos y practicos de muestreo en poblaciones finitas.

e Trabajos sobre modelos de error total en encuestas y censos, calculo de errores de
muestreo y ajenos al muestreo.

e Disefio total de encuestas (D.T.E.). Se trata de la fijacion de un estandar de
encuestas con el que se persigue distribuir los recursos ejerciendo un control
sobre las distintas componentes del error para minimizar el error total. Destacan
las contribuciones de Nathan en 1972, Lessler en 1974, Fellegi en 1974, Nisselson
y Bailar en 1976 y Bailar en 1976 y 1979.

e Sistema de informacion para el disefio por muestreo (SIDEM) impulsado por
Horvitz en 1978 y que busca mejorar la calidad de las encuestas por muestreo.
Los usuarios del sistema tenian acceso al mismo para diseiiar sus encuestas y a la
vez contribuian a su enriquecimiento. Este sistema propuso una estandarizacion
de términos y definiciones, facilitd la aplicacion del concepto de disefio total y
proporciond estandares para la comparacion de errores
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En la década de los afios ochenta se han intensificado los trabajos sobre control
de calidad y muestreo, aplicindose fuertemente las técnicas de muestreo en el
control de calidad industrial.

También en esta época se ha puesto énfasis en el desarrollado de aplicaciones del
muestreo para su implantacion en todo tipo de auditorias.

Actualmente se siguen aplicando las técnicas de muestreo en campos tan
importantes como la biologia, economia, agricultura, comercio, transporte de
mercancias, procesos de simulacién y técnicas de investigaciéon de mercados
(marketing). En cuanto a las estadisticas oficiales, tanto en las encuestas sobre
poblacion y hogares como en las encuestas sobre empresas e instituciones, se
utilizan los disefios muestrales adecuados, ya mas refinados y mejor documen-
tados que en épocas anteriores. Asimismo, actualmente se dispone de marcos mas
depurados cuya obtencion no ha sido tarea fécil, pero que facilitan sobremanera el
disefio muestral y reducen los errores.

Asimismo es necesario destacar que la mayor transformacién se ha producido
ultimamente en la aplicacion de las nuevas tecnologias de la informaciéon y la
comunicacion a las diferentes fases de la elaboracion de encuestas, tal y como se
ha indicado ya al analizar las etapas de una investigacion por muestreo. La idea
general es extender la informatizacion al mayor nimero posible de etapas de una
encuesta, especialmente en la entrada de datos, codificacion de respuestas,
verificacion, control e imputacion, calculo de estimadores y sus errores y analisis
de resultados.

El analisis de datos y la gestion de bases de datos, que solian considerarse
pertenecientes respectivamente a dos campos distintos, el de los estadisticos y el
de los informaticos, constituyen en la actualidad un area de interés comun para
unos y para otros.

El uso de las técnicas informaticas ha permitido resolver la mayoria de los
problemas relativos a la clasificacion, almacenamiento y recuperacion de
microdatos y de macrodatos, posibilitando también la integracion de la metain-
formacion como puente entre la informacion almacenada y el usuario.
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HISTORIA

Kiaier, Wright.. (representativistas)
Bowley — TCL en grandes muestras
Aleatorio simple, Chuprov — Formulas en m.a.s.s.r.
Jensen, Bowley, Gini — ISI
Tippet — Tabla de numeros aleatorios
Neyman — Varianza minima para tamario fijo, bifdsico
Yates y Zacopanay — varianza minima y coste fijo
Stephan, King, Jesen — economia, agricultura, geograf
Hansen y Hurwit; — Homeg. dentro y heter. entre

Estratificado

Hansen y Hurwitz — Reposicion y prob. desiguales
Horvitz y Thompson — Sin repos. y prob. desiguales
Yates y Grundy — Varianza mejorada (sin repos.)
Conglomerados{ Hurwitz y Madow — Conglomerados sin y con rep.
Sukhatme, Yates, Gray, Corlet, B.C. — Submuestreo
Sukhatme, Pense, Narain, Thionet — Polioetdpico
Midzumo, Durbin, D. Raj, Lahiri, Brewer, Ikeda — ppt

Madow, Cochran, Yates — Muestreo sistemdtico formal
Sistematico, Das — Muestreo sistemadtico y estratificado
Brewer — Sistemdtico y prob. desiguales
Midzumo — Estimaciones por razon y regresion
M. Indirectos{ Hansen, Hurwit; y Madow — Estim. por diferencia
Hartley, Ross y Lahiri — Estim. insesgada de razon
Mahalanobis — Submuestras interp. falta respuesta
Deming, Hansen y Hurwitz,
Errores ajenos M Falta de respuesta; Politz y Simmons, Kish y Hess
Hansen, Hurwitz y Bershad
Sthepan y Hansen, Durbin, Dalenius, — Trabajos
Yates, Deming, Gray y Corlet, Cochran, H. H. y Madow, Sukhatme,
Godambe, Murthy, Kish, Durbin, D. Raj, Lethonen y Pahkinene
Asociacion Internacional de Estadisticos de encuestas (AIEE),
Diserio Total de Encuestas (DTE), Sistema de Informacion
Diserio por Muestreo (SIDM), Control de calidad, Auditoria,
Biologia, Economia, Agricultura, Comercio, Marketing, Simul.
NTIC — Entrada datos, codificacion, imputacion, cdlculos...
Andlisis de datos y Gestion de bases de datos (Data Mining)

Textos{

Actualidad

LA EVOLUCION DEL MUESTREO EN ESPANA

La

historia del muestreo en Espafia se desarrolla en torno al Instituto

Nacional de Estadistica, que viene desarrollando eficientemente su labor de
organismo oficial de la estadistica espafiola.
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Primeros trabajos de muestreo en Espafia

La primera aplicacion en Espaiia de la teoria del muestreo fue con ocasion de los
Censos de Edificios, Poblacion y Viviendas de 1950. Dadas las dificultades que suponia en
aquella época procesar, por métodos casi manuales, el cien por cien de los cuestionarios
censales, se optd, con encomiable espiritu innovador, por utilizar los métodos que
proporcionaban las recién nacidas técnicas de muestreo. Asi, ya entonces, se realizd un
disefio muestral basado en un muestreo estratificado aleatorio, muestreando un 10 por ciento
del total de cuestionarios censales, que se selecciond en cada estrato aleatoriamente y sin
remplazamiento y calculandose estimaciones para las caracteristicas censales objeto de
estudio, proporcionando ademas los correspondientes errores de muestreo.

Se abrio en Espafia, con este primer trabajo, la aplicacién de las técnicas del
muestreo. Este trabajo poseia las condiciones ideales para la utilizacion de estas técnicas,
puesto que los datos de infraestructura, materializados en el cien por cien de los cuestionarios
censales, eran accesibles sin problemas como directorio de base. Este modo de proceder se
signi6 en los sucesivos censos decenales de Edificios, Poblacion y Viviendas
proporcionando en primer lugar una pequefia muestra avance del 1 por ciento o el 2 por
ciento y después, en la mayoria de las veces, una explotacion mas amplia con una muestra en
torno al 25 por ciento, e incluso encuestas para evaluar la calidad de los datos recogidos.

Sin embargo, la primera aplicacion de las nuevas técnicas de muestreo a
la realizacion de una encuesta propiamente dicha tiene lugar en el INE al realizarse la
Encuesta sobre Cuentas Familiares 1958. Esta encuesta, pionera de las investigaciones
por muestreo en el INE y en nuestro pais, dio ademas unos resultados valorados como
muy positivos a tenor de los escasos medios existentes y del caracter innovador que
suponia la implantacion de técnicas de trabajo de reciente aparicion. Su disefio muestral,
apoyado en los datos de infraestructura (el directorio que coyunturalmente le pro-
porcioné el Censo Electoral de 1955 y su actualizacion a 31 de diciembre de 1957)
consistio, ya con cierta sofisticacion, en un muestreo en dos etapas en el que en la
primera etapa se seleccionaron municipios y en la segunda familias, con estratificacion
de las unidades de primera etapa y con un tamaiio muestral de 4.192 familias.

Esta primera Encuesta sobre Cuentas Familiares 1958, que media los gastos de
las familias, sirvi6 presumiblemente con cierta valentia a los funcionarios de entonces en
el INE para encarrilar y ganar confianza respecto de la utilizacion de las nuevas técnicas
de trabajo que proporcionaba la teoria del muestreo. En ella no ha habido problemas de
infraestructura estadistica aunque, de seguro, muchos de los calculos necesarios se
habran tenido que realizar a mano y con maquinas clasificadoras de datos.

A medida que avanzan los afios y la infraestructura estadistica aumenta con el
consiguiente aumento de las disponibilidades de marcos de los que se pueden seleccionar
las muestras, se llega a una diferenciacion clara entre las problematicas de infraestructura
estadistica existentes en el campo de las encuestas de poblacion y hogares y
posteriormente en el campo de las encuestas de empresas ¢ instituciones.
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Infraestructura en Encuestas de Poblacion y Hogares

El gran salto en la produccion estadistica por muestreo, en lo que a encuestas
dirigidas a hogares se refiere, se produce con ocasiéon de generar la infraestructura
estadistica que supuso en 1963 la division en secciones estadisticas de todo el territorio
nacional y que permitié de inmediato realizar dos grandes encuestas: la Encuesta de
Poblacién Activa, iniciada en 1964 y sin interrupcion hasta la actualidad, y la Encuesta
de Presupuestos Familiares, cuya primera versién data de 1964 y con posteriores
repeticiones en 1967, 1973, 1980 y1990, utilizando en lo sucesivo una infraestructura
analoga de secciones estadisticas. Ademas permitio sentar bases sdlidas en las que
fundamentar con rigor cualquier encuesta por muestreo dirigida a viviendas familiares
y/o a los hogares o personas que las ocupan.

La division administrativa de Espafia comprende la provincia, el municipio y el
distrito municipal. A partir de ahi el INE introduce una division mas fina, para usos
exclusivamente estadisticos, denominada seccion estadistica; y respaldada por los
correspondientes croquis, mapas de localizacién y callejeros. El resultado final es la
division de Espaiia en aproximadamente 40.000 secciones estadisticas. Es facilmente
comprensible el enorme trabajo de infraestructura que esta division en secciones
estadisticas supuso y su posterior mantenimiento.

Evidentemente, para disefiar encuestas dirigidas a hogares, lo ideal seria tener la
lista de todos los hogares espafioles con su correcta direccion postal y a ser posible datos
del sustentador principal y algunos datos socioeconomicos de cada hogar para que el
disefio muestral pueda ser mas util y potente. Ademas se haria necesario que tal lista
estuviese actualizada en todo momento para que fuese operativa a la hora de tener que
realizar una encuesta dirigida a los hogares.

Como puede comprenderse esto es practicamente una ficcion, porque si bien
cuando se realiza un Censo de Poblacion estos datos estan disponibles, sin embargo, al
poco tiempo ofrecerian variaciones sensibles, constituyendo un problema que de no
resolverse arrastraria la imposibilidad de realizar encuestas fiables dirigidas a los hogares
fuera de los momentos censales.

Los arduos trabajos de infraestructura que supuso parcelar Espafia en secciones
estadisticas, permitieron solucionar el problema aludido en dos pasos: primero se
obtendria un subconjunto mucho menor de secciones estadisticas, una muestra de
secciones estadisticas, y después tan solo en estas secciones estadisticas de la muestra se
procederia a su actualizacion, incluyendo las viviendas de nueva construccion con datos
de sus ocupantes y también de otras viviendas que en el momento censal podian estar
vacias y posteriormente ocupadas.

Los trabajos de estratificacion en secciones estadisticas realizados en 1963
tuvieron su culminacion en 1969 con la formacioén de un disefio muestral maestro, es
decir de multiples usos.
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Nos referimos al disefio muestral de secciones estadisticas denominado
Encuesta General de Poblacion (EGP) y al que dedicaremos unos parrafos porque abre,
de manera absolutamente rigurosa, la puerta a la posibilidad, como ya hemos indicado,
de poder realizar cualquier tipo de encuesta que vaya dirigida a viviendas familiares o a
las personas o grupos familiares que las habitan.

El disefio de la EGP constituye una muestra de aproximadamente 3.000 secciones
estadisticas a imagen y semejanza de las aproximadamente 40.000 secciones estadisticas en
que esta dividida Espafia. Para construir esta muestra, imagen de la poblacion de hogares que
habia de representar, se utilizo la informacion de los Censos de Poblacion, relativa a las
caracteristicas socioecondomicas que tenian las personas que residian en cada seccion censal.
Asi se pudo construir la muestra-maqueta, de 3.000 secciones estadisticas, representativa de
la poblacion integrada por las 40.000 secciones estadisticas.

Para elevar los datos de la muestra a la poblacion se utilizaron los datos de
numero de habitantes dados segiin los censos o padrones de poblacion o, en los afios
intercensales, por las proyecciones de poblacion que proporcionan los modelos de
evolucion demografica.

Segun lo anterior, se disponia entonces con la EGP de un disefio maestro a partir
del cual se hacia posible la realizacién de cualquier encuesta para obtener datos
asociados a la poblacion de viviendas de uso familiar o de los grupos humanos que en
ellas residen. Sobre este disefio muestral se han podido construir, desde 1964, todas las
Encuestas de Poblacién Activa, las Encuestas de Presupuestos Familiares, Equipamiento
y Nivel Cultural de las Familias, y en general las encuestas del INE dirigidas a viviendas
familiares o a personas que las habitan.

Comentados los elementos de infraestructura estadistica que posibilitaron llevar
a cabo encuestas por muestreo dirigidas a hogares se enfoca el mismo tema para
encuestas economicas dirigidas a empresas e instituciones.

Infraestructura de las Encuestas de Empresas e Instituciones

En el campo de las encuestas dirigidas a empresas la principal limitacion
proviene, como en el campo de los hogares, de la existencia de infraestructura
estadistica. Resumiendo, podemos decir que alld donde existian directorios o registros
administrativos en los que apoyarse como marco, las encuestas se pudieron llevar a cabo.
Ahora bien, de forma general, hay que sefialar determinadas dificultades afiadidas:

En primer lugar los registros administrativos no son en general totalmente
idoneos para fundamentar en ellos la investigacion por muestreo. Ello es debido, en
origen, a una incorrecta armonizacion de usos en lo que a aplicaciones estadisticas se
refiere. Ademds, en muchos casos, adolecen de una incorrecta actualizacion, lo que
invalida la representatividad de las muestras que sobre ellos se seleccionan.
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En segundo lugar no existe paralelismo con la utilidad que tienen los Censos de
Poblacion y Padrones para el uso de la investigacion por muestreo, porque los Censos
econdmicos no tienen la tradicion de los Censos de Poblacion y ademas, lo que es un
condicionante basico, no existe el equivalente a las proyecciones demograficas de
poblacion que permita rellenar las lagunas de informacion intercensales.

Con las dificultades anteriores se comprende que las encuestas econdmicas se
fueran ofreciendo mas lentamente, con menos garantias de pervivencia continuada y con
enormes dificultades técnicas, debido a la no idoneidad, en la mayoria de los casos, de
los directorios de base o marcos en el uso estadistico. Aunque se puede apreciar un
aprovechamiento, hasta el ultimo resquicio, de las posibilidades que los directorios
existentes pudieran ofrecer dentro de sus deficiencias.

Un ejemplo tipo de lo que acabamos de sefialar es la actual Encuesta de Salarios
en la Industria y los Servicios, con periodicidad trimestral desde 1963, y que proporciona
los datos basicos de ganancias por trabajador y hora trabajada, asi como las horas
trabajadas en promedio por cada trabajador. Esta encuesta empezd con una muestra
opinatica, por tanto no sujeta a la metodologia que preside la teoria del muestreo, de
aproximadamente quinientas empresas. En 1963 se mejora ostensible-mente la Encuesta
al aplicar un muestreo aleatorio estratificado y se le da rigor cientifico a las cifras
ofrecidas. El directorio se formé con las listas de establecimientos facilitados por el
Ministerio de Trabajo obtenidas por las mutualidades laborales. Sin embargo, el disefio
de 1963 de la Encuesta de Salarios tuvo que modificarse en 1977, porque durante el
periodo 1963-77 pudieron observarse problemas como el deterioro en el directorio,
debido a las altas y bajas de empresas y a los cambios de rama de actividad y estrato de
tamaiio, las alteraciones en los factores de elevacion que se producen como consecuencia
del problema anterior y de la no respuesta, y las fuertes oscilaciones en las estimaciones
de un trimestre a otro.

El disefio muestral de 1977 de la Encuesta de Salarios se apoya en varios
directorios: Directorios del Ministerio de Industria para la mineria e industrias
manufactureras, Directorios del Ministerio de Obras Publicas en lo que se refiere a
transportes de mercancias y viajeros por carretera, y directorios del Ministerio de Trabajo,
en el resto de actividades, seguin listas obtenidas de los datos de las mutualidades laborales.

En 1981, sin embargo, se lleva a cabo una modificacion al disefio muestral del
afio 1977 de la Encuesta de Salarios. Se alude, como motivacion de esta motificacion,
que se han venido observando variaciones excesivas en las estimaciones mensuales de
ganancias medias, nimero de horas trabajadas y numero de trabajadores por rama de
actividad, seflalando como principales causas la utilizacion de diferentes directorios para
las distintas ramas de actividad que no se ajustan a los mismos criterios de definicion en
todos los casos y que adolecen de cualquier actualizacion y el solapamientos entre
directorios y actualizaciones dispares en forma y tiempo que dificultan el tratamiento
operativo de la Encuesta.
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Como primer paso para dar solucién a los inconvenientes observados se
propone disponer de un directorio unico para todas las ramas de actividad encuestadas,
utilizando el Directorio de Unidades de Cotizacion proporcionando por el Ministerio de
Sanidad y Seguridad Social, pues aunque no se ajusta a la unidad de observacion de la
Encuesta (el establecimiento), ya que se refiere a centros de cotizacion, tiene como
grandes ventajas el ser actualizado cada afio y el ser un directorio homogéneo para todas
las ramas de actividad de la Encuesta.

Las explicaciones anteriores, realizadas con cierto detalle, ilustran sobre las
dificultades técnicas habidas con la Encuesta de Salarios hasta su fundamentacion en
1981 sobre la base solida de un directorio convenientemente gestionado y actualizado.
Hay que seiialar, que las dificultades de infraestructura estadistica encontradas en la
Encuesta de Salarios se han podido sobrellevar, con mayor o menor acierto, gracias al
hecho de que las estimaciones basicas que ofrecen, salario/hora y ganancia por
trabajador, son estimaciones de promedios y estas estimaciones son mas faciles de lograr
y mas estables frente a los clasicos defectos que pueden ofrecer los directorios. No
sucede asi con las estimaciones de nivel en donde determinados defectos de los
directorios pueden imposibilitar su obtencion.

Similarmente a como hemos hecho con la Encuesta de Salarios, podriamos
establecer una casuistica para otras encuestas como las industriales, de comercio interior
o las de estructura de las explotaciones agricolas, en las que ha habido que sortear, con
mayor o menor ingenio técnico € incluso con mayores costes economicos, las
deficiencias de la infraestructura estadistica contenida en los directorios sobre los que se
apoyan. No han tenido estos problemas, por ejemplo, las encuestas de morbilidad
hospitalaria, por la existencia de un libro de registro de ingresos y altas de enfermos en
los hospitales (Real Decreto 1360/1978), y que constituye un ejemplo claro de posibilitar
el trabajo estadistico por creacion obligada de un registro en el que basarlo; las encuestas
de gastos de ensefianza, porque se dispuso de correctos directorios de los centros de
ensefianza, las encuestas de movimientos de viajeros en establecimientos turisticos, para
las que la guia de hoteles ofrece un adecuado directorio, cuando ha estado bien
gestionado, o las de transportes, que son posibles por la existencia obligada de tarjetas
de autorizacion para el transporte que sirven como directorio.

En el sector servicios, exceptuando las estadisticas ya existentes de comercio,
hosteleria y transporte, es donde existid, hasta muy recientemente, lagunas de
informacidén estadistica y que en los ultimos afios estdn empezando a cubrirse con
diversas encuestas: Encuesta sobre la Estructura de las Empresas de Restauracion 1989 y
1994, Encuesta Piloto de Estructura de Empresas Hoteleras 1992, Encuesta piloto de
Agencias de Viaje 1993, Encuesta de Servicios Técnicos 1992, Encuesta de Empresas de
Servicios Audiovisuales 1992, Encuesta de Coyuntura de Comercio al por Menor 1994,
Encuesta de Empresas de Consultoria y Asesoramiento 1993, Encuesta sobre
Actividades conexas al Transporte y Comunicaciones 1994 y Encuesta sobre las
Empresas de Servicios de Alquiler de Maquinaria y Equipo 1994.
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En el sector servicios todavia quedan parcelas por cubrir, pero en estos
momentos se cuenta ya con la infraestructura estadistica que va a posibilitar la proxima
realizacion de encuestas que subsanen estas deficiencias, con la misma infraestructura
que posibilitd las encuestas recientes del sector servicios. Esta infraestructura no es otra que
la reciente creacion del Directorio Central de Empresas, en siglas DIRCE, que por su
importancia merece mencion aparte.

El Directorio Central de Empresas (DIRCE)

En el acto de presentacion del DIRCE, el entonces presidente del INE, José
Quevedo, ilustraba la importancia que supone esta nueva herramienta del trabajo
estadistico que facilitara las tareas, no solo del INE, sino de todas las Instituciones del
Sistema Estadistico Nacional, y que eliminara los sufrimientos profesionales que las
deficiencias de los directorios econdémicos han acarreado. En términos comparativos
podriamos decir que el DIRCE supone, respecto a las encuestas dirigidas a empresas e
instituciones, el mismo avance que supuso el disefio de la Encuesta General de Poblacion
para las encuestas dirigidas a viviendas familiares y personas que las habitan, basado en
la division del territorio nacional en secciones estadisticas.

El INE inici6 los trabajos de elaboracion del DIRCE en 1987 y la sensibilidad
existente a nivel nacional para potenciar su construccion entr6 en resonancia con analoga
sensibilidad de la oficina estadistica Europea (EUROSTAT) que, recogiendo similares
necesidades en los distintos paises de la Union Europea, establecié un reglamento
comunitario, en julio de 1993, obligando a los paises miembros de la Union Europea a
tener disponible un directorio de empresas para usos estadisticos a 1 de enero de 1996 y
un directorio de unidades locales a 1 de enero de 1997.

De manera sucinta diremos que el DIRCE trata de reunir en un directorio unico
todas las empresas espaiiolas, siendo su objetivo basico hacer posible la realizacion de
encuestas por muestreo dirigidas a empresas, pues, evidentemente, una empresa no podra
ser seleccionada en una encuesta si no figura resefiada en el directorio, debidamente
actualizado. Es pues una pieza clave, columna vertebral de cualquier investigacion por
muestreo dirigida a las empresas. Los datos basicos que ofrece el DIRCE son: la
identificacion de la empresa, la localizacion, la clasificacion por actividad economica
principal segin la Clasificacion de Actividades Econdémicas 1993 (CNAE-93), y la
clasificacion por intervalos de asalariados.

Para obtener los datos del DIRCE se han utilizado diversas fuentes de entrada
sometidas a fuertes tratamientos de armonizacion y depuraciones. Las fuentes mas
importantes de entrada son:

o Fuentes fiscales procedentes de la Agencia Estatal de Administracion Tributaria y de
la Comunidad Foral de Navarra

o Cuentas de cotizacion de la Seguridad Social

e Directorio de Locales del Pais Vasco
Otras fuentes (Registro Mercantil, Censo de Locales 1990)
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El DIRCE relaciona, por primera vez en Espafia, un total de 2.301.559 empresas
clasificadas segun actividad econdmica principal, intervalos segun numero de
asalariados, condicion juridica y geograficamente, en desgloses provinciales (de este
computo se excluyen la agricultura, ganaderia, pesca, las administraciones publicas, las
actividades de comunidades de propietarios, el servicio doméstico y los organismos
extraterritoriales).

Para dar idea final de los trabajos de formacion del DIRCE, se sefiala que se
tratan informaticamente, cada aiio, del orden de seis millones de registros provenientes
de fuentes distintas y cuyas metodologias hay que armonizar (un millén de registros de
la Seguridad Social, cuatro millones y medio de fuentes fiscales y quinientas mil de otras
fuentes).

Seiialar, por ultimo, que como utilidad inmediata a la existencia el DIRCE, se
realizaron trece encuestas de caracter economico dirigidas a empresas que no podrian
haberse realizado sin su existencia, y se prestd apoyo sensible a otras encuestas que
vienen realizandose. Por ello no han de regatearse esfuerzos para mantenerlo y
mejorarlo, y de no ser asi su deterioro y desactualizacion nos llevarian inevitablemente a
épocas pasadas.

Debe aumentarse el grado de coordinacion y sensibilizacion, en este terreno de
la explotacion de registros administrativos y su debida informatizacion, con las distintas
administraciones y organismos publicos y, sin duda, el fruto sera la posibilidad de
obtencion de nuevas estadisticas, mejora de muchas otras y quizas, en determinados
casos, aliviar el peso creciente de colaboracién que actualmente soportan las unidades
informantes para cumplimentar las necesarias estadisticas oficiales por el aprovecha-
miento directo de registros administrativos.






CAPITULO 2

MUESTREO PROBABILISTICO Y
ESTIMADORES. DISTRIBUCIONES
EN EL MUESTREO Y PROPIEDADES

MUESTREO NO PROBABILISTICO

Suele ser practica habitual para la obtencion de informacion de una poblacion
sobre la base de una muestra el intentar recabar la informacion muestral sin mucho
gasto preguntando a unidades informantes expertas en ese determinado campo de
investigacion del que se ocupa la encuesta. Sin duda esos expertos tendran opiniones
diferentes, y no hay ningin método objetivo para diferenciar entre las mismas ni para
medir su grado de error. Es la persona que selecciona la muestra la que procura que
esta sea representativa, dependiendo tal representatividad de su intencion u opinidn,
con lo que la evaluacion de la representatividad es subjetiva. Este tipo de muestreo se
conoce con el nombre de muestreo intencional u opindtico. Evidentemente en este
procedimiento de muestreo no se produce una selecciéon aleatoria de las muestras,
limitdndose el muestreo a unidades que parecen ser representativas de la poblacion
que se considera. Se obtiene informacion sobre esas unidades y con base en la misma
se hacen estimaciones sobre las caracteristicas de la poblacion.

El criterio de la persona que selecciona la muestra es importante, porque personas
diferentes tendran criterios diferentes. No hay un método objetivo por el que se prefiera
un criterio de seleccion de muestra a otro. Por esta razon a este tipo de muestreos suele
denominarsele muestreo aplicando criterio. No podemos predecir el tipo de
distribuciones de los resultados producidos por un gran nimero de seleccionadores de
muestra que aplican su criterio, ni podemos predecir como diferiran estos resultados del
verdadero valor que se busca. No conocemos ningiin método objetivo para medir la
confianza que debe tenerse en los resultados cuando la muestra es seleccionada por
criterio. La razén es que con estos métodos no se conoce la probabilidad de que una
determinada unidad sea seleccionada en el muestreo. Por lo tanto, no podemos dar la
distribucion de frecuencia de las estimaciones. Ademas, en ausencia de informacion sobre
como diferiran las diferentes muestras entre si, el error de muestreo no puede determinarse
objetivamente. En resumen, estamos ante un tipo de muestreo no probabilistico.
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También existe otro tipo de muestreo no probabilistico en el que los
entrevistadores quedan en libertad de seleccionar sus informantes siempre que la
muestra se refiera a determinado numero de hombres y a determinado nimero de
mujeres, a determinado numero de personas con elevados ingresos y otro tanto de
bajos ingresos, etc. El disefio de la encuesta ha seguido los principios generales del
muestreo probabilistico hasta llegar el momento de seleccionar las personas que
han de ser entrevistadas. Es en esta etapa cuando se asigna a cada entrevistador un
numero de entrevistas a personas en un determinado grupo de edad, sexo, nivel
econdémico, lugar u otras caracteristicas sociologicas o econdmicas. El margen de
libertad dado al entrevistador puede introducir sesgos en el proceso de seleccion,
que en general no podran ser detectados. Ademas, el desconocimiento de las
probabili-dades de seleccion no permite evitar los errores producidos por
ponderaciones incorrectas en el proceso de estimacion, asi como tampoco la
estimacion de los errores debidos al muestreo. Este tipo de muestreo se conoce con
el nombre de muestreo por cuotas.

Existe otro tipo de muestreo no probabilistico denominado muestreo sin
norma en el que se toma la muestra a la ventura (de cualquier manera) por razones
de comodidad. La representatividad de tal muestra sélo puede aspirar a ser
medianamente satisfactoria en el caso de que la poblacion sea muy homogeénea.

Este tipo de muestreos no probabilisticos suele aplicarse a menudo en la
vida corriente, sobre todo en el comercio y en encuestas de opinion, y siempre que en
caso de equivocacion las consecuencias no sean demasiado graves. Se utilizan
cuando sdlo se necesitan estimaciones toscas a partir de las cuales no se piensa tomar
una decision importante, siendo a su vez el presupuesto de la encuesta pequeiio.

En las encuestas en que hayan de proporcionarse resultados importantes se
exige la utilizacion de muestras probabilisticas que permitan una evaluacion objetiva
de los resultados. Aunque el precio de una encuesta de este tipo es grande, siempre
serd menor que el que habria que pagar como consecuencia de una decision
equivocada basada en resultados sesgados. Ademas, para analizar la calidad de la
encuesta, es preciso disponer de errores de muestreo medibles.

De todas formas, no siempre es facil cumplir en la practica con todos los
supuestos del muestreo probabilistico, y con frecuencia muestras que pretenden ser
probabilisticas son en realidad mixtas, con cierta componente intencional o
circunstancial. A este respecto, Tukey y Cochran llamaron muestreo semiproba-
bilistico superior a aquel en el que se conoce la probabilidad de extraccion de una
cierta parte o segmento de la poblacion, pero no la de un elemento dentro del
segmento. Por ejemplo, la seleccion aleatoria de manzanas de una ciudad, dejando a
la decision de los entrevistadores la seleccion de cierto nimero de viviendas dentro
de las manzanas. A su vez, se entiende por muestreo semiprobabilistico inferior
aquel en que se conoce la probabilidad de extraccion de los elementos dentro del
segmento, pero no la del segmento.
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Por ejemplo, la seleccion opinatica de los municipios que nos parezcan mas
representativos de un pais, realizando después dentro de cada municipio una
seleccion aleatoria de unidades de muestreo. Para que el muestreo sea probabilistico
ha de ser semiprobabilistico superior e inferior.

MUESTREO PROBABILISTICO Y ESTIMADORES

Consideramos la realizacion de un determinado experimento o fendmeno cuyos
resultados se denominan sucesos. Entre los experimentos o fendémenos se denominan
deterministas aquellos en los que a priori vamos a conocer sus sucesos resultantes, y se
denominan aleatorios aquellos cuyos sucesos son desconocidos a priori. El estudio de la
probabilidad se ocupa de los fendmenos o experimentos aleatorios.

Sean S}, S5, ...,S, los sucesos elementales asociados a un fenomeno o experimento
aleatorio dado, entendiendo por sucesos elementales los mas simples posibles, es decir,
aquellos que no pueden ser descompuestos en otros sucesos. El conjunto {Sj, S5, ...,S,} se
denomina espacio muestral asociado al fenomeno o experimento.

Si consideramos como fendmeno o experimento la extraccion aleatoria de
muestras dentro de una poblacion por un procedimiento o método de muestreo dado,
podemos considerar como sucesos elementales las muestras obtenidas, constituyendo
el conjunto de las mismas el espacio muestral.

Si representamos el conjunto de las N unidades que constituyen la poblacion
finita objeto de estudio mediante U={U,, U,, ...,Uy}, una muestra de tamafio » puede
considerarse como un subconjunto ordenado S;={ U, Up, ...,U,}, de n elementos de
U, donde Uj; denota el elemento que ocupa el lugar j en en la muestra S;. Se considera el
subconjunto S; ordenado porque, en general, el orden de colocacion de los elementos en
las muestras puede intervenir, siendo distintas entre si muestras con los mismos
elementos colocados en distinto orden. El conjunto de las N” muestras posibles de
tamarfio » que se pueden formar con los N elementos de la poblacion U es el espacio
muestral S. Hay que especificar que en general el orden de colocacion de los elementos
en las muestras si interviene, siendo muestras distintas aquellas que tienen los mismos
elementos situados en distinto orden. Pero lo habitual es que los métodos de muestreo
comunes consideren iguales muestras con los mismos elementos, aunque estén
colocados en orden diferente. En este caso habitual, en el que el orden de colocacién de
los elementos en las muestras no interviene, suele expresarse una muestra de tamaiio »
como s = {uy, U, ...,Un}.

Con la finalidad de medir el grado de representatividad de la muestra lo
mejor posible es necesario utilizar muestreo probabilistico. Diremos que el
muestreo es probabilistico cuando pueda establecerse la probabilidad de obtener
cada una de las muestras que sea posible seleccionar (elementos del espacio
muestral S) mediante un procedimiento de muestreo dado, esto es, cuando la
seleccion de muestras constituya un fenomeno aleatorio probabilizable.
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Dicha seleccion se verificara en condiciones de azar, siendo susceptible de
medida la incertidumbre derivada de la misma. Esto permitira medir los errores
cometidos en el proceso de muestreo. Evidentemente, para establecer la
probabilidad de todas las muestras posibles derivadas de un procedimiento de
muestreo dado, serd necesario conocer ese conjunto de muestras, es decir, serad
necesario delimitar tanto el método de muestreo como el espacio muestral derivado
del mismo.

Meétodo de muestreo

Un procedimiento o método de muestreo es sencillamente un proceso o
mecanismo mediante el que se seleccionan las muestras de modo que cada una
tenga una determinada probabilidad de ser elegida. Por lo tanto, el método
aleatorio empleado para seleccionar la muestra define en el espacio muestral S una
funcion de probabilidad P tal que:

o P(S)>0 Vi
o D Ps)=1
N

En general puede ocurrir que no todas las muestras del espacio muestral
pueden ser elegidas. No obstante, consideraremos métodos de muestreo en los que
todas las muestras puedan ser seleccionadas, es decir, P(S,)>0 Vi, es decir métodos
de muestreo no restringidos.

El calculo de la probabilidad de una muestra S;={ Uy, Uy, ...,U,,} dada puede
realizarse en general como sigue:

P(S;) = P(Un). P(Up/Up). P(Us/Ujy Up)... P(Uid Uy Up.... Upn1)

En ocasiones suele expresarse un procedimiento de muestreo mediante la
terna {U, S, P}, que indica que el procedimiento de muestreo definido en la pobla-
cion U establece en el espacio muestral S asociado la ley de probabilidad P.

Meétodo de estimacion

A partir de una muestra, seleccionada mediante un determinado método de
muestreo, se estiman las caracteristicas poblacionales (media, total, proporcidn, etc.)
con un error cuantificable y controlable. Las estimaciones se realizan a través de
funciones matematicas de la muestra denominadas estimadores, que se convierten en
variables aleatorias al considerar la variabilidad de seleccion de las muestras, y que
por tanto cumplen las condiciones de una funciéon de medida. Los errores se
cuantifican mediante varianzas, desviaciones tipicas o errores cuadraticos medios de
los estimadores, que miden la precision de los mismos.
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Para formalizar el problema de la estimacién en poblaciones finitas se
considera que tenemos definida una caracteristica X en la poblacion U que toma el
valor numérico X sobre la unidad U; i=1,2,...,n. Consideramos ahora una cierta funcion
@ de los N valores X, que suele denominarse pardmetro poblacional. Por ejemplo, el
total poblacional para la caracteristica X

N
A, X=X,
i=l
o la media poblacional para la caracteristica X
1.
aXl, ,XN =FZXI
i=1

Seleccionamos una muestra s, y a partir de ella queremos estimar el

parametro poblacional & mediante una funcion 6=0(s(X))=6( Xy, ...,X, ) basada en
los valores X; i=1,2,....,n que toma la caracteristica X sobre las unidades de la muestra
s. Por ejemplo, el total muestral

6(Xy, . X) =D Xi
i=1
o la media muestral

~ 1< :
(X, .. X,) =;ZX1
i=1

para estimar el total poblacional o la media poblacional respectivamente.

La funcién 6 que asocia a cada muestra s el valor numérico 6 (s(X)) =
6(Xy, ....X, ) se denomina estimador del parametro poblacional 6. A los valores
6 (s(X)) para cada s se les denomina estimaciones. Dada la muestra s={u,, u», wensln}
suele especificarse el conjunto de valores X; i=1,2,...,n que toma la caracteristica X
sobre las unidades de la muestra s mediante s(X)={X, X, ...,X,}. Al considerar todas
las muestras s del espacio muestral S asociado al procedimiento de muestreo y los
valores que toma la caracteristica X sobre dichas muestras, se obtiene el conjunto
S(X)={s(X) / s€S}. Por lo tanto podemos formalizar el concepto de estimador ¢ para
el parametro poblacional &definiéndolo mediante la aplicaciéon medible:

6:S(X)cR" >R
(X, X,) = 0%, X, ) =1

Ya tenemos definido el estimador como un estadistico funcion de los valores
que toma la caracteristica X sobre los elementos del espacio muestral (muestras).
Como ejemplos mas sencillos de estimadores de los parametros poblaciones total
poblacional y media poblacional, tenemos los estimadores total muestral X y media

muestral X definidos como se indica a continuacion:
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6,:S(X)cR" >R
(KX, 6,08, X, )= X, + X, = R

éz :S(X)cR" >R
X +-+X

(X, x,) > By, ) = K K
n

En ocasiones suele expresarse un procedimiento o método de estimacion
mediante el conjunto constituido por los elementos de la terna {U, S, P} que

especifica el procedimiento de muestreo y un estimador 6 para el parametro
poblacional & definido para todas las muestras s tales que P(s)>0. El procedimiento

de estimacion se representa mediante {U, S, P, 6, 6. La terna {S, P,0} suele
denominarse disefio muestral.

Luego para establecer un método de estimacion hay que considerar el disefio
del procedimiento de muestreo y la construccion del estimador. Ya sabemos que el
procedimiento de muestreo es no restringido cuando todas las muestras del espacio
muestral son posibles (P(s)>0 VseS), pero en la practica se utilizan procedimientos
restringidos en los que todas las muestras no son posibles con el objeto de facilitar la
tarea de seleccion, para reducir costes, para conseguir muestras mas representativas
y, en general, para disefiar procedimientos mas eficientes. Procedimientos de este
tipo los constituyen la estratificacion, la formacion de conglomerados, la seleccion
sistematica, etc., mediante los cuales las muestras mas costosas y menos
representativas no tienen probabilidad de ser elegidas. Par disefiar un procedimiento
de estimacion se requiere experiencia e imaginacion y el aprovechamiento de toda
informacion previa posible y de toda informacion simultanea conocida relativa a
otras caracteristicas Y, Z,... que puedan estar relacionadas con la caracteristica en
estudio X.

En cuanto a la construccion del estimador ha de ser tal que la funcién 6 que

asocia a cada muestra s el valor numérico 8 (s(X)) = (X, ....X, ) sea calculable y
esté definida para todas las muestras s del espacio muestral S generado por el
procedimiento de muestreo considerado. La formacion de estimadores no es una
operacion indepen-diente del procedimiento de muestreo que se adopte.
Generalmente para construir estimadores se utiliza el principio de analogia, es decir,
se estima un parametro pobla-cional a partir del estimador muestral analogo. Por
ejemplo, para estimar la media poblacional, la razén poblacional, etc. se utilizan
como estimadores sus analogos muestrales, es decir, la media muestral, la razén
muestral, etc. No siempre estos estimadores por analogia tienen las propiedades mas
deseables, pero suelen ser siempre consistentes y a veces puede corregirse su sesgo
multiplicandolos por una constante convenientemente elegida.
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DISTRIBUCION DE UN ESTIMADOR EN EL MUESTREO

En general, se denomina distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria a la funcién que asigna probabilidad a los valores que puede tomar la
variable. Cuando se especifican los posibles valores de la variable aleatoria y sus
probabilidades respectivas, tenemos construido el modelo de distribucion de
probabilidad. En nuestro caso la variable aleatoria es el estimador y los posibles
valores que puede tomar son las estimaciones, con lo que habremos obtenido la
distribucion de probabilidad en el muestreo para el estimador cuando conozcamos
todos los valores posibles del estimador junto con las probabilidades de que el
estimador tome cada valor.

En el parrafo anterior hemos formalizado el concepto de estimador ) para
el parametro poblacional 6 definiéndolo mediante la variable aleatoria (aplicacion
medible):

6:S (X)cR" >R
(X, X,) > B¢, X,) =1

Sea T={teR / 3 (Xi, ...,X,)€S(X) que cumple 6(Xi, ...X, ) = t}. El conjunto
TcR constituye el conjunto de valores del estimador. Ahora vamos a definir las
probabilidades de que el estimador tome estos valores (ley de probabilidad de la

variable aleatoria §) como sigue:

POX, .. X)=0D= D P(s)

(S, 16(S,(X )=}

Dado que varias muestras del espacio muestral S generado por el método de
muestreo dado {U, S, P}, que definide una probabilidad P en S, pueden originar el
mismo valor del estimador, la probabilidad de ese valor del estimador se define como
la suma de las probabilidades de todas las muestras que lo originan.

Al par {T, P} formado por el conjunto de todos los posibles valores del
estimador y por las probabilidades de que el estimador tome esos valores se le
denomina distribucion del estimador en el muestreo.

Con la ayuda de la teoria de probabilidades estamos ya en posicion de deter-
minar la distribucion de frecuencias de los estimadores derivable del proceso de
muestreo y del proceso de estimacién. A partir de la introduccion del concepto de
muestreo probabilistico y del conocimiento de la distribucion de los estimadores en
el muestreo, tanto la teoria de la probabilidad como la inferencia estadistica estan
disponibles para ser aplicadas al muestreo. En todo el desarrollo de este libro se
supone la existencia de muestreo probabilistico.
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PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

Ya sabemos que un estimador # de un parametro poblacional 0 es
sencillamente una variable aleatoria unidimensional. Inicialmente, como en toda
variable aleatoria, nos interesaran sus caracteristicas de centralizacidn y dispersion,
particularmente, su esperanza, su varianza y sus momentos, asi como otras medidas
relativas a su precision.

Se define la esperanza matemdtica del estimador 6 del parametro
poblacional 8 como sigue:

E@)=) 6(s)P(s,) =D tPT(@=1)

Se define la varianza del estimador 6 del parametro poblacional 6 como
una medida que cuantifica la concentracion de las estimaciones alrededor de su valor
medio. Su expresion es la siguiente:

v(6)= 6~ EOF =X l-£@f P 0=1)= EG*)- @)
R

Se define el error de muestreo del estimador @ como su desviacion tipica,
es decir, como la raiz cuadrada de su varianza. Su expresion sera la siguiente:

o(6)=+/r(6)

Se define el error relativo de muestreo del estimador & mediante la razén
entre su error de muestreo (desviacion tipica del estimador) y su valor esperado, es
decir, mediante el coeficiente de variacion del estimador cuya expresion sera la

siguiente:
CV(é)= dél

E©)

Se define la acuracidad del estimador 6 del parametro poblacional 8 como
el error cuadrdtico medio del estimador, es decir, como una medida que cuantifica
la concentracion de las estimaciones alrededor del verdadero valor del parametro 6.
Su expresion es la siguiente:

Ecm(§)= E(6-6f
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Se define el sesgo del estimador 6 del parametro poblacional 6 como una
medida que cuantifica la distancia entre el valor esperado del estimador y el
verdadero valor del pardmetro. Su expresion es la siguiente:

8(6)=£6)-o

Se dice que el estimador 6 del parametro poblacional 0 es insesgado para 0

cuando su sesgo es nulo, es decir, cuando el valor esperado del estimadorf y el
verdadero valor del parametro 0 coinciden. Se tiene que:

0esznsesgadopara9<:>E() 9<:>E() 0= 0<:>B(¢9) 0

Se dice que el estimador @ del parametro poblacional 6 es consistente para 6
cuando su sesgo tiende a cero al aumentar el tamafio de la muestra. Se tiene que:

6 es consistente para 8 & B(é) - 0

PRECISION Y COMPARACION DE ESTIMADORES.
ERROR CUADRATICO MEDIO Y SUS COMPONENTES

La precision de un estimador se analiza esencialmente en funcién de los
conceptos de error de muestreo (o desviacion tipica), acuracidad (o error
cuadratico medio) y sesgo. Algunos autores llaman precision a la acuracidad, lo
que no es del todo correcto, ya que, como veremos, aunque la acuracidad sea la
magnitud mas general para la medicion de la precision, hay casos en que el analisis
puede realizarse en funcién de otras magnitudes como el sesgo o la desviacion
tipica. Todas estas magnitudes influyentes en la precision de un estimador pueden
relacionarse a partir de la descomposicion del error cuadrdtico medio en sus

() £6-of £~ £6)+ 6)-of = £ £6)- 56 -
{6~ £0) | ) + 2806 £06)- vl 6 +2000)
23l verlo) 5] =) + 567

Por lo tanto la acuracidad (error cuadratico medio) de un estimador se
descompone en la suma del cuadrado del error de muestreo y el cuadrado del sesgo.

De esta forma se pueden representar las tres magnitudes en un triangulo rectangulo
cuyos catetos son a(é)y B(é) y cuya hipotenusa es \/ ECM 10) de la forma siguiente:
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\/ECMiéi

o(8)

En esta figura se observa que la contribucidn del sesgo y la desviacion

tipica a \/ECMM viene dada por la tangente del dngulo a que ha de ser lo mas
pequeila posible para minimizar la raiz cuadrada de la acuracidad. Pero tenemos que

~

B\@
tan(@) = —=
( o\@

de tal forma que mientras menor sea este cociente menos influyentes seran el sesgo y
la desviacion tipica en la raiz cuadrada de la acuracidad, o lo que es lo mismo, la
influencia del sesgo es menor cuanto menor sea el cociente. En la practica se
considera que el sesgo no es influyente cuando

50)

1
~—| <=
o(6)

10

Por otra parte, ya sabemos que a menor contribucion del sesgo a \/ECM ‘9’
mayor contribucion de a(é), por lo que cuando el sesgo no sea influyente toda la

contribucion la aporta el error de muestreo o-(é).

Hay que tener presente que un sesgo pequefio o nulo es una propiedad deseable
para un estimador, pero si la reduccion del sesgo va acompafiada de un aumento de la
desviacion tipica podemos obtener como resultado la presencia de un mayor error
cuadratico medio (ver la figura del triangulo rectangulo). De la misma forma, la
desviacion tipica muy pequeifia es una propiedad siempre deseable para un estimador,
pero hay que procurar que esta reduccion de la desviacion tipica no vaya acompafiada de
un fuerte aumento del sesgo que desemboque en la presencia de un error cuadratico
medio alto. De aqui la importancia que para estimadores sesgados tiene el cociente

30)
G

admitiéndose en la practica el uso de estimadores sesgados cuando la relacion del
sesgo al error de muestreo es del 10% o menor.
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Para hablar de precision de un estimador y poder asi llevar a cabo la
comparacion entre distintos estimadores para el mismo parametro poblacional, es
necesario distinguir entre estimadores sesgados e insesgados.

Comparacion de estimadores insesgados

Si un estimador 6 del pardmetro poblacional & es insesgado, su error
cuadratico medio coincide con su varianza, ya que al ser E(0)= @ se tiene:

v(6)= E(6- @) = E@-0f = EcM@)

De esta forma los conceptos de acuracidad y error del estimador son
similares para estimadores insesgados. Por lo tanto, para comparar varios

estimadores insesgados 0, del pardmetro poblacional 6 en cuanto a precision

bastara considerar sus errores de muestreo 0(49,.)= +,/Vit9,. i, siendo mas preciso el
estimador que menor error de muestreo presente.

También en el caso de insesgadez el concepto de error relativo de muestreo
puede expresarse en términos de una unica magnitud variable 0'(0) ya que:

cvfp)-<ld) o)

E@) ¢
y al ser 0 una constante el error relativo esta en funcion sélo del error de muestreo.

Por lo tanto, en el caso de estimadores insesgados, la precision puede hacerse
depender exclusivamente del error de muestreo 0(9).

Comparacion de estimadores sesgados

Si un estimador & del parametro poblacional 0 es sesgado, la magnitud
general para analizar su precision es su error cuadratico medio. Por lo tanto, para
comparar varios estimadores sesgados del parametro poblacional 6 en cuanto a
precision se utilizard el error cuadratico medio y el estimador mas preciso sera el
que menor error cuadratico medio presente.

Pero en la practica el calculo del error cuadratico medio puede ser
problematico. En este caso utilizaremos el resultado ya conocido de que la

contribucién del sesgo a { ECM 10) viene dada por el cociente Bz , de tal forma
loa



54 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

que mientras mayor sea este cociente mas influye el sesgo en la raiz cuadrada de la
acuracidad, o lo que es lo mismo, la influencia del sesgo es menor en la precision del
estimador cuanto menor sea el cociente

B©)
a(é)

Por esta razon cuando se intentan comparar varios estimadores 6, del

pardmetro poblacional 0 todos sesgados, se calcula

B(&,)
CA)

para cada uno de ellos, siendo mas preciso aquel estimador que presenta una relacion
del sesgo al error de muestreo en valor absoluto més pequefia. También puede utilizarse

el coeficiente de variacion
cvfg)-2é)
E)

1

siendo mas preciso el estimador con menor coeficiente de variacion (error relativo). Se
observa que el denominador del coeficiente de variacion es el valor esperado del
estimador, con lo que el coeficiente de variacion recoge el efecto de un posible sesgo en
el estimador.

Si los estimadores sesgados a comparar tienen todos sesgo despreciable, es
decir

BO)| 1
O-(éi) 10

se compararian como si fuesen insesgados, de acuerdo a lo expresado en el apartado
anterior.

Comparacion de estimadores sesgados e insesgados

Para comparar en cuanto a precision varios estimadores &, unos sesgados

y otros insesgados del parametro poblacional 0, se utilizard el error cuadratico
medio, y el estimador mas preciso serd el que menor error cuadratico medio
presente. A veces, ante las dificultades de calculo del error cuadratico medio se
utiliza el coeficiente de variacion
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CV(éi)= o)

E@©)

que contempla el posible efecto del sesgo en su denominador), siendo mas preciso el
estimador con menor coeficiente de variacion (error relativo).

Si los estimadores sesgados tienen todos sesgo despreciable, es decir,

BG)|_ 1
a(6)| 10

se haria la comparacion global como insesgados de acuerdo a los valores de 0(49,. )

Comparacion de estimadores para distintos pardmetros 6,

Para comparar varios estimadores 6, de distintos pardmetro poblacional 6; en

cuanto a precision puede utilizarse el error cuadratico medio, que siempre es el criterio
de precision mas general. Sin embargo las dificultades de su calculo originan que en la
préctica se utilice el coeficiente de variacion

crfg)-28)

E(6))

Resultara mas preciso aquel estimador que tenga menor coeficiente de
variacion. Se observa que el denominador del coeficiente de variacion es el valor
esperado del estimador, con lo que el coeficiente de variacion recoge el efecto de un
posible sesgo en el estimador.

El coeficiente de variacion presenta la ventaja de ser una medida relativa,
que no tiene unidades, que recoge el posible efecto del sesgo, y que como toda
medida relativa es ideal para hacer comparaciones (en este caso de precision). Esta es
la razon por la que, a lo largo del texto, se utilizara asiduamente el coeficiente de
variacion para comparar precisiones y calcular ganancias o pérdidas en precision.

Por otra parte, como no suelen conocerse los valores de B(é), 0'(é ) , E (é), etc.
porque en su calculo intervienen datos poblacionales no conocidos, se utilizan en su
lugar sus estimaciones é(é), &(é), E(é), etc. (que dependen so6lo de datos muestrales
conocidos) para obtener las magnitudes

é,,(é)=ﬂ@), @ , etc.
E@) |o(8)

a utilizar en las comparaciones de precision.
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Cuantificacion de la ganancia en precision de los estimadores

Una vez que sabemos que el estimador &, es mas preciso que el estimador

6, surge la necesidad de cuantificar la ganancia en precisién que se obtiene por
utilizar el estimador mas preciso, es decir, nos interesamos por la cantidad de la
mejora en la precision. Como es natural, para medir esta ganancia en precision se
utilizara una medida relativa para dejar sin efecto en la comparacion el problema de
las unidades de medida. La medida mas simple suele ser la tasa de variacion relativa
entre las magnitudes utilizadas para la medicion de la precision de los estimadores.

Si se utiliza el error cuadratico medio para medir la precision de los
estimadores, la ganancia en precision vendra dada por la tasa de variacion:

ECM©) ~1[x100
ECM(8,)

Si se utiliza el error relativo (coeficiente de variacion) para medir la precision
de los estimadores, la ganancia en precision vendra dada por la tasa de variacion:

% —1|x100
Cv(b,)

Si se utiliza el error de muestreo (desviacion tipica) para medir la precision de
los estimadores, la ganancia en precision vendra dada por la tasa de variacion:

[L?‘) - 1]):1 00
o(6,)

ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Cuando se realiza una afirmacion acerca de los parametros de la poblacion en
estudio, basandose en la informacion contenida en la muestra, bien sea mediante los
valores puntuales de un estadistico basado en la misma, o bien sea sefialando un
intervalo de valores dentro del cual se tiene confianza de que esté el valor del
parametro, decimos que estamos ante estimaciones. En el primer caso estamos ante el
proceso de estimacion puntual en el que utilizamos directamente los valores de un
estadistico sobre la muestra dada (estimaciones puntuales) denominado estimador
puntual para estimar los valores poblacionales. En el segundo caso estamos ante la
estimacion por intervalos, donde se calcula un intervalo de confianza en el que
razonablemente cae el valor estimado con un nivel de confianza prefijado.

Realizar una estimacién por intervalos (o definir un intervalo de confianza)
para un parametro poblacional 0 al nivel de confianza a es hallar un intervalo real para
el que se tiene una probabilidad 1-o de que el verdadero valor del parametro 0 caiga
dentro del citado intervalo. El valor 1-a suele denominarse coeficiente de confianza.
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Intervalos de confianza cuando el estimador es insesgado

Se trata de estimar el parametro poblacional & mediante un intervalo de

confianza basado en el estimador € insesgado para @ (E(#) = @ ). Para estimadores
insesgados es necesario distinguir entre el caso en que la distribucion del estimador
es normal y el caso en que dicha distribucidon no puede asegurarse que sea normal.

a) El estimador 6 tiene una distribucion normal

D>

>N (0, o-(é)z) = —Ege) — N(0,])=  Se puede calcular A, tal que:
(o2

P{— A, < 9—‘? < la} =1-a paraun nivel de confianza « prefijado.

Como 6 es insesgado para 8 = E(0)=60 = 9-9_0-£6) —N(0,1) lo

o-
o6) " o)
que permite escribir lo siguiente:

P-4, <N(0J)< A, }=1-a= P{NO,)< A, }- PINO])< -2, }=1-c
= FN(O.I)(/‘La)—FN(O,I)(_la)=l_a

Como la distribucion N(0,1) es simétrica respecto del eje de ordenadas se
tiene que Fy,1) (-x) = 1-Fo,1y (x), lo que permite escribir:

2Py (A, )-1=1-a= 2FN(0,1)(’1¢1)= 2a= FN(O‘I)(ﬂ'a)z l_%:
- a
Ay = FN(IO.I)(I—?]

Fxo,1) es la funcion de distribucion de la normal (0,1).

Ya tenemos el valor de A, para un coeficiente de confianza dado 1-a (o para
un nivel a). Ahora ya podemos calcular el intervalo de confianza para el parametro

0 al nivel a basado en el estimador insesgado & como se indica a continuacion:

-, < % <A, = -A,000)<6-6< laa(é): {é—/laa(é)s 0<6+4,00)
o
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El intervalo de confianza para el parimetro poblacional £ basado en 6 sera:
[0-4,5(0).0+2,0(0)]

Es usual que no se conozca el valor de a(B) porque en su calculo intervienen

datos poblacionales no conocidos, pero se utiliza en su lugar su estimacion &(é) que
depende unicamente de datos muestrales conocidos. En este caso no podemos asegurar
con exactitud que el intervalo [6- Ay o (6),6 + 2, o(6)] cubre a  con probabilidad 1-a.

Pero en la mayoria de las ocasiones @ toma la forma de una suma de variables
normales, con lo que podrd inferirse su normalidad.

Si realmente es dudoso que 6 tenga una distribucién normal, puede

utilizarse la distribucion ¢ de Student con n-1 grados de libertad para calcular el
intervalo de confianza para 6. En este caso tenemos:

HA—AQ —t,_, = Se puede calcular t, tal que P{-r, < 9_,0 <ty r=1-a
0" i &‘Hj

para un nivel de confianza a prefijado. Como la distribucién t de Student también
es simétrica respecto del eje de ordenadas, realizando los calculos de forma similar al

caso de la distribucion normal se tiene 7, = F, (1—%). El intervalo de confianza

para el parametro poblacional € basado en 6 sera ahora:
[0-1,0(8),0+1,5(0)]

b) El estimador 6 no tiene una distribucion normal

En este caso utilizamos la desigualdad de Tchebichev, que asegura que:
P{‘é—E(é)| < k}zl—ﬂk’ﬂ) Vk>0

Como 8 es insesgado para 8 = E(é ) =6 y podemos escribir la desigualdad
de Tchebichev de la siguiente forma:

P{\é—E(é)‘ < k}zpmk’zé) Vk>0
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A

Ahora, para un nivel de significaciéon o dado podemos tomar k = T/E ,olo
a

que es lo mismo %g) =« . Entonces tenemos la desigualdad de Tchebychev como:

P{lé—9‘<g‘/_@}2l—a:P{—%(_é)sé—Osg}_é)}=l—a

De esta forma podemos hallar ya un intervalo de confianza para 6 al nivel o.

;o)
o) g pecto) " Va _; o)., ol
Ja

>
IA v

El intervalo de confianza para el parametro poblacional € basado en ) que
cubre el valor de @ con una probabilidad 1-a (coeficiente de confianza) sera:

{é_z@,mz@]
Ja o Va

Este intervalo suele ser mas ancho que el obtenido cuando la distribucion de

6 es normal. A medida que 6 se aleja mas de la normalidad, la anchura de este
intervalo es mucho mayor respecto del obtenido para normalidad. Ya sabemos que
una estimacion por intervalos es tanto mejor cuanto mas reducido sea el intervalo de
confianza correspondiente, de ahi que la propiedad de normalidad sea muy deseable,
pues en este caso los intervalos obtenidos son muy estrechos, lo que implica una
buena estimacion por intervalos.

Influencia del sesgo en los intervalos de confianza

Ahora vamos a considerar el caso en que el estimador es @ es sesgado para
0, es decir, existe un sesgo B(é): E(é)-e. Ahora partimos de que por el teorema
central de limite, y para un tamafio de muestra suficientemente grande, se cumple:

9-EY — N(0,1)
o\@
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Por lo tanto para un nivel a podemos calcular 4, = F,;('O_,)(l - %) tal que:

P —lase_EAH LA, t=l-a
ol\d

Ahora podemos realizar las siguientes operaciones:

_a, <9ZEO) 4 oy 90O EW)
o\d ol\@

a

5, <8207 80 4, <878 BYI g
ol\¢ 0"0; ol\@

Observamos que la presencia del sesgo produce como efecto en el intervalo

. ., ., . B\@ .
de confianza la aparicion del término —— que ya es conocido para nosotros.
ol\@

En caso de que
M <1/10
o(6)

ya sabemos que la influencia del sesgo es despreciable, con lo que el intervalo de
confianza es el mismo que para el caso de estimadores insesgados. Pero si no se
cumple que

B(6)

~

o(6)

<1/10

el sesgo de @ influye en el intervalo de confianza para 0. En este caso podemos
calcular el intervalo de confianza de la siguiente forma:

-2 sé_e_éBé <A, = -4,0(6)<6-0-B(d)< 1,0(6)=
o)

L

Con lo que intervalo de confianza para 6 basado en el estimador 6 en
presencia del sesgo no despreciable B(é)= E(é;)— @ es el siguiente:
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[6 - 4,.0(6) - B(6).6 + 4,6(6) - B(6)]

Observamos que se trata de un intervalo no centrado en 6 y desplazado en la
cantidad B(é) respecto del intervalo sin sesgo, que debe centrarse situdndonos en la
peor de las circunstancias, es decir, tomando como extremo fijo del intervalo el mas
lejano del centro ) , y calculando el otro extremo por equidistancia al centro. Ante
esta situacion la presencia del sesgo B é) origina que el intervalo de confianza para 0
basado en el estimador 6 y centrado en @ tenga una longitud superior al intervalo

cuando no hay sesgo. Por lo tanto la presencia de sesgo conduce a una estimacion
por intervalos menos precisa.

ESTIMACION PUNTUAL Y FORMACION DE ESTIMADORES

Supongamos que tenemos definida una caracteristica X en la poblacion
U={u,, u,..., uy} que toma el valor numérico JX; sobre la unidad u; i=1,2,...,N dando
lugar al conjunto de valores {X;, X3,... ,Xx}. Consideramos ahora una cierta funcion &
de los N valores X; que suele denominarse parametro poblacional. Seleccionamos una
muestra s={u;, uy,..., U} de U mediante un procedimiento de muestreo dado y
consideramos los valores s(X)={X, X,... ,X,} que toma la caracteristica X en estudio
sobre los elementos de la muestra. A partir de estos valores estimamos puntualmente el
parametro poblacional © mediante la expresion 6=46 (s(X))=6 (X, ...,.X,) basada en los
valores X; i=1,2,...,n que toma la caracteristica X sobre las unidades de la muestra s.

La funcién 6 que asocia a cada muestra s el valor numérico 6(s(X)) =
é(X,, ....Xn ) se denomina estimador del pardmetro poblacional 6. A los valores
6 (s(X)) para cada s del espacio muestral se les denomina estimaciones puntuales.

Entre los parametros poblacionales € (funcion de los N valores X;) mas
comunes a estimar tenemos el total poblacional y la media poblacional para la
caracteristica X definidos de la forma siguiente:

N
Total poblacional = X = X, ....Xy) =ZX ;
i=1

Media poblacional = X = X, ....Xy) = i—ii,\/ —ii
p AN = = 2 K= 2

i=1 i=l

Hasta ahora hemos supuesto que la caracteristica X definida sobre los
elementos de la poblacion es cuantitativa, es decir, cuantificable numéricamente.
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Sin embargo también se pueden definir caracteristicas cualitativas sobre los
elementos de la poblacion, como por ejemplo su pertenencia o no a una determinada
clase 4. Si para cada unidad u; i=1,2,...,N de la poblacion definimos la caracteristica
A; que toma valor 1 si la unidad u; pertenece a la clase 4 y que toma valor O si la
unidad #; no pertenece a la clase 4, podemos definir el total de elementos de la
poblacion que pertenecen a la clase 4 (total de clase) y la proporcion de elementos de
la poblacion que pertenecen a la clase A (proporcion de clase) de la forma siguiente:

N

Total de clase = A = &A,, ...,Ay) =ZA"
i=1

A 1 N N )

Proporcion de clase =P = 84, ... Ay) = —=—> 4= ~

Analizados ya los cuatro parametros poblacionales mas tipicos a estimar,
vemos que en general un parametro poblacional & puede expresarse como una suma
de elementos Y; funcion de los valores que la caracteristica cuantitativa X o
cualitativa 4 considerada toma sobre los elementos de la poblacion. De esta forma
podemos escribir:

N
6= Y,

i=1

Y, = X, para el total poblacional

Y, = %’— para la media poblacional

€n Cuyo caso tenemos: .
Yi = 4, para el total de clase

A, y
Yi= WI para la proporcion de clase

Ahora surge el problema de analizar la forma de los estimadores puntuales

éptimos 8=6(X, ...,X,) para estos parametro poblacionales tipicos. Resulta que las
mejores propiedades suelen presentarlas los estimadores lineales insesgados de la
forma:

6= iwiyi
il

Existen justificaciones para considerar que el parametro poblacional

N
6=>7,

i=l

puede estimarse convenientemente mediante el estimador
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6= Z":wiyi
il

entre las que podemos citar las siguientes:

e Todas las mediciones de la variable en estudio sobre las unidades de la muestra
intervienen en la formacion del estimador.

e La importancia de la aportacion al estimador de la unidad muestral u; puede
controlarse mediante el coeficiente de ponderacion w;.

e Cuando w; = | todas las unidades muestrales intervienen de igual forma en la
formacion del estimador.

¢ Cuando las unidades de muestreo son compuestas, es decir, formadas por varias
unidades elementales, los coeficientes w; pueden regular la importancia de la
unidad u; en la formacién del estimador asociandola con su tamafio o numero de
unidades elementales que contiene.

o Los coeficientes w; pueden depender, entre otros factores, del tamafio de las
unidades muestrales, del orden de colocacion de las mismas en la muestra y sobre
todo de la probabilidad que tiene la unidad ; de pertenecer a la muestra segin el
método de muestreo considerado.

e Las funciones lineales son las mas sencillas de manejar matematicamente.

NORMALIDAD DE LOS ESTIMADORES

Como la distribucion normal es continua, en poblaciones finitas no cabe
hablar en rigor de normalidad. No obstante admitimos este supuesto cuando la
distribucién de frecuencias de la variable X medida sobre los elementos de la
poblacion se ajusta a la distribucion normal. Si un estimador esta formado por una
suma o combinacion lineal de los X; (que como hemos visto es lo habitual en los
estimadores mas usados) para poblacion base normal, tendra distribucion normal en
el muestreo porque una combinacion lineal de normales es normal. Si la distribucion
de la poblacién base no es normal, se ha demostrado que en condiciones muy
generales la distribucion de estimadores lineales converge a la normal cuando tiende
a infinito el tamafio de la muestra. Por esta razon, en estos casos, puede admitirse que
el estimador se distribuye normalmente aunque proceda de observaciones efectuadas
en una poblaciéon base no normal. Sin embargo, para admitir la proximidad de la
distribucion del estimador a la normal, debe tenerse en cuenta que cuanto mas alejada
esté¢ la poblacion base de dicha distribucion mayor sera el tamafio de muestra
requerido para que ésta sea representativa.
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En la practica de poblaciones finitas es habitual encontrarse con poblaciones
normales o, al menos con simetria en su distribucion de frecuencias, por lo que la
hipdtesis de normalidad de los estimadores lineales sera razonable incluso para
tamafios de muestra moderados. Pero también son muy abundantes las poblaciones
muy asimétricas, con una fuerte concentracion de la frecuencia en valores pequeiios
y moderados de la variable y una marcada cola hacia la derecha que corresponde a
frecuencias bajas de valores altos y muy altos. Asi ocurre en la distribucion de las
explotaciones agrarias segun la variable: superficie de las tierras, o la distribucion de
las empresas de construccidon respecto de la variable numero de empleados, o la
distribucion de los municipios respecto de la variable nimero de habitantes, etc.

Para comprobar la hipdtesis de normalidad de los valores de X en la
poblacion base puede utilizarse cualquier contraste no paramétrico como los de
Kolmogorov-Smirnov, Saphiro-Wilks, asimetria y curtosis, etc.

Ejercicio 1. Para medir la variable X=nivel de precipitacion atmosférica en una
determinada region disponemos de un marco de 4 zonas climdticas de la misma
cuyos niveles de precipitacion actual son de 6, 4, 3 y 8 decenas de litros por metro
cuadrado, siendo sus probabilidades iniciales de seleccion en el muestreo 1/6, 1/3,
1/3 y 1/6 respectivamente. Se trata de estimar en decenas de litros por metro
cuadrado el nivel actual medio de precipitacion atmosférica en la region
extrayendo muestras de la variable X con tamario 2 sin reposicion y sin tener en
cuenta el orden de colocacion de sus elementos. Para ello se consideran los
estimadores alternativos MEDIA ARITMETICA, MEDIA GEOMETRICA,
MEDIA CUADRATICA y MEDIA ARMONICA. Se pide lo siguiente:

1) Especificar el espacio muestral definido por este procedimiento de muestreo
S(X), las probabilidades asociadas a las muestas P(S) y la distribucion en el
muestreo de los cuatro estimadores analizando su precision. ;Cudl de ellos es
mejor? Razonar la respuesta y cuantificar las ganancias en precision.

2) Hallar intervalos de confianza para la media segin los cuatro estimadores
basados en la muestra de mayor probabilidad para un nivel de confianza del 2 por
mil (a=0,002). Como dato se sabe que F 1(0.999)= 3, siendo F la Suncion de
distribucion de la normal (0,1). Comentar los resultados.

Como el procedimiento de muestreo es sin reposicion y no interviene el
orden de colocacidn de las unidades en las muestras, el espacio muestral tendra

o)

muestras. En el siguiente cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los
valores de los estimadores para cada muestra.
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s leenl X | x, | X | X,
64 |320| 5 [¥24] V26 {45
63) [ 3720 | 972 | V18 | V4572 | 4
68) | 1/15 | 7 |48 | 50 | 48/7
@3) | 173 | 7/2 | iz | V2572 | 2477
38) [3/20|11/2 48/11
ey V24 | V7372

Dado que no hay reposicién y que no importa el orden de colocacion de los
elementos en las muestras (muestras con los mismos elementos colocados en orden
diferente se consideran la misma muestra), las probabilidades de la columna P(X) se
han calculado de la siguiente forma:

ro
¥
—_
=

P(6,4) = P{6,4} + P{4,6} = P(6)P(4/6)+ P(4)P(6/4)=—-Z+=.— =

._.
N
I\)
—

P(6,3) = P{6,3} + P{3,6} = P(6)P(3/6)+ P()P(6/3) =—- =+ =.~ = io

'_‘C\
'—‘M

P(6,8) = P{6,8} + P{8,6) = P(6)P(8/6) + P(8)P(6/8) = —— +—-— =

[ (SR}

P(4,3) = P{4,3}+ P{3,4) = P4)P(3/4)+ PB)P(4/3) == -2+ 2.2 =

NO\

P(4,.8) = P{4,8} + P(8,4) = P(4)P(8/ 4)+ P(8)P(4/8) = = —+—. = =

O\
_-h
0\

P(3,8) = P{3,8}+ P{8,3} = P(3)P(8/3) + P(8)P(3/8) -—.Z+l-—=—

Las distribuciones de probabilidad de los cuatro estimadores se calculan con
la expresion ya conocida P'(6 (Xj, ...,X,) = f) = ZP(S,) , de la siguiente forma:

{5, 16(S,(X))=t}
PT(X =5)= P(6,4) == N \
o 2;’ PT(X, =24) = P(6,4)+ P(3.8) = —
PT(X=2)=P(63)=— 0
7 20 PT(X, =V18)= P63 = =
PT(X=T7)=P(68)=—
2 2 l
X 115 X PT (X, =48) = P(68)=—
PT(X=2)=P(43)=—
2 ; PT(Xy =12) = P(43) —%
PT(X =6)=P(48)=— .
) 2‘; PT(Xy =32) = P(4,8) = —
PT(X = —) PGY=— 20
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T = _ _ - 3 -~
PT(Xc =V26)=P(6:4) == PT(X, =2 = P64y ==
5 20

= [45 3 -
PT(X =‘/—)=P(6,3)=— PT(X, =4)=P(63)=—
c 2 20 ( H ) (,) 20
PT(X,. =+/50) = P(6,8) =i PT(X, =3 - peg)=L
% % 7 15
‘ PT(,? = §)=p(43)_l ! pT();( =ﬁ)=p(43)=l
¢ Vz ™73 S 3
PT(X. =/40) = P(4.8) == PT(X, -1 pug=2
¢ ’ 20 . 3 20
= 48 3
3 T =)= = —
P’(X J )=PGY)=— LP Xy =) =P8 =7,

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los
cuatro estimadores analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en
primer lugar los valores de las medias aritmética, geométrica, cuadratica y armonica
poblacionales como sigue:

X=(6+4+3+8)/4=21/4 X, =46438=4389

2 2 2 2
- =‘/M =5,59 "?H = 4 =457
4 1/6+1/4+1/3+1/8

>

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de
los estimadores tal y como se indica a continuacion:

E(X) 5i+2i 7.i i “.i v 2!

1 — =478 X =-=525
20 220 15 23 20 2 20 4
1

E(X,)= J_—+J_ _+rli NP J_i_457¢x =489
E(X,)= J_—+ > J_

c =559

E(X )_ﬁi 4.i+ﬁ.i+§.l 16 3 +ﬁ._3-=4,37¢,\7H =457
5 20 20 7 15 7 3 3 20 11 20

7
+_.
2
L, 1

— |22 RERRPPY.
15 2 3 ‘/_20 z 20

Vemos que todos los estimadores son sesgados y los valores de sus sesgos son:

B(X)=E(X)-X=478-525=-047  B(X.)=E(X;)-X, =4,57-489=—032
B(X.)=E(X.)-X, =498-550=-061 B(X,)=EX,)-X, =437-457=-02

Ahora calculamos las varianzas de todos los estimadores como sigue:
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V(X)=E(X -4,78)" = (5 - 4,78) —-+(——478) +(7 4,78)2
+(——4,78) -+(6 4,78)? ——+(——478) —_119

V(X,)=E(X, - 457)° = (V24 - 4,57) —+(J_ 4,57)? —+(JZ§-4,57)2~1—

=

+ (12 -4,57)° —+(J'_ 4,57)* i_l,oo4

V(X.)=E(X, - 498)? = (/26 - 4,98)? ~—+(\/E—4,98)2 -i+(~/§-4,98)2 =

ot

15
+( ——498) —+(J_ 4,98)% - +( ——498)2 %_143
V(X,)=EX, -437) -(——437) +(4 437)7 .= (—-437) =
+(2—-437)2~l+(—-437) i+— (—-437) 0,89
7 3 3 20 11 -

Como todos los estimadores son sesgados se pueden hacer las comparaciones
a través del error cuadratico medio, pero antes se deben calcular las cantidades

B(6E_,.)|
a6,

para ver si el sesgo es o no despreciable. Tenemos:

BX)|_ 061
ok Vb

B _ 047 _
on| LI9
Todos los valores son superiores a 1/10 con lo que el sesgo no resulta

despreciable en ningtin caso (el mejor estimador es la media armonica seguido de la
geométrica, aritmética y cuadratica) . Calculamos ahora los errores cuadraticos medios.

B(X)= 032 oy

0-(x) 1,004

B(X )| __02
o(X) 089

=051 =021

ECM(X) E(X 5,25)* =(5-5,25)* - +(——525) +(7 5,25)% -
+(——525) +(6 5,25)% - +(——525) —-141

ECM(X,)=E(X, -489)! = (@—4,89)2 -—+(ﬂ—4,89)2 -23—0+(JE—4,89)2 %

+(12 - 489) -%+(J§—4,89) io= :
ECM(X.)=E(X, -559)? = (26 -5,59)* - 30+( 45 5502 —+(~/5—5,59)2 %
25 , 1 . :
+(5 =559 .§+(M—5,59) ~—+( ——5,59) .—0=1,8

ECM(A;’H)=E(?H—4,57)2=( -4,57)- +(4 4,57) - 3+(——457) =
+(—-457) -+(—-457) 230+— (_—457) =093
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Segiin estos resultados el mejor estimador es la media armoénica, seguido de la
media geométrica, la media aritmética y la media cuadratica (coincide con el otro criterio).

Para cuantificar las ganancias en precision calculamos:

ﬁ——] 100 =18,27, 1—’Ai—l -100 = 51,6, Lg——] -100 = 93,5
0,93 0,93 0,93

’ ’

Se observa que el uso de la media armonica mejora en un 18,27% la
estimacion a partir de la media geométrica, que el uso de la media armdnica mejora
en un 51,1% la estimacion a partir de la media aritmética, y que el uso de la media
armonica mejora en un 93.5% la estimacion a partir de la media cuadratica.

Suponiendo normalidad de la poblacién y una vez comprobada la influencia
del sesgo para todos los estimadores, podemos calcular los intervalos de confianza para
los parametros poblacionales basados en los valores de los estimadores para la muestra
de mayor probabilidad (4, 3) utilizando el intervalo descentrado:

[6-4,0(0)-B(6) 6+ 1,6(6)- B(6)1
[7/2-3J1194—(-047), 7/2+31194—(-0,47)]=[0.69, 7.1] —>[-0.1, 7.1]
L/E—s 1,003-(-0,32), 12+ 1,003—(—0,32)]:[0.78, 6.79] —[0.13,6.79]
[\/25/ 2 -31,437-(-0,61), 25/2+3 1,437—(—0,61)]=[0.55, 7.74] >[-0.687.74]
[24/7— 0896—(-0,2), 24/7+ 0,896—(—0,2)]= [0.79, 6.47] —[0.39, 6.47]
Una vez centrados los intervalos, se observa que el intervalo de menor

longitud corresponde al estimador mas preciso (la media armoénica), el intervalo
siguiente en precision es también el siguiente en longitud, y asi sucesivamente.

Ejercicio 2. Para la poblacion A= {Al ,A4,,45,4,, As} consideramos el siguiente
proceso de seleccion de muestras de tamario 3. De una urna con 3 bolas numeradas
del 1 al 3 se extraen al azar y sin reposicion 2 bolas. A continuacion de otra urna
con 2 bolas numeradas con el 4 y el 5 se extrae una bola. Se pide:

a) Espacio muestral asociado a este experimento de muestreo y probabilidades de

las muestras. Consideramos el estimador por analogia 6 = suma de los subindices
de unidades de las muestras para estimar la caracteristica poblacional 6= suma de
los subindices de las unidades de poblacion. Calcular la precision del estimador y
hallar un intervalo de confianza al 95%.

b) Se considera el estimador por analogia 0 = Media de los subindices de unidades

de las muestras para estimar la caracteristica poblacional 6 = Media de los
subindices de las unidades de poblacion. Calcular la precision de este estimador y
hallar un intervalo de confianza al 95%, ;qué estimacion es mejor? Cuantificar la
ganancia en precision.
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Para hallar el espacio muestral asociado a este procedimiento de muestreo
consideramos la urna Uj con tres bolas y la urna U, con dos bolas.

1, 2, 3 4,5
Ul U2

Como en la urna U, seleccionamos dos bolas sin reposicion las posibilidades
son (4, Az), (4, A3) y (42 43). Como para cada par de bolas seleccionadas de la uma U,
se selecciona una bola en la urna Us,, las posibles muestras de tres elementos seran (A,
Az As), (A1 Az As), (A A3 As), (A1 A3 As), (A2 A3 As) y (A2 A3 As).

Las probabilidades de las muestras se calcula como se indica a continuacion:

P(A4, A AD)=P(A4, A> /U)P(As IUs)=P1(4, YPi(A> | A))Po(As)=(1/3)*(1/2)*(1/2)=1/12
P(4, 4> Asy=P(4, A; IU)P(4s [U)=P\(4, YPi(4; | A)Px(Asy=(1/3)*(1/2)*(1/2)=1/12

El célculo de las probabilidades de las restantes muestras es similar y el valor
es 1/12 para todas ellas, es decir, estamos ante un método de seleccion con
probabilidades iguales. Ya podemos formar la tabla con las muestras del espacio
muestral S X, sus probabilidades Pi y los valores de los dos estimadores del problema

sobre las mismas 7= @ y T,=6 , datos que nos van a permitir el calculo de las
distribuciones en el muestreo de los estimadores. En el siguiente cuadro se especifican
las muestras, sus probabilidades y los valores de los estimadores para cada muestra.

s x | P |1, ] T,
A4 A, T2 7 1773
A/ AyAs |1/12 |8 |8/3
A, A, 4, [1/12 |8 |8/3
A A A (1712 |9 |3
A, 4,4, [1/12 |9 |3
A, A4 (1712 |10 [10/3
A, A A, (1712 |7 [ 7/3
A, A, A, |1/12 |8 |8/3
A, 4,4, |1/12 |8 |8/3
A, A Ag (171219 |3
A, 4,4, |[1/12 19 |3

A A, A |1/12 |10 [10/3

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan mediante
la expresion ya conocida P'(6 (X;, ...X,) = 1) = Z P(S,), de la siguiente forma:

1S, 16(S,(X)=r}
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1 1 ( 1 1
PPT=7=2—=— P (T.=7/3)=2-—==
(T=7) 5 % (T, ) 5%
T 1 1 T ] ]
PTT=8)=4-—=— P(T,=8/3)=4 —=—
12 3 ? 12 3
d 11 T2 11
PI(T=9)=4-—=— PP(T=3)=4—=—
( )= 12 3 ( )= 12 3
1 11
P'(T =10 . 1 1 P (T-=10/3)=2 — =—
( )= 12 6 (7 ) 12 6

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos
estimadores analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer
lugar los valores del total de los subindices de la poblacion y de la media de los
subindices de la poblacion, que son los parametros que estamos estimando con los
estimadores T y T, respectivamente. Se tiene:

X=(01+2+3+4+5=15 X=(1+2+3+4+5)/5)=3

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matemética de
los estimadores tal y como se indica a continuacion:

E(Tl)=7ol+8-l+9-l+10-l=8,5¢15=X
3 3 6

E(T)—l + 431,10 =28333 %X =3
3 3

w | oo

0\|-—-
W |-
W | —
N —

El estimador T, es sesgado con sesgo B(T))=E(T))-X=8,5-15=-6,5, y el

estimador T, también es sesgado con sesgo B(T3) = E(T>)- X =2,8333-3=-0,166. Las
varianzas de los estimadores son:

V(T)=(7-85) %+(8—8,5)2 %+(9—3,5)2 L a0-85) %:0,916

V(T2)=(%—2,833)2-%+(§—2,833) —+(3-2,833)%. 1+(——2833) =0,1018

oxl—-

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
o(T})=40916=0957 y o(T,)=40,1018=0,319

Como |B(T))/ o(Ty)| = 6.8 > 1/10 el sesgo del estimador 7| no es despreciable
Como |B(T»)/o(T7)| = 0,52 > 1/10 el sesgo del estimador T, no es despreciable, y como
los dos estimadores son sesgados con sesgos no despreciables, la comparacion de
estimadores puede hacerse a través de las cantidades |B(T;)/o(T;)| o a través de los
errores cuadraticos medios. Tenemos:
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ECM (T,) = (7 -15)* %+(8—15)2 -%+(9—15)2 %+(10—15)2 %=43.166

7 1 8 1 1 10 1
ECM (T,)=(=-3)2-—+(2-3)> =+ (3-3)? =+ (—=-3)*-==0,13
(T;) (3 ) p (3 ) 3 ( ) 3 (3 ) p

Evidentemente el mejor estimador es 75, pues su error cuadratico medio es
mucho menor que el de 7). La ganancia en precision por usar T, en vez de T; es:

GP = (EMC(T>)/EMC(T,) - 1)*100 = (43,166/0,13-1)*100=33104,6%

Si hubiésemos seguido el criterio de comparacién dado por |B(T;)/o(T;)| el
resultado es el mismo, ya que el mejor estimador seria T,. Obsérvese que para
cuantificar la ganancia en precision de una forma correcta hay que utilizar
necesariamente el criterio del error medio cuadridtico y no sirve utilizar los valores
dados por |B(T)/o(T)|.

Para hallar un intervalo de confianza para 7; (que es sesgado) basado en la
primera muestra se utilizara la formula:

[6-2,0(6)- B(6)6+ 4,0(6)- Bl =[7-1.96-0957+ 6.5, 7+1.96.0957+6.5]
=[11.62,1537) >[-1.34,1537]

Para el resto de las muestras se realizan calculos similares cuyos resultados
se presentan en las columnas INFT1 y SUPT1 de la figura 2-49.

Para hallar un intervalo de confianza para T2 (que es sesgado) basado en la
primera muestra , realizamos los siguientes calculos:

[6-2,006)- B(6) &+ 2,60)- B =7/3-196-0319+0.16,7/3+196-0319+0.16]
=[1.86,3.12] >[1.54,3.12]

Para el resto de las muestras se realizan calculos similares.

Ejercicio 3. Para la poblacién A=1{A,,4,,-,A,,} consideramos el siguiente proceso de
seleccion de muestras de tamario 3. Se selecciona un entero al azar en el conjunto
{1,2,3,4} y siendo & este niimero se forma la muestra {4, A;.,, -, As,5 }. Considerando
la variable X=X(A)=i se pide la distribucion, esperanza y varianza de los estimadores
T =Mix(X) y T:=2(2X)/n — 1. ;Cudl de los dos estimadores es mds preciso?
Realizar estimaciones por intervalos al 95% basadas en las muestras de mayor
valor de los estimadores y comentar los resultados

Como el procedimiento de muestreo consiste en un principio en
seleccionar al azar un nimero en el conjunto {1,2,3,4}, los numeros elegidos
pueden ser el 1, el 2, el 3 o el 4, y todos ellos con probabilidad 1/4. Si el namero
elegido es el 1 se for-ma la muestra {4,,45,45}, si es el 2 se forma la muestra
{A2,4¢,410}, si es el 3 se forma la muestra {43,47,4,,} y si es el 4 se forma la muestra
{A4,45,4:12}. De esta forma todas las muestras tendran probabilidad 1/4.
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En el siguiente cuadro se especifican las muestras (con la variable X medida
sobre sus elementos, es decir, X(4;) = i), sus probabilidades y los valores de los
estimadores para cada muestra.

SO [POO[ T[T,
1,59} | 1/4 |99
26101 | 174 10|11
G710 ] 174 |11]13
4812y | 1/4 [12]15

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan
mediante la expresion P'(6 (X, ...X, ) =1)= ZP(Si) , de la siguiente forma:

(5,16(5,(X))=1}
PT(T=9)=PUSS) = PITE9)=PUSS) =
PT(T=10) = P2,610} =~ PT(T=11) = P{2,6,10} =
4
T, Ty

PT(T=11)=P{3,711} = PT(T=13)=P{3,7,11} =
1 1

= &=
N]— b= =

PT(T\=12) = P{48,12} = PT(T,=15)= P{48,12} =
1 1

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos
estimadores analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer
lugar los valores del méaximo poblacional y de 2 veces la media poblacional menos
uno. Como la variable X medida sobre la poblacion produce los valores {1,2,3,...,12},
el maximo sera 12 y dos veces la media poblacional menos uno valdra también 12.
Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los
estimadores tal y como se indica a continuacion:

E(T,)=9~l+10~l+11-l+12-l=10,5¢Max(Xi)=12
4 4 4 4

E(Tz)=9-l+11-l+13.l+15-l=12=12=2f—1
4 4 4 4

El estimador T es sesgado con sesgo B(T)) = E(T1)-Max(X;)=10,5-12=-1,5,
pero el estimador 75 es insesgado con sesgo. Las varianzas de los estimadores son:

V(T,)=(9-10,5)* ~l+(10—10,5)2 -l+(11—10,5)3 -1+(12—10,5)z -1=1,25
' 4 4 4 4

V(T)=(9—12)2-l+(11—12)2--1—+(13—12)2-l+(15—12)2- =5
2 4 4 4

1
4
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Con lo que las desviaciones tipicas valdran

o(T)=4125=1118 y o(T,)=+5=2236
Como |B(T1)/o(T))| = 0,

0,67 > 1/10 el sesgo del estimador T no es despreciable

b
y como T es insesgado, la comparacion de estimadores ha de hacerse a través del
error cuadratico medio obligatoriamente Tenemos

ECM(T))=(9- 12)- +(10-12)2 -l+(11—12) —+(12-12) =35
ECM(T,)=(9-12)*- +(11

|._. .p.|-_-

+(13 12)? - +(15 12)? -

Obsérvese que el mejor estimador es 7}, pues su error cuadratico medio es

menor que el de 7>, a pesar de que T; es sesgado y 7, es insesgado. Obsérvese
también que el error cuadratico medio de 7> es igual a su varianza, dado que 7> es
insesgado. La ganancia en precision por usar 7; en vez de T es

GP = (EMC(T,)/ EMC(Ty) - 1)*100 = (5/3,5-1)*100 =42,8%
Para hallar un intervalo de confianza para 7, (que es insesgado) basado en la

muestra de mayor maximo {4,8,12}, suponemos primeramente que la poblacién se
distribuye normalmente, en cuyo caso se utiliza como intervalo de confianza el siguiente

[6 ﬂaa(é)é+ laa(é)] =[12-1.96-2.236,12 +1.96-2.236] =[7.6, 16.4]

Si la poblacién no se distribuye normalmente el intervalo para 7, es

[é dé—') 9+d€)} [12- 2236

2.236
12+ =[-2,22
Ja© J0.05 Jo.os] [ ]

Para poder suponer normalidad seria un buen sintoma que los coeficientes de
asimetria y curtosis de la distribucion del estimador fuesen proximos a cero. Para
calcular estos coeficientes para T, necesitamos los momentos de orden 3 y 4 de T,

1,(T,) = (9-12) —+(11—12) —+(13 12)° —+(15-12) —4_
1
- —_— 4-— —_— 4-— —_— 4.— —_— . — =
(1) =O-12)" 2+ (11-12) 2+ (13-12)" 2415 12)* =4

Los coeficientes de asimetria y curtosis seran
4 0 _ 41
=T 0y K=

-3=-14
o 2,236°

Se obtiene una simetria perfecta para la distribucion de 7, y una curtosis
baja, ya que esta dentro del intervalo [-2,2]. Podemos entonces suponer razona-

blemente la presencia de normalidad y quedarnos con el intervalo correspondiente a
la existencia de normalidad
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Se observa que la longitud del intervalo de confianza cuando no hay
normalidad es mayor que en el caso de normalidad, con lo que la estimacién es mas
tosca (peor) en el caso de no normalidad.

Para hallar un intervalo de confianza para 7, (que es sesgado) basado en la
muestra de mayor valor del estimador {4,8,12}, realizamos los siguientes calculos:

[6-2,016)- B6) 6+ 2,66)- BB) =112-196-1.118+15,12+1.96: 1.118+1.5]
~[113,158][8.2,157]

Hemos obtenido un intervalo de confianza para 7, mas estrecho que el inter-
valo de confianza con normalidad para 7>. Ello corrobora el hecho de que el estimador
T, es mejor que el 75, pues no olvidemos que una estimacion por intervalos es tanto
mejor cuanto menor longitud tiene el intervalo de confianza.

Ejercicio 4. En una poblacion de N=10 unidades se encuentran éstas formando 4
subconjuntos A(i) i=1,...,4. Los valores de una caracteristica X medida sobre los
elementos de la poblacion se presentan en la tabla adjunta:

A@)—> Ad) AQ2) A@3) A@)

Xi—» 1, 2, 3 4 6 9, 11 2,2 5

Se considera un procedimiento de muestreo que consiste en elegir cada
subconjunto A(i) con probabilidades proporcionales a sus tamarios. Se considera el
estimador T; = Media de los subconjuntos, para estimar la media poblacional, y se
considera el estimador T, = Total de los subconjuntos, para estimar el total
poblacional. Se pide:

I°) Especificar el espacio muestral relativo a este procedimiento de muestreo y las
probabilidades asociadas a las muestras. Hallar también las distribuciones de
probabilidad en el muestreo de los estimadores T, y T, ;Cudl de éllos es mejor?
Razona la respuesta y cuantifica la ganancia en precision.

2°) Hallar un intervalo de confianza para la media al nivel a = 0,002 basado en el
subconjunto de mayor total. Se sabe que F"' (0,999) = 3 siendo F la funcion de
distribucion de una Normal (0,1). Hallar también un intervalo de confianza del
95% para el total basado en el subconjunto de mayor media. Se sabe que F’
(0,975) = 2 siendo F la funcion de distribucion de una Normal (0,1).

Como el procedimiento de muestreo es con probabilidades proporcionales
a los tamafios Mi de los subconjuntos tenemos que P; = kM; i =1,2,3,4 para una
constante de proporcionalidad £ que se calcula de la forma siguiente:
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P =3/10
< 2 P,=2/10=1/5
P=kM, =Y P=k) M, =1=k-10=k=1/10=1 *
pan p P,=2/10=1/5
P, =3/10

En el siguiente cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los
valores de los estimadores para cada muestra.

S(X) |P(X)| T | T,
1,23} | 3/10 6
a6y | 1/5 | 5|10
©11 | 1/5 |10]20
2,25 |3/10 3|9

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan
mediante la expresion P'(6 (X, ....X,) =)= ZP(S,.) , de la siguiente forma:

(S, 16(S,(X)=1}
T 3 r T 3
10 10
P'(T\=5)=P{4,6} = % P (T,=10) = P{4,6} = %
T, i T3 |
P'(T\=10)=P{9,11} =~ PT(T,=20)=P{9,11} ==
5 5
PT(T=3) = P{2,2,5} = % PT(T,=9) = P2,2,5} = %

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos
estimadores analizaremos si son insesgados o no. Para ello, calculamos en primer
lugar los valores de la media poblacional y el total poblacional, que son los
parametros que estamos estimando. Se tiene:

X=(14+243+4+6+9+11+2+2+5)/10=45/10
X=(0+243+4+6+9+114+2+2+5)=45

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de
los estimadores tal y como se indica a continuacion:

E(T,)=2-i+5-l+10-1+3~i=4,5=f
100 5 5 710

ET)=6-—+10-2 4201 10.3 1052 x =45
10 5 5710
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El estimador 7, es insesgado, pero el estimador 7, es sesgado con sesgo
B(T,) = E(T>)-X=10,5-45 = -34,5. Las varianzas de los estimadores son:

3 1 1 3
V(T)=(2-45% =+(5-4,5) =+(10-4,5% -—+(3-4,5)*-—=8,65
(1) =( )10( )5( )5( )10

3

= —_ 2-
V(T,)=(6-105)" =

+(10-10,5)* -§+(20—10,5)2 %+(9—10,5)2 ~%=24,85

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
o(T))=+8,65=294 y o(T,)=+2485=498

Como |B(T»)/ o(T>)| = 6.92 > 1/10 el sesgo del estimador 75 no es despreciable,
y como T es insesgado, la comparacion de estimadores ha de hacerse a través del
error cuadratico medio. Tenemos:

3
10
3

10

ECM(T)=(2-4,5)% -—+(5—4,5)’ %+(10—4,5)2 -§+(3 -45)° -%=8,65

ECM(T,)=(6-45)* - +(10—45)2.%+(20—45)2%+(9—45)2-%:1215,1

Evidentemente el mejor estimador es T, pues su error cuadratico medio es
mucho menor que el de 75. La ganancia en precision por usar 7 en vez de T es:
GP = (EMC(T,)/EMC(T;) - 1)*100 = (1215,1/8,65-1)*100=13946,24%

Para hallar un intervalo de confianza para 7 (que es insesgado) basado en la
muestra de mayor total {2,2,5}, suponemos primeramente que la poblacion se distribuye
normalmente, en cuyo caso se utiliza como intervalo de confianza el siguiente:

[6-2,00)6+ 1,0} =[3-3-2.94,3+3.2.94] =[-5.82,11 82]

Si la poblacion no se distribuye normalmente el intervalo para T es:

{é-%@,m%@)}:P 294 5, 2 ]=[—62.74,68.7]
a a

~Jo002 " Jo.002

Se observa que la longitud del intervalo de confianza cuando no hay
normalidad es mucho mayor que en el caso de normalidad, con lo que la estimacién
es mas tosca (peor) en el caso de no normalidad.

Para hallar un intervalo de confianza para 7, (que es sesgado) basado en la
muestra de mayor media {9,11}, realizamos los siguientes calculos:
16 2,0(6)- B(6) 6+ 1,6(6)- Bl6) =[20-2-4.98+34.5,20+ 2. 498+ 34.5]
=[44.54, 64.81] > [-24.81, 64.81]
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Ejercicio 5. Consideramos una poblacion de 3 unidades {ul Uy Uy } cuyas probabilidades
iniciales de seleccion son iguales a 1/3. Se estraen muestras de tamario 2 con reposicion
sin tener en cuenta el orden de colocacion de sus elementos. Se pide:

a) Espacio muestral y probabilidad asociadas a las muestras para este tipo de muestreo

b) Se estima por analogia el pardmetro poblacional 0= n°de unidades distintas en
la poblacién mediante el estimador @ = n° de unidades distintas en la muestra
Hallar la distribucién en el muestreo del estimador 0 de 0

¢) Analizar la precisién de © para los valores 6= 1, 8= 2, @=3 del pardmetro poblacional
(7

d) Se estima el pardametro poblacional 0 = N° medio de unidades distintas en la
poblacion mediante el estimador por analogia BL = N° medio de unidades distintas
en la muestra. Hallar la distribucion en el muestreo de 0A ¥ analizar su precision
para los valores @ =1y @ =2 del pardmetro poblacional 6

e) ;Cudl de las dos estimaciones antfriores es mejor? Hallar intervalos de

confianza para ambos estimadores @ y 6 al 95% y comparar sus precisiones .

Dado que el muestreo es con reposicion y no interviene el orden de colocacion
de los elementos en las muestras habra 6 muestras posibles cuyas probabilidades se
calculan como se indica a continuacién:

P(uy uy) = P(u)P(uy) = (1/3)(1/3)=1/9
Pluy u) = P{uy urj+P{uz ur} = P(ui)P(u)+ P(un)P(ur) = (1/3)(1/3)+(1/3)(1/3)=2/9
De forma analoga P(u, u3) = P(uy u3)=2/9 y P(uy us)= P(us u3)=1/9

Ya podemos formar la tabla con las muestras del espacio muestral S X, sus
probabilidades P; y los valores de los dos estimadores del problema sobre las mismas

Ti= 6 y T»=6 , datos que nos van a permitir el calculo de las distribuciones en el
muestreo de los estimadores. En el siguiente cuadro se especifican las muestras, sus
probabilidades y los valores de los estimadores para cada muestra.

S_X| P |T | T,
uu, 1/9 |1 |1/2
wu, |2/9]2 |1
wu, |2/9]2|1
uu, |1/9 |1 |1/2
uuy, (2/912 |1
wu, [1/9 |1 [1/2
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Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan
mediante la expresion P'(8 (X, ...,.X,) =1) = ZP(Si) , de la siguiente forma:

(S, 16(S,(X))=t}
PT(T,=1)=3-1=1 PT(T2=1/2)=3'1=l
T 9 3 T 9 3
1 ) ! 2 2
PT T=2)=3.2=Z2 PTT=1 =3.=-==
(T=2)=3-5=7 (T=D=3-5=7

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos
estimadores analizaremos si T, es insesgado o no para los parametros poblacionales

6=1, 6=2 y 6=3 (una, dos o tres unidades distintas en la poblacioén). Para ello
hallamos la esperanza matematica de T, tal y como se indica a continuacion:

E(T,)=1~%+2~—§-=5/3¢0 VO =123

Se observa que cualquiera que sea @ existe sesgo. Los sesgos B1(T1), Bo(Th) y
Bs(T)) relativos a los valores =1, 8= 2y 6= 3 del parametro poblacional son:

B\(T)) = E(T))-1 = 2/3, By(T)) = E(T})-2 = -1/3 y By(T}) = E(T})-3 = -4/3

Ahora calculamos la varianza de T, como se indica a continuacion:
V() =01-5/3) -%+(2—5/3)2 % =2/9= o(T}) =_‘/32

Como |By (TyYo(T0)| =2 > 1/10, |B; (TyY o(T7)| = (\2)/2 > 1/10 y |Bs (T oA T1)| =
2V2 > 1/10, el sesgo del estimador T no es despreciable para 8= 1, §=2y 6= 3. No
obstante la menor razon del sesgo a la desviacion tipica se obtiene para 8= 2.

Para corroborar el resultado anterior vamos a hallar los errores cuadraticos
medios de 7} para =1, §=2y 6= 3 de la forma siguiente:

ECM(T)) = BAX(T)+W(T)) =4/9 +2/9=2/3
ECMAT)) = BT )+WT) =1/9+2/9=1/3
ECMy(T)) = BX(T)+W(T)) =16/9+2/9=2

También se observa que el menor error cuadratico medio de 7, se obtiene
para & = 2. Luego el estimador T; es mas preciso cuando 6=2, es decir, cuando
existen dos unidades distintas en la poblacion.

Ahora analizaremos si 7, es insesgado o no para los pardmetros
poblacionales & = I y 6 = 2 (una o dos unidades distintas en media en la poblacion).
Para ello hallamos la esperanza matematica de 7 tal y como se indica a continuacion:
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E(T,)= +1%=5/6¢9 Vo =12

W | —

I
2

Se observa que cualquiera que sea 6 existe sesgo. Los sesgos Bi(T») y
B,(T>) relativos a los valores & = 1y 8 =2 del pardametro poblacional son:

B\(T2) = E(T2)-1 = -1/6 y By(T2) = E(T>)-2 = -7/6

Ahora calculamos la varianza de 7> como se indica a continuacion:

22

V(T,)=(1/2-5/6) ~%+(1—5/6)2 S=8/9= 0 ==

W

Como |B, (To)/o(T3)| = (N2)/8 > 1/10'y |B; (To)/ o(T2)| = (7N2)/8 > 1/10, el sesgo del
estimador T no es despreciable para & = I 'y 6 = 2. No obstante la menor razén del
sesgo a la desviacion tipica se obtiene para = |.

Para corroborar el resultado anterior vamos a hallar los errores cuadraticos
medios de T, para 6 = I y 6 = 2 de la forma siguiente:

ECM\(Ty) = BT+ () = 1/36 +8/9=11/12
ECMAT;) = BT+ (Ts) = 49/36 + 8/9 = 9/4

También se observa que el menor error cuadratico medio de 7, se obtiene
para & = 1. Luego el estimador 7, es mas preciso cuando 6 = .

Para comparar T; estimador de & con T estimador de @ utilizamos sus errores
cuadréticos medios en las situaciones Optimas, es decir, en las situaciones de maxima
precisién de ambas estimaciones, es decir, cuando @ = 2 y 6 = I respectivamente.
Precisamente en estas situaciones se tenia ECM(T)) = 1/3 y ECM\(T,) = 11/12, luego
el mejor estimador es T, pues su error cuadratico medio es menor.

Para hallar un intervalo de confianza para 7| (que es sesgado) basado en la

primera muestra se considerara el caso 6ptimo 6= 2 (B(T})=-1/3) y se usara la formula:
10-4,0(0)- B6) 6+ 4,0(6)- BE)=11-1.96-v2/3+1/3.1+1.96-v2/3 +1/3]
=[0.4,2.25] > [-0.25, 2.25]

Para la segunda muestra tendremos el siguiente intervalo de confianza:

16-2,5(6)-B(6) 6+ 2,5(6)- BB} =12-196 V2/3+1/3,2+1.96 -2 /3 +1/3]
=[1.4,3.25] - [0.75, 3.25]
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Para la cuarta y sexta muestras los intervalos de confianza son iguales que para
la primera, ya que el valor del estimador es el mismo. Para la tercera y quinta muestras
los intervalos de confianza son iguales que para la segunda, ya que el valor del
estimador es el mismo. No obstante se observa que todos los intervalos tienen una
anchura de 2.5 unidades.

Para hallar un intervalo de confianza para 7, (que es sesgado) basado en la
primera muestra se considerara el caso optimo 6 = I (B(T;) = -1/6) y se usara la
formula:

(6~ 4,0(6)- B6) 6+ 2,0(0)- BN =11/2-1.96-242/3+1/6,1/2+1.96- 2423+ 1/6]
—[-1.2,2.5] > [-1.5, 2.5]

Para la segunda muestra tendremos el siguiente intervalo de confianza:

(6 1,0(8)- BB) 6+ 2,0(0)- BB} =1-196- 242/3+1/6,1+1.96-242/3+ /6]

=[-0.7,3] >[-1 3]

Para la cuarta y sexta muestras los intervalos de confianza son iguales que para
la primera, ya que el valor del estimador es el mismo. Para la tercera y quinta muestras
los intervalos de confianza son iguales que para la segunda, ya que el valor del
estimador es el mismo. No obstante se observa que todos los intervalos tienen una
anchura de 4 unidades.

Seglin estos resultados son mas anchos los intervalos de confianza para el
estimador 7, que para el estimador 7 , lo que indica que 7; es mejor estimador que 7>,
pues una estimacion por intervalos es tanto mejor cuanto menos longitud tenga el
intervalo de confianza. Este resultado concuerda con el criterio del error cuadratico
medio visto anteriormente.



CAPITULO 3

METODOS DE SELECCION DE LA
MUESTRA. PROBABILIDADES
IGUALES Y DESIGUALES

En este capitulo nos ocuparemos de los métodos generales de seleccion de la
muestra y su repercusiéon en la estimacion lineal insesgada de los principales
parametros poblacionales. Se tratardn los métodos de seleccion de la muestra con
probabilidades desiguales con y sin reposicion analizando los principales estimadores
y sus errores en cada método. Como caso particular se obtendran resultados para
probabilidades iguales. También se estudiardn métodos de seleccion mixtos que
contemplan probabilidades iguales y desiguales.

MUESTREO SIN REPOSICION Y CON REPOSICION.
PROBABILIDADES IGUALES Y DESIGUALES

Inicialmente podemos clasificar los métodos de seleccion de muestras en dos
grandes clases: métodos de muestreo sin reposicion y métodos de muestreo con reposicion.
Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es sin reposicion cuando todas
las muestras que tienen algin elemento repetido son imposibles. Las unidades
seleccionadas no se reponen a la poblacion para seleccionar la siguiente unidad de la
muestra, con lo que las muestras resultantes tienen todos sus elementos distintos. Como
norma general (si no se especifica lo contrario) no se tiene en cuenta el orden de
colocacion de los elementos en la muestra, es decir, muestras con los mismos elementos
colocados en distinto orden son similares. Por lo tanto el espacio muestral S contiene:

()

muestras de tamafio » extraidas de la poblacion de tamafio N, cada una de las cuales
puede denotarse por (X) y contiene a las n/ muestras con los mismos elementos.
Cuando se considera el orden de colocacion de los elementos en la muestra, de tal

forma que muestras con los mismos elementos colocados en distinto orden son
distintas, el espacio muestral S contiene como numero de muestras de tamaiio »:

VN_,, = (NJ n!

n



82 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es con reposicion
cuando las muestras que tienen algun elemento repetido son posibles. Las unidades
seleccionadas se reponen a la poblacion para seleccionar la siguiente unidad de la
muestra, con lo que las muestras resultantes pueden tener uno, varios o todos sus
elementos repetidos. Si se tiene en cuenta el orden de colocacién de los elementos en
las muestras, el espacio muestral tendra VRy, = N" elementos. Si no se tiene en cuenta
el orden en las muestras, el espacio muestral tendra:

CRyp = (N—n—l)

n

elementos.

Adicionalmente podemos clasificar los métodos de seleccion de muestras en
otras dos grandes clases: métodos de muestreo con probabilidades iguales y métodos
de muestreo con probabilidades desiguales.

Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es con probabilidades
iguales cuando la probabilidad que tiene cualquier unidad u; de ser elegida para la
muestra es la misma en cada extraccion. En caso de que no sea la misma estaremos
ante muestreo con probabilidades desiguales. Tanto el muestreo con reposicion
como el muestreo si reposicion pueden ser con probabilidades iguales o desiguales.

SELECCION SIN REPOSICION Y PROBABILIDADES
DESIGUALES. ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS

Probabilidad de las unidades de pertenecer a la muestra

Consideremos una poblacién de tamafio N, de unidades {u1 JUy Uy }
Seleccionamos sin reposicion una muestra (X) de tamaiio n. Ya sabemos que en este

esquema de seleccion cada unidad u; de la poblacion puede pertenecer a la muestra
(X) solo una vez. Ahora para cada i=1,2,...,N consideramos la variable aleatoria de

apoyo e; definida de la siguiente forma:

{l si u, €(X) con probabilidad r,
e =

0 si u, ¢(X) con probabilidad1—r,

De esta forma estamos considerando una variable aleatoria definida en funcién de
la probabilidad r; de que la i-ésima unidad de la poblacion pertenezca a la muestra.

Podemos calcular la esperanza y la varianza de e; de la siguiente forma:
E(e;))=1.P(e=1)+0.P(e=0) = 1.7+0.(1-m) = 7;

E(ef) = 12 P(e~1) + 0°.P(e~0) = 1.7 +0.(1-m) = 7;

Var(e;) = E(eiz) - [E(ei)]2 =7t = 7 (1-7m)

Ahora para cada ij = 1,2,...,N con i# consideramos la variable aleatoria
producto e; . e;, que evidentemente esta definida de la siguiente forma:
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1 si (u;,u;)e(X) con probabilidad r;
e = {0 si (u,u;)¢(X) con probabilidad 1-r,
Tenemos entonces que:
E(eiej)=1.7;+0.(1-m)) =
Cov(e;, e) = E(e; .€)) - E(e;)).E(e)) = m - mim;

Observamos que Cov(e; , e;) depende de 7, es decir, de la probabilidad de
que las unidades u; y u; pertenezcan simultdneamente a la muestra.

Vamos a enumerar ahora determinadas propiedades relativas a la proba-
bilidad 7; de que la unidad ; pertenezca a la muestra y a la probabilidad 7z; de que
las unidades u;y u; pertenezcan a la muestra. Tenemos:

1. iﬂi=n ya que ZN:ﬂi=iE(ei)=E(iei)=E(n)=n
i=1 i=1 i=1 i=1

2. iﬂ,=n—ﬂj ya que iﬂi=iﬂ'i—ﬂj=n—ﬂj

i=1 i=1 i=1
i#j i#j

N N N N N
3. Yx,=(n-lr, yaque ) 7, =) E(ee;,)=EQ (eie;)=E(e; ) (e,)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=E(e; (ﬁ(e,-)—e, ) = E(e,i(e,-)— e;’)=E(ne; —e,")=nE(e;) - E(e,’)

=nz;-7; =(n-Dx,

N N N N

4. Z(”"f -mzx;)=-x,(1-7;) yaque Z(zz,.j —7r,7rj)=2(7r,j)—2(7r,7rj)
i=1 i=1 i=1 i=1
i#j i#j ixj i#j

(n-Drx, —ﬂji(ﬂ'i)=(n—l)7l'j -rn;(n-n;)=-n,1-7,)

iz
Estimador de Horvitz y Thompson
Del capitulo anterior sabemos que un estimador lineal adecuado para estimar

N n
el parametro poblacional 8 = ZY, es el estimador 8 = Zw,.)’; .

i=1 i=l1
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Tenemos que:
n n N N N
E@0) = E[ZW:'Y,‘J = E(Ziniei] = ZiniE(ei) = Zini”i
i=1 i=l i=1 i=1

~ n N
Si al estimador 6= w,Y, del parametro poblacional §=3"Y,, ademas de

i=1 i=1

la linealidad, le exigimos la insesgadez, ha de cumplirse E@) =6, y se tiene:

. N N 1
B@)=0 = Swtn = 37, = wr =12 W=

i=l i=l 7[1

De esta forma ya tenemos que en el caso de muestreo sin reposicion el

N
estimador lineal insesgado para el parametro poblacional 0=ZY, es el estimador
i=l

A u “ Y . . .
B =Y WY, = Z',"_L Y, = Z;’ , denominado estimador de Horvitz y Thompson.
i i=] i

i=1 i

Al particularizar el estimador de Horvitz y Thompson para los distintos
parametros poblacionales, tenemos los siguientes estimadores:

Total — 6=X= ZX =Y, =X, > X, = Z_
i=1 i=1 ”
Media — 0= Z__:> Y, _i HT—_Z__
N pargl
N R n A
Total de clase — 6’=A=ZA,.:>Y,,=A,.=> Ay =32
pam iz1 7T
| A n
i i A 1 A
Proporcion— g=P=) —=Y=—"= P =—>L
p ;N i N HT N - e

Varianza del estimador de Horvitz y Thompson

V(éH,)= V{Z}%J = V[ZN:-YL@] = iV[—e ]+ ZZZCOV{—e —Le, ]

i=l j>i

ﬁ: 'ZV(ei)+2ZZ££co e,.,ej)=ii +ZZZ (7r —7r7rj)

i=l 7T; i=l j>i B 7 i=t 7T il j>i i
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y se tiene:
N 2 N N
V(e,,,) ;?(l—zr,)+ 2212”— ”fj (r, - 77,

Estimacion de la varianza del estimador de Horvitz y Thompson

Como la expresion de la varianza del estimador de Horvitz y Thompson
extiende sus indices de sumacion hasta el valor N, y dado que los unicos datos
conocidos en realidad son s6lo los muestrales, sera necesario estimar dicha varianza
de forma que dependa unicamente de valores muestrales (indices de sumacion
extendidos sélo hasta n). La raiz cuadrada de esta estimacion de la varianza sera
utilizada como error de muestreo del estimador de Horvitz y Thompson. Se tiene que

un estimador insesgado para V(é,,,) viene dado por la expresion:

'}(éHr ) i )+ 22 Z M

i=1 i l|j>l ”:j

Para comprobar la insesgadez hemos de ver que E (I} (éHT ))= V(AHT )

E[I}(éHT)=E[” Y,~ 1-x, J+2E[ZZ m}

i=l j>i ”ij

(z (1_ﬂ)e]+zb{zz (“—’”’)ee]=

i=l j>i 7[:_','

ﬁxz (1=, )E(e, )+zﬁi££(__”ﬁ‘f’f”f)E(e,ej)-

i
i
.
M
.

Luego, efectivamente V(é,,,) es un estimador insesgado de V (é,,,).

Estimador de la varianza de Yates y Grundy

Un estimador insesgado de la varianza del estimador de Horvitz y Thompson
viene dado por la siguiente expresion debida a Yates y Grundy:

0,)- 532 Lo iz

i=l j>i ”1_‘,‘

Para comprobarlo realizamos algunas transformaciones en la forma ¥ (6,,, ):
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N y2 N N
V)= e -7) 42> Yz, 21,
i=1 i ~ v i=l j>i i Jj
>am,-m,)
=1
ia
N N YZ N N
=ZZ;(H7I - )—2 Z—'—J(ﬂ'ﬂ' - )
2 i i ity i
i=l j=i i i=l j>i ”1 ”j
N N 2 2
— Yl Yf i J
= S+ |\m7, -7 )-2 ——\rr, -1
J i i ij
i=l j>i ”,‘ ”j i=l j>i ‘% Jj
N N 2 2
— Y: Yj Y: J
= —+—5-2 T =T
i=l j>i ”i ”j ”I ﬂj
N N
_ Y, I
=3 -\ (rr, - m,)
i=l j>i ”i s

~

Ahora veremos que V (AHT) es un estimador insesgado de V(éHT ):

R s S

i=l j>i ”, ”J ij j ij
v N y Y\ 2
A A NS S R A T
= e,ej ﬂ'l-ﬂ'j ”ij = HT
=l i\ 7T 7T T =l i\ T

METODOS ESPECIALES DE SELECCION SIN REPOSICION
Y PROBABILIDADES DESIGUALES. PROBABILIDADES
PROPORCIONALES A LOS TAMANOS

En muchas ocasiones es conveniente el uso de procedimientos de muestreo
que asignen diferentes probabilidades de inclusion en la muestra a las unidades de la
poblacion, sobre todo cuando se trabaja con unidades de muestreo compuestas, es
decir, con unidades de muestreo que agrupan a varias unidades elementales. En este
caso suele denominarse tamafio de la unidad compuesta al nimero de unidades
elementales que contiene. Dentro de estos métodos de seleccidn sin reposicion y
probabilidades desiguales tienen especial interés aquellos en los que la probabilidad
m; de que una unidad compuesta u ; pertenezca a la muestra es proporcional al tamafio
M de dicha unidad.

Modelo polinomial o esquema de urna generalizado

Sea M el entero positivo asociado a la unidad compuesta u ; que representa
su tamaiio (nimero de unidades elementales que contiene).
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En la practica las unidades de muestreo suelen ser conglomerados, aunque a
veces este modelo también suele utilizarse con unidades de muestreo simples, en cuyo
caso los M; son ponderaciones utilizadas para dar un mayor peso o importancia a
determinadas unidades muestrales.

Mediante este modelo se selecciona sin reposicion de la poblacion para la
muestra la unidad compuesta #; de tamafio M;. Como se trata del modelo clasico de
seleccion sin reposicion, se procede a retirar de la poblacion las M, unidades
elementales que componen la unidad de muestreo compuesta u; antes de proceder a
la seleccidn para la muestra de la siguiente unidad de muestreo compuesta. Cuando
se realiza la siguiente seleccion ya faltan de la poblacion M ;unidades elementales. Se
supone que en la poblacion hay N unidades de muestreo compuestas que contienen
un total de M unidades elementales, es decir:

N
M=) M,
i=1
Este modelo clasico de seleccion de la muestra sin reposicion es equivalente
a considerar un modelo de urna generalizado consistente en introducir en una urna
M bolas que representan las unidades elementales de la poblacion y que se clasifican
en N grupos distinguibles cada uno de los cuales tiene las M ; bolas correspondientes
al tamafio de la unidad compuesta u;, de tal forma que cada unidad compuesta de
muestreo u; queda representada en la urna por M; bolas distinguibles. Si en una
extraccion se obtiene una bola que representa una unidad elemental del grupo de la
unidad compuesta u;, se procede a retirar de la urna las M; bolas correspondientes a
todas las unidades elementales de u; antes de realizar la siguiente seleccion.

M, bolas , bolas

Segun este modelo, la probabilidad de seleccionar la unidad u; en una extraccién
(probabilidad unitaria de seleccion) es P=M/M=p(u;) i = 1,2,...,N. Se cumple que:

N = R Y
ZM. il =

N
M, o Z"':M ZM‘

con lo que el modelo esta bien definido.
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Hemos visto al definir los estimadores y sus varianzas en el muestreo sin
reposicion con probabilidades desiguales que las formulas dependen de los valores 7;
y m; relativos respectivamente a la probabilidad de que una unidad de la poblacion
pertenezca a la muestra y de que un par de unidades de la poblacion pertenezcan a la
muestra. Por lo tanto en todo modelo sin reposicion con probabilidades desiguales es
necesario especificar los valores 7; y 7;. Se consideran muestras de tamafio »=2 para
simplificar los resultados que posteriormente podran generalizarse a muestras de
tamafio ». La unidad u; puede ser seleccionada para la muestra de tamaiio dos, bien
como primera unidad de la misma, o bien como segunda unidad y no primera, en
cuyo caso se elige #; como segunda unidad y ;. como primera, ya que el
procedimiento es sin reposicion. Tendremos:

m, =Pu, e(X)=Pu;, e*)+Pu; € 2*Nu,, el*)
=P(u, €1*)+P(u, € 2*/u,,, €1*)P(u,, €1*)
=P(u,el*)+ ) Pu,€2*/u; e 1*)P(u; e1*)

J#i
, . _ M. M, M. /M
=P’,+Z_M'__I=Pi+ﬂz__f__=1ai+_'z_1/—

M-M, M M M-M, M S M/M-M, /M

J=i J=i J#i

RO

Jj=i Jj

PO S SRRV
1 ]—PJ i M 1

J#i

Se observa que 7; es proporcional a M; (y a P;) tamaiio de la unidad u;, con lo
que el método es sin reposicion y con probabilidades proporcionales a los tamarios.

Vamos a calcular ahora la probabilidad 7z; de que un par de unidades de la
poblacion pertenezcan a la muestra de tamafio 2.

7T =P((u,.uj)e(f))=P(u,. el*nu; €2*)+P(u, el>nu, €2*)
=P(u; €2*/u, e’)P(u; €1*)+ P(u; € 2*/u; e *)P(u; €1?)
M, M. M;IM M, IM
P+

- J Pi+ i P»= . .
M-M,"' M-M,’ MIM-MJ/M"' M/M-M,/IM"’
P

=—21_P+ i P, =PP, L+L
1-P 1-P. 1-P l—Pj

1

Modelo de Ikeda

Ikeda propuso el método de seleccion siguiente: la primera unidad se obtiene
sin reposicion con probabilidad P; proporcional a su tamafio M; y las »-1 unidades
restantes de la muestra se seleccionan sin reposicion y con probabilidades iguales.
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Sea P = M, la probabilidad asignada a la unidad u;, siendo M; una medida

1

N
de sutamafioy M = Z M, . Vamos a calcular 7; y 7; para este método.

La probabilidad 7; de que la unidad u; pertenezca a la muestra es igual a la
probabilidad de obtener u; en la primera seleccion mas la probabilidad de que no se
obtenga u; en la primera seleccion y si en cualquiera de las »-1 restantes. Luego:

(I—R»)* n-1 =N—n*Pi+n—l
N-1 N-1 N-1

La probabilidad 7; de que las unidades u; y u; pertenezcan a la muestra serd
igual a la probabilidad de que u; se obtenga en la primera seleccion y u; en cualquiera
de las restantes, mas la probabilidad de que u; se obtenga en la primera y u; en
cualquiera de las restantes, mas la probabilidad de que ni u; ni »; se obtengan en las
dos primeras selecciones y si se obtengan en las »n-2 restantes. Tendremos:

i =P"*erlf_—llJ'Pf n_—11+(]—(P"+P"))* 1':/——11*1’:/‘—22
pep o o ) 2)
(N=1)*(N-2) (N-1)*(N-2)
_ n-1 *[N_n(R+Pj)+ n—2]
N-1 [N-2 N-2

Mediante este método la probabilidad que tiene una muestra s de ser elegida
resulta ser proporcional a la suma de los tamafios de sus unidades. Veamos:

La probabilidad de obtener la unidad u; en la primera seleccion es P; y la de

. 1 .
las n-1 unidades restantes de la muestra N y como u; puede ser cualquiera de

las » unidades de la muestra s, tendremos:

n 1 1 1 X N
P(S)zgpi*(N_I] =I4—*(N_1J*§Mi =k*§M,’

n—1 n—1

luego ya tenemos la proporcionalidad a la suma de los tamarios de las unidades muestrales.

Este método de Ikeda es un caso particular del método mds general de Mitzuno,
que consiste en comenzar efectuando m extracciones sin reposicion y con probabilidades

F donde P,
-m

iguales, en la extraccién m+] se asignan probabilidades P, +Z

r=1
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corresponde a la unidad extraida en r-ésimo lugar (1<r<m), y por tltimo las n-(m+1)
unidades muestrales restantes se seleccionan sin reposicion y probabilidades iguales.

El método de Ikeda es un caso particular del método de Mitzuno para m=0.

Modelo de Brewer

Brewer propuso el siguiente método de seleccion para muestras de tamafio 2:
la primera unidad se extrae sin reposicion con probabilidad proporcional a

1-P . . . . .,
(E 21’3)) siendo P; < '4. La segunda extraccion se realiza sin reposicién y con
probabilidades proporcionales a P;.

La probabilidad 7; de que la unidad u; pertenezca a la muestra sera:

k=P,

1

7, =Pu; e(X))=Pu, el*)+Pu, €2 Nnu,, €l?)
=P(u, €1*)+P(u, € 2*/u,; e1*)P(u,,, €1?)
= P(u, el")+ZP(u,. €2%/u; el*)P(u; €1?)

R(i-F) Ri-P)\  Pi-P) $ 7 L Bl-5)
1—2p & p 1-2P, 1-2P 1-P  1-2P,
= i + i * J i +J J J
' if:(l—fr) “A1-P if:(l—f:) & P(1-P) L P(1-R)
i=1 1"2P, i=l 1_2H i=1 ]“28 i=1 ]_ZR
N P 1_2}:’?+ B + v 5 N
[1-h s 5 ) e e S| p Sl
_U-2p fn-2p) _\m-m)
S E0-7) IRIA2R)  f &R )
& 1-2P 24 1-2E "2

i=1

La probabilidad 7; de que las unidades u; y u; pertenezcan a la muestra sera

my =P(uu;)e(X))=Pu, el*nu; €2*)+Pu; el*Nu;, €2?)
= P(u; € 2*/u, € ")P(u, € 1) + P(u, €2*/u, € ')P(u; € 1*)

N
Para simplificar notacion llamamos & = Zki y tenemos:

i=1

_ A ,m0-p) A A=) RR[ 1 1
"71-P (1-2P)*k 1-P, (1-2P)*k k |1-2P, 1-2P,

Este resultado puede transformarse algo teniendo en cuenta que:
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N
P.
1+y ——
k=% -3 BUR)_1§-RI+(1-2R) ! Spo 3 B ] 2R
i=l ’ i=l 1_2Pi 243 1- ZR i=l , prd 2P,' 2
se puede escribir:
2PP, 1 1
L= L * +
TTTE P {1-211 1-213}

1 i
2o

Hemos visto que para muestras de tamafio 2 se tiene que 7z; =2P;, y para
tamario » se demuestra que:

M,
lri=nR=n*7—M*M kM

Se demuestra asi que en el modelo de Brewer 7; es proporcional al tamaiio M;.

Modelo de Durbin

El método de Durbin consiste en un muestreo con probabilidades desiguales
y sin reemplazamiento con el siguiente método de seleccion para una muestra de
tamafio »=2: la primera unidad es seleccionada con probabilidad dada P; y la segunda
unidad se selecciona con probabilidades proporcionales a &;, siendo:

k=P — 1
1-2F, 1-2P,

La probabilidad 7; de que la unidad u; pertenezca a la muestra sera:
7, = Plu, € (X)) = Pu, € *)+ P(u, € 2° Nu,,, € 1)
=P, el*)+P(u, €2*/u,,, e1*)P(u,; €1*)
=P(u, €1*)+ Y P(u; €2*/u; € ")P(u, €1*)

Ji

Segun esta definido el método de seleccion de la muestra tenemos:

,{ ! ;} {;_1_}
11-2P, " 1-2P 1-2P, 1-2P,
=h+ 2 ’ F=Ryl+ 2P, ’
j= 1 1 JUi#) 1 1
P f— Pl—+——
Z '[1-2}3 1—219,} Z {1 2P, 1- ZP}

ii=)) i(i#j)

/4

i

El denominador de la expresion anterior puede transformarse como sigue:
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P
zP{]l I}Z o

+ = + Yy = +y F__
iGi*j) - 2Pj 1- 2Pi 1- 2Pj iiz)) 1- 2Pi 1- 2Pj itiz)) 1- 2Pi
1-P, P, P. P 1-2P, , )
— J o_ I 4 ;4 Z i J +Z P. =1+Z i
1-2P, 1-2P, 1-2P, 1-2P, 1-2P, 4*1-2P, 1-2P,

i(i% ) i i

Como el numerador es similar pero con indices en j, podemos escribir:

P,
IR DI 1+ —2
Free) 1-2P, 1-2P Pl ~1-2P;
= f. +——1=
P, ! P !
+ ) —— 1+) ——
Zl—zPi 21—21’.

i

T, =P{l+

La probabilidad 7; de que las unidades u; y u; pertenezcan a la muestra sera:

;= P(uu,) € (X)) =P, € " nu, €2*)+P(u, € " Nu, €2°)

= P(u, € 2*/u, € I)P(u, € I*) + P(u, € 2°/u, € I*)P(u, € I°)

P. —1_.{.; P‘ 1 + 1
/I1-2P, 1-2P, 1-2P, 1-2P,
P+

v 1 1 1 I !
Y Pl——+—— > P +
|1=2p " 1-2P, 1-2P 1-2P,

J(=i) iGi=j)

1-2p 1-2P|  2PP [ Lo, ]

l P |1-2P 1-2P,
l+z,~:1—2P,- 1+Z_1—2P,. i

i

Se observa que los valores de 7z, y #, son idénticos a los obtenidos con el

método de seleccion de Brewer. También el método de Durbin, al igual que el de
Brewer, proporciona probabilidades m; proporcionales a los tamafios M;.

SELECCION CON REPOSICION Y PROBABILIDADES
DESIGUALES. ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS

Consideremos una poblacién de tamafio N, con unidades {ul,uz,u-,u N}.

Seleccionamos con reposicion una muestra (X) de tamafio n. Ya sabemos que en este
esquema de seleccion cada unidad u; de la poblacion puede pertenecer a la muestra
(X) de tamaiio n desde 0 a n veces. Ahora para cada i=1,2,...,N definimos la variable

aleatoria de apoyo e; como el numero de veces que la unidad i-€ésima u; de la poblacion
pertenece a la muestra de tamaiio ».
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Evidentemente e; se distribuye segun una binomial de parametro »n y P;, siendo
P; la probabilidad de seleccion de la unidad i-ésima para la muestra en cada extraccion
(probabilidad unitaria de seleccion). A diferencia del caso del muestreo sin reposicion
en el que la variable aleatoria de apoyo e; solo podia tomar los valores 0 y 1 (la unidad
i-ésima de la poblacion so6lo podia pertenecer como méaximo una vez a la muestra), en
el muestreo con reposicion la variable aleatoria de apoyo e; puede tomar los valores
0,1,2,..,n, ya que la unidad i-esima de la poblacion puede pertenecer a la muestra desde
0 a n veces. Tenemos entonces:

e, — binomial(n, F,), E[ei]= nP, V[ei]= nPQ, =nP(1-PF)

La probabilidad de una muestra cualquiera de tamafio » seguira el modelo
multinomial (conjunta de » binomiales e¢;)), ya que al haber reposicion puede
seleccionarse para la muestra cada unidad u; de la poblacién t; veces con i = 1,2,....N

N
y D_t, =n, con lo que tendremos:
i=1

P(x)=P(“l""“l’uz""’“z""’u)v""’uN)=P(e| =1, =10, ey =t1v)
—_— —— S ——
tveces t,veces 1, veces
n'

N
4 pl [ _
TR =t 4ty +4t, ) 1 =n
Lty =

La seleccidn con reposicion es equivalente a lanzar n bolas sobre N
compartimentos, de forma que en un compartimento puedan caer 0,1,2,...,n bolas. P;
seria la probabilidad de que una bola caiga en el compartimento i en cada
lanzamiento. Precisamente éste es el ejemplo clasico para la definicion de la ley de
probabilidad multinomial (o polinomial).

Como la ley de probabilidad de nuestra multinomial (e, e, ..., ex) €s:

n!

P(f)=P(e,=tl,e2=12,---,eN=tN)= Pr]lez"'Prle

AR

podemos calcular su funcion generatriz de momentos en el punto (6, &, ..., 6y) de
la forma siguiente:

e
1
_ (6,6:,-64)| 2 _ G +-+6,e
Bl 6,60y, Oy ) = E 30N 1= Elghar et
Y
!
_ Gt +-+6,1, _ _ _ _ O1,+-+6y1y n 3 Iy
= Ze“ “P(el"tnez—’2""aeN"’N)—Ze” Ahﬁ})l Py
fHy ey =n Lty

= Z (ea'P{)"- (GNP), —'[# [Pe6"+ +PN60"]"

g4y =n N-



94 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Ahora a partir de la funciéon generatriz de momentos podemos calcular los
valores de E(ee)) y Cov(e;e)) de la forma siguiente:

2
E(e- '€<)= 595 (Peg‘ +Pe 2 ...+PNe9~ I’o ''''' 0
i|: Pe'9'+Pe' R T )]
a0
(0.....,0)
=i[ Pe® + Pe®™ +. 4 Pye® T—Il’jegf]
59 (0,....,0)

- n(n-nxP. +ot B RP, =l -1)PP
(B 4+ Py)

J J
1

Cov(e,.,ej)=E(e, ej) E(e,)E(eJ) nln— l)P,.Pj—nP-nP

J

=n(n-1)PP, ~n*F,-P,=n*P,-P,~nFP, —n’F,- P, =—nP, P,

J J L i J i J

De esta forma ya tenemos definido el vector esperanza matematica y la
matriz de varianzas covarianzas ). para nuestra ley de probabilidad multinomial.

E(e,,---,eN)=(nP,,"-,nPN)

nP(1-R) -nRP, —-nR P,
Z -nPP nP(1-P) - —nhP,
(@rmen) = : : :
"'nRNPI _nPNP2 nPN(l_'PN)

Estimador de Hansen y Hurwitz

N
Estimamos la caracteristica poblacional 8 = ZY, mediante el estimador
i=1

lineal 6= Za),Y,. de modo que E(é): 6, es decir 6 es un estimador lineal
i=l
insesgado para 6. Tenemos:
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Pero como por insesgadez E(é)= 6, tendremos:

ia)i)’inl’i =i)’i = wnP =1= o, =nLP

i=1 i=l i

N
Luego el estimador lineal insesgado (de Hansen y Hurwitz) para 6 = Z Y,
i=1

sera:

R n n l n Y
O = 2 0%, =2 —¥ =) —
i i=1 i

con lo que podemos escribir la expresion del estimador de Hansen y Hurwitz como:

A ¢
HH — s
io nP,
Al particularizar el estimador de Hansen y Hurwitz para los distintos
parametros poblacionales, tenemos los siguientes estimadores:

N n n X
Total — 0=X=N X >=>2YV=X = X, =L
; i i i HH P n]:;
Xi
. - EUX, X, = n "X
Media —> 0=X=Z—’:>Y,=—’_—_> Xy = i:i i
o N N perl R\ el
N " n A
Totaldeclase > 6O0=A=» A =Y =4 = A =3 2
'Z:l: i i i HH ;HP,
Ai
. L\ 4, 4, - LN 1S4
Proporcion— 9=P=) "Ly ="Ls p =D —__ i
P ZN "N o &P, NZl nP,

1 1

Varianza del estimador de Hansen y Hurwitz

g ) ) Bl )

i=l izj Jj

N ) 1 N
Sr-LSwy

i=l it)

X LY, 1Y 1
P(-P " _(npP)=— "2
p=n nZRZn l( ‘)+§n2PP( n i J) ni=| P' n

Como por otra parte podemos escribir:
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i®j i%j i#j i=1 i®j

[ZN;YJ ZY +ZYY = ZYY iyf_(ix]:iyiz_gz

02

N N
sustituyendo - »'Y,Y, = "Y,* - #” podemos expresar el valor de la varianza del
iz) izj

estimador de Hansen y Hurwitz como se indica a continuacion:

40 )=1i£—1iyz+liy2 gl Z "2—02 1 ﬁ:ﬁ 2P—62
i n F, ng i nl:_] ’ n i=l R n| G Pl i

i=l 1

Vamos a ver ahora que la varianza del estimador de Hansen y Hurwitz
también puede expresarse como:

s 1d(y Y
V(GHH>=;Z(;:—0J P,

i=l

En efecto:
N Y. 2 N Y-z 5 NY2 NY~ 2N
- P = 4 -2-'6+6 =y —P-20 —P +6 P,
R L B R OW A,
——
$r=6 !

La varianza del estimador de Hansen y Hurwitz también se expresa como:

V)=~ ZZ[ J PP,

i=l j>i

En efecto:
Ny 2 ) N oy 2 N 2 Noy?oN o, N N
R D Rl
i=1 i i=1 i i=1 i=1 i i=1 i=1 j>i
N Y~2 N N N YZ
R RO AR ) AR AT
i=1 i i=l j>i i=1 i j#i i=l j>i
pIP IS
N N YZ Y ?
R P X DL AP
i=1 j>i P: i=1 j>i i=1 j>i j

Estimacion de la varianza del estimador de Hansen y Hurwitz

Un estimador insesgado para la varianza del estimador de Hansen y Hurwitz

viene dado por la expresion:
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i=l

7 (0 1 [ Y 2__ N2 ]
V(9HH)=n—(;—_—6[Z(EJ n6uy

En efecto:

| = DV G

=V(éHH)
n-1

1 . .
=——|nV(6yy) —V(6yy)
n—1

Vamos a ver ahora que un estimador insesgado para la varianza del
estimador de Hansen y Hurwitz también puede expresarse como:

2
- 1 “Y,
V(9HH)—m[Z?i 0;#1)

i=l

En efecto:
n(y (vt vy ny? "y
i =N|Z_22ig, +62 | =N 229 24 nb?
$(%-a| z[P o j Y R
1 N e’

n6y,,

- iﬁé_znéz,ﬁ +nf2, = z[Y_] —nf2,
METODOS ESPECIALES DE SELECCION CON REPOSICION
Y PROBABILIDADES DESIGUALES. PROBABILIDADES
PROPORCIONALES A LOS TAMANOS

Vamos a ocuparnos a continuaciéon de los métodos de seleccién con
reposicion y probabilidades desiguales, entre los que tienen especial interés aquellos
en los que en cada extraccion la probabilidad P; de seleccién de una unidad
compuesta u; es proporcional al tamafio M; de dicha unidad.
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Modelo polinomial

Vamos a ver un modelo probabilistico que responde a la seleccion de
muestras con reposicion mediante » extracciones independientes y con probabilidades
de seleccion de las unidades en cada extraccion proporcionales a los tamafios. Sea M;
un entero positivo asociado a la unidad u; que denominamos tamafio de u; para
i=1,2,...,N (M; puede ser el nimero de unidades elementales de la unidad compuesta
u; 0 una ponderacion o medida de la importancia que concedemos a la seleccion de la

N
unidad u; para la muestra). Si M = ZM . » la probabilidad de seleccion de la unidad i-

i=1
ésima en una extraccion sera:

M-
X

N
S,
i=1

== =1

N N
P=—NM—— ’:> ] P Z} -
M. i= i=

S I_E

M-
X

Ya sabemos que un método de seleccion de unidades compuestas para la
muestra es con probabilidades P; proporcionales a los tamafios M; (nimero de unidades
elementales) de dichas unidades, si existe una constante de proporcionalidad & de tal
modo que P; = kM;. El valor de la constante & puede hallarse de la siguiente forma :

N N 1
=kM,-:>ZP,.=kZM,:>1=kM:>k=H

i=1 i=1

Una vez determinada la constante de proporcionalidad podemos escribir:

=kM, =LM.< =%= M,
M

M iMi

i=l

A continuaciéon se expone un método practico que permite seleccionar
muestras con reposicion de modo que en cada extraccion la unidad wu; tiene
probabilidad P; proporcional a su tamafio M;

Consideramos el intervalo de nimeros enteros [1, M] y lo dividimos en N
subintervalos /; cada uno de ellos con M; unidades, como se indica en el cuadro siguiente:

Subintervalos Unidades | Tamafios
I, =[1,M,] u, M,
I, =M+ M, +M,] u, M,
L =[M +M,+1M, + M, + M,] Uy M,

__ : .
( M]+IZM] uy M,
i=1 i=1

M
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Ahora elegimos un entero Je[1,M] aleatoriamente y con probabilidades
iguales y seleccionamos como primera unidad de la muestra la unidad u; tal que del..
Repetimos este proceso » veces hasta obtener una muestra de tamafio », de modo que
para cualquiera de las n extracciones se cumple:

M,
Pu)=Poel)=—-=P,
w)=Poel)=—r=F

El procedimiento de seleccidon es con reposicidn, pues el entero de[1,M]
elegido aleatoriamente puede caer varias veces dentro del mismo intervalo /;, con lo
que la unidad u; estara varias veces en la muestra. También hemos visto que el
procedimiento de seleccion se realiza en cada extraccion con probabilidades
proporcionales a los tamaiios, ya que P; = M/M.

Meétodo de Lahiri

Una variante que abrevia el modelo polinomial la constituye el método de
Lahiri, que permite también seleccionar muestras con reposicion y probabilidades
proporcionales a los tamafios.

Sea M, un nimero entero mayor o igual que todos los M, por ejemplo

M, = Max (M,). Elegimos un par de nimeros aleatorios (i, j) tales que 1Si< Ny 1<
i=1,2,.,N

j £ My. Sij £ M, la unidad seleccionada para la muestra es la u;. Sij > M; se repite la
seleccion del par de numeros aleatorios (i, j) tales que 1< 1 < Ny 1< < M, tantas
veces como sea necesario hasta que j < M;. Mediante este método tendremos :

1 M,

P(u;=u;) = P(la 1? seleccion del par (i) tenga efecto)=P(1< i < N)*P(j < M;)= N
0

P(u;= u,) = P(la 1? seleccion del par (i,/) no tenga efecto y si lo tenga la 2° seleccion)

= P*POI<i < Ny*P( < My= PMi con P=p(j> M)
N M,
P(u;=1u3) = P(ni la 1 ni la 2* seleccion del par (i,j) tengan efecto y si lo tenga la 3%)
— =, 1 M,
= P?*P(ISi<SN*P(j < M= P* ——°~
(<1< N*PG< M= PG
P(u;=u;) = P(ni la 1" ni la 2° ... ni la (j-1)* seleccion del par (i,j) tengan efecto y si la j9)

— _ -1 M,
= P77 *P(ISi<Ny*P( < M)= P~ — L
(1<i< Ny*P(j < M) N

0

Por lo tanto ya podemos escribir lo siguiente:
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S

J=1

P(u,) = P(u, =u,)+ P(u; = u,) +... ZP" LM,

M1 1 M, —k-M, =P
NM, 1-P NM,(1-P)

Luego P;=P(u;) es proporcional al tamafio M.

ESQUEMA MIXTO DE SELECCION DE SANCHEZ
CRESPO Y GABEIRAS. PROBABILIDADES GRADUALES

Se considera un esquema de urna en el que la unidad »; viene representada
por M; bolas. En este esquema de seleccidn con probabilidades gradualmente
variables al seleccionar la unidad u; se retira una bola de entre las M; que representan
a u; y no se vuelve a reponer a la urna para la siguiente extraccion. Se podra
extraer la unidad u; las veces que corresponda mientras no se acaben las M; bolas que
la representan o mientras no se cubra el tamaiio » de la muestra, por lo que la unidad
u; puede figurar en la muestra un maximo de veces igual a Min(M,n) i=1,..,N.

Se trata de un método mixto de seleccion, ya que por un lado es sin
reposicion porque cuando se selecciona una unidad compuesta para la muestra se
retira una de sus unidades simples y no se repone para hacer la siguiente extraccion.
Sin embargo, por otro lado tenemos que la unidad u; puede figurar en la muestra
varias veces, caracteristica tipica del muestreo con reposicion.

Definimos la variable aleatoria de apoyo e; como el nimero de veces que la
unidad i-ésima u; de la poblacion pertenece a la muestra de tamarfio ». Evidentemente
e; se distribuye segiin una hipergeométrica de parametro M, n y P;, siendo P; la
probabilidad de seleccion de la unidad i-ésima para la muestra.. Ya sabemos que la
variable aleatoria de apoyo e; puede tomar los valores 0,1,2,.., Min(M,n) i=1,..,N.
Tenemos entonces:

e, > Hipergeométrica(M ,n,P,.)
E [e ]=

u- %P0, = L= up i

Vel=S M-

-P)

La probabilidad de una muestra cualquiera de tamafio » seguird el modelo
hipergeométrico generalizado (conjunta de » hipergeométricas e;). Si cada unidad u;
de la poblacion puede seleccionarse para la muestra #; veces con i=1,2,..N y

N
Z t; = n, tendremos:
i=l
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P(x)= P(“l’“‘”l’”2""’”2""’”N""’”N)=P(el =l,e; =1, ey =tN)
—_——
tveces t,veces 1, veces

B o o9 B8 W i
- (M,+M2+...MN] - [A:} 2t

Lo, ety
Podemos calcular la funcion generatriz de momentos del modelo
hipergeométrico generalizado en el punto (6, &, ..., 6y) de la forma siguiente:

e
g(e‘_mm(gl,gz,...’gN)= J8.0.-0) =E(e"'“'+"+9~“")=

ey

[HE)
DT e =t,e, =, ey =ty)= Y. oy NN ) \In )

ey =
1+l 4+ =n B4+t =0 M
n

Ahora a partir de la funcién generatriz de momentos podemos calcular los
valores de E(e;e;) y Cov(e; e;) de la forma siguiente:

E(e,.-ej)—ii D eal.+<+o~:~[?)[t/zlz}.(j:/:~)

_59' égj f+y+ -+ =n M
n
0,....0)
(M,] (MNJ ") (M,
é Ot +-+Bp1 5 t] ’N _ Oty +-+O,ty, I] [N
% ’I*’:;/ﬁ"tje _(A—{)_—_ ) l:+l;§l~=”’itje W
n 0....0) n o0l

e e,
el €
ol 2 e

M-2
M,.MJ(MI+...MN—2]=MM(n—2]=MBm nn-1) _MPP nn-1)
! (M) T M(M-1) T(M=-1)



102 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Ahora calcularemos la covarianza de la siguiente forma:

CO\(ei,ej)=E(ei 'ej)—E(ei)E(ej)=MEIJ‘j. n}EZ_:) —nP,-nP,
=1

—nPP, M(n—l)_n _ M_nnPi-P
N M-1 M-1 !

De esta forma ya tenemos definido el vector esperanza matematica y la
matriz de varianzas covarianzas . para nuestra ley de probabilidad hipergeométrica
generalizada.

(el’ : »eN) (nP . )
Ytipa-r) -2t -2=Larp,
-1 M M -1 M -1
-n -n M-n
Z(el.~~~.e,\v)= M1 nP, P, M—lnf.)z(l_Pz) - M—lnPZPN
M-n M-n M-n
—M_lnPNPl —M_]nPNP2 M—lnPN(]_PN)

ESTIMADOR INSESGADO DE SANCHEZ CRESPO Y GABEIRAS

Vamos a calcular ahora la forma general de los estimadores insesgados en el
caso de probabilidades de seleccién gradualmente variables.

N
Estimamos la caracteristica poblacional 6 = Z Y, mediante el estimador lineal

i=1
~ n
0= Za),Y,.
i=l

de modo que E ( A)= 6, es decir @ es un estimador lineal insesgado para 6. Tenemos:

E(é)=E[z":w,Y,J=E[iwi)ﬂ.e,] Za)YE, ZN:a),Y,nP,
i=1 i=1

nP

1

Pero como por insesgadez E(é)= @, tendremos:

1
E Y.nP = E Y, P =1 —
,In Z = wn = o; P,

Luego el estimador lineal insesgado (de Sanchez Crespo y Gabeiras) para

6= ZY serd O = Zl:a)Y ZI_PY ~Zl?= .» que coincide con la expresion

del estimador de Hansen y Hurwitz.
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Varianza del estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras

« 2 Y, Noy? NoYY,
V(GSCG )= V[%Z ?'J = nl_z[z ;’TV(e.)+ Z P,P/. Cov (e,-,ej )] =
i i i i ) LA
1 Sl }’i2 M -n . Yiyj M -n _
n—z[z T M -1 nP,(l—Pi)+§ AP (- - nP,Pj)]_
M-n 1|&Y, M-n 1|&y & u
M—l’?[z_(l Fo- ZYY] M-1 n ZT"ZY'Z‘ 2,
i izj i i i &,’__/
(£ )
2
M-n 1|&Y: | & M-n X(Y, N, M-n, -
‘M-l'ZZR - zy = 1*;; 7 ]P,—M V6un)
——
e
Se ha utilizado que:
—9?

2[5

pi

2 N
o)a

Estimacion de la varianza

Y_Z N N N YZ
> LP+6Y P -20) Y, =)
i 1), i ia

1

i Pi

Un estimador insesgado para la varianza del estimador de Sanchez Crespo y

Gabeiras viene dado por la expresion:

V(6
ya que:

E (V B sce ))=

ﬁ[E[ﬁ %]ze,}- nE (62 )] -

(V(gscc )+( ( O scc

M -n 1 <
)= "y n(n—l)lz

2
Y. A
L [F:] ‘”9§C61=
M (v, )
_aon Li| _,8: -
E[Mn(n—]){;[i’,] nesca}]

M-n

Mn(n-1)

§)-

M-n -

HH)

M-n | &Y - 2|
M(n-l)[zT_V(g‘“)_g ]‘

M-n ul Y.: ~ N 2 M—n N y! A
—-V( - ) _p2 _
M(n—]) ; P, (SCG) {;Y,J M(n—l) Z ‘ g V(BSCG)
- 6} n(M n“ b
M-n [n(M-1) -~ _ _ _ M-n n(M_ ) S
Min-1)| M-n V(b6 )=V (Oscs ):|— M(n—l)( M —n IJV(BSCG )=Vl )
M(n-1)

M-n
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Vamos a ver ahora que un estimador insesgado para la varianza del
estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras también puede expresarse como:

2
5 M-n (&Y
V(bseg)=———| Y -6
(Oscs) Mn(n—1) [z P sco]

i=1

En efecto:
(Y, ey Ly, % .y,
"ém/
n Y2 n

2
NP Y
= > —2n Oscc +nOics = Z {_] ~nB5cq

i=l I i=1 i

Se observa que el estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras tiene menor
varianza y menor varianza estimada que el estimador de Hansen y Hurwitz, ya que:
M-n

M

. M- . . A~ A 4 .
Woico )= 222V @) <V @) ¥ Vs )= 2V @) SV Gy

-1
Mantenimiento de las probabilidades de seleccion

Con el esquema de muestreo de probabilidades de seleccion gradualmente
variables de Sanchez Crespo y Gabeiras, la probabilidad que la unidad #; tiene en las
distintas selecciones es igual a su probabilidad en la primera seleccion. Veamos:

Plu1r)= e p
M

P(u;52%) = Plu,;2° N, 51%) + P(u,;2“muj,,~;1")= P("’;%;la)P(ui;l") +

;32° a ;32 a 32 a
P(u” uj,,-;l"’)P(u"”';l )=P(u' A;I‘JP(”";I HZP(u' A;I“JP(Z" "

J=i

SM,-M;=M-M,

——
MM, -1)+M, > M,

M. M. -1 M. M. —
Plu.:2? — i, i J . i J#i -
:2)= M—1+;M M-1 MM 1)
Mi(Mi—1)+M,(M—Mi)_M,.(M,—1+M—M,.)_M,.(M—l)_ﬂ_P
M(M 1) N M(M -1) S MM-1) M

PROBABILIDADES IGUALES

Cuando la probabilidad que tiene cualquier unidad u; de la poblacién de ser
elegida para la muestra es la misma en cada extraccion se dice que estamos ante un
método de muestreo con probabilidades iguales.
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Evidentemente habra que distinguir entre métodos con reposicion y métodos sin
reposicion, y dentro de cada uno de ellos habra que considerar el caso en que el orden de
colocacidon de los elementos en las muestras intervenga (muestras con los mismos
elementos colocados en distinto orden son distintas) o no intervenga (muestras con los
mismos elementos colocados en distinto orden son la misma muestra).

Muestreo sin reposicion

No interviene el orden

Si el muestreo es sin reposicién y no interviene el orden, el numero de
muestras del espacio muestral sera el de las combinaciones sin repeticion de N
elementos tomados de » en n, es decir:

N
CN‘" B ( ]
n

y la probabilidad de una muestra cualquiera sera:

1 1

Cy.n (1’\11)

Si el muestreo es sin reposicion e interviene el orden, el nimero de muestras
del espacio muestral sera el de las las variaciones sin repeticion de N elementos
tomados de » en n, es decir:

N
Vin=Cy,P, = n!

P(u,,u,,..,u,)=

Interviene el orden

n

y la probabilidad de una muestra cualquiera sera:

P(u,,u,,..,u,) = 1 = I

Cy,.P, N
’ n!
n

Muestreo con reposicion
Interviene el orden

Si el muestreo es con reposicion e interviene el orden, el nimero de muestras
del espacio muestral sera el de las variaciones con repeticion de N elementos tomados

de nenn, es decir VR, , = N", y la probabilidad de una muestra cualquiera sera:
1 1

P(u,,u,,..,u,) = =
pttyrtty) = 52— =05
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No interviene el orden

Si el muestreo es con reposicion y no interviene el orden, el nimero de
muestras del espacio muestral sera el de las combinaciones con repeticion de N
elementos tomados de n en n, es decir:

N+n-1
CRN.n=
n

y la probabilidad de todas las muestras no es la misma, con lo que este método de
seleccion no produce muestras equiprobables.

Los métodos con probabilidades iguales son casos particulares de los
métodos mas generales con probabilidades desiguales. Las expresiones de los estima-
dores, sus varianzas y estimaciones de las varianzas halladas en este capitulo son
expresiones generales para probabilidades desiguales. Estas mismas expresiones para
probabilidades iguales se hallaran como casos particulares de las anteriores
sustituyendo m;, m;; y P; por sus valores particulares en cada método de muestreo con
probabilidades iguales, tal y como se vera en capitulos sucesivos.

Ejercicio 1. Supongamos que tenemos una poblacion de N=5 unidades primarias
para las que una variable X medida sobre ellas proporciona los valores 3, 3, 4, 6 y
8. Se toma una muestra de tamario n=2 sin reposicion asignando en la primera
extraccion probabilidades proporcionales a los numeros 10, 16, 16, 25 y 33, y
también en la segunda (prescindiendo de la unidad seleccionada en primer lugar).
Se pide:

1) Calcular las probabilidades r; (i#) y comprobar que 2w =2 para i=1,2,...,5
N N

2) Comprobar también que Yz, =n—z; y Y r; =(n-Dx,
i=]

i=1
i#j izj

3) Obtener estimadores lineales insesgados para el total y la media (para la
muestra de mayor probabilidad), asi como sus errores de muestreo.

Como no se especifica nada respecto al orden de colocacion de los elementos en
las muestras y el muestreo es sin reposicion supondremos que el orden no interviene.

Habra [§)=10 muestras posibles, que son: (3,3), (3,4), (3,6), (3,8), (3,4), (3,6), (3,8),

(4,6), (4,8) y (6,8). Las probabilidades proporcionales a M,=10, M,=16, M;=16,
M,=25 y Ms=33 originan los siguientes valores para las mismas: M;/M=1/10,
My/M=4/25, M;/M=4/25, MJ/M=1/4 y Ms/M=33/100. Las probabilidades 7=; se
calcularan de la siguiente forma:
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7y =P((uu;)e(X))=Pu, el*nu; €2*)+P(u; el*nu;, €2*)
=P(u, €e®)P(u; €2*/u; € 1*)+ P(u; e I")P(u; €2*/u; €1*) =

MM, M, M __, B P {1 1}

=PP +
1-P, / 1-P; 1-P 1-P

m = P@3,3) = PBel®)P(3e2%/3e1?) + P3el*)P(3e€2%/3e1?) = (M)/M)(M,/(M-M1)) +
(Mo/M)(M,/(M-M2)) = (1/10)(16/90) + (4/25)(10/84) = 0,0368

m2= P(3,4) = PGel®)P(4e2*3 %) + P(4e1)P(3e2¥4e1®) = (My/M)(Ms/(M-M1)) +
(Ms/ M)(My/(M-M3)) = (1/10)(16/90)+(4/25)(10/84) =0,0368

T3 = P(3,6) = PGe1?)P(6€2*3e1®) + P(6e1®)P(3e2%6€1%) = (Mi/M)(My/(M-M1)) +
(My/ MY(M;/(M-M4)) (1/10)(25/90)+(1/4)(10/75) = 0,0611

De la misma forma se obtiene 7,=0,0611, ;5=0,0859, m;=0,0609,
71'24=O,1009, 7[25=0,1416, 7[34=O,1009, 7Z'35=O,1416 y 7[45‘:0,2331

El calculo de los 7; se realiza de la forma siguiente:

m = mtmst et ms=0,0368+0,0368+0,0611+0,0859=0,22069
T = 77+ 7o+ 7004+ 125=0,0368+0,0609+0,1009+0,1416=0,34039
73 = Mzt o3t w34+ 7135=0,0368+0,0609+0,1009+0,1416=0,34039
Ty = I+ 7ot 134+ 145=0,0611+0,1009+0,1009+0,2331=0,49614
5= ms+ st 35+ m45=0,0859+0,1416+0,1416+0,2331=0,60237

N

Aqui se han calculado los 7, a través de la expresion Z;r,.j =(n-lz
i=1
izj

J

Pero también pueden calcularse los 7; mediante una expresion que los haga
depender solamente de los P;, tal y como se indica a continuacion.

7, =P, €(X))=Plu, ")+ Pu, €2* N, eI*)=Plu, eI*)+
Pu, €2*/u,, el’)Pu,, €l")=Py, el’)+ZP(u,. €2’/u; el*)Pu; el’)

P 1-27 7
A p A )

/:l Jj#i Jj J#i i J*i J

—2F A F 1-2F < % -2F < PR
+ + + +

1-P 1-P ZI—P. [1 P Z,l PJ [ 1-P, ;I—P;]
|

Se cumple que:
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M &
N

.Mz
N
I

R0

M=
Ky
I

o —

; =0,22069+0,34039+0,34039+0,49614+0,60237=1,9999

0,34039+0,34039+0,49614+0,60237 = 2- 0,22069 = n—

0,22069+0,34039+0,49614+0,60237 = 2- 0,34039= n -,

De forma similar se cumple las igualdades para i#3, i#4 e i#5.

N
Esta claro que se cumple la igualdad Z”if =(n-1z;, ya que los r; fueron

calculados a través de ella.

i=l
ij

Podemos ordenar los datos en la tabla siguiente:

2 A 2
S(X) | P(X) =7, o =Z—f— =,'V—Z p
(3,3) 0,0368 3/0,22069 + 3/0,34039 = 22,41 4,482
(3,4) 0,0368 3/0,22069 + 4/0,34039 = 25,34 5,068
(3,6) 0,0611 3/0,22069 + 6/0,49614 = 25,69 5,138
(3,8) 0,0859 3/0,22069 + 8/0,60237 = 26,87 5,374
(3,4) 0,0609 3/0,34039 + 4/0,34039 = 20,56 4,112
(3,6) 0,1009 3/0,34039 + 6/0,49614 = 20,91 4,182
(3,8) 0,1416 3/0,34039 + 8/0,60237 = 22,09 4,418
(4,6) 0,1009 4/0,34039 +6/0,49614 = 23,84 4,768
(4,8) 0,1416 4/0,34039 +8/0,60237 = 25,03 5,006
(6,8) 0,2331 6/0,49614 + 8/0,60237 = 25,37 5,074

Como el muestreo es sin reposicion se utiliza el estimador insesgado de
Horwitz y Thompson. Para el total dicho estimador basado en la muestra de mayor
probabilidad, la (6,8), vale 25,37. Para la media vale 5,074.

Para calcular las varianzas de estos estimadores se pueden utilizar
directamente las férmulas adecuadas, o bien se puede calcular la distribucion en el
muestreo de los estimadores. Para el total tenemos:

3
+2
0,22069 0,34039

———(0,03683 — 0,22069 *0,34039 )+ -+

—’—’(nu —zrizrj)= X (-z)+-+

U s

)] ”0,22069

6 8
0,49614 0,60237

2
5

> (1-0,22069) +

(]-—7!5)+

2

+ (1-0,60237)
0,60237

(0,23313 - 0,49614 *0,60237 )]
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=425

Para la media, V(X )= NZV(,?H,) = V()?,,, ) =v(%,,)25=42505=0,17

El estimador insesgado para la varianza basado en la muestra de mayor
probabilidad (6,8) sera:

( ) i—il 2) +ZZZXX (n frﬂ) /l\r’f(]_ )+§z_(l_”z)+{ﬁﬁ(ﬂf’ﬁ_’5)]=o’41

i=1 il i G T T ] 2 T )2

N}

A

Para la media, V(X,,)=V(X,,)/25 = 0,41/25 = 0,016.

Ejercicio 2. Supongamos que tenemos una poblacion de N=5 unidades primarias
para las que una variable X medida sobre ellas proporciona los valores 3, 3, 4, 6 y
8. Se toma una muestra de tamario n=2 sin reposicion asignando en la primera
extraccion probabilidades proporcionales a los numeros 10, 16, 16,25y 33,y en la
segunda con probabilidades iguales (prescindiendo de la unidad seleccionada en
primer lugar). Se pide:

1. Calcular las probabilidades r; (i=j) y comprobar que 3w =2 para i=1,2,..,5

2. Obtener un estimador lineal insesgado para el total basado en la muestra (4,8),
asi como su error de muestreo. Para la misma muestra hallar una estimacion
insesgada para la varianza del total mediante el estimador de Yates y Grundy.

Al igual que en el problema anterior, como no se especifica nada respecto al
orden de colocacion de los elementos en las muestras y el muestreo es sin reposicion
supondremos que el orden no interviene.

5
Habra [2] =10 muestras posibles, que son:

(3.3), (3:4), (3,6), (3,8), (3,4), 3,6), (3.8), (4.6), (4.8) y (6,8)

Las probabilidades P; proporcionales a M,=10, M,=16, M;=16, M;=25 y Ms=33
en la primera extraccion tienen los siguientes valores: P,=M,/M=1/10,
P=My/M=4/25, P=M;/M=4/25, P~=My/M=1/4 'y Ps=Ms/M=33/100. Las
probabilidades iguales en segunda extraccion valdran 1/4. Las probabilidades 7; se
calcularan de la siguiente forma:
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=P((uiuj)e()7))=P(u,. elnu,e2*)+Pu, el nu,e2")
=P(u; el*)P(u; €2*/u; €1*)+ P(u; €e1*)P(u; € 2*/u; €1*) =
1 _P+P,
4 4

: M;
M M /

-l:-l»—-

LI
4 4

Calculamos ahora los 7, mediante una expresion que los haga depender
solamente de los P;, tal y como se indica a continuacion.

7, =P, e(X))=Pu, el®)+ P, e2*nu,, el*)
= P(u, € 1*)+ P(u, €2*u,,, € *)P(u,,, €1*)
=P(u;, ")+ P(u, €2*/u, € I*)P(u; € I*)

J#i

+Z P = ZP P += (1—P)——P+l

/atl j*l 4
Se observa que estamos ante el método de seleccion sin reposicion de Ikeda
para el caso de tamafio de muestra n=2.

Ya tenemos todos los datos para calcular los valores de 7, y 7, , pues sdlo

U 2

dependen de P; y P; que son datos. También podemos calcular ya el estimador X

+P;
S0 | Pn=m = | Re=3 A |eedneg
3.3) 0,065 3/0,325+3/0,37=17,34
3.4 0,065 3/0,325+4/0,37 = 20,04
(3,6) 0,0875 3/0,325+6/0,4375 = 22,95 0,325
3.8 0,1075 3/0,325+8/0,4975 = 25,31 0,37
(3.4 0,08 3/0,37+4/0,37 =18,92 0,37
(3,6) 0,1025 3/0,37+6/0,4375 = 21,82 0,4375
3.8 0,1225 3/0,37+8/0,4975=24,19 0,4975
(4,6) 0,1025 4/0,37+6/0,4375 = 24,53
(4,8) 0,1225 4/0,37+8/0,4975 = 26,90
(6,8) 0,145 6/0,4375+8/0,4975=29,8

Vemos que para la muestra (4,8) el estimador insesgado de Horvitz y
Thompson para el total poblacional vale 26,90. Para hallar la varianza del estimador
del total se puede utilizar su distribucién en el muestreo o bien se puede aplicar
directamente la formula apropiada tal y como se indica a continuacién:
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S ox} S & X, X, ;
V()= o)+ 2 S K () — )= EL (= )4 2 (1= )+
=1 7 im i i T ] s
X, X X : 8’
+ 2[ ”: ”_22(”12 ”1772)"' +”_:_:(”45 47[5)J= 0325 (l - 0’325)"' 75 (1 - 0’4975)
3 6
+ 2[——(0 065 — 0,325 *0,37) +- (0,145 — 0,4375 *0,4975 )] =12,66
0,325 0,37 " 0,4375 0,4975

El estimador insesgado para la varianza basado en la muestra (4,8) sera:

)-S50 23 S 20 Xy ), B {25 s

=1 7% i=l j>i ' ”y ”I ”2 ”l ”2 ”12
42 82 _ *
=—2(1-0,37)+—2(1—0,4975)+ 48 (01225-037*04975) =433
037 0,4975 037 0,4975 01225

1

Para la media se tiene que V(A_’ H,) = EEI}(/{, ur )= 1,73.

Para hallar el estimador insesgado para la varianza basado en la muestra (4,8)
también se puede usar el estimador insesgado de Yates y Grundy de la forma siguiente:

2 2 _ 2 2
V(XH7)=22 ﬁ-ﬁ] (’”’_”):[i_i) Mz(j_ 8 5) (037*04975-01225) .00

e 7 o s 037 0497 01225

i J i

Para la media, V(/\_’ HT) = % I}(X’ . )= 0,55

Se observa que para la muestra (4,8) el estimador de Yates y Grundy para la
varianza del total resulta mas preciso que el estimador de la varianza de Horwitz y
Thompson .

Ejercicio 3. Consideramos una poblacion con tres regiones {U;, U, Us} en la que se
conocen los valores de su poblacion X en miles de habitantes: X(Uy)=2 X(U)=3 y
X(Uy=6. Se seleccionan dos regiones sin reemplazamiento con probabilidades
proporcionales a su poblacion en cada extraccion, resultando elegidas las regiones U,
y Us. Se pide:

Calcular la estimacion puntual lineal insesgada para el total de la poblacion X.
Calcular la estimacion por intervalos al 95% para el total de la poblacion X bajo el
supuesto de normalidad.

Como el muestreo es con probabilidades proporcionales a los nimeros 2, 3 y
6, tenemos que las probabilidades iniciales de seleccion de cada unidad poblacional
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para la muestra son P; = M/>M,, es decir: 2/11, 3/11 y 6/11. Como el método es sin

reposicion tomamos como estimador del total el estimador de Horwitz y Thompson y
tenemos:

fr.=(2/11)(]_2(2/”)+ 211 3/11  6/11

=0,468
1-2/11  1-2/11 1-3/11 1-6/11

”2=(3/”)(1—2(3/11)+ 2/11 3/ 6/11

+ =0,660
1-3/11 1-2/11 1-3/11 1-6/11

7r3=(6/11)1_2(6/”)+ 2/11 N 3/11 . 6/11 ~0871
1-6/11 1-2/11 1-3/11 1-6/11

. LX, 2 6
Xp=Yt=—= 4+ — 1116
H Z,: 7, 0468 0871

Para estimar la varianza necesitamos el valor de ;. Tenemos:

T2 = P(UUsY=P(U)P(Us/ Uy Y+P(Us)P(U/Us)=(2/11)(6/9)+(6/11)(2/5)=0,34

El valor anterior puede calculase también mediante:

”i'::f)iP‘ _l_+; =_2_.£ 1 + 1 =0,34
Y \1-P, 1-P, ) 1111\1-2/11 1-6/11

2 2

2 x; 2 x, X, (7, -m7,) 4(1-0468) 36(1-0871)
V(X”’)zz_z_(]—”’)+zzzn_n_][j;z 1J= 0468.  os1l

i=1 i i=l j>i ij

26 034-(0468)(0871)
0,468 0,871 0,34

=15,837-11,711=4,126

~

. . o(X 4,126
El error relativo de muestreo sera (X r) -100 = -100 - 18,2%

XHT
La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:

X +2,6(X)=1116%196/4126 =[7.17,15.14]
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Ejercicio 4. Consideremos una mancomunidad de tres municipios que poseen una
poblacion femenina de 1, 3 y 4 miles de mujeres respectivamente. Las poblaciones
totales de cada municipio son 3, 5y 7 miles de habitantes cada uno. Se trata de
estudiar el numero medio de mujeres en la mancomunidad. Para ello se toman
muestras de dos municipios con probabilidades proporcionales a sus tamafios sin
reposicion y sin tener en cuenta el orden de colocacion de sus elementos utilizando el
método de Brewer. A partir de las distribuciones en el muestreo de X, y V(X ),

hallar V(X ur)s E(X wr) Yy EW X ur ). Comentar los resultados.

Como estamos ante un método de seleccion de unidades primarias
compuestas con probabilidades iniciales proporcionales a los tamaiios 3, 5 y 7, dichas
probabilidades seran {3/15, 5/15, 7/15}. Como no hay reposiciéon y las
probabilidades son desiguales, utilizamos el estimador de Horwitz y Thompson.

Dado que el método de seleccion es el de Brewer tenemos:

— P = 2P P, 1 1
AT b= = —5 *[1—2P+1—2P}
1+ L i J
22z

Dado que el método es sin reposicion y no importa el orden de colocacion de
los elementos en las muestras, el espacio muestral esta constituido por la muestras
(ur,u2), (u1,u3) y (up,u3) con Py=p(uy) =3 /15, P,= p(u;) = 5/15 y P3=p(u3) = 7/15. La
distribucion en el muestreo (con el esquema de seleccion de Brewer) del estimador de
Horvitz y Thompson y del estimador de su varianza, asi como el espacio muestral y las
probabilidades asociadas a las muestras se presentan en el siguiente cuadro:

- X X - - T\ Ty — 7 X x. )

X |\ X, |z |n, | X, ="1+"21|V (X Nt 2| A A2
1 2 i i HT 2P| 2P2 YG( HT) 7[,2 [”I 7[2 )
N ERERRS 12

15 | 15 7
Le |22 s 0,38265

15 | 15 14

wlo |13
314 05|15 m 0,00170

A partir de las distribuciones de X, y I}()E' nr) podemos calcular su esperanza
y su varianza de la siguiente forma:

E(X,,)="T1(1/15)+(95/14)(5/15)+(123/14)(9/15) = 8
V(X )= (7-8)%(1/15 -8)*+(95/14 -8)X(5/15 -8)*+(123/14 -8)X(9/15) = 0,9285
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E(V(X,7)) = 12(1/15)+0,38265(5/15)+0,0017(9/15) = 0,9285

V(V(X ) = (12-0,9285)%(1/15)+(0,38265-0,9285)7 (5/15)+(0,0017-0,9285)? (9/15) =
8,768

Segiin el resultado anterior se tiene E(X,;)= 8 = X, con lo que se
comprueba que el estimador de Horwitz y Thompson es insesgado. También se tiene
que V(X,;)=0.9285y E(V(X,,))=0,9285 = V(X,,), con lo que se comprueba que
el estimador de la varianza es insesgado.

Ejercicio 5. Supongamos que tenemos una poblacion de N=3 unidades primarias para
las que una variable X medida sobre ellas proporciona los valores {1,3,4} con
probabilidades iniciales de seleccion {1/6, 1/3, 1/2}. Se toman muestras de tamaiio n=2
con reposicion y sin tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos. A partir

de las distribuciones en el muestreo de X . y I}(X ur) hallar V(X ), E(X,7) y
EV(X ur)) . Comentar los resultados.

Para el caso de muestreo con reposicion sin importar el orden de colocacion
de los elementos en las muestras la probabilidad de cualquier muestra sera:
P(u, ) = P(u) P+ P(uy)P(ui) = 2 P(ui)P()) y Platyus) = [P(u)]’

Las muestras posibles son (u1,u1), (u1,u2), (ul,u3), u2,u2) (u2,u3)y (u3,u3)
con Py = p(u;) = 1/6, P,=p(u2) = 1/3 y P3=p(us) = 1/2,.

Como estamos en muestreo con reposicion el estimador lineal insesgado para
el total es el estimador de Hansen y Hurwitz ( X py= X1/2P, + X2/2P5).

Como estimador insesgado para la varianza se puede utilizar:

2 2 2
25 R PRI b oI . V0 NS N N S | .S N R IS
V(X)) = n(n—l)[;( P ] nXHH]_ 2(2_1)[(13] ] +[ P, ] 2XHH]

La distribucion en el muestreo del estimador de Hansen y Hurwitz y del
estimador de su varianza, asi como el espacio muestral y las probabilidades asociadas a
las muestras se presentan a continuacion:
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2 2

X, | X, Py =Pu;,u;) Xy =2XT:+;YTZ ,}(’{,HH)=% [X?ll] "’[%] -2X},
T |1 0,1666 6 0 l
1|3 0,1666 7,5 2,25

1 4 0,1666 7 1

303 0,3333 9 0

3] 4 0,3333 8,5 0,25

4| 4 0,5 8 0

Segun la tabla anterior, E(X ) =6(0,1666) + ... +8(0,5)=8=X=1+3+4,
con lo que se comprueba que el estimador de Hansen y Hurwitz es insesgado.
También se tiene que V(X ;)= (6-8)%(0,1666 + ... + (8-8)%(0,5) = 0,5y E(V(X )=
0(0,1666) + ... +0(0,5) = 0,5 = V(X,,,), con lo que el estimador de la varianza es
insesgado. Por tiltimo se tiene que ¥ (V (X ,,,)) = (0-0,5)%(0,1666) + ... + (0-0,5)%(0,5)
=0,5.

El calculo de la varianza del estimador del total de Hansen y Hurwitz
también puede realizarse a través de su formula correspondiente como sigue:

R S x? 2 2 2 2 o3® 4
W)=t SE e | 2 e X el I L2 L2 glos
&P 22 "2 TR 26 13 12

= 4

Ejercicio 6. Supongamos que tenemos una poblacion de N=3 unidades primarias para
las que una variable X medida sobre ellas proporciona los valores {1,3,4} con
probabilidades de seleccion {1/6, 1/3, 1/2}. Se toman muestras de tamafio n=2
considerando ahora el esquema de seleccion con probabilidades gradualmente

variables de Sinchez Crespo y Gabeiras, calcular V(X;), E (X scg) ¥

E(V (X)) a partir de las distribuciones en el muestreo de X, y V(X ).
Comentar y comparar los resultados con los del ejercicio anterior.

Seguin el esquema de probabilidades gradualmente variables, se puede suponer
que existen seis bolas en una urna de las que una bola representa a la unidad u;, dos
bolas representan a la unidad u, y tres bolas representan a la unidad u;, ya que P, = p(u;)
=1/6, P,= p(uy) = 1/3 =2/6 y Py = p(u3) = 1/2 = 3/6. En cada seleccion se extrae una
unica bola que no se repone a la urna para seleccionar la siguiente bola, con lo que al
seleccionar la segunda bola falta una bola de la ura. Segun este esquema, el espacio
muestral y las probabilidades asociadas a las muestras seran:
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S(X) | Plus,u,)=Pu)PQ,lu;)+ Pu,;)P,/u,)
(w02 L1212 Jonnnn
65 65
(uy,u3) L._§.+i.l=i=02

65 65 15
(uy,u5) 2. 11 0,06666666
e 6 5 15

23 32 6

_._+_._=_=0,4
(u.45) 65 65 15

323 o
(us,u5) 6 5 15

El estimador insesgado para el total de Sanchez Crespo y Gabeiras es:

. X, X, X
Xge = L+ =
soo Z’ nP. 2P 2P,

M-1n\& P P, P

i

2 2 2 2
Su varianza es V(XHT)= M—n-l—(zX ij = 2_[X_+X X _82J

El estimador insesgado de la varianza vale:

2 2 2
M-n_ 1 IS X L5 (2622 1 ([ X [X) L5
V(Xsco)“ M nn- 1)[;( J _”Xsco] 3 2(2_1){[ R] +[ R ] 2Xscc,]

El cuadro del disefio muestral completo seria el siguiente:

2 2
X, [ X, T /‘;SCG=;Y_PII+;,TZZ V(Xsca)=% [%j "’(%j _2’{,;(‘6
1 3 0,1333 7,5 1,5
1 4 0,2 7 0,6666
3 3 0,0666 9 0
3 4 0,4 8,5 0,1666
4 4 0,2 8 0

A partir del disefio anterior se tiene E(X )= (7,5)0,1333 + ... + 8(0,2) =8 =
X=1+3+4, con lo que se comprueba que el estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras
es insesgado. También se tiene a partir del disefio que:

V(Kseo) = (7,5-8)(0,1333) + ... +(8-8)’(0.2) = 0.4 y E(V (X 55))
=(1,5)0,1333 + ... +0(0,2) = 0,4 = V(X 4;)

con lo que el estimador de la varianza es insesgado.
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Por 1ltimo se tiene:
VIV (X)) = (1,5-0,4)° (0,1333) + ... +(0-0,4)°(0,2) = 0,24
El cédlculo de la varianza del estimador del total de Sanchez Crespo y

Gabeiras también puede realizarse a través de su formula correspondiente como
sigue:

W) =221 X |40 X e 41 E T F e
SO 6-12\ &P 520l B B 52\16 13 12 ’

1

Observando los resultados de este ejercicio y del anterior, vemos que se cumple
M
V(Xjoo) =21 V(Ky) ya que 0.4={(6-2)/(6-1)105.

X ) > Y2 que V(Xgs)= [(6-2)/6]V (X, )para

todos los elementos correspondientes de las columnas consideradas en las tablas
anteriores.

Ademés, V(Xg)=

Como V(X;)=0,4 vy V( )05 el método de seleccion con

probabilidades gradualmente variables con el estimador de Séanchez Crespo y
Gabeiras resulta mas preciso que el método de seleccion con reposicion de Hansen y
Hurwitz.

Ejercicio 7. Una poblacion consta de 40.000 unidades distribuidas en 400 conglomerados
de 100 unidades cada uno. Una muestra aleatoria con probabilidades iguales sin
reposicion de tamario 25 conglomerados presenta los siguientes datos:

Total de unidades

de la clase C
N° de conglomerados

|12 17 23 33 36

3 9 5 6

de la muestra

Estimar el total y la proporcion de unidades de la poblacion que pertenecen a la clase
C, asi como sus errores de muestreo absolutos y relativos.

Como el muestreo es con probabilidades iguales y se seleccionan 25
conglomerados de entre 400 se tiene 7=25/400=0,0625 y m,=(25%24)/(400*399) =
0,00376. Como el método es sin reposicion tomamos como estimador del total de
clase el estimador de Horwitz y Thompson y tenemos:
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. 25 4
4 oA 2:124311749:23+45:3346:36 000
< 7, 25/400

Para estimar la varianza tomamos el estimador de Yates y Grundy. Tenemos:

V(Ayr) = Z 5 [2(12—17)2+-~-+5(33—36)2]=672226

i T

il 4 4| _ 00625 ~0,00376
7 m)  0,00376-0,0625

El error absoluto de muestreo serd o(A,,; ) = 4/67222,6 = 259,27, con lo que el

. . o(A \
error relativo valdra U(A ur) 100 = 259,27 -100 = 2,44%
A, 10608

Como estimador de la proporcion de unidades pertenecientes a la case C tenemos:

B,y = 10608 _ 5640 = 26,42%
M~ 40000

El estimador insesgado de su varianza sera :

V(A,;) 67222,6

Vur) ==t = 20000°

= 0,000042

El error absoluto de muestreo serd o(P,;) = 1/0,000042 = 0,00648 , con lo que

el error relativo valdra O-(AP ur ) -100 = 0,00648 -100 = 2,44% .

B, 0,2642




CAPITULO 4

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Consideraremos en este capitulo el muestreo aleatorio simple tanto sin
reposiciéon como con reposicion. El muestreo aleatorio simple sin reposicion se
denomina también muestreo irrestricto aleatorio. Normalmente, cuando se habla de
muestreo aleatorio simple sin especificar si hay o no reposicion, se sobreentiende que
se trata de muestreo aleatorio simple sin reposicion. Sin embargo, para referirse a
muestreo aleatorio simple con reposicion es necesario especificarlo.

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE SIN REPOSICION

Se trata de un procedimiento de seleccion con probabilidades iguales que
consiste en obtener la muestra unidad a unidad de forma aleatoria sin reposicion a la
poblacion de las unidades previamente seleccionadas, teniendo presente ademas que
el orden de colocacion de los elementos en las muestras no interviene, es decir,
muestras con los mismos elementos colocados en orden distinto se consideran
iguales. De esta forma las muestras con elementos repetidos son imposibles. Como el
procedimiento de seleccion es con probabilidades iguales todas las muestras son
equiprobables, y ademas se va a cumplir, como veremos luego, que todas las unidades
de la poblacion van a tener la misma probabilidad de pertenecer a la muestra.

Supongamos en todo momento que el tamafio de la poblacion es N y el
tamarfio de la muestra es n. Como la muestra se selecciona sin reposicion, se realiza la
seleccién sucesiva de las unidades para la muestra con probabilidades 1/(N-f) para
valoresde =0, 1,..., n.

Probabilidad de una muestra cualquiera

Dada la forma de definirse el procedimiento de seleccion de la muestra, el
espacio muestral asociado tiene:
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muestras posibles, ya que el orden de colocacion de los elementos en las muestras no
interviene. Como el procedimiento es con probabilidades iguales, la probabilidad de
una muestra cualquiera sera:

Casos favorables 1 1
Casos posibles  C,, [N J
n

La probabilidad de una muestra también puede calcularse utilizando célculo
de probabilidades de la siguiente forma:

Py, gy, )=t Pl -, $) =t Pl )Py 120 )PAaty Ly )Pl V.1, )

1o 1 1 1 (N ~n) 1 1

=n—- . .. =n! = = —
N N-1 N-2 N-(n-1) M M N N
(N-n) n(N-n} |

En el calculo anterior hemos supuesto que al no intervenir el orden de
colocaciéon de los elementos, la muestra (u,...,4,) contiene las n! factorial posibles
ordenaciones del conjunto {uy,...,u,}.

Probabilidad m; que tiene una unidad de pertenecer a la muestra

A efectos de formalizar la teoria del muestreo aleatorio simple sin reposicion es
necesario calcular la probabilidad que tiene cualquier unidad de la poblacién de per-
tenecer a la muestra. Para ello sabemos ya que el numero de muestras posibles de
tamaiio » en seleccion irrestricta aleatoria es:

o)

Por otra parte, el nimero de muestras posibles que se pueden formar con los
elementos de la poblacion y que contengan al elemento dado u; sera:

N -1
CN-].n—l = -1

ya que en este caso se fija el elemento ; y las muestras posibles resultan de las
formas posibles de seleccionar de entre los N-1 elementos de la poblacion restantes
n-1 de ellos para la muestra (el elemento u; ya estd fijo en la muestra). Tenemos
entonces:
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Casosfavorables  N°demuestraguecontieneraunidadu;

7, =Plu, e (X)) =

Casosposibles N°totaldemuestras
[N—lj (N=1)! (N-1)!
\n=1) _-pN-n)! _ (n-DN-m)! 1 _n
" (N) N - _ NWN-1' N N
n nl(N —n)! nn-D(N-n)! n

La probabilidad 7; que tiene cualquier unidad #; de la poblacién de pertenecer a
la muestra también puede calcularse utilizando céalculo de probabilidades. Sabemos que
la unidad u; puede pertenecer a la muestra bien ocupando el primer lugar de la misma,
bien ocupando el segundo lugar y no el primero (no hay reposicion y las unidades de la
poblacion sélo pueden pertenecer una sola vez a la muestra), bien ocupando el tercer
lugar y no el segundo ni el primero, etc. De esta forma podemos escribir:

7, = Plu, € (D)= Plu, =u, )+ P, =u ), =)+ P, =)o, #)) X, 1)
ook P =0, )0 # 00, ), # 1,0 )0 O %0,y ¢u1))

Ahora calculamos los valores de cada término de esta expresion y tenemos:

o Py =u)=

. P((u,. =u)N(y # u,)) =Pu=u/u+ u,)P(u,. # u,) =ﬁ(l—P(u,. = u,)) =

;(l L)_;__L
N-I\ N/ N-1 N N

) P((u,. =uy) N(u#u)N(y # u,)) = P(u,. =uy/ (u 2u) N (y # uz))P(u,. U, lu # u,)P(u,. # u,) =

1 1 1 1 I N-2N-1 1
g = =) 1= Al = ) =5 (-5 -y S

. P((u,. =u)O(w2u,_ YO =u,_ )N #2u) N (4 # u,)) =
P(u,, =u, /(4 #u) (4 2wy, # u"_,))~P(u,. #u,_ [ (U #u) O # w0y, # u,,_z))
P(u,. #zuy/ (u 2u) N (u, # uz))-P(u,. zu, [ (u # ul))~P(ui # u,) =
N_(ln_l) '(I‘P(”f =u,_, /(U #w) O 2 u)e- Ny, # u,,_z)))m(l—P(u, =uy/ (u, = u)N(u, # ”z)))‘
1 1 1 1
(I—P(u'. =uy/ (u # ul)))'(l_P(ui =ul))= N—(n—l)(l— N_(n_z)}"(l— N—l)[l_ﬁ)z
1 (N—(n—l)] [N—ZJ[N—IJ_L
N-(n=-D\N-(n-2)) \N-IA N )" N

Como todos los términos valen 1/N ya podemos escribir:

1 1 n
— e — = —
N nveces N N

7T, =P(u,. e(f)): +

1
N
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Probabilidad 7 que tienen el par de unidades de la poblacion
(u; u)) de pertenecer a la muestra

A efectos de formalizar la teoria del muestreo aleatorio simple sin reposicion
también es necesario calcular la probabilidad que tiene cualquier para de unidades de la
poblacion de pertenecer a la muestra. Por una parte sabemos que el numero de muestras
posibles de tamafio » en seleccion irrestricta aleatoria es:

coe(?)

Por otra parte sabemos que el niimero de muestras posibles que se pueden
formar con los elementos de la poblacion que contengan al par de elementos dado (u; u))

sera:
c _(N-2
N-2,n-2 — n-2

ya que en este caso se fija el par de elementos (; #;) y las muestras posibles resultan
de las formas posibles de seleccionar de entre los N-2 elementos de la poblacion
restantes n-2 de ellos para la muestra (los elementos u; y u; ya estan fijos en la
muestra). Tenemos entonces:

- Casos favorables N°demuestras que contienen el par (u;,u ;)
T, =P((u,.,uj)e(x))= s = 4

Casos posibles N °total de muestras
(N—Zj (N =2)! (N =2)!
\n=2) (n=-2)(N-n)! _ (n=2)1(N-=-2)! _ 1 _ n(n-1)
T(NY N! T ON(N-D(N-2)!  N(N-1) NN-1
n n!(N —n)! n(n—-1(n-2)(N -n)! n(n-1)

ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS EN )
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE SIN REPOSICION

Del capitulo anterior ya sabemos que el estimador lineal insesgado general
para el caso de muestreo sin reposicion es el estimador de Horvitz y Thompson

8, . Concretamente sabemos que mediante el estimador:

éHT =iL

=1 7T

N . i
se estima la caracteristica poblacional ¢ = z Y, , de modo que E(H): 8, siendo 7; la
i=1

probabilidad de que la unidad u; pertenezca a la muestra.
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Como en muestreo aleatorio simple sin reposicion tenemos que 7z; = n/N,
ya podemos especificar los estimadores lineales insesgados para los parametros
poblacionales mas comunes a estimar. Tendremos:

N n n n
0=X=) X, 2>Y,=X,260=X-= L L:/\/lZ,\’i:N;
i=1 PRI Pl noo

N x
XI Xi
— LS 'e X. JO noT n T n
€=X=Z——’-=>Y,=——'-=>6=X= L:Z__N =l X, =%
i=1 N N i1 i i=1 L n D
N
4,
NA. A n . L - n .
€=P=Z—'=>Y,—-—’=>9=P= Lzl A, =P
o N N r R GO (|
N
X s e & A 1< .
0=A=3 A =Y =4, =>6=4=3 ~L=N—3 4 =NP
i=1 =1 no5
N

VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES

Del capitulo anterior sabemos que la varianza del estimador de Horvitz y
Thompson viene dada por la expresion:

( ) i —71',)+22N: dif (7[,.].—7[,.71'])

2

i=l _7; i<j ”i”j

Para el caso particular del muestreo aleatorio simple sin reposicion se sabe
que m = n/N 'y m; = n(n-1)/[N(N-1)]. Considerando el estimador del total y
sustituyendo estos valores de 7; y 7; en la expresion de la varianza tenemos:

N YoX X. X ( —1) nn
VX )= I-—|+2 -
Y R > vk e ]

N N N
y (X,.—Y)Z (x, XXX ~X)( n(n=1) _n n
DRI ) -
i i=l j>i N(N -1) N N

N NN
N N
>3 (x, - X)x, - X)

_N—n N i=1 j>i
= ;(X ~XJ -2 =
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El primer paso de la demostracion se basa en que la varianza es invariante

ante un cambio de origen, es decir, V(X’ ): |4 (/\7 -X ), y la ultima igualdad se basa en
lo siguiente:

($pr-5)] =St -7 2

i=1 i=1

233 (x, - Tx, - )

- 23S (x, - X)x, —)7)=ZN:(X'- %)

i=l j>i i=1

N
Entonces sacando factor comun Z(X X )2 podemos seguir escribiendo:
i=l

V()?)=N;n[(l+N1_ljZ(X X)Z} N - ")Z(X -Xf

i=1

T__]ZN:(X:‘ _/\7)2 =M5‘2 =N? (_"")S_z

p n N n

De esta forma obtenemos la formula clasica para la varianza del estimador
del total en muestreo aleatorio simple sin reposicion:

V) =N - )

Ahora es facil obtener la varianza del estimador de 1a media como sigue
= X ES X\ 1 SR s?
X=M=NX=>X=—> V(X):Va = |=—VarlX)=—N*(1- f)—

(50

Para obtener la varianza del estimador de la proporcion tenemos que calcular
previamente la expresion de la cuasivarianza S para variables 4; que solo toman los
valores 0 y 1 (cuando se estima la proporcién de elementos que pertenecen a una

determinada clase A, la variable 4; vale 1 cuando la unidad u; pertenece a la clase 4, y
vale 0 cuando no pertenece). Operamos de la siguiente forma:

l)
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§=—— i(/\’ ‘/?)2 ‘L‘NL(A —P)2 ——l—i(Az—sz +P?)=
CN-1gT CN-1GT CN-14 " B
l N N N 1

~1 ZA.Z“ZPZAi+ZP2J——1(NP—2NP2+NP2)=
- i=1 i=1 i=1 -
1 _ 2 _L P\ 1

—_I(NP NP )—N_INP(I P)=——NPQ

. 1 N N N N
Se ha utilizado que P= WZA,. =Y 4, =NPyy 4’ =>4,

i=1 i=l i=1 i=1

—_—
4=064=1

Ya podemos obtener la varianza del estimador de la proporcién como sigue:

N
2 —PQ

. S _ N 1

V(P)=(l_f)n = (=) r: T N-1n

(- r)Po
Para obtener la varianza del estimador del total de clase tenemos:

N po
)= w20 )= v - =l — - L peg

ESTIMACION DE VARIANZAS

Se trata de calcular estimadores insesgados para las varianzas de los
estimadores del total, media, proporcion y total de clase. Para ello utilizamos la
expresion general del estimador insesgado para la varianza en muestreo sin
reposicion vista en el capitulo anterior, que era:

RS Y, myomE;
V(QHT)_;”.'Z(] ”i)"';,”iﬂj ;

Si aplicamos la expresion anterior al estimador del total tendremos:

(”(”_l)_ll)
o) & X} n & XX, \NN-1) NN) _
-3 -5 )R L
NE N N N(N -1)
(M-LLJ
L(X, =X, n n& (X, =X, -D\NN-1) NN)
,Z:,: n’ (I—F)+2§§ n n n(n-1)

N2 NN N(N -1)
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L ) 3) YL ORI
" i=l n-1 T
_é(X‘_;):
N(N—n)(l+ 1 )i(X.—§)2=N(N_n) n i(XA—)_c)zz
n’ n—1)="" n’ n—14

N_(N—_n)L[i(X, —)?)2]=N2 M‘%=N2(]_f)%

n n-1

i=1

Ya hemos obtenido la siguiente expresion para el estimador insesgado de
la varianza del estimador del total:

o2

P =N 1)

De este resultado se deduce que en muestreo aleatorio simple sin reposicion
la cuasivarianza muestral definida por:

1 n

§ =L 3 (x, -y
=1

n—-1%
N
es un estimador insesgado de la cuasivarianza poblacional S° = ﬁ > (X - X )2 ya que:

i=l

p(2)=v(%)= E[Nz(l - f)j—;} = N2(1- f):;;—

:~Nz(l—f)d;3—2J=

N1 —f)S—A; = E[.§2]= s?

El estimador insesgado de la varianza del estimador de la media se obtiene
como se indica a continuacion:

N? N n n

i(3)- (£ i) tewt-n-- 05

Hemos obtenido entonces la siguiente expresion para el estimador
insesgado de la varianza del estimador de la media:
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Para hallar el estimador insesgado de la varianza del estimador de la

proporcion es necesario calcular el valor de S ? para variables 4; que s6lo toman los
valores 0 y 1 (cuando se estima la proporcion de elementos que pertenecen a una
determinada clase A, la variable 4; vale 1 cuando la unidad u; pertenece a la clase 4, y
vale 0 cuando no pertenece). Operamos de la siguiente forma:

5= LS (204 +ﬁ2)=%(if:f 2h3 4 +Z":132]=
n—=1%g n=1\'g il i-1

—I—(nﬁ— 2nP? + nﬁ2)= !

n—1 n-—

(nP - np?)= — nﬁ(l_ﬁ)=ﬁis@

—

Se ha utilizado que P= lZ":A,. = Z”:A, =n13yzn:Ai2 = Z”:A,.
= i=1 i=1 i=1

_———
4=064=1

Ya podemos obtener el estimador insesgado de la varianza del estimador de
la proporcion como sigue:

A A

a2 Q
7)== (-2l —— (- )1 P0

n n-1

Para obtener el estimador insesgado de la varianza del estimador del total
de clase tenemos:

TAMANO DE LA MUESTRA

Un cuestién muy importante en cualquier método de seleccion de unidades
de una poblacién es conocer el tamafio de muestra adecuado para cometer un
determinado error de muestreo prefijado. En la practica del muestreo nos
encontramos de inmediato con este problema. Evidentemente tenemos que
seleccionar la muestra, para lo que es estrictamente necesario conocer su tamailo.
Como es natural, al aproximar las caracteristicas poblacionales mediante estima-
dores basados en la muestra se comete un error, error que mide la representatividad
de dicha muestra. Dependiendo de la accesibilidad y disponibilidad del marco, del
coste de entrevista de las unidades encuestadas, del presupuesto disponible y de
otros muchos factores, fijaremos un error de muestreo que en todo caso debe ser el
minimo posible. Dicho error de muestreo puede venir dado en términos absolutos,
en términos relativos o sujeto adicionalmente a un coeficiente de confianza dado
(sujeto a limites de tolerancia).
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A continuacién calcularemos los tamafios de muestra necesarios para
cometer un error de muestreo dado al estimar las caracteristicas poblacionales mas

comunes mediante muestreo aleatorio simple sin reposicion. Inicialmente se
distinguira entre el error comun de muestreo e = O'(é) dado por la desviacion tipica
del estimador, y el error relativo de muestreo dado por el coeficiente de variacion
‘ ; 2\ alé
del estimador e,<0)=CV(0)= Ak
E

Tamariio de muestra para un error de muestreo dado

Sea e= cr(é)el error de muestreo prefijado. Vamos a ver cudl es el tamario de

la muestra a seleccionar para cometer dicho error segun las diferentes caracteristicas
poblacionales a estimar.

Media:
2 Sz ) n SZ S2 SZ
e=c(X)=,1-f)—>De" =]l —|—=———-
X ( f)n ( N) n n N
2 5 2 SZ NSZ
=>—=e " +—>>n= =
n , S Net+S§?

Se observa que cuando N— (fraccion de muestreo n/N tendiendo a cero) el
tamafio muestral n—S%e” = ny (n inversamente proporcional al cuadrado del error
de muestreo). La expresion del tamafio muestral » puede ponerse en funcion de Ny
del valor ny como sigue:

_ s? _ Sz/e2 _n, _ n N N
N S
e+— 1+ 1+-% 70
N N N

Si representamos graficamente la curva de ecuaciéon n=f{N) observamos que
pasa por el origen de coordenadas, ya que f(0)=0, que tiene una asintota paralela al

eje OX de ecuacion n = ny, ya que lim f(N)=n,, que es siempre creciente dado
N

que la primera derivada:
2

[ — nO
S'(N) SN

es siempre positiva, que no tiene maximos ni minimos dado que la ecuacién definida
por f’(N)=0 no tiene solucién en N, que es siempre convexa ya que:

2
2n,

ATy
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es siempre negativa y que no tiene puntos de inflexion ya que que la ecuacion
definida por f’(N)=0 no tiene solucién en N. Por tanto, la representacion grafica de
n=f(N) es la siguiente:

(0] N

Como la curva n=f(N) es creciente, al aumentar el tamafio poblacional N
también aumenta el tamafio muestral » necesario para un error de muestreo dado.
Pero como » ha de ser un numero entero y la curva n=n, es una asintota horizontal,
desde un cierto N en adelante los aumentos de N no producen aumentos en .
Precisamente los aumentos de N no producen aumentos en » cuando |n¢-n|<1. Pero:

N 2 2 2
ny — Mol |__ o <l=n <n0+N:>N>n0(n0—1)=£2' i2'—1
ny+N| n,+N e \¢

Luego la misma precision da una muestra de tamafio » para una poblacion de
N elementos que para una poblacion de N’ elementos con N’>N siempre y cuando se
cumpla que:
S*(s?
N> ny(n, —1) = —2[—2—1]
e e

Total:

2 2 202 2¢c2
e=0'(X)=‘/N2(l—f)S—:>e2=N2(1_L’_JS_=NS _NST
n N)n n N

N3S§? N2S? N2S§? N3§? N2s§?
= =e?+ =

" N TN TN +N'ST 2 +NS®
N N +Ns?)
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Si representamos graficamente la curva de ecuaciéon n=f(N) observamos que
pasa por el origen de coordenadas ya que f{0)=0, que tiene una asintota oblicua de
ecuacion #=N-1/n, ya que:

-N 1
1, lim(f(N)-N)= lim LS
NI—II;lc(f( ) ) Nl—n: 1+ nlN n,

lim
Now

JN) _
N

La curva n=f(N) es siempre creciente ya que la primera derivada:

_ 2mN +n!N?

SN (1+n,N)?

es siempre positiva.

La curva n=f({N) no tiene maximos ni minimos ya que la ecuacion definida
por f(N)=0 no tiene solucién en N. Ademas, es siempre concava ya que:

2n!N
Sy =
(+nN)
es siempre positiva.
Por tanto, la representacion grafica de n=f(N) es la siguiente:
n

AN/

n=N-1/n,

0 1/n1 N

Observando la grafica de n=f{N) se ve que n siempre crece al crecer N, es
decir, que al aumentar el tamafio poblacional también aumentara el tamafio de
muestra necesario para cometer un error de muestreo prefijado.

Proporcion

Las formulas del tamafio muestral para la proporcion y el total de clase se
obtendran sustituyendo el valor de S* para variables 4; (que sélo toman los valores 0
y 1) en las formulas del tamafio muestral para la media y el total poblacional
respectivamente. Para la proporcion tendremos:
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N
NS _ Ny3P2  arp wpp
Ne*+8* N PO+ Ne* NPQ+(N -1)Ne*  e*(N-1)+PQ

N-1

Niez(N—1)+ PQ)

En el caso de la proporcién se observa que cuando N—oo (fraccidon de
muestreo n/N tendiendo a cero) el tamafio muestral:

noS8/e= T\IE_—IPQ/e2 = PQ/e* =ny

Se observa que n inversamente proporcional al cuadrado del error de
muestreo y directamente proporcional a la proporcion poblacional P. En este caso
la misma precision da una muestra de tamafio » para una poblacion de N elementos
que para una poblacién de N’ elementos con N’>N siempre y cuando se cumpla la
desigualdad definida por:

NNIPQ NNIPQ
N >ny(n, —1)=—— —— -
e e e

1= Q(Q_]J

2 2
e

En este caso del céalculo del tamafio muestral para la estimaciéon de la
proporcion es muy interesante tener en cuenta que para poblaciones grandes o
fraccion de muestreo pequeria (N—>), el valor mdximo de n se obtiene para P = Q
= 1/2. Para constatar este resultado sabemos que si N—o el tamafio muestral » tiende
al valor ny=PQ/e* = f{P), expresion que tenemos que maximizar en P. Si igualamos la
primera derivada al valor cero tenemos que como f{iP) = P(1-P)/e* entonces f(P)=(1-
2P)/e* =0 = P=1/2. Por otra parte f *°(P) = -2/¢* < 0, lo que asegura la presencia de
un maximo para la funcion fen el punto P=1/2. Como Q = 1-P = 1-1/2 = 1/2, el valor
maximo de n para poblaciones grandes o fracciones de muestreo pequeiias se obtiene
para P = Q = 1/2. Por lo tanto, para un error prefijado se necesitaran tamafios de
muestra mas pequefios cuanto mas proximo esté P a cero o a uno.

Este resultado es muy importante en la practica, ya que cuando se estiman
proporciones y no se conoce el valor de la proporcion poblacional P ni se tiene una
aproximacion suya (proporcionada por una encuesta similar, por una encuesta piloto,
por la misma encuesta realizada anteriormente ni por ningin otro método), entonces
se toma P = 1/2, con lo que estamos situdndonos en el caso de maximo tamaiio
muestral para el error fijado, lo cual siempre es aceptable estadisticamente. La
dificultad practica puede ser que se obtenga un tamaiio muestral » demasiado grande
para el presupuesto de que se dispone.
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Como para poblaciones grandes o fracciones de muestreo pequeiias el valor
méximo de n se obtiene para P = Q=1/2 y ny, = PQle’=1/(4€”), podemos decir que el
tamafio de muestra es inversamente proporcional al cuadrado del error, y que para
obtener una precision doble (error mitad) es necesario un tamafio de muestra cuatro
veces mayor.

Total de clase
N
2
D G = W
e +NS* . N PON e} (N-1)+N?PQ
N-1

Tamario de muestra para un error relativo de muestreo dado

Sea e, (é)= CV(é)= %g; el error relativo de muestreo prefijado.

Vamos a ver cual es el tamafio de la muestra a seleccionar para cometer
dicho error segun las diferentes caracteristicas poblacionales a estimar.

Media:
“ U(;Yl) (l_f)S_2 (l—f)S—2 (l—f) s 2
g e T (:) _
E(X’) X (X) n \X
[-4)

-fl. UN , nC: C? NC?
(1-/) G, = Cl.=ne=C, ~——Eop=—" =15

n n N 2 +& Ne; +C},

En este caso también podemos expresar el tamaiio » de la siguiente forma:

2 2 2
n= Cl.x _ Cl.x /er _ nO — nON

G 1+C,2_,A{e3 140 e+ N

Para poblaciones grandes se tiene que »n = Cl. / e} 'y puede realizarse

una representacion grafica y un analisis similar al caso del estimador de la media para
error de muestreo dado. So6lo hay que tener presente que el papel que desempefiaba
antes la cuasivarianza lo desempeiia ahora el coeficiente de variacion.



CAPITULO 4 - MUESTREO ALEATORIO SIMPLE 133

Total:
s? J s?
A\ LN(-f) = (N(1-f)—
e =C /{,)::0-( )=J ( f) n = ( _f) n :>e2=.1_vi(l_f)(.£.)2
E\X) X NX M on X
_ 2 _ —— CZ NC2
=(l nf)(%] =(1 nf)cf‘z - Cle=n= 122 TNE +12'2
e2+ Lx r 1,x

" N
Se observa que el tamafio de muestra necesario para cometer un error
relativo de muestreo dado coincide para la estimacion de la media y del total.

Proporcion y Total de clase:

Las formulas del tamafio muestral para la proporcion y el total de clase se
obtendran sustituyendo el valor de C,,’ para variables A; (que solo toman los valores
0 y 1) en las formulas del tamafio muestral para la media y el total poblacional
respectivamente. Tendremos:

con lo que el tamafio muestral para estimacion de proporcion y total de clase sera:

NQ
N—— _
___P(N-1) N’Q _ NQ
Ne2s_ NO  NP(N-1)ef +NQ  P(N-1)! +Q
" P(N-1)

Se observa que podemos escribir lo siguiente:

0 Q 2
e

9 Q /ezr 1420
e+ AN-1) 1+ AN-1) N
N N

Si N—)oo(f—-)O):>n_>n0=

‘QIJI-.U ItQ
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Tamaiio de muestra para un error de muestreo y un
coeficiente de confianza (limite de tolerancia) dados

En determinadas ocasiones, aparte de calcular el tamafio muestral para un
error de muestreo dado, prefijamos un nivel de confianza adicional para el calculo
de dicho tamafio, con la finalidad de relajar en cierta forma el calculo de n. De esta
forma se halla » con un grado de tolerancia definido por el nivel de confianza.

Supongamos que estimamos el pardmetro 6 mediante el estimador insesgado
6 cometiendo el error absoluto maximo admisible e, = \6 - 9] para un coeficiente de

confianza P,=1-a. Tenemos:

~e, _6-0 e q _% _ A
P o-(é < > A)so_(’é =l-a=la ;(5):>e“ /’Laa(ﬁ)
-Aa Aa

De esta forma vemos que la identidad fundamental para hallar » segin un

error de muestreo dado cuando existe un coeficiente de confianza adicional
también dado es la siguiente:

e, =4, o-(é)

Vamos a calcular ahora los valores de » para un error de muestreo e, con
coeficiente de confianza a para los diferentes estimadores.

Media:

a

~ 2 2 @2 /12 2 2 o2
ey = 2,000 = A y[l1- )= = &2 = 2 (l—i}i-*as -

n n N n N

As?
2sr , AS? A2NS? AS? el n,
=e,t =2n=——a g = 2ez 20z
n N Ne, + .S 2, A, S A, S 14 P
“ N el
1+

N

Cuando la poblacion es grande o la fraccion de muestreo es pequefia, es
2 o2

decir, siN o (f—>0) = n — n, con p, =—5—y se puede expresar n como:

a
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pudiendo realizarse una representacion grafica y un analisis similar al caso del
estimador de la media cuando no existia coeficiente de confianza adicional, siendo la

Ginica diferencia en todos los calculos el factor A2 .

Total:
O 2 S? 2 2 72 S? 2 Ar2 n\)S?
e, =, 0(X)= A ([N (1= f)2—=e2 = 22N (1- f)Z—=22N?|1-— | =—
n n N)n
A2S*N? A2SIN? A2LS*N?
= SN =2S’N+e, m>n=—"——
n n A,S°N+e,
que puede expresarse como:
2 AaS?
el N’n,
"SI Am
N2 —+1 !
e

a

Construyendo la grafica de n=f{N) se ve que n siempre crece al crecer N, es
decir, que al aumentar el tamafio poblacional también aumentara el tamafio de
muestra necesario para cometer un error de muestreo prefijado.

Proporcion

Las férmulas del tamafio muestral para la proporcion y el total de clase se
obtendran sustituyendo el valor de S* para variables 4; en las formulas del tamaiio
muestral para la media y el total poblacional respectivamente. Para la proporcién
tendremos:

o N , N
_oanst MNP AT R
Ne? + A28*

- - 2 2
Ne? + A %PQ e+ A2 ﬁpg (N =e; +4,PQ

.y n
En este caso también se puede expresar el valor de » de la forma n = —2

1+ %0
N



136 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

AGZ%PQ
n, = —2
ea
ya que
2N po 2 Nopole
ne N-1 _ N-1
e+ ——PQ ,1§LPQ el
-1 14 N-1
N
A, PO

y si Noo(f >0)=>n—-sn,=

. . AP
Por otra parte la funcién definida por n,(P,Q)=—= 2Q presenta su

a

maximo valor cuando P = Q = 1/2 con P+Q=1.

Entonces, para poblaciones grandes o fraccion de muestreo pequeria
(N—>), el valor mdximo de n se obtiene para P=0=1/2. Luego, cuando se estiman
proporciones y no se conoce el valor de la proporcion poblacional P ni se tiene una
aproximacion suya (proporcionada por una encuesta similar, por una encuesta piloto,
por la misma encuesta realizada anteriormente ni por ningun otro método), puede
tomarse P=1/2, siempre y cuando no se obtenga un tamafio muestral » demasiado
grande en términos de coste.

Total de clase

2 ar2 N 2 NJ
RSN M R T LAY .
2 o2 2 2 2 2 ar2
A 2S’N+el AZNN PQN &+ i N1 PO (N=-1e2 +ZN*PQ

Se observa que las formulas obtenidas para el tamafio muestral segin un
error de muestreo dado con un coeficiente de confianza adicional al estimar los
distintos parametros poblacionales son iguales a las obtenidas sin coeficiente de
confianza, salvo el término A, , que es precisamente el que mide el nivel de con-
fianza o grado de tolerancia.
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Tamaiio de muestra para un error relativo de muestreo y
un coeficiente de confianza (limite de tolerancia) dados

En determinadas ocasiones, aparte de calcular el tamafio muestral para un error
relativo de muestreo dado, prefijamos un nivel de confianza adicional para el célculo de
dicho tamafio, con la finalidad de relajar en cierta forma el célculo de n. De esta forma
se halla # con un grado de tolerancia definido por el nivel de confianza.

Supongamos que estimamos el parametro 6 mediante el estimador insesgado
6 cometiendo el error relativo maximo admisible:
6-6

6

era

para un coeficiente de confianza P, = 1-a. Tenemos:

P[ 0 Semj=1—a:>F[—em < 0~

P(~be,, sé—esﬁem)=l—a=>P[_0e

oa,=%m . =,1adé)=/1a"é - 2,0/8)
olf 4 Elo

~

0-—

D)
IA
_

N
—_
]
|
R

N

De esta forma vemos que la identidad fundamental para hallar » segin un error
relativo de muestreo dado cuando existe un coeficiente de confianza adicional también
dado viene dada en términos del coeficiente de variacion del estimador de la forma

e, = /1an(49) . Vamos a calcular ahora los valores de » para un error de muestreo e,

con coeficiente de confianza o para los diferentes estimadores.

Media:
S? S2
. o(X) ,/(l—f)7 a-N=
er.a =laCV(X) =Aa = =j’a — :>ezr,a =/1¢21_—2n=
E(X) X X
2 2 2 2
_ - C ,C, C
/1?71 f(ij =/1§1 fC,2,=/1i(l—lji=/l; e g2 70
n X n ’ N) n n N
22 2
a~l,x
2 2 3
liCl.x =ezr,a +/1¢21C1%X =>n= /‘LiCIJ 7= €ra = "o
n N C ALC! )
e2r0+12l a“lx 1+__
“N e’ra N
1+
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Para poblaciones grandes:

ALCh
n —> ny, = 3
N> € ra

y puede realizarse una representacion grafica y un andlisis similar al caso del
estimador de la media para error de muestreo y coeficiente de confianza dados. Sdlo

hay que tener presente que el papel que desempefiaba antes la cuasivarianza lo
desempeiia ahora el coeficiente de variacion.

De todas formas el tamafio muestral para un error relativo de muestreo dado
e:o con un coeficiente de confianza adicional P,, viene dado por la expresion:

AoCl NALCL
n= =
era +A2 C!, Ne*ra+ALCl,
: a N
Total:
2 2
N N e
_ v o(X) n n
e, =A,0v(X)=4, — =1, =1, _ -
E(X) X NX
2 2
N-f) a-n> NL2C?
PLIE F S—— S —— [N -
‘ “ NX? c X? Ne’ra +A2CE,
N SU .
Como paralamedia

Se observa que el tamafio de muestra necesario para cometer un error
relativo de muestreo dado para un coeficiente de confianza también dado coincide
para la estimacion de la media y del total.

Proporcion y Total de clase:
Las formulas del tamafio muestral para la proporcion y el total de clase se

obtendran sustituyendo el valor de C,,* para variables 4; en las formulas del tamaiio
muestral para la media y el total poblacional respectivamente. Tendremos:

o No ,_NQ
MG CAN-)  _ T°AN-D)  _ NOkg
- . NO . .. Q@ P(N-Dea+430
2 2 “lx = € ra +la a
€rat+a, N AN-) AN-Y)

ezr,a +l‘21_—
N

Se observa que podemos escribir lo siguiente:
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NQ . NO [,
A PRy L
o FaG _ TTAN-D) "P(N—l)/e "
Ct NQ » NO /, n,
Zra 22 Lx — a———‘/e ra 1+—
Crat Ao e2m+/12P(N—1) . PN-1) N
N N
222

P

2
ra

€

Si Nooo(f >0)=>n—on, =

Se observa que las férmulas obtenidas para el tamafio muestral segin un
error relativo de muestreo dado con un coeficiente de confianza adicional al estimar
los distintos parametros poblacionales son iguales a las obtenidas sin coeficiente de
confianza, salvo el término A,° , que es precisamente el que mide el nivel de

confianza o grado de tolerancia.

El cuadro siguiente resume las expresiones de los tamarfios muestrales.

Tipo de error — ) Absoluto y coeficiente Relativo y
, Absoluto Relativo .
Parametro de confianza adicional confianza
. NS’ NC, Ao NS’ A, NC;,
Medla 2 2 2 ' 2 2 2 Q2 2 Z' 2
Ne® +§ Ne, +C;, Ne® + .S Ne,, + A,C;,
NS? NC}, AIN?s? ALNC;,
Total 2 2 2 ‘ 2 2 = 2 2 2 Z‘ 2
e’ + NS Ne; +Cj, e’ + A NS Ne;, + 2,C;,
AZNP NOZA,
Proporcion 3 NPO Mo 2 Y 0 2 2 e 2
e“(N-1)+PQ | P(N-De; +0Q e‘’(N-1)+ A, PQ e, (N-DP+ A0
! ALN’P NOA:
Total de clase 3 N"PO 5 NO 5 5 £ ZQ 5 5 o4, 5
e (N-D)+N"PQ | PIN-De, +Q | e(N-D)+A,N"PQ | e, (N-1)P+ 4,0

En todas las formulas S” es la cuasivarianza poblacional y C?, = (S/ X )2. Por

otra parte, A, es el valor critico de la normal unitaria al nivel a.

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE CON REPOSICION

Se trata de un procedimiento de seleccion con probabilidades iguales que
consiste en obtener la muestra unidad a unidad de forma aleatoria con reposicién a la
poblacion de las unidades previamente seleccionadas. De esta forma las muestras con
elementos repetidos son posibles y cualquier elemento de la poblacion puede estar
repetido en la muestra 0, 1,..., » veces. Supongamos en todo momento que el tamaiio
de la poblacion es N y el tamaiio de la muestra es n. Como la muestra se selecciona
con reposicion (se reponen a la poblacion las unidades previamente seleccionadas)
y con probabilidades iguales, se realiza la seleccion sucesiva de las unidades para la
muestra con probabilidades P; = 1/N y todas las muestras son equiprobables, ya que:
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Pty t, ooy ty) = P))P(42) ... P() = (UNY(I/N) ... (1/N) = 1/(N")

Ya hemos visto en el capitulo anterior que si llamamos e; a la variable
definida como el nimero de veces que la unidad u; de la poblacion aparece en la
muestra (i=1,2,...,N) dicha variable es una binomial de pardmetros n y P=1/N. Por lo

tanto tendremos:
n

E[e] nﬁ=ﬁ

Va’[ei]=nP,~Q,- =nP,.(1—P,,)=,,N
11 _=-n
Covle,e,)=-nPP, =-n "NN N

1[ 1) n(N -1)
l-—|=
N N?

ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS EN
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE CON REPOSICION

Del capitulo anterior ya sabemos que el estimador lineal insesgado general
para el caso de muestreo con reposicion es el estimador de Hansen y Hurwitz 6,,,, .

Concretamente sabemos que mediante el estimador

A n Y,
HH=’Z=]:"E

N
se estima la caracteristica poblacional 6= Z Y, de modo que E(9)= 7]
i=]

P; = P(seleccionar la unidad u; para la muestra)

Como en muestreo aleatorio simple con reposicion tenemos que P; = 1/N
ya podemos especificar los estimadores lineales insesgados para los pardmetros

poblacionales mas comunes a estimar. Tendremos
X,; X, <
=Y ZL=N-YX, =M

O0=X=) X,=>Y, = X:>9 x=Ii=
:ZI :Z=|:nP, o 7 ng
— —_—
N X
X, X,
N X " ~ n T n T n
=X = Z_' i=_¥_:9=X=ZL= L=l X, =X
o N N = nb, - on'g
N
4
N A . R n T n "
0=P=3 2y ting-p-Y N L1y _p
i=l N - ontg
N
n A n
L= lZA = NP

i=1
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Se observa que se obtienen los mismos estimadores insesgados para los
parametros poblacionales que para el caso de muestreo aleatorio simple sin
reposicion.

VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES

Del capitulo anterior sabemos que la varianza del estimador de Hansen y
Hurwitz viene dada por la expresion:

o) 151 7

Para el caso particular del muestreo aleatorio simple sin reposicion se sabe
que P; = 1/N y si consideramos el estimador del total poblacional, sustituyendo P;
= 1/N en la expresion de la varianza tenemos:

2

S o E.SNIPY I B ol [P N BLINR B oV g SR

V(X)_;;[? X] _n; T N_n;(NX,. X) ~ =
N

| A : 21 N1 P ol

ng(NX,, NX)? — N ;N (x,-X)f — = N”(X -X) =N? :

De esta forma obtenemos la formula clasica para la varianza del estimador del total
en muestreo aleatorio simple sin reposicion:

2
v(xy=N*Z_
n

Ahora es facil obtener la varianza del estimador de la media como sigue:

- v A v . 2
R=NF=N>X=2= V(X)=Va X Lyalt)-L v
N N) N N

n
~ 2
V(x)=a_
n

Para obtener la varianza del estimador de la proporcidn tenemos que sustituir en
la formula de la varianza de la media la expresion de la cuasivarianza $* =NPQ/(N-1)
para variables 4; que sdlo toman los valores 0 y 1 (cuando se estima la proporcion de
elementos que pertenecen a una determinada clase A, la variable 4; vale 1 cuando la
unidad u; pertenece a la clase 4, y vale 0 cuando no pertenece).Ya podemos obtener la
varianza del estimador de la proporcidon como sigue:
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N-1g; N-1NPQ
n n n n

Para obtener la varianza del estimador del total de clase tenemos:

N-1g N-1NPQ

pA)=n T oy N _y: N N-1_py: PO
n n n n

Evidentemente S =NPQ/(N-1) = ¢® =(N-1) S/N=PQ y el valor de &* puede
sustituirse siempre por PQ para variables 4; que s6lo toman los valores 0 y 1.

ESTIMACION DE VARIANZAS

Se trata de calcular estimadores insesgados para las varianzas de los
estimadores del total, media, proporcién y total de clase. Para ello utilizamos la
expresion general del estimador insesgado para la varianza en muestreo con
reposicion vista en el capitulo anterior, que era:

i=]

2
- 1 &(Y
V(b,,)= —-Y,
(Grn) n(n—l)Z(P,. HHJ
Si aplicamos la expresion anterior al estimador del total tendremos:

2

S0 - LS ) -

n n-143

Hemos obtenido entonces la siguiente expresion para el estimador
insesgado de la varianza del estimador del total:

De este resultado se deduce que la cuasivarianza muestral definida por:
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§7 =3 (x, -

n_l i=1

es un estimador insesgado de la varianza poblacional definida por:

o= %i(x,. -Xf

i=1

en muestreo aleatorio simple con reposicion tal y como vemos a continuacion:

(&)= ()= E[N’ ‘—S;;] = N? i’n—z = N? d’f—z] - N? "72 = Ef§?]= 02

El estimador insesgado de la varianza del estimador de la media se obtiene
como se indica a continuacion:

A N o n a2 ;2
V(Y):Vi =L2V(X)=_]2-N2S__=i_
N) N N n n

Hemos obtenido entonces la siguiente expresion para el estimador
insesgado de la varianza del estimador de la media:

A ;2
V(X):f—
n

Para hallar el estimador insesgado de la varianza del estimador de la

proporcion es necesario utilizar el valor de S° para variables 4; que s6lo toman los
valores 0 y 1 (cuando se estima la proporcion de elementos que pertenecen a una
determinada clase 4, la variable 4; vale 1 cuando la unidad u; pertenece a la clase 4, y
vale 0 cuando no pertenece). Ya sabemos que dicho valor viene dado por la expresion:

§r==

" n PR A A
P con P=—)» A =1-P
— PO nZ y 0

Ya podemos obtener el estimador insesgado de la varianza del estimador de

la proporcion como sigue:

1

n n n—1

] "l,sQ'
n— _ }3Q‘

Para obtener el estimador insesgado de la varianza del estimador del total
de clase tenemos:
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D R L

n n n-1

Se observa que las formulas para la estimacién de varianzas en el muestreo
aleatorio simple con reposicion coinciden con las formulas en el caso de sin reposicion
salvo el factor 1-f.

TAMANO DE LA MUESTRA
1) Error de muestreo dado - 5(0)

Media, Total, Proporcion y Total de Clase

& -H(X)-L -2
n e
ool et
¢ -r{p)-22 o 22
e2=V(A)=N2!2:>n N"PO
n e

2) Error relativo de muestreo dado e, = cp)

Media, Total, Proporcion y Total de Clase

B R AN 2 IS

E(X) ” (X Foon e

o = ol)- JV(X) \[N’az/n Lo N X _c_ ¢

’ E(X) NX ’ NZ( xXf  n nT &
V( ) ,/V(P ,/PQ n_ L9
& E(P) P & nP2 Pé’
W) _NPOIn _ . _NPon_ PO 0
C‘}(A) E(A) NP & (P)2 a0 Pé’

Se observa que el tamafio muestral es el mismo en los casos de la estimacion
del total y la estimacion de la media, asi como en los casos de la estimacion de la
proporcion y la estimacion del total de clase.
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3) Error de muestreo y coeficiente de confianza dados e, = J, a(é )

Media, Total, Proporcion y Total de Clase

S A~ 2 AZ 2
Y, 0'( ):>e _zf,V(X)=,1§‘—’—=>n= o

n e?
e, =/1,,0(A):>ef, =ﬂf,V(A)=lf,N2 o =4i<:zN2
e
€q =/1,,a(l):> e, =,1§V(,3)=1§N2 PO, 'szjPQ

n e

a

Se observa que la unica diferencia que hay entre estas formulas para el
tamafio muestral » y las obtenidas sin la presencia de un coeficiente de confianza P,
sélo difieren en el término A4’ funcion de A;=F" (1-a/2) con F—>N(0,1).

4) Error relativo de muestreo y coeficiente de confianza dados
€,y =7, Cv(é)

Media, Total, Proporcion y Total de Clase

=2 {T)-22 V&) N— i ¥ _ze_, Ac
BX) X n n %

F e 4]
. =A,C4K)= lm =e,=— A "'1‘2”=>n=%2x

N-(X)2 n n 2
n e

A AVD _ANPOn _ . ANPQn_ZPO_ _£Q
[ /10C Al= = = :>em a
E(4) NP NP} P 4P

Se observa que el tamafio muestral es el mismo en los casos de la estimacion
del total y la estimacion de la media, asi como en los casos de la estimacion de la
proporcion y la estimacion del total de clase. Ademés se observa que la tUnica
diferencia que hay entre estas formulas para el tamafio muestral » y las obtenidas sin
la presencia de un coeficiente de confianza P, solo difieren en el término A,> funcién

de A=F"' (1-a/2) con F—>N(0,1).



146 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

El cuadro siguiente resume las expresiones de los tamafios muestrales.

Tipo de error — . Absoluto y coeficiente | Relativo y
X Absoluto | Relativo .
Parametro de confianza adicional | confianza
e e
i " ea e' a
z 7 73 T A7
. c C, A0 ,C,
Media 2 2 2 =
e e, e e,
_y T NG 2C
e’ e’ e’ el
P AP A
Proporcion —zQ Qz .“_ZQ a_zQ
e Pe; e Pe;,
2 NP 7
Total de clase N fQ % —iz—Q -}#
e Pe; e Pe;,

En todas las formulas o * es la varianza poblacional y C? =(cr/ X )2. Por

otra parte, A, es el valor critico de la normal unitaria al nivel a.

COMPARACION ENTRE MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
SIN 'Y CON REPOSICION

Se pueden realizar comparaciones de precision entre el muestreo aleatorio
simple sin reposicion (muestreo irrestricto aleatorio) y el muestreo aleatorio simple
con reposicion. Estas comparaciones pueden realizarse a través de las varianzas de
los estimadores o a través del tamafio de muestra necesario para cometer un error de
muestreo dado.

Comparaciones a través del tamafio muestral

Esta claro que serd mejor aquel método de seleccion en el que se necesite
menor tamafio muestral para cometer un error de muestreo dado.

Cuando se estudiaron los tamafios de muestra necesarios para cometer un
error de muestreo dado se demostré que para poblaciones grandes o fracciones de
muestreo pequeiias (que es lo comin) y muestreo sin reposicion el valor de » era:

Ny

Ngp =—————
F 14ny /N

tanto en el caso de estimaciones de medias y proporciones para un error de muestreo
dado como en el caso de estimaciones de medias, totales, proporciones y totales de
clase para un error relativo de muestreo dado con o sin coeficiente de confianza. En
los mismos casos para muestreo con reposicion se observa que el tamafio muestral
resulta ser ncgr = ny. Por lo tanto tenemos:
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Ny Ner

"R T g IN  14ng /N

< Nep = Ngp < Nep
En el caso de estimacion sin reposicion de totales y totales de clase para un
error de muestreo dado con o sin coeficiente de confianza se demostrd que:

_ Nz”l ~_ Ncr
1+ Nn,  l+ng /N

Mg <Heg = Ngg <Ny

En los mismos casos para muestreo con reposicion se observa que el tamafio
muestral resulta ser ncg= N°n;

Esto es, que en todas las situaciones, en el caso de muestreo sin reposicion,
se necesita menos tamario de muestra para cometer el mismo error que en el caso
del muestreo con reposicion, por lo tanto también en términos de tamafio muestral
necesario el muestreo sin reposicion es mas eficiente que el muestreo con reposicion.

Comparaciones a traves del error de muestreo

Esta claro que serd mas preciso aquel método de seleccién cuyo error de
muestreo sea menor, es decir, el que tenga menor varianza de los estimadores.
Poniendo subindice SR a las varianzas sin reposicién y CR con reposicion tenemos:

N Voo X)
N-n
= S? N-— o N-no? = <1
v (X): 1-f)—=(1-— = —_— 2 —
Sk ( f) n ( ) n N‘_l n = VCR(X) N l
2\ o’ o’ R R
VCR(X)= n =n= e’ DVSR(/?)<VCR(/?)
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Se observa que para todos los estimadores la varianza es menor en el caso
del muestreo sin reposicion, lo que nos indica que el muestreo sin reposicion es en
general mds preciso que el muestreo con reposicion.

SUBPOBLACIONES

En muchas ocasiones la poblacion se subdivide en clases dentro de las cuales
se realizan estimaciones diferentes. Por ejemplo, en una encuesta de familias se
pueden hacer estimaciones por separado para familias con 0, 1, 2, ... nifios. Estas
subpoblaciones suelen denominarse dominios de estudio.

La utilizacion de subpoblaciones se fundamenta en que la obtencién de un
marco que liste especificamente los elementos de la poblacion que interesa estudiar
es frecuentemente imposible, sobre todo cuando utilizamos unidades poblacionales
muy elementales. Normalmente se dispone de marcos menos finos cuyas unidades
contienen a las unidades elementales en estudio. Por ejemplo, podemos desear una
muestra de los hogares que tienen nifios, pero el mejor marco disponible puede ser
una lista de todos los hogares en la ciudad (sin poder desagregar hasta los hogares
que tienen nifios). Podemos estar interesados en las cuentas atrasadas de una
empresa, pero el unico marco disponible puede listar todas las cuentas por cobrar de
la empresa (sin distinguir entre las atrasadas o no). En este tipo de situaciones
deseamos estimar parametros de una subpoblacion de la poblacidn representada en el
marco. El muestreo es complicado porque no sabemos si un elemento pertenece a la
subpoblacion sino hasta después de que éste ha sido muestreado.

Supongamos que dividimos una poblacion de tamaifio N en subpoblaciones o
dominios. En la situacion mas simple cada unidad de la poblacion cae dentro de uno
de los dominios.

Consideremos que el j-¢simo dominio contiene N, unidades, y que »; es el
numero de unidades, en una muestra aleatoria simple de tamafio n, que pertenecen al
dominio j. Si Yy (k=1,2,...,n; y 2n;=n) son los valores de la variable en estudio
medida sobre los elementos de la muestra que pertenecen al dominio j-ésimo, un
estimador insesgado de la media en la subpoblacion o dominio j sera el siguiente:

A n oy
i=Y L,
cuya varianza puede expresarse como:
—- n; Sz . ) 1 N; _ ] _ N, Y-k
V(7,)=(1-—F)—~ siendo Sj =— _lz(yjk 7] dénde 7, =32+
JoJ j k=1 = AV

y pudiéndose expresarse la estimacion de su varianza como:
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. n, §? .
V(7;)=(1-—)—L siendo S} = !
Nj n; nj—l

(1, -7, } donde 7, =3 2%
k=1 S,

Si no se conoce el valor de N, se sustituye n;/N; por n/N.

En el caso del muestreo con reposicion tenemos:

- 0'12‘ . 2 _ 1 < 7 ) (3 5’2
V(y,)=—% siendo o; =N—Z(ij —Yj) y Viy))=—7
nj j k=1 nj

Un estimador insesgado del total en la subpoblacion o dominio j en caso de
conocer Nj sera el siguiente:

. _ Y,
Y,=N,§, =N3>~

k=1 1

cuya varianza y estimacion de varianza son respectivamente:

A

VO = NG =N -5y by = w2
(j)_ j (yj)_ j( _FJ')Z y (j)_ j( _N_J)_J—
En el muestreo con reposicion tendremos:

2 S‘-z
V) =NVG)=NZL y P@y=N2L

(j)— Jj (yj)_ jn )’ (j)"' j
j j

Un estimador insesgado del total en la subpoblacion o dominio j en caso de
no conocer N; sera el siguiente:

n n i
R LY, N, N < N
BNy A=Yy, = Y=y
j j J -~ J /
PER = I "
= j = j . = Total
Se aplica muestral
NN endo min io
n Jj—ésimo

cuya varianza y estimacion de varianza son respectivamente:

2 o2

N N S
v(r)=N2(1-21y2_ PP y=Na-H2
;) ( N) — Y ) ( N) -
siendo:

1 Y;? 1 [ ¥ o
" 2 / ot 2 /
Szzm( 2 Y _ﬁJ Sz=—,[z Yi _71] yi=2Y

Dominio j
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En el muestreo con reposicién tendremos:

12 12

. o . S 1 , Y2
V(Y )=N>*— VY )=N*'— o?'=— ) g——
7)) - 7)) . N[ZA N]

Ejercicio 1. Consideramos una poblacion finita de 6 elementos sobre los que
medimos una variable X, obteniendo como resultados Xi = {8, 3, 1, 11, 4, 7}, i=I...6.
Se extraen muestras mediante muestreo irrestricto aleatorio. Se pide:

1) Hallar el tamario de muestra necesario para que el error de muestreo sea 2 al
estimar la media de la poblacion ;Y al estimar el total poblacional? Hallar
también el tamario de muestra necesario para que el error relativo de muestreo
sea 0.48 en las mismas estimaciones. Calcular todos los tamarios de muestra
anteriores en presencia de un coeficiente de confianza adicional del
95%.Comentarios

3) Contestar a todas las preguntas del apartado anterior para muestreo con
reposicion. Comparar los resultados con los de muestreo sin reposicion. Comentarios

4)¢A partir de qué tamariio poblacional N el aumento del tamario muestral n no
interviene en el error absoluto de muestreo para la estimacion de la media? ;Cudnto
valdrd N con un coeficiente de confianza del 95%? Hallar intervalos de confianza al
95% para la media y el total basados en las muestras de elementos pares.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la media con un error
de muestreo e igual a 2, se aplica la férmula:

2
__Ns 6136, ,

S +ne’ 1364620

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=3, y sera necesario tomar
para la muestra la mitad de la poblacion.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar el total con un error de
muestreo e igual a 2, se aplica la formula:
e N?S?  62-136
NS*+e*  6-13,6+2°

B}

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=6, es decir, tomaremos
como muestra toda la poblacién (no habra mas remedio que aumentar la tasa de error).

Si introducimos un coeficiente de confianza del 95%, los tamafios de muestra
necesarios para cometer el mismo error de muestreo e,=2 al estimar la media y el total
légicamente seran algo superiores a los calculados anteriormente. Tendremos:
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Media—> n=-"0_— 12,9 =4 con n, = 2.5 = 1967 13,5 =129
) 1+ 2% ) 1+@ ' ef, 2 ’
N 6
2 2. 2 o2 2
Total > n= N'm = 67129 =59 con n = ) = 196" 13,5 =129

2 2
- 2

1+Nn, 14+6-129

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a ¢=0,48 el tamafio de
muestra necesario es el mismo para la estimacion del total y de la media. Tendremos:

(ofy 2
n= 1,x _ 0 420 5 _ 1,398 con Clz,x = i_z = LGZ
e2 + l.x O 482 X 5,6666
r N 6

=0,42

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=2.

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a ¢,=0,48 con un
coeficiente de confianza del 95%, el tamafio de muestra necesario es el mismo para la
estimacion del total y de la media, y 16gicamente sera mayor que cuando no existe el
coeficiente de confianza. Tendremos:

2,C} 1,962 - 0,42
n=—271F _ - 96" -0, =323

2
o2 4 g2 Cir 048? 41962 . 242
ra a N

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=4, que evidentemente es
superior al tamafio de muestra necesario sin coeficiente de confianza.

El valor de N a partir del cual su aumento no interviene en el tamafio de muestra
necesario para cometer un error de muestreo dado al estimar la media con un coeficiente
de confianza del 95%, vendra dado por la expresion N>ng(no-1) con:

2 @2 2
"o = 2287 196 ’13,5 129
2-

2

€a

Luego se tiene que N>12,9(12,9-1)=153,51. Por tanto, tamaiios poblacionales
N mayores que 154 no tienen influencia en el valor del » necesario para cometer un
error de muestreo dado al estimar la media con un coeficiente de confianza del 95%.
Si no existiese coeficiente de confianza, el valor de de ny seria:

S? 135

ny = —— 3
€,

Con lo que N>3,375(3,375-1)=8,015, es decir, tamafios poblacionales N de 9 en
adelante no tienen influencia en el valor de » necesario para cometer un error de
muestreo dado al estimar la media.

=3,375
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Vamos a calcular ahora los tamarios muestrales suponiendo muestreo con
reposicion.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la media con un error
de muestreo e igual a 2, se aplica la formula:

2
n=2 =133 583 conor = lsr 81361133
e 2 N 6

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=3, con lo que sera necesario
tomar para la muestra la mitad de la poblacion. El valor exacto de n es superior al de sin
reposicion, pero al tomar su parte entera mas uno, el tamafio de muestra coincide.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar el total con un error de
muestreo e igual a 2, se aplica la formula:

N?c? 6*-113
n= = ——

2 22

=101,7
e

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario #»=6, es decir, tomaremos
como muestra toda la poblacién (no habra mas remedio que aumentar la tasa de error,
ya que el tamaifio de muestra que se necesita, que es mucho mayor que en el caso de sin
reposicion, es también muy superior al tamafio de nuestra poblacion).

Si introducimos un coeficiente de confianza del 95%, los tamafios de muestra
necesarios para cometer el mismo error de muestreo e,~2 al estimar la media y el total
l6gicamente seran algo superiores a los calculados anteriormente. Tendremos:

Ao’ 1961133

Media— n= > =10,87
e 2
2 2 2 2 2

Total — n=/1“02N =l'96 2121’33'6 =3914
e

En ambos casos se obtienen tamaiios de muestra superiores a los obtenidos
cuando no hay coeficiente de confianza y muy superiores al caso de sin reposicion.
No habra mas remedio que aumentar la tasa de error, ya que el tamafio de muestra que
se necesita es muy superior al tamafio de nuestra poblacion.

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a e,=0,48 el tamafio de
muestra necesario es el mismo para la estimacion del total y de la media. Tendremos:

: : 1133
S0 ysconc, =2 =Y g5
e 048 X 56666

r

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=2.
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Para el caso de un error relativo de muestreo igual a e,,~=0,48 con un
coeficiente de confianza del 95%, el tamaiio de muestra necesario es el mismo para la
estimacion del total y de la media, y l6gicamente serd mayor que cuando no existe el
coeficiente de confianza. Tendremos:

_ALCl1967-0,597
e’ 0,48’

ra

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=6, que evidentemente es
superior al tamafio de muestra necesario sin coeficiente de confianza.

Se observa que el tamafio de muestra necesario para cometer un error dado en
caso de existencia de coeficiente de confianza es mayor que en el caso normal.
Adicionalmente, el tamafio de muestra necesario para cometer un error dado en el caso
de reposicion es siempre mayor que en el caso sin reposicion.

Dado que se puede suponer normalidad para X, los intervalos de confianza
para la media y el total al 95% segun la muestra (8,4) pueden calcularse como sigue:

(f—laa(f),f+iao-(f))=(~196 2,12,6+1,96- 21) (3.15,8.85)

(% = 2,02, X+ 2,0(8))= (36 -1.96 - 12,71, 36 + 1,96 - 12,71 )= (29,43)

Ejercicio 2. Con el objetivo del andlisis de la divisibilidad de un conjunto de
nimeros consideramos la poblacion virtual Xi = {2, 13, 17, 23, 6, 1}, i=I...6. Se
extraen muestras mediante muestreo irrestricto aleatorio.

1) Hallar el tamafrio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 1/4 al
estimar la proporcion de numeros primos de la poblacion. Hallar también el
tamario de muestra necesario para que el error relativo de muestreo sea del 2% en
la misma estimacion.

2) Hallar intervalos de confianza al 99% (a=0.01) para el total y la proporcion de
numeros primos en la poblacion basados en las muestras cuyos dos elementos son
niimeros no primos. Tenemos como dato conocido que F 1(0.995)= 2.57, siendo F
la funcion de distribucion de la normal (0,1). Comentar los resultados.

3) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 6 al
estimar el total de numeros primos de la poblacion con un coeficiente de confianza
del 99% y suponiendo muestreo aleatorio simple con reposicion. Hallar dicho
tamaiio en las condiciones anteriores pero para un error relativo de muestreo del
90%. Comentar los resultados.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la proporcion con un
error de muestreo e igual a 1/4, se aplica la formula:
_ NPQ _ 6-0,6666(1 —0,6666)
PO+(N—-De*>  0,6666(1—0,6666) +(6—1).0,5

)
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Con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario »=1.

Para el caso de un error relativo de muestreo igual al 2% (e,=0,02) el tamafio
de muestra necesario es el mismo para la estimacion del total de clase y de la
proporcion. Tendremos:

C? 2 -
po Cx _ 0,6 _s9 2 S NQ  _ 6(1-0,6666) _

) Cf, 0.022 +0,6 X (N- l)P (6- 1)06666
e + sy
N

£l

r

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario #=6, es decir, necesitamos
tomar como muestra toda la poblacion (el error a cometer es demasiado pequeiio).

Dada la no normalidad de los A;, para hallar un intervalo de confianza para la
proporcion al 99%, basado en la unica muestra (0,0) correspondiente al Unico par de
elementos ambos no primos (2,6), utilizamos el intervalo:

=[-4.7,47]

{. o(P) o—(p)] { _J0,6666(1—0,66666) 0+J0,6666(1—0,66666)

e e = B T oo

Si se hubiera supuesto normalidad el intervalo de confianza para P al 99% seria:

[P—2,0(P), P+ 2,0(P) =[0—2,57,/0,6666(1— 0,66666), 0+ 2,57,/0,6666(1 - 0,66666)] = [~ 1.2,1 2]

Se observa que el intervalo de confianza en presencia de normalidad es mas
estrecho (mas preciso) que sin normalidad.

Dada la no normalidad de los A; para hallar un intervalo de confianza para el
total de clase al 99%, basado en la unica muestra (0,0) correspondiente al unico par de
elementos ambos no primos (2,6), utilizamos el intervalo:

=[-28.3,283]

5 - 6+/0,6666(1- 0
[ PR} e o-(A)} {0_6\/0,6666(1 0.66666) . 6,/0.6666(1-0,66666)

Vo e Jo.01 ’ Joor

Para hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 6
al estimar el total de nimeros primos de la poblacion con un coeficiente de confianza
del 99% y suponiendo muestreo aleatorio simple con reposicion utilizamos:

_ENPQ _ 2,57%6%-0,6666(1 — 0,6666)

2 2
e, 6

=14

Luego el tamafio de muestra necesario sera n=2.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para que el error relativo de
muestreo sea del 90% al estimar el total de nimeros primos de la poblacién con un
coeficiente de confianza del 99% y suponiendo muestreo aleatorio simple con
reposicion utilizamos:



CAPITULO 4 - MUESTREO ALEATORIO SIMPLE 155

2O 557212066666

Acy Tep 0,6666
n= 2 X = 2 = 2 = 4’07
e, e, 0,9

Luego el tamafio de muestra necesario sera n=5.

Ejercicio 3. De una poblacion con 33 millones de habitantes se ha obtenido una
muestra de 10.000. En ella 4.000 se han clasificado como poblacion activa, y de
estos, 40 se encuentran en situacion de desempleo. Se pide:

a) Estimar el porcentaje de poblacion activa. Estimar también el niimero de personas
activas que se encuentran en situacion de desempleo. Calcular los errores absoluto y
relativo de muestreo en ambas estimaciones asi como intervalos de confianza con un
riesgo del 3 por mil.

b) ¢;Cudntas personas de todas las edades seria necesario incluir en una muestra
para estimar la tasa de actividad en Espafia con un error absoluto E=0,02 y una
probabilidad del 95%? Del ultimo censo se sabe que en el pais hay un 39% de
activos. Contestar a la misma pregunta para cometer un error relativo del 5%.

El porcentaje estimado de poblacion activa sera:
p = 4000 _ 0,4 (40%)
10000

El error de muestreo sera:

sy = (1o PA=P) _ (| 10000 1040-04) o000
N) n-1 33000000 ) 10000 -1

El error relativo de muestreo sera la estimacion del coeficiente de variacion de

A

P, que se calcula de la siguiente forma:

Cv(P) = a—gl = 0’0(;):89 =0,012225 (1,2225%)

b

Para hallar el intervalo de confianza para la proporcion con o=0,003, utilizamos
Aa=F " non (1-202) = F' o1y (1-0,003/2) = F' no.1y (0,9985)=2,997. El intervalo sera:

[P-2,0(P), P+4,0(P)]=[0,4-2,997 -0,00489 , 0,4 + 2,997 -0,00489 ] = (0.3853,0.4146)

Se podria interpretar el intervalo de confianza diciendo que el porcentaje de la
poblacién activa estd comprendido entre el 38,53% y el 41,46% con una probabilidad
del 997 por mil, es decir, practicamente la certeza.

El total estimado de personas activas que se encuentran en situacion de
desempleo sera:
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4 =33000000 —22_ ) = 132000
10000

—
P
El error de muestreo sera:

6(A) = |N? 1—1’-)P U=P) _ 33000000 (1- 10000 0,004(1-0,004) _, g5
N) n-1 33000000) 10000 -1

El error relativo de muestreo sera la estimacion del coeficiente de variacion de

ey

A, que se calcula de la siguiente forma:

) = G(A) _ 20827
4 132000

=0,157 (15,7%)

Para hallar el intervalo de confianza para el total con a=0,003, utilizamos el valor
Aa=F" nony (1-002) = F! yoyy (1-0,003/2)= F' yo1) (0,9985)=2,997. El intervalo sera:

[A-A,0(A4), A+ A,0(4)] =[132000-2,997-20827, 132000+ 2,997-20827] = (69581194419

El tamafio de muestra necesario para estimar la tasa de actividad en Espaiia
con un error de muestreo €,=0,02 y un coeficiente de confianza del 95% sera:

e AL NPQ B 1,96 -33000000-0,39 - (1-0,39)
(N-1e2 +A2PQ (33000000 -1)-0,02> +1,96 - 0,39 - (1-0,39)

=2379

El tamafio de muestra necesario para estimar la tasa de actividad en Espafia con
un error relativo de muestreo e, =0,05 y un coeficiente de confianza del 95% sera:

2. NQ 1,967 - 33000000 - (1-0,39)

n= - . . =2379
(N=1)Pe>, + 2,0 (33000000 1)-0,39-0,02% +1,96> - (1 - 0,39)

Ejercicio 4. Mediante muestreo irrestricto aleatorio se trata de estimar la
proporcion y el total de piezas correctas producidas en un proceso industrial en el
que se fabrican un total de 6.000 unidades. Una muestra piloto ha suministrado
1/3 de piezas defectuosas. Se pide:

1) Hallar el tamario de muestra necesario para que el error de muestreo sea de una
décima al estimar la proporcion de piezas correctas producidas en el proceso
industrial. Hallar también el tamario de muestra necesario para que el error
relativo de muestreo sea de 20% en la misma estimacion.

2) Hallar el tamario de muestra necesario para que el error de muestreo sea de 600
unidades al estimar el total de piezas correctas con un coeficiente de confianza del
99.7% y suponiendo muestreo aleatorio simple con reposicion. Hallar dicho tamario
en las condiciones anteriores pero para un error relativo de muestreo del 10%.
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Tenemos como datos N=6000 y P=2/3. El tamafio de muestra necesario para
estimar la proporcion de piezas defectuosas con un error de muestreo e=0,1 sera:
L NPQ _ 6000-0,6666-(1-0.6666)  _
(N=De’+PQ (6000-1)-0,1> +0,6666 - (1 - 0,6666)

22,14

Sera necesario utilizar un tamafio de muestra de 23 piezas.

El tamafio de muestra necesario para estimar la proporciéon de piezas
defectuosas con un error relativo de muestreo e,=0,2 sera:

NO 6000 - (1 - 0,6666)

n= > = > =12,47
(N-DPe. +Q (6000-1)-0,6666-0,2° + (1-0,6666)

Sera necesario utilizar un tamafio de muestra de 13 piezas.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar e] total de piezas correctas
con a=0,003, se usa A,=F" youy (1-a/2) = F' yoy (1-0,003/2)= F' yoyy (0,9985)=2,997.
Dicho tamario en muestreo con reposicion para un error de muestreo e,~600 se calcula de
la siguiente forma:

ALPON®  2,997° -0,6666(1 — 0,6666)6000°
e T 600°

a

=199,6 (200 piezas)

El tamafio de muestra en muestreo con reposicion para un error relativo de
muestreo e,=0,1 con 0=0,003 se calcula de la siguiente forma:
A0 2,997% -(1-0,6666)

n= =449,1 (450 piezas
elp 0,17 - 0,6666 (450 piezas)

Ejercicio 5. Mediante muestreo irrestricto aleatorio se obtiene una muestra de
tamario 50 procedente de una poblacion de 750 unidades. Al medir una
caracteristica X sobre los elementos de la muestra se obtienen los siguientes datos:

50 50
DX, =454 y D X =4306
i=1 i=l

De esta muestra 20 unidades pertenecen a una subpoblacion, y al medir la
caracteristica X sobre estas 20 unidades se obtienen los siguientes resultados:

20 20
DX,=112 y > X?=1536
i=1 i=1

1° Estimar la media y el total de la caracteristica X para la poblacion y para la
subpoblacion, asi como sus errores absolutos y relativos de muestreo.

2° Responder a las preguntas del apartado anterior para muestreo aleatorio simple
con reposicion comentando resultados y compardndolos con los del apartado 1.
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Para estimar la media y el total de la poblacion con n=50 y N=750 se tiene:
50 50
X. X.
Z i 454 n Z !

¥=4 _=—""-908 y X=Nx=750 =750-9,08 =6810
n 50 n

Las estimaciones de los errores de muestreo seran:

2

x-S x. | /50
® Z Z
W—/
P(E) = (1oL i = 0,07 = 6(F) = 0,07 = 0,26
750 50 ’ ’ ’

V(X)= NP (x)=750%-0,07 = 39375 = &(X) = /39375 = 198,43

Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de
variacion de los estimadores) seran las siguientes:

o-(x) 0,27 —0,029 (2.9% O'(X) 198,43

Cn(x) =
X 908 X 6810

=0,029 (2,9%)
Evidentemente los errores relativos de muestreo coinciden al estimar la
media y el total para la poblacion.

Para estimar la media y el total de la subpoblacién con n=50, N=750, n,;=20
y N, desconocido, se tiene:

20 i
X, X,
g 12 g6 g oN.Fio7s0.5—750.172 _osgo
n 20 n 50 50

1 20 5 20 2
n]_l[;/\’.— -[;Xi] /"11 % %[1536—1722/20]

VE)=0-1) =1-2) =014

m 750 20
I
S0 cl1536-1722/50]

20 2
S Ee3e) ]
=7502(1-—>) 40 " _202354,28

n 750 50

V(X,)=N? (1——)

Luego las estimaciones de los errores de muestreo para la subpoblacion seran:

6@x,) =,/V(El) =,014=0374 y &(i/,):,/t?(,?,) =./202354,28 = 450
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Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de
variacion) para la subpoblacion seran:

)< S o G
Cv(f.)=5(_x—‘)-m-oo43 (4,3%) , _oX,) _ 450
X 8,6 X 2580

22 20,1744 (17,44%)

Para la subpoblacion ya no coinciden los errores relativos de muestreo al
estimar la media y el total.

En el caso de muestreo con reposicion los estimadores son los mismos (para
la poblacién y para la subpoblacion). Los errores de muestreo para la poblacion y la
subpoblacion seran:

G (¥)= \) x(X) = ‘ V(X) 0,07 =0,289

-50/750

R v REIEE

1-50/750

V()  AJol4

6’ xX)= ’} f = = =0,
)=V ) =\ = 17507750

Gen (X )= m V(X ,/202354 28 -~ 48214

1-50/750

Se observa que los errores de muestreo al estimar la media y el total, tanto
para la poblaciéon como para la subpoblacion, son mayores en el caso de muestreo
con reposicion que en el caso de muestreo sin reposicion.

Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de
variacion) para la poblacidn y la subpoblacion seran:

Cu@y=Fa® 0289 031 310y Gy =Zall) 21228 o001 a0
9,08 X 6810

Cv(z,) = "CR__(X') 94 0046 (4.6%) Cu(X,) = Sa(X) _4821 0,186 (18,6%)
3, 8,6 X, 258

Los errores relativos de muestreo al estimar la media y el total también son
mayores en el caso de muestreo con reposicion, tanto para la poblacion como para la
subpoblacion.
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Ejercicio 6. De una poblacion con N=100 unidades se ha extraido una muestra
irrestricta aleatoria de tamario n=8, siendo los datos de una variable X medida
sobre ella los siguientes: {25, 32, 28, 35, 26, 34, 30, 28}. Basdndose en esta muestra
estimar la media y el total poblacional de X asi como sus errores absoluto y relativo
de muestreo. Determinar también:

1°) Basdndose en la muestra anterior ;Qué tamafio de muestra seria necesario
para que el error de muestreo sea 2 al estimar la media y 50 al estimar el total?, ;y
para que el error relativo sea del 6%? Contestar a las mismas preguntas con un
coeficiente de confianza del 95%

2°) A partir de la muestra anterior, estimar la proporcion de niimeros pares en la
poblacion y el total de la clase de los numeros pares estimando los errores absoluto
y relativo de muestreo. ;Qué tamario de muestra seria necesario para que el error
relativo de muestreo fuese del 6% al 95% de confianza al estimar la proporcion?

3°) Hallar el tamario de muestra del apartado anterior suponiendo muestreo con
reposicion. Comentarios.

Se observa que la media muestral es 29.75, la cuasivarianza muestral es
13,3571 y la cuasidesviacion tipica muestral es 3,65474. También se obtienen buenos
valores para los coeficientes de asimetria (0,28) y curtosis (-0,79) que al estar
comprendidos en el intervalo [-2 2], aseguran la normalidad.

Las estimaciones de la media y el total y sus errores absoluto y relativo son:

X =%=29,75 e=c3'(f)=]f(1—f)£= (1~ijl3‘3571 =1,536
P 100) 8

S(X) 1,536
X 29,75

e, =Cv(x) = =0,051 (51%)

X =N-¥=100-29,75=2975 e=5(X)=N-6(¥)=100-1,536=153,6
G(X) 1536

=Cv(X)=—2="—"2=20,05] (51%
e, (X) 5 " 2975 (5,1%)

Evidentemente los errores relativos de las estimaciones de media y total coinciden.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la media con un error
de muestreo e igual a 50, consideramos la muestra anterior como una muestra piloto
que nos proporciona una estimacion del valor de la cuasivarianza. Se aplica la formula:
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NS®  100-13,3571
S?+ Ne? 13,3571+100.2°

£

n=

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=4.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar el total con un error de
muestreo e igual a 50, se aplica la féormula:

202 2
= NZS - 1007 -13,3571 =348
NS“+e” 100-13,3571+50

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=35.

Si introducimos un coeficiente de confianza del 95%, los tamafios de muestra
necesarios para cometer el mismo error de muestreo e,~2 al estimar la media y e,=50
para el total 16gicamente seran algo superiores a los calculados anteriormente. Tenemos:

Media— n=—"0— - 1282 __ 1136 con —’1252—1’962'13’3571—1182
"Hﬁ'le,sz‘ ’ 2 22 -
N 100
2 2. 2 o2 2
Total—> n=_Y"__ 1001282 =9992 con n0=/1"f _19%6 123’3571=12,82
1+Nn,  1+100-1282 e

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a ¢,=0,06 el tamafio de
muestra necesario es el mismo para la estimacion del total y de la media. Tendremos:

ct i
n= B = 0015 _, con C! = i, = 13’357,1 =0,015
2, Cix 0,062 0.015 S B
e, +— DO+
rTN 100

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a e,,=0,06 con un
coeficiente de confianza del 95%, el tamafio de muestra necesario es el mismo para la
estimacion del total y de la media, y l6gicamente serd mayor que cuando no existe el
coeficiente de confianza. Tendremos:

ACh 1960015

-
o 42 G 0,06 +1,967 - 2015
ra a N 100

=61,54

n=

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n=65, que evidentemente es
superior al tamafio de muestra necesario sin coeficiente de confianza.
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A continuacidn consideramos la muestra asociada a la inicial, cuyos valores
SON Cero para NUmeros impares y uno para numeros pares, es decir, la nueva muestra
sera {0,1,1,0,1,1,1,1}. A partir de esta muestra estimaremos la proporcion P y el
total de la clase 4 de los valores pares de X en la poblacion, asi como los errores de
muestreo correspondientes. Tenemos:

8
24
P= "='n =§=0,75 (75%) 4 =N-}5=100§=75

s PO 8 )0,75-0,25
- p:,fl_ 22 o - | 2222 - 0,0246
e=oPy=y0-1)77 \/( 100J 81

e=6(A)=N-6(P)=100-0,0246 = 2,46

El tamafio de muestra necesario para estimar la proporcion de niimeros pares
en la poblacion con un error relativo de muestreo e ,,=0,06 y un coeficiente de
confianza del 95% sera:

e A.NQ ~ 1,962 -100 - (1-0,75)
(N-DPel, + 22,0 (100-1)-0,75-0,06% + 1,96 - (1-0,75)

=78,22

Vamos a realizar a continuacién para muestreo con reposicion el calculo del
tamafio de muestra necesario para que el error relativo de muestreo sea 0,06 al estimar
la proporcion de niimeros pares de la poblacion con un coeficiente de confianza del
95%. Utilizamos:

e 22 196717075
4Cx T p 075

n= 2 = 2 = 2 :355
e, e, 0,06

luego el tamafio de muestra necesario sera n=355, que supera al tamarfio poblacional.
Ello es debido a lo bajo que es el error especificado a cometer. En este caso habra que
aumentar el error a cometer. No obstante se ha comprobado que el tamafio de muestra
necesario para estimar el mismo pardmetro cometiendo el mismo error siempre es
mayor en el muestreo con reposicion, lo que indica que este tipo de muestreo es menos
preciso que el muestreo sin reposicion. Esto concuerda también con el hecho de que los
errores de muestreo siempre son menores en el caso de sin reposicion.

Ejercicio 7. En una region con N=1000 viviendas determinar el tamario de muestra
necesario para que, con un grado de confianza del 95%, la estimacion de la
proporcion de viviendas sin agua corriente no difiera en mds del 0,1 del valor
verdadero. Comentar los resultados para muestreo sin reposicion y con reposicion.
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P(|P-P|<0,10)=0,95 < P(-0,0< P~ P <0,10) = 0,95 <

—010 _P-P 010 =0,95< P —0.10 <N(O,1) < 0’1. =0,95
o(P) o(P) o(P) o(P) o(P)

De lo anterior se deduce que:

o1 _ A, =196 = o(P) SO0 4051
1,96

o(P) >

Luego el problema se traduce en calcular el tamafio de muestra necesario
para cometer un error de muestreo de 0,051 al estimar la proporcion de viviendas sin
agua corriente. Como no tenemos informacion acerca de la proporcion poblacional
P de viviendas sin agua corriente, nos colocamos en la situacion mas desfavorable,
es decir, P=0=1/2. Tendremos:

NP(1-P) _1000-0,5-0,5

n= > = —=91 viviendas
P(1-P)+(N-De* 0,5-0,5+999.0,051

Para el caso de muestreo con reposicion tendremos:

,_P0=P) 0505

> —~=96 viviendas
e 0,051

Se observa que el tamafio de muestra necesario para cometer el mismo error de
muestreo al estimar igual parametro es superior en el caso de muestreo con reposicion.

Ejercicio 8. Dada una poblacion de N=1000 establecimientos que se dedican a la
produccion de un determinado articulo, determinar el tamario de muestra necesario
para que, con un grado de confianza del 95%, la estimacion de la produccion total
quede dentro del 10% del valor verdadero. Se utiliza muestreo irrestricto aleatorio
y se sabe por una muestra piloto que el coeficiente de variacion poblacional es 0,6.

P(| X - X [£0,10X) =095 < P(-0,10X < X - X <0,10X) = 0,95 <

F[—OJOX XX O’IOX]=0,95¢>P[_0’19X <N < 2 ]=0,95

oX)  oX) o) o(X) a(X)
o O 01022, 2 D) ohy =, 2,=1,96
a(X) X E(X)

Luego el problema se traduce en calcular el tamafio de muestra necesario
para cometer un error relativo de muestreo de 0,051 al estimar la produccion total.
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iy S° AN’ [g] EN 1,962-1000
g AaNCEL Al N 1 G N e % 1
=2 7 7 P 2 2T 2 - 2 -
Nero + A.Cix Nel, + l;iz— Ne2, + 2N (O €+ " 01+ 100 0,67
X “TN-IUX N-1 99

Ejercicio 9. Una muestra irrestricta aleatoria de tamafio n=600 procedente de una
poblacion de N=15.000 unidades presenta los siguientes datos para una variable X:

600 600

DX, =2946 y D X] =18694

i=1 i=1
Hallar intervalos de confianza al 95% para el total y la media poblacionales de X
admitiendo normalidad para la distribucion de los estimadores. Tomando la
muestra anterior como muestra piloto ;qué tamario de muestra serd necesario para
cometer un error absoluto de muestreo de 1.000 unidades al estimar el total de la
poblacion anterior? ;Y para cometer un error relativo de muestreo del 15%?

. 2946 o1&, (&Y
X =N-X=15000-——=73650 S§*=——|>" X7 -|Y X, | [n|=706
600 n=11"3 i=l

=1594,239

G(X) =N (1- f)— ‘[ 50002[ 1- 3% )7’—06

15000 ) 600
IC(X) =X + 2,6(X) = 73650 1,96 -1594,239 = (70526, 76775)

;2
722236 401 s@=ia-n = [1— 600 706—0106282
600 n 15000 600

IC(X) =X+ 1,6(X) = 4,91+1,96-0,106282 = (4,70168, 5,11831)
El tamafio de muestra necesario para cometer un error absoluto de muestreo de

1.000 unidades al estimar el total poblacional de X, se puede calcular despejando » en la
formula de la desviacion tipica del estimador del total, de la forma siguiente:

2
10002=150002(1_ n J7,06:> ___15000° -7,06

n= =
15000 ) n 10007 +15000- 7,06

El tamafio de muestra necesario para cometer un error relativo de muestreo del
15% al estimar el total poblacional de X puede hallarse como sigue:

S? 7,06
. 15000
_ NCIZ..\' _ N X _ 4591 _ 13
- 2 2 T 2 T -
Nef +Cie ner + 57 15000-015% + %8

r Xz

2

Hemos utilizado un valor de $=7,06 porque la muestra de tamafio 600 con
los datos dados en el enunciado del problema se utiliza como muestra piloto.
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Ejercicio 10. Una muestra irrestricta aleatoria de n = 100 estudiantes del ultimo a#io
de un colegio fue seleccionada para estimar: (1) la fraccion de entre los N = 300
estudiantes del ultimo afio que asistirdin a una universidad, y (2) la fraccion de
estudiantes que han tenido trabajos de tiempo parcial durante su estancia en el
colegio. Sean Yi y Xi (i = 1, 2, ..., 100) las respuestas del i-ésimo estudiante
seleccionado. Estableceremos que Yi = 0 si el i-ésimo estudiante no planifica asistir a
una institucion superior, e Yi = 1 si lo planifica. Asimismo, sea Xi = 0 si el estudiante
i-ésimo no ha tenido trabajo durante su estancia en el colegio y sea Xi = 1 si lo ha
tenido. Usando los datos de la muestra presentados en la tabla adjunta, estime P1, la
proporcion de estudiantes del ultimo afio que planea asistir a una universidad y P2,
la proporcion de estudiantes del ultimo afio que ha tenido un trabajo de tiempo
parcial durante sus cursos en el colegio (incluyendo los veranos).

Estudiante Y X
1 1
2 0 1
3 0 1
4 1 1
5 0 0
6 0 0
7 0 1
96 0 1
97 1 0
98 0 1
99 0 1
100 1 1
100

Sy =15 3 .X,=65
i=l

i=l

Las estimaciones de las respectivas proporciones estaran dadas por las
proporciones muestrales:

. ] oo R 1 & 65
j - — 15 o5 Py=—>Y X,=—=0,65
' 100 Z 100 : 100; "7 100

Los limites para los respectivos errores de estimacion al 95% estaran dados
por los radios de los dos intervalos de confianza, que se calculan como sigue:

P .
yl a(p) 2 ’(1 n Q' =2 ]_]_09. w=0,059
N n-1 300 99
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A,0(P,)= 2J(1 i PQ2 =2 (1 100)%5—9—32—0,078
N o1 300) 99

Hemos obtenido que el 15% de los estudiantes de ultimo afio planifica asistir
a la universidad con un limite del error de la estimacion del 5,9%, y el 65% de los
estudiantes de ltimo afio ha tenido un trabajo a tiempo parcial durante su estancia en
el colegio con un limite para el error de la estimacion del 7,8%.

Ejercicio 11. Un prestamista se dispone a contabilizar deudas atrasadas de 10000
clientes. Necesita aproximar la deuda sin cobrar y para ello elige una muestra
aleatoria de 36 clientes, los cuales adeudan en media 7500 euros con un error
(cuasidesviacion tipica) de 3000 euros. Realizar una estimacion por intervalos al
95% de la deuda sin cobrar. ;Qué tamario de muestra deberd seleccionarse para
estimar la deuda pendiente con un error de muestreo inferior a 2500000 euros.

Sea X la variable que mide la deuda sin cobrar. Dicha deuda total se estimara
mediante:

X = Nx =1000 * 7500 = 7500000 euros

El error de muestreo sera:

2
o(X)=4/N>(1- —) -— ’ 3000 =2764,8
N n

1000 36

El intervalo de confianza para el total poblacional sera:
[X = A,0(X), X + A,0(X)]=[75000-1,96(27648); 75000+1,96(27648)] = [65217655; 847823441

Para estimar la deuda pendiente con un error inferior a 2500000 euros, se
debe elegir una muestra de tamaiio superior al valor siguiente:

2,282 2 2 2
e N2, S _ 10000° *1,96° * 3000 = 52419%525

ez + NA2S*  (2500000)° +10000 * 1,96 * 3000°




CAPITULO 5

MUESTREO ESTRATIFICADO

CONCEPTO DE MUESTREQO ESTRATIFICADO

El objetivo del disefio de encuestas por muestreo es maximizar la cantidad de
informacion para un coste dado. El muestreo irrestricto aleatorio, disefio basico de mues-
treo, suele suministrar buenas estimaciones de parametros poblacionales a un coste bajo,
pero existen otros procedimientos de muestreo, como el muestreo estratificado, que en
muchas ocasiones incrementa la cantidad de informacion para un coste dado.

En el muestreo estratificado, una poblacion heterogénea con N unidades
{ui}i=12..~ se subdivide en L subpoblaciones lo mds homogéneas posibles no

solapadas denominadas estratos {u,;},_,,. , detamafios Ni,N,,...,N;.
i=1.2,-N,

La muestra estratificada de tamarfio » se obtiene seleccionando #»;, elementos
(h=1,2,...,L) de cada uno de los L estratos en que se subdivide la poblaciéon de forma
independiente. Si la muestra estratificada se obtiene seleccionando una muestra
aleatoria simple en cada estrato de forma independiente, el muestreo se denomina
muestreo aleatorio estratificado, pero en general nada impide utilizar diferentes
tipos de seleccion en cada estrato. Para un estrato en particular pueden pertenecer
todas sus unidades a la muestra, parte de ellas o ninguna. También puede ocurrir que
para formar la muestra estratificada se obtengan elementos de todos los estratos o
solo de parte de ellos. Si sabemos seguro que un determinado estrato aporta unidades
para la muestra, dicho estrato se denomina estrato correpresentado. Por otra parte,
las unidades de la poblacion que con certeza van a pertenecer a la muestra se
denominan unidades autorrepresentadas.

Podemos representar graficamente la poblacion dividida en /4 estratos de
tamafio N, de cada uno de los cuales seleccionamos de modo independiente n,
unidades (mediante muestreo aleatorio simple si no se especifica otra cosa) para la
muestra estratificada de tamafio », de la forma siguiente:
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POBLACION

Podemos expresar la formacion de estratos en la poblacion y la formacion de
la muestra estratificada de la forma siguiente:

POBLACION

Uy Uy Uy,

Se divide en L estratos u21 u22 o uz N,

M-
=

I

=

. >
.................. p
Upy Upy Uy,
MUESTRA
Uy Up oot Uy,
L
Se extrae en cada estrato Uy Up Uan, Z _
{u, uy - u,} > h, =n
.................. pr
Upy Upy Uy,

RAZONES PARA EL USO DE MUESTREQ ESTRATIFICADO

Son diversos los motivos que aconsejan efectuar una particion de nuestra

poblacion  {u;};-12.~ en L subpoblaciones, no solapadas, {u},,,.. , , entre los
i=1,2,--N,

yeee

que destacan los siguientes:

e El muestreo estratificado puede aportar informacion mds precisa de algunas
subpoblaciones que varian bastante en tamaifio y propiedades entre si, pero que son
homogéneas dentro de si. Los estratos deberian en lo posible estar constituidos por
unidades homogéneas, ya que en el caso limite de estricta homogeneidad bastara
con seleccionar una sola unidad en cada estrato.
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El uso adecuado del muestreo estratificado puede generar ganancia en precision,
pues al dividir una poblacion heterogénea en estratos homogéneos, el muestreo en
estos estratos tiene poco error debido precisamente a la homogeneidad. El error
total derivado del muestreo en todos los estratos se observa que es menor que en
el caso de no estratificar la poblacion.

Conveniencias de tipo administrativo también pueden ser razén suficiente para
utilizar muestreo estratificado. Por ejemplo, en el caso de agencias u organismos
publicos que disponen de sucursales en distintos puntos, cada una de las cuales
supervisaria la encuesta en su correspondiente estrato poblacional, con el
consiguiente ahorro en costes de organizacion, desplazamientos, etc.

En ciertos casos el simple orden en que aparecen las u; en la poblacion marco
implica una estratificacion. Por ejemplo, la disponibilidad de listas censales
ordenadas por zonas censales lleva a considerar como estratos dichas zonas.

En otros casos la estratificaciéon viene motivada por el requerimiento de
estimaciones para ciertas dreas o regiones geogrdficas. En esta situacion cada
estrato sera un area compacta, como por ejemplo un municipio, uma provincia,
una colonia de una ciudad, etc.

Generalmente el motivo de la estratificacion es la consideracion conjunta de la
eficiencia en cuanto a la precision para una estimaciéon global y los recursos
disponibles.

También es una razon para utilizar muestreo estratificado la existencia de una
variable precisa para la estratificacion cuyos valores permitan dividir
convenientemente la poblacidn en estratos homogéneos. Las variables utilizadas
para la estratificacion deberan estar correlacionadas con las variables objeto de la
investigacion. Ya sabemos que se denomina estratificacion al proceso por el que se
asigna, de acuerdo con ciertos criterios, cada unidad u; a una de las subpoblaciones a
las que 1lamaremos estratos. Estos criterios suelen venir definidos por los valores de
determinadas variables llamadas variables de estratificacion. Por ejemplo, si se
quiere estudiar el volumen de negocio de los establecimientos de venta al publico de
una ciudad se puede utilizar como variable de estratificacion su nimero de
empleados, y clasificar (estratificar) los establecimientos en grandes superficies,
supermercados, tiendas grandes, tiendas pequefias y otros, segun el numero de
empleados, resultando asi una division de los establecimientos en grupos
homogéneos. Si se quieren estudiar caracteristicas de hospitales se puede utilizar
la variable de estratificacién numero de pacientes, para estratificarlos en grandes
hospitales, clinicas medias y cinicas pequeiias, resultando asi grupos de hospitales
con problematica similar. Para realizar estadisticas en el sector educativo puede
utilizarse la variable de estratificacion nivel de ensefianza, tomando como estratos
los niveles de ensefianza infantil, ensefianza primaria, ensefianza secundaria
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obligatoria, bachillerato y ensefianza universitaria (cada estrato tiene asi unas
caracteristicas muy peculiares que lo hacen homogéneo). Para realizar estadisticas
sobre los ingresos de las familias en una ciudad puede estratificarse segin los
valores de la variable cualificacion profesional de los cabezas de sus componentes
(a mas cualificacién normalmente hay mas ingresos, con lo que los estratos
resultardn homogéneos).

e Los criterios de estratificacion, su numero y el de estratos dependen de los
objetivos concretos de cada caso, de la informacién disponible y de la estructura
de la poblacion. Un criterio obvio es formar un estrato con las unidades que por
su importancia deben figurar con certeza en la muestra. A estas unidades se las
denomina autorrepresentadas. Por otro lado, si nos conformamos con la
presencia en la muestra con certeza de alguna unidad perteneciente a un grupo,
llamaremos a éste correpresentado. En cuanto al nimero de estratos un numero
moderado de ellos y de criterios de estratificacion puede ser suficiente para
obtener una ganancia en precision adecuada. Esta, en general, es decreciente al
aumentar el nimero de estratos.

ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS EN MUESTREO
ALEATORIO ESTRATIFICADO SIN REPOSICION

Vamos a considerar que seleccionamos en cada estrato las unidades para la
muestra mediante muestreo aleatorio simple sin reposicion y que la seleccion se
realiza de forma independiente en cada estrato. Un estimador de un parametro
poblacional puede expresarse como suma de las estimaciones para el pardmetro en
los diferentes estratos mediante muestreo aleatorio simple. Cualquier parametro
poblacional puede expresarse como suma de los valores de la variable en estudio (o
una funcion lineal suya) sobre las unidades de los estratos. Hechas estas aclaraciones
consideraremos el parametro poblacional:

L N,
=22
b

que puede ser estimado mediante la suma extendida a todos los estratos de los
estimadores lineales insesgados de Horvitz y Thompson en cada estrato, es decir
mediante el estimador:

) b Yhi
0=22."
h i hi

donde 7, es la probabilidad de que la unidad u,; pertenezca a la muestra (X ,) de
n, unidades, obtenida de entre las N, unidades del estrato A-ésimo.
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La insesgadez del estimador 0 se puede probar introduciendo la variable
auxiliar ey; definida por:

Isiuy, € ()?,, )con probabilid ad x,; = ;—"
h

€n =
n,

Osiu,, ¢ (/\7,, )con probabilid adl — r,; =1 - e

h

L n,
Sea 0= Z w,;Y,, un estimador lineal insesgado del parametro poblacional:

h=1 i=1

Se tiene:

h=1 i= h=1 i=1

L N, L N, 1
ZzwhiYhi”hi = ZZ i = WYty =Y = wy, = .
R hi

h=1 i=l 1
Parimexgadez

R L.m L N, L N,
E(@):E(Z Whi In]=E[Zzwhiyhiehi)=ZzwhiYhiE(ehi)=
1 h=l i=1 i

é

E(6)

Con lo que el estimador lineal insesgado para el parametro 6 = ZZY,,,. es:

h
" L L n, Y
— - hi
93 S, -3
h i ki

h=1 i=l

ny

La aplicacion de este estimador general a las estimaciones del total, media,

_”_h-f
=f,.

proporcion y total de clase es inmediata teniendo presente que =z, = v
h

Obtendremos:

Estimacion del total poblacional

El estimador del total poblacional en muestreo estratificado aleatorio es la
suma de los estimadores del total en cada estrato.
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Estimacion de la media poblacional

eyl X e _ L "y X L Ny X
9=X=>Y,"=—!'-'-:X"=x"=2—l- _lzz_l_ hi
N o NS m, 45NSn,/N,
L N 1 L L _
=27h_ Xm=th h
h=t LY My sl =1
Wh

El estimador de la media poblacional en muestreo estratificado aleatorio es la
media ponderada de los estimadores de la media en cada estrato, siendo los coeficientes

de ponderacién W,=N,/N que cumplen:

R L n, L n, A L 1 ny,
0=A>Y, =4, =>4, = = H= X Ny—> A,
" ’ ' ;mn T pi hz=|i=1 n,/N, ; h"h :—ZI ’

El estimador del total de clase en muestreo estratificado aleatorio es la suma
de los estimadores del total de clase en cada estrato.

Estimacion de la proporcion

A, 5 <
0=P:>Yhi=—jvﬂz>11,=z

El estimador de la proporcion en muestreo estratificado aleatorio es la media
ponderada de los estimadores de la proporcion en cada estrato, siendo los coeficientes de
ponderacion W,=N,/N de suma unitaria.

VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES

La varianza del estimador X, es igual a la suma de las varianzas de las

estimaciones de los totales en cada estrato, ya que el muestreo que supondremos sin
reposicion se realiza de forma independiente en los distintos estratos.
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5 L, L R L R S?
V(X:,)=V[ Xh]=ZV(Xh>=ZNh-(1—fh)-n—”
1 h=1 h=1

h= h

Andlogamente se obtendrian las varianzas para los estimadores de la media,
el total de clase y la proporcion:
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ESTIMACION DE VARIANZAS

Del capitulo anterior sabemos que en el estrato 4-ésimo la cuasivarianza
muestral:

3

$3= l '"Zh(Xm"xh)zz e {LZ(XM_E: :|=nnh_16'/3
h

n, -1 n, =1 n, <3

es un estimador insesgado de la cuasivarianza poblacional:

N, _ N, _ N
Sp = Nhl_l-Z(Xhi—X,,)z = ij"_l[NLZ(Xm—Xh)z}= N,,h—lo‘i

i=1 h =l

También sabemos del capitulo anterior que en el caso de proporciones las
cuasivarianzas muestrales y poblacionales para los estratos son respectivamente:

~ n, A A 2
B0, SI= P,
nh—l th h Nh—l th

%]
L)
Il

A n
con lo que S} =—

A A . . N
- P,Q, es un estimador insesgado para S} =—"—-P,Q, .
n, -1 N, -1

Ahora ya podemos sustituir en las expresiones de la varianzas de los estima-
dores cada término por su estimador insesgado, con lo que se obtienen los siguientes
estimadores insesgados para las varianzas de los estimadores:
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Y)
o~
>
ES
N —
1l
M-
3
—~
—
|
>
N—
|2
LN Y

h=1 h
o L S.z
V( v)=ZWh2 (l_fh)'_h
=l n,
Pa)= 2w (- 7,) e -5 2 1 ). D
=l y—1 n, h=l n, =1
Sy & Y
V( .\-l)=ZWh~‘(l_fh)' thl
h=l n, —

Sustituyendo en las férmulas de la seccidon anterior, obtendremos los
estimadores insesgados.

AFIJACION DE LA MUESTRA

Se llama afijacién de la muestra al reparto, asignacion, adjudicacion,
adscripcion o distribucion del tamafio muestral » entre los diferentes estratos. Esto es,
a la determinacion de los valores de ny, que verifiquen n + n; +....+ n, = n. Pueden
establecerse muchas afijaciones o maneras de repartir la muestra entre los estratos,
pero las mas importantes son: la afijacion uniforme, la afijacion proporcional, la
afijacion de varianza minima y la afijacion optima.

Afijacion uniforme

Consiste en asignar el mismo numero de unidades muestrales a cada estrato,
con lo que se tomaran todos los n, iguales a »/L, aumentando o disminuyendo este
tamafio en una unidad si » no fuese multiplo de L, esto es n,=E(n/L)+1, donde E
denota la parte entera.

L L
n,=kVh=1-L=3n,=Yk=n=Lk= f, =t =
h=1 h=1 Nh N;,

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores seran:

Si

V(X")=,,ZL=,:N”2'(1_7\/I%J'T

2
W;.Z‘ ]_L S_"

V&)= N, )k

st

=
=T,
M- i~ M-

3
T

P4

x>

|

=

>
o
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Este tipo de afijacion da la misma importancia a todos los estratos, en cuanto
a tamafio de la muestra, con lo cual favorecera a los estratos de menor tamafio y
perjudicara a los grandes en cuanto a precision. Slo es conveniente en poblaciones
con estratos de tamarfio similar.

Afijacion proporcional

Consiste en asignar a cada estrato un numero de unidades muestrales
proporcional a su tamafio. Las » unidades de la muestra se distribuyen
proporcionalmente a los tamarfios de los estratos expresados en nimero de unidades.
Tenemos:

L L L
n, =Nhk:znh =ZNhk=kZNh :>n=kN:>k=l=f
b=l A=l el N
n N
n, N,k
= e— — k —
fy= = k=g
——
N, _ n, [k _D
"N nk n
>
L L L xh
X, = Z N, = z n, %, =L = X _ Tot.almuestral
Py ~ k =T k f Fracciondemuestreo

L L L X
L — n, _ 1 — p Totalmuestral
X, =x=§W,,xh=E—,,=—§n,,x,,= = —
n n4g - n Tamariodemuestra

A la vista de los resultados anteriores podemos asegurar lo siguiente:

e Las fracciones de muestreo en los estratos son iguales y coinciden con la fraccion
global de muestreo, siendo su valor la constante de proporcionalidad.

o Los coeficientes de ponderaciéon W, se obtienen exclusivamente a partir de la
muestra, pues para su calculo sélo son necesarios valores muestrales (n, y n).

e El estimador insesgado para el total poblacional puede expresarse como el
cociente entre el total muestral y la fraccion de muestreo, o lo que es lo mismo,
como el producto del total muestral por la inversa de la fraccion de muestreo.
Similar propiedad tiene el estimador insesgado para el total de clase (producto del
total de clase muestral por la inversa de la fraccion de muestreo).

e El estimador insesgado para la media poblacional puede expresarse como el
cociente entre el total muestral y el tamafio de la muestra. Similar propiedad tiene
el estimador insesgado para la proporcion poblacional (cociente entre el total de
clase muestral y el tamafio de la muestra).
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e Todas las unidades de la poblacién tienen la misma probabilidad de figurar en la
muestra de » unidades, es decir, estamos en el caso de muestras autoponderadas

ya que:

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores seran:

R L L SZ
R A e
h h

h=1

L S2 L nZ SZ (l—k) n l_k) L
%)= W ( D (1-k) 22N g2 W .s?
hz: h n;, hglnz ( ) nh n hZ=I:n h n ; h h

V(,:l )z(] kk)iNh h_ B0, = (1 kk)z _I’R'Qh

h=1

V() (1- kLZWh N, Bg, (1 k)ZNz/N PO,

n ="' N-1 k k &N,-I

Afijacion de minima varianza (o afijacion de Neyman)

La afijacion de minima varianza o afijacion de Neyman consiste en
determinar los valores de n, (nimero de unidades que se extraen del estarto ~-€ésimo
para la muestra) de forma que para un tamafio de muestra fijo igual a » la varianza de
los estimadores sea minima.

Estimacion de la media y la proporcion

Si consideramos el estimador de la media, el problema consiste en hacer

L
minima la expresién ¥(x,,) bajo la condicion » n, =n.
h=1

La varianza de la media se puede expresar como:
L , SZ L SZ L SZ
V(gﬂ)z ZWh- ._h[l _ﬂ_) = thz '_h—ZWh Loh
N, h=1 o ha N

de tal forma que sélo el primer sumando depende de #;, . Estamos asi ante el problema de
optimizacion con restricciones siguiente:

minV (%, )

L
Sy =n
h=1
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Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcidn lagrangiana siguiente:

¢(n,,,/?.)=V(5c':,)+/l[inh—n]:iW,,z iW —+/?{inh—nJ

El paso siguiente es derivar la funcién lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:

2
—51—¢=—W,,2 Si 4 a=0
h n, 2 1 Q2

S, N, S N, S

(h=12;,L) SA=w2 2o n P [Tk
h 2 2
o < n; N n} N n,
— = Zn,, -n=0
A 4T
Haciendo operaciones tenemos:
NA=Nde M 1 g

n, NS, N‘/Z

para =1, 2, ..., L. Desarrollando la igualdad para todo / y aplicando las propiedades
de las proporciones tenemos:

Mmoo M M ™ n +n +-n,
NS, N,S, NS, N,S, NS, +N,S, +-N,S, iNS
NS,
n,=n-
ZNS
N,,S
. N,S Nk w,S
Otra expresion paranyes n, =n-—""—=pn. LN =n.—2-4

N L
DN,S, Z—Nh S, DWS,
h=1 h=1

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, -S, y en

el supuesto de que S, = S, Vh=1, 2, ..., L esta afijacion de minima varianza
coincidiria con la proporcional tal y como se ve a continuacion:
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S, =S=>n,=n-: h=thconk=%

La utilidad de esta afijacion es mayor si hay grandes diferencias en la
variabilidad de los estratos. En otro caso la mayor sencillez y autoponderacion
de la afijacion proporcional hacen preferible el empleo de ésta. Por otra parte, si se
conocen los valores de una variable auxiliar Y; correlacionada con la variable en
estudio X; puede ser ventajosa la afijacion que toma los n, proporcionales a los

productos N,S, ./l ~Q,, »donde Oy, representa el coeficiente de correlacion entre
X; e Y; en el estrato A-ésimo.

Valor de la varianza minima

Una vez calculados los n,, para afijaciéon de minima varianza en el caso de
la estimacion de la media, vamos a ver cudnto vale la varianza del estimador de la
media para este tipo de afijacion. Tenemos:

Si se quiere la afijacion y la expresion de la varianza minima para el estimador
de la proporcion basta sustituir en la formula anterior S, por P,OwNy/(Ny-1).

Estimacion del total y el total de clase

Si consideramos el estimador del total, el problema consiste en hacer minima la

expresion V( ) bajo la condicion Z n, =n . La varianza del total se puede expresar por:

h=1
. L S'-’ S“ L
V( s:):ZN;' ( J ;Nh ;Nh

de tal forma que sélo el primer sumando depende de n,. Estamos asi ante el problema
de optimizacion con restricciones siguiente:

2



CAPITULO 5 - MUESTREO ESTRATIFICADO 179

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

o(n, 1) =V (X, )+/1(Zn,,—n]-ZN2 ZN —+/1(Z:n,,—n]

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el pardmetro A. Tenemos:

D _n2Siy g

o, n,, s

(h=12;-L) = a=N2.Sk :JI=£Vh_~9h=c,e
n n

ﬂ¢ L h h

—= ~-n=0

A ;"”

Haciendo operaciones tenemos: T =—1—=Cte para h=1, 2, ..., L.

NhSh ‘\/Z
Desarrollando la igualdad para todo 4 y aplicando las propiedades de las
proporciones tenemos:

n n n n n +n +-n n
LI - S T SR P h 1 1 L - =
NS, N,§, N,S, N,S, NS +N,S,+-N,S§, ZL:NhSh
h=1
N,S
nh-_—n.__h_h_

L
ZNhSh
h=1

Observamos que la expresion que nos da la afijacion para la estimacion del
total coincide con la del estimador para la media. Vemos que los valores de #; son
proporcionales a los productos N, -S, y en el supuesto de que S, = S, VA=1, 2

esta afijaciéon de minima varianza coincidiria con la proporcional tal y como se ve a
continuacion:

N, S
S, =S=n, =n—2" =nN"=kN conk =%
h h 1 h
N N
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La utilidad de esta afijacion es mayor si hay grandes diferencias en la va-
riabilidad de los estratos. En otro caso la mayor sencillez y autoponderacion de la
afijacion proporcional hacen preferible el empleo de ésta. Por otra parte, si se
conocen los valores de una variable auxiliar Y; correlacionada con la variable en
estudio X; puede ser ventajosa la afijacion que toma los ny proporcionales a los

productos N,S,./1-0,. ,donde O, representa el coeficiente de correlacion entre
X; e Y; en el estrato h-ésimo).

Valor de la varianza minima
Una vez calculados los ny, para afijacion de minima varianza en el caso de la

estimacion del total, vamos a ver cuanto vale la varianza del estimador de la media
para este tipo de afijacion. Tenemos:

. Sz n L SZ L L SZ
vix 1= N2 21 (=S N2 2 NN g2 =S Nt

L
h=1
T L
ZN/,S;.
h=1

< 2 N,S, < , 1< Py 2
SNsio3 S s Shs ) S
h=1 h=l gy =1 n\ o A=l
L
2 NS,
b=l

Si se quiere la afijacion y la expresion de la varianza minima para el estimador
del total de clase basta sustituir en la formula anterior S, por P,QuNy/(Nj-1).

AFIJACION OPTIMA

La afijacion Optima consiste en determinar los valores de n, (numero de
unidades que se extraen del estrato A#-ésimo para la muestra) de forma que para un
coste fijo C la varianza de los estimadores sea minima. El coste fijo C serd la suma de
los costes derivados de la seleccion de las unidades muestrales de los estratos, es
decir, si ¢, es el coste por unidad de muestreo en el estrato A, el coste total de
seleccion de las n;, unidades muestrales en ese estrato sera c,n,. Sumando los costes
chiy para los L estratos tenemos el coste total de seleccion de la muestra estratificada.

Estimacion de la media y la proporcion

Si consideramos el estimador de la media, el problema consiste en hacer

L
minima la expresién ¥(%,,) bajo la condicion )" c,n, =C . La varianza de la media es:
h=1
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L S2 n L SZ L SZ
vix V=S w2 . 2 1= =Y w2 .2 _ Ny 2

de tal forma que solo el primer sumando depende de #; . Estamos asi ante el problema
de optimizacion con restricciones siguiente:

minV (%, )

L
Zc,,n,, =C
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcidn lagrangiana siguiente:

é(n,, A)=V(x,)+ A(ichnh - c) = iWZ ZW —+ A{ichnh - c]

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:

2
By S
h n,, 2 Q2 2 2
(h=12,--L) ,=>,1_£_ Si N S, :>J_=&. Sh

2 T ag2
c, n, N° ¢c,n, N cyn,

S L
—ﬁ%=zﬁ:chnh—C=O

Operando tenemos:

_N,,Sh/\/a "y
S A

para h=1, 2, ..., L. Desarrollando la igualdad para todo 4 y aplicando las propiedades
de las proporciones tenemos:

= Cte

n +n +-n
=Cle= G

N A Y A Y YA e YA ol
n NS e —”sh/JZ WS e

=>n,=n L

Smsie  YasHa  ShesiNE Ymsie

h=1
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M5, /e

L

;N,, S,/en

Podemos escribir entonces que n, =n-

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, - S, / ¢,y

en el supuesto de que C,=k Vh=1, 2, ..., L (coste constante en todos los estratos) la
afijacion optima coincide con la de minima varianza, y si ademas S, = S, Vh=1,2, ..., L
la afijacion 6ptima coincidira con la de minima varianza y con la proporcional.

Valor de la varianza minima

Una vez calculados los ny para afijaciéon optima en el caso de la estimacion
de la media, vamos a ver cuanto vale la varianza del estimador de la media para este
tipo de afijacion. Tenemos:

h h=1 Ry, ha
L 2 L 21 w.S. e
ZW;.Z S, 'ZWh S_"= Z #9nNCh
A=l w, S,,/\/Z A=l N S, !
n, =n L

L L L L
_LZW;.S;? =l[th Sh/\/Z][ZWhSh\/ZJ—LZWhS:
N n\45 ) N3

h=1

Si se quiere la afijacion optima y la expresion de la varianza minima para el
estimador de la proporcion basta sustituir en la formula anterior S, por P,QuNy/(Nj-1).

Estimacion del total y el total de clase
Para el estimador del total, el problema consiste en hacer minima la expresion

L
V(X o ) bajo la condicion Zchn,, =C. La varianza del total se puede expresar como:
h=1

S < 2 Sf n, - 2 S: L Sif
= A -2 =2y N2 L

de tal forma que sdlo el primer sumando depende de », . Estamos asi ante el problema
de optimizacion con restricciones siguiente:
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minV()A(_‘,)
ZL:c,,nh =C
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

b(n,. ) =V(X, )+/1(Zc,,nh ] hZ:I:Nz ZN +/'L[Zc,,nh ]

n,

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el pardmetro A. Tenemos:

2
—;"’ =-N2.2r S +Ac,=0
h n,, 2 2 2
(h=12:--L) :A:ﬂ.s NiSi = 7 = e

Ch "h Ch"h cyn,

2.3

—=>cn —-C=0

s~ h'lh
Operando tenemos:

NhSh/\/Z n,
A= =Ci
«/_ ", N 3 /\/-c_h_ J— te

para h=1, 2, ..., L. Desarrollando la igualdad para todo / y aplicando las propiedades
de las proporciones tenemos:

n +n +-n
=Cte> L1 L

N,STI/JZ - NLS’ZL/JZ_ N, S/JE: TN S o+ N, S e
: wsf, FE s

=>n,=n—

S Isie  FRsAe Sms/ie
Ny

Podemos escribir entonces que 7, =n-—

SN




184 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, - S, / ¢, Y

en el supuesto de que C,=k Vh=1, 2, ..., L (coste constante en todos los estratos) la
afijacion Optima coincide con la de minima varianza, y si ademas S, = S, VA=1,2, .., L
la afijaciéon Optima coincidird con la de minima varianza y con la proporcional. Se
observa que los valores de n, para la estimacion del total coinciden con sus valores
para la estimacion de la media en afijacion optima. No olvidemos que esta
coincidencia también se daba en afijacion de minima varianza.

Valor de la varianza minima

Una vez calculados los », para afijacion optima en el caso de la estimacion
del total, vamos a ver cuanto vale la varianza del estimador del total para este tipo de
afijacion. Tenemos:

v 3 2 S; 2 i N 2
V(XS,)=ZN,,-n [1——] ZN 23N, Si=
h=1 h h h=1

L S} L N,S,4c
NZ. N, Sz hOrNCh
hz=:‘ ' NS ey ; Z:‘n !

—_—
DLV 2N, Su/ e
L L L L
->'N,S; =%[Z N, Sh/JZ](ZNhSh c, J—ZN,,S,f
h=1 h=1 h=1 h=1

Si se quiere la afijacién optima y la expresion de la varianza minima para el
estimador del total de clase en afijacion optima basta sustituir en la formula anterior S,

por PyOuNy/(Nj-1).

COMPARACION DE EFICIENCIAS SEGUN LOS DISTINTOS
TIPOS DE AFIJACION

En este epigrafe se realiza un estudio comparativo de la conveniencia de los
tintos tipos de afijacién en términos de su eficiencia medida a través del error de
muestreo, o lo que es lo mismo, a través de la varianza. Por lo tanto serd mas
eficiente aquel tipo de afijacion que presente menos varianza. Comenzamos
descomponiendo la cuasivarianza poblacional de la forma siguiente:
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l.h=l i=1 N_]h=l i=l N'—l.h:l
N, L L
+ 1_ >nX,-X) = % ZN,,S,3+%-ZN,,(X,,—X)2=
i=l N=I=N h=1 h=1
N,-I=N,
i%sf +ZL:%(,E -Xf= ZL:WhS; +iWh(Xh -XJ
h=1 h=1 h=1 h=1

En la expresion anterior para S se ha utilizado que las sumas de los productos

cruzados valen cero, es decir, ii(X » = X, X, - X)=0. En efecto:

h=1 i=1
N, L N,

L — — J— f— —_— — —_— —
35 (x, - X)X, -X)=33 (X, X, -x, X - X+ X,X)=

h=1 i=1 h=1 i=1

Vamos a realizar ahora comparaciones de eficiencias a partir de la expresion
de $° recientemente obtenida. Tenemos:

2

s? =iWhS,f +iWh(/\_’,, -Xf :>S—=12Wh53 +12Wh(1\_’h -X) =
h=1 = or=]

el n
_S IS 1-f < s S\ _ _
(1-f)—= fZWhS,f =S S, (X, - X) = 7,50 > Ve®
- " no n oo )
¥ L'glgw_z_ldadveda
Vius(X) Vyep(X) >0 siX,=Xh=lo L

Acabamos de demostrar que el muestreo estratificado con afijacion
proporcional es mds preciso que el muestreo aleatorio simple, produciéndose la
igualdad de precisiones cuando las medias de los estratos son todas iguales.
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Por lo tanto la ganancia en precision del muestreo estratificado respecto del
aleatorio simple serd mayor cuanto mas distintas entre si sean las medias de los
estratos, es decir, para que el muestreo estratificado sea preciso es conveniente que
los estratos sean heterogéneos entre si en media, afirmacién que ya conociamos desde
el comienzo del tema y que constituye una de las especificaciones clasicas en el
muestreo estratificado.

A continuacién vamos a comparar las precisiones de la afijacion
proporcional y la de minima varianza. Tenemos:

_ - f o [1(< R B
VMEP(x)_VMEMV(E)=TZWhSh_ —n—(ZWhSh] "W W,Sy | =
h=1

h=1 h=1

T
"N
1{& L 2 1 & —\ _ L
—| > w,s? —(thshj ==>W,(5,-5] > o0comS=Yw,s,
QW= h=1 o= Laigualdad seda h=1
5iSy=Sh=l,-,L

El altimo paso de la demostracion anterior, realizado en funcién de la media
ponderada de las cuasidesviaciones tipicas de los estratos S , se justifica como sigue:

iWh(S,, -5f =ithh2 —2§ZL;thh +§Ziwh =
h=1 h=1 h=1 . h=l1
5

L . L _ L L 2
D WSy -28*+851 =Y W,S; -5 =>"W,S; -(thsh)
h=1 h=1 h=1

h=1

Hemos demostardo que V,pp (X) =V ppy (X) 20 =V, pp (%) 2V 10 (X)),
luego el muestreo estratificado con afijacion de minima varianza es mas preciso que
el muestreo estratificado con afijacién proporcional, produciéndose la igualdad de
precisiones cuando las cuasidesviaciones tipicas de los estratos son todas iguales. Por
lo tanto la ganancia en precision del muestreo estratificado con afijacién de minima
varianza respecto del muestreo estratificado con afijacion proporcional serd mayor
cuanto mas distintas entre si sean las cuasidesviaciones tipicas de los estratos, es
decir, para que el muestreo estratificado sea mas preciso es conveniente que los
estratos sean heterogéneos entre si en desviacion tipica, afirmacién que ya
conociamos desde el comienzo del tema y que constituye una de las especificaciones
clasicas en el muestreo estratificado.

En realidad ya sabemos que:

VMAS (f) 2 VMEP (f) 2 VMEMV (f)
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lo que permite asegurar que en general el muestreo estratificado con afijaciéon de
minima varianza es mas preciso que el muestreo estratificado con afijacién propor-
cional y que el aleatorio simple, siendo ademas el estratificado con afijacion
proporcional mas preciso que el aleatorio simple.

Ademas hemos visto que:

2 _ L _
1-n> =LY wsi !
h=1
Vius(X) Vyep(X)

L _ _ L _ _
VMEMV(E)+%ZW,,(S,, -5 +‘_nf_ w,(x, - X)
h=1

h=1

Luego el incremento de la eficiencia del muestreo estratificado con afijacion
de minima varianza respecto del muestreo aleatorio simple recoge un término debido
a la variabilidad de las medias de los estratos y otro debido a la variabilidad de las
desviaciones tipicas de los estratos. Se produce la igualdad de eficiencias cuando las
cuasivarianzas y las medias de los estratos son constantes, y se produce la maxima
diferencia de eficiencias cuanto mas distintas sean las cuasivarianzas y las medias de
los estratos, es decir, cuanto mayor sea la heterogeneidad entre los estratos, tal y
como es ldgico en muestreo estratificado.

TAMANO DE LA MUESTRA

Vamos a analizar ahora el tamafio de muestra estratificada necesario para
cometer un determinado error de muestreo conocido de antemano. Distinguiremos
los casos de error de muestreo dado con y sin coeficiente de confianza adicional y
ademas distinguiremos entre los diferentes tipos de afijacion de la muestra.

1) Error de muestreo dado ¢ = o(6)

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion proporcional

L
- w,S;
2 SN_1-f< 2 : __ N 2 hz=| "
e =VX|=—=)Y WS =— ZWS Sp=—t
no o noa ez"'LZWhS:
NS
n N 2
-4 N> N,S
N_1-f < 2 N N 2 ; "
=V\X =—ZN,,S,, Z WSy DN=—""F——
f h=1 k=l e2+ZNhsi
N A=l
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Los tamafios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el

total de clase se calculan sustituyendo S} por

N . x
b IP"Q" en las formulas del tamafio
=
de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion de minima varianza

L 2

- 1 (<& 2 1 & [ZW"S"J
2 ¥ h=
e =V(X)=;[§ thh) —Nz W, S} =>n= !

L
b=l e’ +iZW,,S,f
NS

ez=V(*)=%[§N ] stzin_(imsh]

k=t e+ZNS2

Los tamafios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el

. N . ~
total de clase se calculan sustituyendo S; por N—"IP,,Q,, en las formulas del tamafio

h
de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

2) Error de muestreo y coeficiente de confianza dados e, = 3,0(6)

a

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion proporcional

L
. - > W,S;
e =,1§V()?)=,1§ﬂiwhsf 2N i Pt
n - =
hel bl —+F§WhS,f
L
) , -, NY'N,S;
e2=,1§V(X) Z Sy = NZN S2:>n~2"'—
- — +ZN S;
N h=1

Se observa que la unica diferencia que hay entre estas férmulas para el
tamafio muestral » y las obtenidas sin la presencia de un coeficiente de confianza P,
solo difieren en el término A,” funcidn de A,=F" (1-a/2) con F—N(0,1).
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Los tamarios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el

. N . =
total de clase se calculan sustituyendo S; por —“— P,Q, en las férmulas del tamafio
N, -1

h
de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion de minima varianza

L 2
. 1 (& P (ZW"S”]
e2=,1§V()7)=,1§, ;[ZthhJ —-ﬁZth: =>n=—; ”='l
h=1

L
h=1 e 9
—+—§ WS
2 ON&

2
. 1(¢ . [ZNhShJ
ez=liV(X)=ﬂi[—(ZN;,ShJ —ZN,,S,?]=>71= Zh=| L
A= et j_z+2Nhsf
h=1

a

Se observa en este caso también que la Unica diferencia que hay entre estas
férmulas para el tamafio muestral » y las obtenidas sin la presencia de un coeficiente de
confianza P, sélo difieren en el término 4,2 funcién de A,=F' (1-a/2) con F—>N(0,1).

Los tamarfios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el

. N . ~
total de clase se calculan sustituyendo S; por ~ b IP"Q" en las férmulas del tamafio

h
de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Tamario de la muestra sin especificar el tipo de afijacion

En el caso mas general de muestreo estratificado aleatorio, sin especificar el
tipo de afijacién empleado, tenemos, fijados el error maximo admisible y el
coeficiente de confianza P, la siguiente ecuacion fundamental cuando se trata de
estimar la media:

_ L s? wis: D.W,S:
2 _ 32 52 - 25 w2 _n_h_h_:/lz 9 _
e ao- (xxz) az h[ N ] a[z N

ny, n,

2 W,,ZS,f _ZWhS: _ 72 WhZSi _ZWth iz__ thS,f _
4 Z =4 Z :>/1f, _Z nw,

nw, N

B

w

h
—-_— = > n=
n, A N n w, I ZW”S;
=7
A2 N
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Ya tenemos una formula general para calcular el tamafio de muestra en el
caso de la estimacion de la media para cualquier afijacion. Segin esta formula, para
calcular n necesitamos conocer:

e Los tamafios de los estratos, Ny, N, , ..., N, que nos permiten obtener los
coeficientes W, = N, /N

e La precision prefijada, representada por el error maximo admisible e

e El grado de seguridad o confianza P, , representado por el coeficiente 4,

e La variabilidad de cada estrato, representada por la cuasivarianza estratal S; y
que suele conocerse de una encuesta similar anterior o a través de encuesta piloto

n .
e Elpeso w, =— correspondiente a cada estrato en la muestra.
n

De aqui se pueden deducir las formulas del tamafio muestral » para los distintos

- . .y ’ n
tipos de afijacion a través del valor que toma w, =—.
n

L . N
Para afijacion proporcional w, = L —]\—/h- =W,
n
Para afijacion de minima varianza tenemos:
NS,
ZN S, Ny g
_M NSy _ N " _ WS,
R
2N, DS WS,
h=1 h=1 h=1

Si en la formula general par » sustituimos estos valores de w, para cada tipo
de afijacion, se obtienen las mismas féormulas que fueron deducidas anteriormente
para el tamafio muestral en caso de estimacion de la media.

De forma similar, cuando se trata de estimar el total tenemos:

n L S NZSZ
&= 2o, )= ,13,;1\/,3(1 —7’:;7]—* = zf,(z——h L ZN,,S;J =

ny, n,

NZSZ 2 N2S2
2 Z”—nh”—ZNhS: =,1§(Z =Y N,S; ] =y ok -

n

=Y N,S; :>—+ZNS2 Z ZSZ [2 th ]
[—2+ZNS]

a
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Al igual que antes de aqui se pueden deducir las férmulas del tamaifio

. . . . . r n
muestral » para los distintos tipos de afijacion a través del valor que toma w, =—-.
n

Si en la formula general para » sustituimos estos valores de w, para cada tipo

de afijacion, se obtienen las mismas formulas que fueron deducidas anteriormente
para el tamafio muestral en caso de estimacion del total.

Vamos a resumir ahora las formulas del tamario de muestra estratificada
necesario para cometer un determinado error de muestreo conocido de antemano.
Distinguiremos los casos de error de muestreo dado con y sin coeficiente de
confianza adicional y, ademas, distinguiremos entre los diferentes tipos de afijacion
de la muestra.

Tipode error — Absoluto y coeficiene Absoluto y coeficiene
A Absoluto Absoluto . .
Pardmetro . L. de confianza adicional de confianza adicional
praporcional variaiza minima . : .
3 proporcioml varianza minima
L L 2 L B 2
28 (ZWhSh] S st [ZW»&]
Media — st T Y= N\ )
ez+liWSz e'2+liWSz e2+liWSZ ez+liWSz
v (a0 = (ar P2y hh 7t (o
NS Nim A N 4 Nio
L L 2 B 1 7
NY NS} (ZMS,.} NYN,S? [ZN,,S,,]
h=1 h=1 h=1 h=1
Total L L PER 2 & ’
e+ ZNhsf &+ ZNhs,f 7+ > N,S; 7+ S N,S
he . o kol s hol ,
L L L N,
Zm RO, 2| B0, ]ph , 2| RO,
Proporcion - ]' 7 e VM- = el - u
e+—) W, RO, | e "‘_ZW PQh —fr—Z"ﬁ th
N h=1 Nh -1 a h
L : L
NZN,, PQ,, [ZM‘/—'LP;.Qh] [ N, N, - th)
Total de clase i A= A
e e
& +ZN,, PQ,, —2+ZN,, PO, —+Y N, -0,
Ao h A b Nh

Vamos a resumir ahora las férmulas del tamario de muestra estratificada
necesario para cometer un determinado error relativo de muestreo conocido de

antemano.

Distinguiremos los casos de error relativo de muestreo dado con y sin
coeficiente de confianza adicional y, ademas, distinguiremos entre los diferentes
tipos de afijacion de la muestra.
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Tipo de error — . . Relativo y coeficiene Relativo y coeficiene
X Relativo Relativo .
Pardmetro . . L de confianza adicional de confianza adicional
proporcioral varianza minima . ! .
J proporciomal varianza minima
L L 2 B i 7
ZW»S: [ZW)’S") ZWAS: (ZW»S»)
Media —_—h het — _ 7
T+ LY s X+ LS5 e S <L LS
N& " N & " ’li N & " : N & "
L L 2 | 7 7
NY NS, (ZMS..] NYN,S? [ZN,S,]
Total R 1 B h=t h=1 Nk )
_, I . — . & 2y22 L 1y2,2 L
N'X'e' +> NS} NX’e*+Y N,S; l ": L3NS N “: © Y NS
et (= Ay h=1 Aa h=l
2 2
1 L N, L L N,
zwh PO, S W |—"—P0, W, ——P0, Wh"—“f;gh
. N,, -1 = Ny-1 = N,-1 h=1 N, -1
Proporcion T2 N 77 14 N P 1 & N
Pty M po | Pty M p —Yw,—_p L o A
; N, 170 Z whe | NZ B | NZ RS
L N, ’ L N, ;
NZN,, LR, 2N RO ZM 7, 750
Total de clase hel bt T u ~ e P: 2 T NP
NP N, N p NP+ N, ——P, € YN, _p
Z v, i 5o 2Ny B Z 2 2 N, o PO

Vamos a resumir ahora las férmulas del tamario de muestra estratificada
necesario para cometer un determinado error absoluto o relativo de muestreo
conocido de antemano con afijacion optima.

Error— R Absoluto Relativo
Absoluto Relativo
Pardmetrq i Ooi Confianza Confianza
1 plima plima adicional adicional
L L L L L L L L
QWS INCOOH,S,C) | IS, IEOSHSG) | OIS, NCIQIHS,C) | QS ICIYIS,CL)
Media = =l = = el = =l =l
, 1< ) _ 1 & R 2 1< X 1< R
+—YW,S X +—YW,S, Y W,S] +=YW,S,
e N;hh e N;hh 1‘2' N;hh 'li N;hh

Total

L L
QNS EIQNS,C)
h=l h=1

L L H
QNS IO N,S,C)
=1 i

L L
QNS CHON,S,C)
=1 =l

L L 2
QNS CIMSCD
=l =]

& +LZN,,S,f

h=1

eZ L )
7 + NP
a__ k=l

2,2 L
Xf +> N,S;

e

Los tamafios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcién y el
total de clase se calculan sustituyendo S, por:

en las formulas del tamafio de la muestra para la estimacion de la media y el total
respectivamente.

MUESTREO ESTRATIFICADO CON REPOSICION

Ya sabemos que en el muestreo estratificado una poblacién heterogénea con
N unidades {u;}i-;,. .~ se subdivide en L subpoblaciones lo mds homogéneas

posibles no solapadas denominadas estratos {u,;},_,, ...,

i=1,2,-N,

de tamarfios N;,N,,...,N|.
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La muestra estratificada de tamafio » se obtiene seleccionando 7, elementos
(h=1,2,...,L) de cada uno de los L estratos en que se subdivide la poblacion de forma
independiente. Si la muestra estratificada se obtiene seleccionando una muestra
aleatoria simple con reposicion en cada estrato de forma independiente, el muestreo
se denomina muestreo aleatorio estratificado con reposicion. Aunque en este
capitulo consideraremos el caso mas sencillo (muestreo aleatorio simple con
reposicion en cada estrato), en general nada impide utilizar otros tipos de seleccion
con reposicion en los estratos, e incluso diferentes tipos de muestreo en cada estrato.

Estimadores lineales insesgados

Vamos a considerar que seleccionamos en cada estrato las unidades para la
muestra mediante muestreo aleatorio simple con reposicion y que la seleccion se
realiza de forma independiente en cada estrato. Un estimador de un parametro
poblacional puede expresarse como suma de las estimaciones para el parametro en
los diferentes estratos mediante muestreo aleatorio simple con reposicion. Cualquier
parametro poblacional puede expresarse como suma de los valores de la variable en
estudio (o una funcion lineal suya) sobre las unidades de los estratos.

Hechas estas aclaraciones consideraremos el parametro poblacional:
L N,
=22
h i

que puede ser estimado mediante la suma extendida a todos los estratos de los
estimadores lineales insesgados de Hansen y Hurwitz en cada estrato, es decir
mediante el estimador:

ny

9=Z::Z

lnh hi

donde P, =1/N, es la probabilidad unitaria de seleccion de la unidad u,, para la

muestra (X,)de n, unidades, obtenida de entre las N, unidades del estrato A-ésimo.
Se observa entonces que la expresion del estimador es la misma con reposicién que
sin reposicion pues:

ny,

. L
%=ZZ
h

i hl

ny

=;Znh/N "

!

Por otra parte, como en todos los estratos se realiza muestreo aleatorio
simple con reposicion, el estimador de Hansen y Hurwitz en cada estrato coincide
con el estimador Horwitz y Thompson (ya visto en el capitulo anterior), con lo que
los estimadores en muestreo aleatorio estratificado con reposicion coincidiran con los
ya estudiados para el caso de sin reposicion.
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La insesgadez del estimador 6 se puede probar introduciendo la variable
auxiliar ey; definida como el namero de veces que la unidad u;; pertenece a la muestra de
n;, unidades seleccionada en el estrato #-ésimo. Por su forma de definicion la variable ey,
es una binomial de parametros (n,, Py;) = (n,, 1/N}) cuya esperanza es Pj; = ny/N,,.

Sea 4 = Z Z w,,Y,; un estimador lineal insesgado del parametro poblacional:
h=1 i=1

Se tiene:
N L N, L N,
E(e)zE(Zthl In)= (Zzwhlyhiehi]=z wlehlE(ehl)_
A=l iml b=l 0=l A=l iml
L N, L N, 1
Z WYy Py = ZZYi =>w,Yun by =Y, > w, =
== i h=l i= n, by,

Eé) Porinsesgadez )

L N,
Con lo que el estimador lineal insesgado para el parametro 6 =37, es:

L

D RRRAS NI NI

h=1 i=l

Concluimos que los estimadores lineales insesgados del total, media, proporcion
y total de clase seran los mismos en los casos de sin reposicion y con reposicion.

Varianzas de los estimadores

La varianza del estimador X, es igual a la suma de las varianzas de las

estimaciones de los totales en cada estrato, ya que el muestreo que supondremos con
reposicion se realiza de forma independiente en los distintos estratos.

. L, L . L o2
V(XS,)= V[th] =>v(x,) =) NI =~
=l h=l h=1 n,

Analogamente se obtendrian las varianzas para los estimadores de la media,
el total de clase y la proporcion:

L L L o
V(Es:)z V[ZW/, fh] = ZWhZV(}h)= ZWhZ —

h=1 h=1 h= n,
/)-r($.)- )= Sz 22

A=l h A=l n,
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Estimacion de varianzas

Del capitulo anterior sabemos que en muestreo con reposicion en el estrato
h-¢ésimo la cuasivarianza muestral:

"y

'Z(Xhi _Eh)z

-1 i=1

n, -1

1 &

[—zm

n, o

- X,

j-

n, -1

n, .,
b _&

es un estimador insesgado de la varianza poblacional o} = NL : Z(X i =X )2 .
h =]

También sabemos del capitulo anterior que en el caso de proporciones las

cuasivarianzas muestrales y poblacionales para los estratos son respectivamente:
N, -1 N,

N, -1

N,-1

§?=
h Nh

=P0,

PQ J’O'Z = -P,0,

nh h

o2
Sh

con lo que §; =—* 1 . P,0, es un estimador insesgado para o? = P,Q, .

L —
Ahora ya podemos sustituir en las expresiones de la varianzas de los estima-

dores cada término por su estimador insesgado, con lo que se obtienen los siguientes
estimadores insesgados para las varianzas de los estimadores:

(o ) Lo, _,Si
V( Sl)— A=l N n,
I}(_sl)zith S_:
=l n,
> 5 _L 2y ﬁth_L 2 ﬁth
V( ")_,,ZﬂNh n,-1 n, _;N" n, —1

M-

S
.;U)
©

<>
—
W
~—
I

>
l

Afijacion de la muestra

Dada la forma en que estan definidos los célculos de los m, para las
afijaciones uniforme y proporcional, dichas afijaciones no van a verse afectadas por
el hecho de que el muestreo sea con o sin reposicion. Sin embargo si variaran las
varianzas de los estimadores. Las afijaciones de minima varianza y optima si van a
verse afectadas por la existencia de reposicion o no, ya que el calculo de n, depende
de las varianzas en los estratos.
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Afijacion uniforme

Dado que este tipo de afijacion consiste en asignar el mismo nimero de
unidades muestrales a cada estrato no interviene para nada en el reparto de unidades
muestrales entre los estratos el hecho de que haya o no reposicion. Se tomaran todos
los n;, iguales a k=n/L, aumentando o disminuyendo este tamaifio en una unidad si »
no fuese multiplo de L, esto es n,=E(n/L)+1 donde E denota la parte entera.

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores seran:

At -3 2t )3T -3 e B ) -S  B

Afijacion proporcional

Dado que este tipo de afijacion consiste en asignar a cada estrato un nimero de
unidades muestrales proporcional a su tamaiio, no interviene para nada en el reparto de uni-
dades muestrales entre los estratos el hecho de que haya o no reposicion. Las » unidades de
la muestra se distribuyen proporcionalmente a los tamafios de los estratos, expresados en
numero de unidades.

Para este tipo de afijacion las varianzas de los estimadores seran:

A R Y YR A ) DR Y

h=l

= __L Zﬁ_ ﬂﬁ__ Capdp )L Pth
V(x.w)"’zu/h n, —;nz n, —n;n/h O'h,V(R”)—nEVVh X

h=1

Afijacion de minima varianza (o afijacion de Neyman)

Si consideramos el estimador de la media, el problema consiste en hacer

L
minima la expresién ¥(x, ) bajo la condicién ) n, =n.
h=1

Estamos asi ante el problema de optimizacion con restricciones siguiente:
min (%, )

L
Sy =n
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:
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é(n,,2)=V(x, +/1(Znh—n]—ZW2 +/l[2nh—n)

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables

igualar a cero y eliminar el pardmetro A. Tenemos:

@ _ -} 0"+/1 0

- " o} N} o} W,o
(h=1a27"'aL) >:>/1 W2 ’2' =—l;~—:—:>-\/z=_h_hzcte
n, N~ n, n,

ﬁ L
ﬁ—ﬁ=zh:n,,—n=0

Aplicando las propiedades de las proporciones tenemos:

N,

L L
Ww,o, w,o, —0
Who.h_—.hZ:l:L :hzzl :>nh= . Wo-h =n- LNN ’ = . Noh
n n
h > n, ZW o, W"ah ZN o,
=1

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, -o, y en
el supuesto de que o, = o Vh=l, 2, L esta afijacion de minima varianza
coincidiria con la proporcional tal y como se ve a continuacion:

N,o
c,=0>=n,=n— =nN"=kN,,conk=%

ZNO’

Una vez calculados los », para afijacion de minima varianza en el caso de la
estimacion de la media con reposicién, vamos a ver cuanto vale la varianza del

estimador de la media para este tipo de afijacion. Tenemos:

S
K}
Il
-
&
~[3
Il
3| =
/N
i
=
39
;_/

Si se quiere la afijacion de minima varianza y la expresion de la varianza
minima para el estimador de la proporcién basta sustituir en la formula anterior o>

por P,Q.
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Si consideramos el estimador del total, estamos asi ante el problema de
optimizacion con restricciones siguiente:

minV(/\A’s, )

L
Sny =
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

dn, 1=V (% 5,)+/1(Zn,,—n]—ZN2 +A(Znh-nJ

El paso siguiente es derivar la funcidn lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:

X _ N2 "”+,1 0
d’h nh 2

o N,o
(h=12;--L) SA=N b JA="2"0 = Cre

n, n,

<
5—/1=Zh:n,,—n=0

Aplicando las propiedades de las proporciones tenemos:

L L N
N,o N, o h
N,o, ; o ; " N,o, N T W,o,
= m = - nh = . =n- 7 N =n- I
n n
h Zn,, ZN o, T\;’—oh > w0,
=l =l el

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, -o, y en

el supuesto de que o, = o Vh=1, 2, .., L esta afijacion de minima varianza
coincidiria con la proporcional.

Una vez calculados los n, para afijacion de minima varianza en el caso de la
estimacion del total con reposicion, vamos a ver cuanto vale la varianza del
estimador del total para este tipo de afijacion. Tenemos:
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Si se quiere la afijacion de mimima varianza y la expresion de la varianza minima
para el estimador del total de clase basta sustituir en la formula anterior o;,” por P,Q,.

Afijacion optima

Si consideramos el estimador de la media, el problema consiste en hacer

L
minima la expresién ¥(%,,) bajo la condicion Zchn,, =C.
h=1

Estamos asi ante el problema de optimizacion con restricciones siguiente:
minV(fx,)

L
Zc,,n,, =C
A=l

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

L L 2 L
d(n,, A=V (%, )+ A(Zchnh -c) =S w? -G—”+,1(Zchnh —CJ
h=l A=l n, h=1

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:

2
g =-w? .0_'2'+,1¢h=o w,o,
h ny 2 2 2
N c
(h=12:--,L) :Z’:th. 0';,2 =_;;‘ 0'},2 =>‘/_= \/_h = Cte
op & c,n, N° c¢,n; n,
—=)>cn,—-C=0
A ; Wy
Aplicando las propiedades de las proporciones tenemos:
Wyo, iWhah ZL:Whah Wyo, N, o, N,o,
T 1 = =n, =hn-— W =TTy =n7 N
n n o o
h Znh Z hCh z_ho.h hh
h=1 h=1 \/Z wm N h=1 \/Z

Vemos que los valores de ny, son proporcionales a los productos N, - o, / ‘/c,,
y en el supuesto de que C,=k Vh=1, 2, ..., L (coste constante en todos los estratos) la
afijacién Optima coincide con la de minima varianza, y si ademas o, = o, Vh=1, 2,
..., L la afijacion optima coincidira con la de minima varianza y con la proporcional.



200 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Una vez calculados los ny, para afijacion optima en el caso de la estimacion
de la media con reposicion, vamos a ver cuanto vale la varianza del estimador de la
media para este tipo de afijacion. Tenemos:

TR s i
h=1

O
nh h=1 Wh O’h/‘\lch h=1 n. —1
nh =n——

Sholla el
gl o)

Si se quiere la afijacion optima y la expresion de la varianza minima para el
estimador de la proporcion basta sustituir en las formulas anterioriores g_h_z por P,0Op.

Si consideramos el estimador del total, el problema consiste en hacer minima

L
la expresion V(X S,) bajo la condicion ) c,n, =C.
h=1

Estamos asi ante el problema de optimizacion con restricciones siguiente:
minV(X’ S,)

L
Zc,,n,, =C
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcién lagrangiana siguiente:

n L L 0.2 L
é(n,, )= V(XI, )+/1[Zc,,n,, —c] = Ni-—L+ ,1(Zc,,nh —c)
h=1 h=1 n, h=1

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el pardmetro A. Tenemos:

2
ﬁ=—-N,f-o-:' +4c,=0 N,o,
P g o Njo} \/_
(h=12,--L) =A=N =t =2 i = = Cre
op & Cphy  Cphy, n,
—=>»¢,n,-C=0
a ; wh
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Aplicando las propiedades de las proporciones tenemos:

L L
N,o, ZNhah ZNhUh N,o, N, o, W0,
R Y (= R [ Ve, N e,
= I = = nh =n- i =n- I =n- n
" Ym R D s
b N
A=l =1 4/C, e =1 AJCh

Vemos que los valores de n, son proporcionales a los productos N, -o, / 1/c,,

y en el supuesto de que C,=k VA=1, 2, ..., L (coste constante en todos los estratos) la
afijacion optima coincide con la de minima varianza, y si ademas o;, = o, Vh=1, 2,
., L la afijacion optima coincidira con la de minima varianza y con la proporcional.

Una vez calculados los ny para afijacion optima en el caso de la estimacion
del total con reposicion, vamos a ver cudnto vale la varianza del estimador del total
para este tipo de afijacion. Tenemos:

. L L 2 L N,o Jc_
VX — Nz.ﬁ= NZ‘ 0- — h h
( s’) ; ' n ; ’ ' N, O',,/\/;,,_ =l gy 1

TSl Xmel
S Loy b Ry

Si se quiere la afijacion optima y la expresion de la varianza minima para
el estimador del total de clase basta sustituir en las formulas anterioriores o por
PyQh.

Comparacion de eficiencias segun los distintos tipos de afijacion

En este epigrafe se realiza un estudio comparativo de la conveniencia de los
tintos tipos de afijacion con reposicion en términos de su eficiencia medida a través
del error de muestreo, o lo que es lo mismo, a través de la varianza. Por lo tanto sera
mas eficiente aquel tipo de afijacion que presente menos varianza. Comenzamos
descomponiendo la varianza poblacional de la forma siguiente:
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_S Moz 3 Nk, %P3 W07 + 3, (X, - X)

h=1 N h=1 N h=1 h=1

En la expresion anterior para o se ha utilizado que las sumas de los productos

L N, _ _ _
cruzados valen cero, es decir, ZZ(X » — X, X, - X)=0, igualdad ya demostrada.

h=1 i=1

Vamos a realizar ahora comparaciones de eficiencias a partir de la expresion
de o” recientemente obtenida. Tenemos:

o’ =2Wh‘7’? +iW,,(Y,, "/?)2 = o =12L:Wh0'f +lZL:Wh(;\;;, -X’)Z =
= n n4= i

h=1

% — - — ”
ws®) V(%) >0
VMAS (‘f ) % VMEP (i)

Laigualdadseda

SiX,=Xh=ly oL

Acabamos de demostrar que el muestreo estratificado con reposicion y
afijacion proporcional es mds preciso que el muestreo aleatorio simple con
reposicion, produciéndose la igualdad de precisiones cuando las medias de los
estratos son todas iguales. Por lo tanto la ganancia en precision del muestreo
estratificado con reposicion respecto del aleatorio simple con reposicion serd mayor
cuanto mas distintas entre si sean las medias de los estratos, es decir, para que el
muestreo estratificado con reposicion sea preciso es conveniente que los estratos sean
heterogeneos entre si en media, afirmacion que ya conociamos desde el comienzo del
tema y que constituye una de las especificaciones clasicas en el muestreo estratificado.

A continuacion vamos a comparar las precisiones de la afijacion proporcional y
la de minima varianza con reposicion. Tenemos:

_ 1 1(< (g L ’
Vigr () = Vieny (%) =;ZW;,UZ _;(thah] =; ZWhU: - ZWhO'h
A=l k=1 =l

h=1

1 _\ _ < — _
=—ZW,,(0’,, —o-) % Oconc =ZW,,0',, = Vier (X) 2V yppp (%)
Laigualdad seda h=1
5iS,=Sh=1,.L
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El dltimo paso de la demostracion anterior, relizado en funcion de la media
ponderada de las desviaciones tipicas de los estratos & , se justifica como sigue:

ZL:W,, (0, -5f = ZL:W,,O'Z - ZEZL: W,o, +5° ZL:W,, =
h=1 h=1 h=1 h=1

g 1

2
iWhaf -25%+5' = iWha; =Y Wo (Z W,,cr,,]
h=1 h=1 h=1

h=1

Hemos demostardo que V,;p (X) =V ypr (X)) 20V, 0p () 2V pp (X)),
luego el muestreo estratificado con reposicion y afijacion de minima varianza es mas
preciso que el muestreo estratificado con reposicion y afijacion proporcional,
produciéndose la igualdad de precisiones cuando las cuasidesviaciones tipicas de los
estratos son todas iguales. Por lo tanto la ganancia en precision del muestreo estra-tificado
con reposicion y afijacion de minima varianza respecto del muestreo estratificado con
reposicion y afijacion proporcional sera mayor cuanto mas distintas entre si sean las
desviaciones tipicas de los estratos, es decir, para que el muestreo estratificado con
reposicion sea mas preciso es conveniente que los estratos sean heterogeneos entre si en
desviacion tipica, afirmacion que ya conociamos desde el comienzo del tema y que
constituye una de las especificaciones clasicas en el muestreo estratificado.

En realidad ya sabemos que:
VMAS (f) 2 VMEP(E) 2 VMEMV (f)

lo que permite asegurar que en general el muestreo estratificado con reposicion y
afijacion de minima varianza es mas preciso que el muestreo estratificado con
reposicién y afijacion proporcional y que el aleatorio simple con reposicion, siendo
ademas el estratificado con reposicion y afijacion proporcional mas preciso que el
aleatorio simple con reposicion.

Ademas hemos visto que:

- =—ZWa,,+ ZW(X -XJ =

L=

mm )
L L .
Ve (F) + lZWh (0, -5) + lZWh (x,-x)
nog noa

Luego el incremento de la eficiencia del muestreo estratificado con repo-
sicién y afijacion de minima varianza respecto del muestreo aleatorio simple con
reposicion recoge un término debido a la variabilidad de las medias de los estratos y
otro debido a la variabilidad de las desviaciones tipicas de los estratos.
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Se produce la igualdad de eficiencias cuando las varianzas y las medias de
los estratos son constantes, y se produce la maxima diferencia de eficiencias cuanto
mas distintas sean las varianzas y las medias de los estratos, es decir, cuanto mayor
sea la heterogeneidad entre los estratos, tal y como es ldgico en muestreo
estratificado.

Tamano de la muestra

Vamos a analizar ahora el tamafio de muestra estratificada con reposicion
necesario para cometer un determinado error de muestreo conocido de antemano.
Distinguiremos los casos de error de muestreo dado con y sin coeficiente de confianza
adicional y ademas distinguiremos entre los diferentes tipos de afijacion de la muestra.

1) Error de muestreo dado e = O'( é )

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion proporcional

ZL‘,WhO':

- L
e’ = V(X)leWha,f >n=21
n4s e

L

2

N N &L NZN 4O

e’ = V(X):—ZNha,f ==Y No; >n=—t

= n o e
Los tamarfios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el
total de clase con reposicion se calculan sustituyendo o} por P,Q, en las formulas
del tamafio de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion de minima varianza

Los tamafios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el
total de clase con reposicion se calculan sustituyendo o por P,Q, en las formulas
del tamafio de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.
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2) Error de muestreo y coeficiente de confianza dados e, = 4, 0'( 6 )

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion proporcional

e =1V ( ) p ZWO',,—:n- ZWo-,,

ahl
2 L

2= ( ) A2 NZN 0',,:>n—-/1‘2’ NY N,o;

a h=1

Se observa que la unica diferencia que hay entre estas formulas para el
tamarfio muestral » y las obtenidas sin la presencia de un coeficiente de confianza P,
solo es el término Ay’ funcion de A=F" (1-a/2) con F—N(0,1).

Los tamaifios de muestra en los casos de la estimacién de la proporcion y el
total de clase con reposicion se calculan sustituyendo o} por P,Q, en las formulas
del tamaiio de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Media, Total, Proporcion y Total de Clase con afijacion de minima varianza

[N

e =2v(f)=2 I[ZN ahJZ:n_—%[ZN 0',,]

h=1

- L 2 2
e, = /lf,V(/?) =A %[;Whoh] =n —-—;(ZW 0',,]

~

Se observa en este caso también que la unica diferencia que hay entre estas
férmulas para el tamafio muestral » y las obtenidas sin la presencia de un coeficiente
de confianza P, es el término A,” funcién de A,=F" (1-a/2) con F—>N(0,1).

Los tamarfios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el
total de clase con reposicion se calculan sustituyendo o por P,Q, en las formulas
del tamafio de la muestra para la estimacion de la media y el total respectivamente.

Vamos a analizar ahora el tamafio de muestra estratificada con reposiciéon
necesario para cometer un determinado error de muestreo conocido de antemano.
Distinguiremos los casos de error de muestreo dado con y sin coeficiente de
confianza adicional y, ademas, distinguiremos entre los diferentes tipos de afijacion
de la muestra.
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Tipo de error — Absoluto y coeficiente | Absoluto y coeficiente
) Absoluto Absoluto . .
Parametro . . . de confianza adicional | de confianza adicional
proporcional | varianza minima . . L
{ proporcional varianza minima
2 2
L L L L
ZW!’G; (Z Whah] ZW,,O'; (ZW,,G',,]
Media he) el U M=t
e’ e et/ A el /A
L L 2 L L 7
NZN;.C": [ZN;.O';,] NZN,,O’: (ZN,,O‘,,)
Total h=1 h=1 h=1 h=1
& &’ er /A el /A
L L 2 L L 7
> W,pO, [Z W, Pth] > WO, (ZWh PthJ
Proporcion hel 5 A=l - Elz—z— _;i#
e e e’ /A, e /A,
L L 2 . L 7
N N RO, [ZM Pth] NY N,PQ, (ZNH/PthJ
Total de clase bl ket > hel Lzz_
e e e’/ A, e’/ X,

Vamos a resumir ahora las formulas del famario de muestra estratificada
necesario para cometer un determinado error relativo de muestreo conocido de
antemano.

Distinguiremos los casos de error relativo de muestreo dado con y sin
coeficiente de confianza adicional y, ademas, distinguiremos entre los diferentes
tipos de afijacion de la muestra.

Tipo de error — . . Relativo y coeficiente | Relativo y coeficient e
) Relativo Relativo . o
Parametro . . L. de confianza adicional | de confianza adicional
proporcion al | varianza minima . . .
I proporcion al varianza minima
L L 2 . 1 7
ZWhai [ZWhahJ ZW,,O': [ZW,,O’,,)
Media hol_ =t . Aol
Xe? X2e? X2 2} X’/ 22
L L 2 L L 7
ZNhU: [ZN;.O'/.] ZN,,O': (ZN,,G’,,]
Total kel hel__ ksl i
NXZe? N2XZe? NX*e* 1 2 N2X?e? /22
L L 2 L L 7
ZWhPth [ZWM’PI'Q"] ZWhBrQh (ZWM}Pth]
Proporcion kel hel > R AL
i P P’ PR P/
L L 2 L . 2
2 NiRQ, [Z NM/Pth] SN RO, {z NM/—_P,,Q,,]
Total de clase A=l hel Aol Al 7
2.2 2p2.2 22 2 2p2.2 2
NP~e N-°Pe NP“e”/ A, N P%e" /A,

Vamos a resumir ahora las formulas del tamario de muestra estratificada
necesario para cometer un determinado error absoluto o relativo de muestreo
conocido de antemano con afijacion optima.
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Error— . Absoluto Relativo
Absoluto Relativo
Pardmetra Opti Opii Confianza Confianza
J plima prima adicional adicional
T T T T T T T T
QWo NCIQ .G | QWio, NG 0,8 | QoMo 1L Wa,C) | QWio, ICIQ MG
Media h=1 h=1 h=] — h=1 h=1 h=1 h=1 _ h=1
& X i X
i 2
L L L L 2 L L L L 2
(ZNhah /Jc_h)(zNhShCh) (ZNhUn /JC_‘h)(ZNhShCh) (ZNhUh /E)(ZNnUhCh) (ZNho'h /E)(ZN#’»C;.)
b= = b=l b= =1 et bt het
Total 2 T = T
2 z

Los tamafios de muestra en los casos de la estimacion de la proporcion y el
total de clase se calculan sustituyendo S, por:

Nh
N, -1

P,Q,

en las formulas del tamafio de la muestra para la estimacion de la media y el total
respectivamente.

MUESTREO ESTRATIFICADO CON UNIDADES
AUTORREPRESENTADAS

Ya se indicé al principio de este capitulo que se denominan unidades
autorrepresentadas aquellas que con certeza van a entrar en la muestra estratificada.
Cuando existen n; unidades autorrepresentadas formamos con ellas el estrato L-
ésimo, para el cual sera n; =N,, ya que al pertenecer todas sus unidades a la muestra,
su tamafio muestral coincidird con su tamafio poblacional.

En los restantes L-1 estratos realizamos muestreo aleatorio simple, siendo el
tamafio de muestra obtenido de ellos n’=n-n;=n-N;. Sean N’, X’y X' el ntimero de
unidades, el total y la media para el conjunto de estos L-1 estratos. Se cumple que:

Total poblacional= X = X'+X, = N'X'+X,

Media poblacional = Y=£= X+X, _N X'+X,
N N N

Los estimadores lineales insesgados para los parametros poblacionales en el
caso de muestras autorrepresentadas podran expresarse de la siguiente forma:

. L-1
X, =X+X, =) N,X,+X,(N'=N-N,)
h=1
L-1
2 NY'W,'%, + X

= X NX4+X, ;”” L . N,
Xa=_= = {th_

N N N N
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Veamos que estos estimadores son efectivamente insesgados para el total y la
media poblacionales respectivamente.

N “ L-1 L-1 _
E(X,)=EX")+X, = ZN,,E()?,,)+ X, = ZN,,X,, +X, =X+X, =X
h=1 h=1

E(;a)zE[&}w:
N

Las varianzas para estos estimadores insesgados seran:

V(X,)=V(X)+V(X,)=V(X")

~ /‘Af V/\A/ " vy 12 v n\2 _
iy =y VO VD _VOT) N V(X)z(ﬁ] -

N? N? N? N? N

V(X1) porque todas las unidades del estrato L-ésimo pertenecen a la muestra
estratificada, con lo que es imposible la extraccion aleatoria y el error cometido al
selccionar la muestra en dicho estrato es cero.

Se observa que las varianzas de los estimadores dependen solo de las
varianzas para los L-1 primeros estratos, con lo que el problema de célculo de
varianzas en muestreo estratificado con un estrato de unidades autorrepresentadas se
reduce al céalculo de varianzas relativas a los L-1 estratos restantes. Es decir, solo
contribuyen al error de muestreo los L-1 primeros estratos, y el estrato de unidades
autorrepresentadas no contribuye al error de muestreo.

EFICIENCIA DEL MUESTREO ESTRATIFICADO
AUTORREPRESENTADO. N, OPTIMO PARA n F1JO

Tratamos de comparar en cuanto a eficiencia el muestreo aleatorio
estratificado (caso 1) y el muestreo estratificado de unidades autorrepresentadas con
N; unidades fijas en el estrato L realizando muestreo aleatorio estratificado en los
otros L-1 estratos (caso 2).

Muestreo con reposicion y afijacion éptima

= 1¢ , A
VXD == W,o,) == L. 5 5
k= V(X,)<V(X,) e <ZeoN, <(1-——)n
VE)=LS o,y 22 S !
: n'45 P n' n-N,
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Por lo tanto, el muestreo estratificado con unidades autorrepresentadas es
mas preciso que el muestreo aleatorio estratificado para un tamafio de muestra » fijo,
cuando el nimero de unidades autorrepresentadas cumple la expresion anterior.

Muestreo con reposicion y afijacion proporcional

Los resultados son los mismos sustituyendo 4 y B por 4’ y B’ donde:
L L-1
A=Y W,0," B'=) W0,
h=1 h=1

POSTESTRATIFICACION

Cuando se manejan determinadas variables de estratificacion puede ocurrir
que no se conozca el estrato a que pertenece una unidad sino hasta después de
recoger los datos.

Ejemplos tipicos son las caracteristicas personales como la edad, el sexo, la
estatura, etc., y el nivel de educacion.

Los tamarios de los estratos N, se pueden obtener de manera bastante exacta
a partir de las estadisticas oficiales, pero las unidades se pueden clasificar en estratos
solamente después de conocer los datos de la muestra. Por lo tanto, puede suponerse
que los W,y los N, son conocidos.

Este método se utiliza cuando se desconocen a priori las unidades que
pertenecen a cada estrato. Obtenida la muestra, las unidades se asignan al estrato
correspondiente. Si los pesos de éstos son conocidos, se puede utilizar el estimador
insesgado:

L

- -

x'= E W,x,
h=1

cuya precision es similar a la obtenida con la afijacion proporcional, siempre que
todos los n, sean grandes; por ejemplo, superiores a 20 unidades. Si de los W, se
conocen solo las aproximaciones W', el estimador:

L
= _ (-
X'= E w' x,
h=1

sera sesgado y la cuantia del sesgo sera:
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E[x”] X= ZW' i W, Xh=i(W'hWh)')_(h

h=1 h=

La acuracidad vendra dada por el error medio cuadratico

2

EMC(x"]=) W i—" -1+ [Z(W'h -, ),\7,,}
h=1

h

L
El estimador del total es: X''= ZN’,, X, .

h=1

El método de postestratificacion puede aplicarse también a una muestra ya
estratificada por otro factor, por ejemplo, en cinco regiones geograficas a condicién
de que los W), se conozcan separadamente en cada region. Esta estratificacion doble
se utiliza mucho en las cuentas nacionales de Estados Unidos. Los errores se calculan
y estiman mediante:

—'H_Nn ' 'ZNn 12 (1_
V(") = T ZNS —NHZS(lf)

h=1

. —nd NN = n)<
v =SS st TS 53 - 1)
h=1 h=1

n

VA(EII) —

|2 N-n 2 (1_ £
VST >§10-1)

h=1

s os Neon . an N(N=n)
V(X")=—”hZN'h~S'i+%hZS'i (-14)
=1 =1

n

Para totales y proporciones cambiamos S? , por 3 h_pr , (1= P ,)y S por:

N,
N',-1

n (1=P)

El apostrofe indica siempre valor de postestratificacion.



CAPITULO 5 - MUESTREO ESTRATIFICADO 211

Ejercicio 1. Sea X la variable salario anual en millones de unidades monetarias. Al
medir la variable X sobre una poblacion de 870 personas se obtiene la siguiente
distribucion de frecuencias:

Valores de X 2 3 4 7 10 12 16 20 25 30 35 50 60 100

Frecuencias (n) 20 30 60 100 150 200 120 80 50 20 18 10 8 4

Con el objeto de establecer pautas para futuras encuestas de salarios se estratifica
la poblacion utilizando dos métodos diferentes de estratificacion. EI método 1
consiste en realizar 3 estratos segun los criterios dados por 2 <X <7, 10 <X <25,
30 <X <100. El método II consiste en realizar 3 estratos segun los criterios dados
por 2<X<10, 12<X <35, 50 <X <100. Se pide lo siguiente:

1°) Suponiendo muestreo con reposicion y para un tamaiio de muestra n=100,
realizar las afijaciones uniforme, proporcional y de minima varianza para los dos
métodos de estratificacion. Comentar los resultados. Elegir el mejor método de
estratificacion y su tipo de afijacion justificando la respuesta. Cuantificar la
ganancia en precision para el método y afijacion elegidos respecto del muestreo
aleatorio simple con reposicion.

2°) Responder a las mismas cuestiones del apartado anterior suponiendo muestreo sin
reposicion. Comentar los resultados compardndolos con los del apartado anterior.

3°) Para la misma muestra de tamario 100 realizar la afijacion éptima para los dos
métodos de estratificacion, siendo los costes por unidad en cada estrato los
siguientes: Cyy=1, C;;=16, C;;=25, C;;=4, C;;=9y C;,= 36, donde Cij=Coste
por unidad en el estrato i segun el método de estratificacion j. Considerar muestreo
sin reposicion y con reposicion y comparar los resultados. Para este tipo de
afijacion ;cudl es el mejor método de estratificacion? Razona la respuesta.

49 En una encuesta de salarios posterior ;qué tamario de muestra seria necesario para
conseguir un error de muestreo de 0,5 al estimar la media salarial sin reposicion y afijacion
de minima varianza ? (y si el muestreo es con reposicion? Comentar los resultados.

5°) En una encuesta de salarios posterior ;qué tamaiio de muestra seria necesario
para conseguir un error relativo de muestreo del 15% al 95% de coeficiente de
confianza (A,, =1,96) al estimar el total salarial con reposicion y afijacion
proporcional. ;Y si el muestreo es sin reposicion? Comentar los resultados.

Comenzaremos calculando los totales, medias, varianzas, desviaciones tipicas,
cuasivarianzas y cuasidesviaciones tipicas de X en los estratos definidos segun los dos
criterios de estratificaciacion. Para el trabajo sin reposicion necesitamos las
cuasivarianzas y cuasidesviaciones tipicas, y para el trabajo con reposicion necesitamos
las varianzas y las desviaciones tipicas de la variable X en los estratos.
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Para_ el primer criterio de estratificacion tenemos que S1;=1,9, $;,=4,56,
$3,=18,55, §%,,=3,62, §%,=20,84 y 5%3,=344,32. Ademas N,;=210, N;;=600 y N;,=60.
En cuanto a las varianzas y desviaciones tipicas estratales se observa que ¢;,=1,89,
03,=4,56, 03,=18,4, 1,=3,6, =20,81 y ¢/3=338,58.

Para la segunda opcién de estratificacion tenemos que S,=2,82, S»=6,11,
S3,=18,56, §%,=7,97, §%,=37,43 y §%3,=344,58. Ademas N,,=360, N,,=488 y N3,=22.
Vamos a calcular ahora las varianzas y desviaciones tipicas estratales. Por otro lado
012,82, 0=6,11, 03,=18,13, 0*=7,95, o*=37,35 y 0*,=328,92.

Vamos a realizar las afijaciones uniforme, proporcional y de minima
varianza para los dos métodos de estratificacion y a calcular la precision del
estimador de la media en dichas afijaciones suponiendo muestreo con reposicion.

La afijacion uniforme consiste en seleccionar en cada estrato el mismo
nimero de unidades para la muestra. Como hay tres estratos y la muestra es de
tamaiio 100 elegiremos 33 unidades en dos estratos y 34 en el otro en ambos métodos
de estratificacion. Pero en el segundo método nos encontramos con el problema de
que el estrato sdlo tiene 22 unidades, por lo que es imposible realizar la afijacion
uniforme. La varianza del estimador de la media mediante el primer método de
estratificacién y afijacion uniforme (n,,=33, n,=33, n3=34) sera:

V(x,)= iwﬁ, L ﬂz,_a_;, = N—'Z“’—'z'+ﬁ222¢a—zz'+ﬁi¢a—32' =0,3535

P ny S N my N myp N my  N° o,

La afijacion proporcional consiste en seleccionar de cada estrato un nimero
de elementos para la muestra proporcional al tamafio del estrato. Para el método 1 de
estratificacion tenemos:

100

ny, =%N” =24
L L n 100 100
n,,,=th,:>hZ=l:nh,=k;Nh|=>k=N—=ﬁ)-:> n21=%N2,§69
n N 100
ny, 2%1\731 =7

Se extraeran para la muestra 24 unidades del primer estrato, 69 del segundo y
7 del tercero. La varianza en este método 1 para afijacion proporcional sera:

N 1N 1 (N, , N N
Vm(xs,)=;hZ=;Wmen =;§,%Ufu =W[W”_U” +ﬁ°’§. +T;|—0-32|]=0’3856

Para el método 2 de estratificacion tenemos:

100 100 100
ny, =%N12 =41, n,y, =%N22 =56, Ny, = NJ-, =3
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Se extraeran para la muestra 41 unidades del primer estrato, 56 del segundo y
3 del tercero. La varianza en este método 2 para afijacion proporcional sera:

I 1N 1 (N N,, N
VPZ(xxt)=;;WhZaiZ =; Z ﬁaiz =W(T]20122 +_A}—-0'222 +%°’322]=0,3255

N,o,
L

Z N,o,
el

Para afijacion de minima varianza se utiliza la expresion n, =n-

Para el método 1 de estratificacion tenemos:

( N,
n,, =100- uu =9
Ny 0y, + Ny 0y + Ny 0y
N N
g =n-—2TH_ 1 =100 1721 = 65
ZN . Ny oy + Ny0,y + Ny 0y
=l e ne =100 Ny o3 =26
31 ’ =
N, o), + Ny 0y + Ny 0y

Se extraeran para la muestra 9 unidades del primer estrato, 65 del segundo y
26 del tercero. La varianza en este método 1 para afijacion de minima varianza sera:

2 2 2
_ 1{& 1{&N 1 [N N, N,
Vw<"s"=;[§’”'““] =;[Zﬁ"m) W[#"n*ﬁ"u*ﬁ"v} =02373

h=1

Para el método 2 de estratificacion tenemos:

ny, =100 AL =23
N;01; + Nyoy + Nyyoy,
R, =n #j"—z—:wnzz =100- N0 =68
N0, + Ny0Oy + Nyyos,
Ztho'hz
B 1y, =100- N0 =9

N,0, + N0y + N0y,

Se extraerdn para la muestra 23 unidades del primer estrato, 68 del segundo y
9 del tercero. La varianza en este método 2 para afijacion de minima varianza sera:

2 2 2
_ L 1f¢ 1{<&N, 1 (N, N,, N,
VMVz(’%;)zz[;m.zahzj =;[;.=|_AI; o'hz] =100 Wno'lz*'ﬁazz*’ﬁasz =0,2555
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Recopilando resultados se observa que en ambos procedimientos de
estratificacion la mejor afijacion es la de varianza minima, ya que tiene el menor
error de muestreo (menor varianza—>menor desviacidon tipica). El mejor
procedimiento de estratificacion es el 1, pues para afijacion con varianza minima (la
mejor en 1 y 2) tiene menor varianza que el procedimiento 2. Sin embargo, para
afijacion proporcional el mejor procedimiento de estratificacion es el 2.

Para cuantificar la ganancia en precision de la afijacion con minima varianza
con el procedimiento 1 de estratificaciéon (método y afijacion elegidos como mejores)
respecto del muestreo aleatorio simple con reposicion, calcularemos la varianza de la
media para este Gltimo método como sigue:

] & L 2

: ¥ (Xf‘% X]

vE=2-=——F= i SRELSSNRPS
n 100 100

Ya podemos cuantificar la ganancia en precision G = % =80%.

Para realizar todas las afijaciones sin reposicion observamos que en la
afijacion uniforme y en la proporcional no interviene el hecho de que el muestreo sea
con o sin reposicion, sin embargo las varianzas si cambian. La varianza para afijacion
uniforme sin reposicion en el método 1 de estratificacion (en el 2 no es posible la
afijacion uniforme) viene dada por:

S} Nz n, .S?
V()= ZWh,(l ST = D (=) =031

L
W k=l Ny ny

Las varianzas para afijacion proporcional en los métodos 1 y 2 son:

100
1——
-k&N, 870( N, N, N
VPl(xsz)‘ n ZWhlShl n ;T = 100 Al,l S|21 +— Szzl ]\3,] 532| =0,345
1 100
R B , 1-k&N, “870( N N, N
sz(xs:)=ThZ=I:thsh2 " ;T h2=W 7125122"'_]\2,_5222"'—]\3,_25322 =0,292

N,S,

ZNhSh
h=1

Para afijacién de minima varianza se utiliza la expresion n, = n-

Para el método 1 de estratificacion tenemos:
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n, =100- NuSy =9
. NSy + Ny Sy + Ny Sy,
n, = ~N"'—S"':> n, =100- NaiSa =65
" o NSy + Ny Sy + Ny, S5
ZNhIShI
n, =100- NSy =26
| a NySiy+ Ny Sy + Ny Sy,

Se extraeran para la muestra 9 unidades del primer estrato, 65 del segundo y
26 del tercero. Se observa que la afijacion coincide con la obtenida para con
reposicion (las varianzas y cuasivarianzas difieren poco). La varianza en este método
1 para afijacién de minima varianza sera:

2 2
_ 1{< 1 & 1{&N 1 &N
VMVl(xﬂ):;(;WmSMJ -ﬁ;WhlS:l =;[;#Sm] “WH’#S; =

2
N
1 N“ S” NZI Szl +N31 S3| 1 ]l S|2] NZ] S22] +_:_”_S32| =0,193
100{ N N 870 N N

Para el método 2 de estratificacion tenemos:

n, =100- NioSiy =23
. Ni3Si, + NSy + NyySy,
n,, =n-LN"¢=><n22 =100- NS =68
ZN S N3Si + NjpSy + Ny Sy
h=1 e n _ 100 i N32S32 ~ 9
32 = =
NS\, + NSy + N3y,

Se extraeran para la muestra 23 unidades del primer estrato, 68 del segundo y
9 del tercero. Vuelve a coincidir la afijacion sin reposicién con la afijcion con
reposicion. La varianza en este método 2 para afijacion de minima varianza sera:

2
IS R 1 &N
wz(xx,)=;[hz=lwhzsh2] ZWhZSZZ (; A;Z ShZ] "WZ ]:}2 S:z=

h=1

2
[ Nog Nog Nog | __L N" spaNagr Nogal o918
100\ N N 2Ty “370 AR

Recopilando resultados para muestreo sin reposicion se observa que en ambos
procedimientos de estratificacion la mejor afijacion es la de varianza minima, ya que
tiene el menor error de muestreo (menor varianza=>menor desviacion tipica). El mejor
procedimiento de estratificacion es el 1, pues para afijacion con varianza minima (la
mejor en 1 y 2) tiene menor varianza que el procedimiento 2. Sin embargo, para
afijacion proporcional el mejor procedimiento de estratificacion es el 2.
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Si comparamos estos resultados con los obtenidos con reposicion vemos que
todas las varianzas para todo tipo de afijaciones son menores en muestreo sin reposicion.

Para cuantificar la ganancia en precision de la afijaciéon con minima varianza
con el procedimiento 1 de estratificacion y muestreo sin reposicion (método y afijacion
elegidos como mejores) respecto del muestreo aleatorio simple sin reposicion,
calcularemos la varianza de la media para este ltimo método como sigue:

1 14 ] & 2
X;=—=) nX, | -n
m)870—1,z=( 870; ] _116,6

=——=1,166
870 100 100

Ya podemos cuantificar la ganancia en precisiéon G = W =83,5%.

V(f)=(1—f)57=(1-

Se observa que la ganancia en precisidn es superior para muestreo sin
reposicion.

A continuacion vamos a considerar afijacion optima en muestreo sin

NS /C
Z;Nhsh/ﬂ

Para el método 1 de estratificacion tenemos:

Mol i
N,,S,,/J—_+N,,SZ,/,/_+N3,S3,/‘/__31
e =i/ N,,,S,,,/\/_ "y NuuSy /JC 5
" ZNMSM/\/_ N,,S,,/\/_+N2,SZ,/‘/_+N;,SS,/\/_3|
NySy/{Cy .

N,,S”/,/_+N2,SZ,/,/_+N3,S3,/,/_ B

Se extraeran para la muestra 31 unidades del primer estrato, 52 del segundo y
17 del tercero. La varianza en este método 1 para afijacion Optima sera:

reposicion. Se utiliza la expresion n, =n-

n,, =100

ny,

_ 1< Lw,S 1 ¢
le(xx,)=;[;WmSm\/C_mJ Z# _W;WMS:I =

h=1

( [ N N
100[ o n  t— 2 SZI Czn + A],l SJ] Can]' N + +
c \lczl Vcn

L ﬂsﬁ, +ﬁl—'sjl +ﬁ’lsf, =0,2468
870\ N N N
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Para el método 2 de estratificacidon tenemos:

NSo/Ca -1
Nus,2 JNCiz + NS [Coy + NSy [Cy
ny =n———2 8 N“S“/ Ve = {ny, =100- NS/ NCa =63
Z NyuS/NC NS /Ciy + NSy /Coy + NS [Cr
N32S32/\/j

leSu Co +N22522/\/_+N32532/\/j

Se extraeran para la muestra 32 unidades del primer estrato, 63 del segundo y
5 del tercero. La varianza en este método 2 para afijacién 6ptima sera:

hny,

hy,

_ 1< Lw,S 1<
VMVZ(xsl)=;[;Wh2Sh2JE;J ZT%—::Q‘ _ﬁ;thsiz =

h=1

Nyg  Nug Mg
12 22 32

1[N N, N e || N N N
—(—N;ZSIZ sz +Tzszz sz +%Sn Csz]' + +

100 Jc_u

870
A continuaciéon vamos a considerar afijacion dptima en muestreo con

Nho'h/\/CT

reposicion. Se utiliza la expresion »n, =n-—

Z N,o, / VG,
h=1
Para el método 1 de estratificacion tenemos:

<100 Moo/ VG, =31
. Nl,a,,/JC_“+NZIO'Z,/\/C_Z,+N3,0'3,/ C,,
SALCLTE el N"'G“/ S Naou /o =52
ZNmo'm/\/T & NHO'”/\/C_”+N2,0'2|/\/C_2,+N3,0'3l/\/C_3131

ny, =100- NaSu NGy =17

| . N,lol,/f_+N2,021/n+N3IJ3I/J—_

Se extraeran para la muestra 31 unidades del primer estrato, 52 del segundo y
17 del tercero. Vemos que esta afijacion coincide con la de sin reposicion (las
varianzas y las cuasivarianzas son practicamene iguales). La varianza en este método
1 para afijacién 6ptima con reposicion sera:

: [N 287 + ]\1’;2 Sy +—2 N sz] 0,2405

Ay =n
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— (& W, o
Vi (X,,) =_(ZWM‘7M\) hl I nn ]
n\ b= J

1[N, N N,
ﬁ[’#alnlcn +— }: oGy +— 0'31\/ J

ﬁ ‘
&'

Para el método 2 de estratificacion tenemos:

n,, =100- leo'lz/n

-

=32
leo'lz/ C, +N220'22/ 2 +N20'32/\/_
n, =n hzahz/m n,, =100- szo'zz/\/; ~63

.ZNhZO-hZ/ﬂz— lealz/\/az_+N22‘722/\/§+N320'32/ c
=100- Niou/VCa
31

L leo'lz/ Cpn +N220'22/ 2 +N320'32/\/_ -

Se extraeran para la muestra 32 unidades del primer estrato, 63 del segundo y
5 del tercero. Vemos que esta afijacion coincide con la de sin reposicion (las
varianzas y las cuasivarianzas son practicamene iguales). La varianza en este método
2 para afijacion optima con reposicién sera:

L L
Vi (X)) = %(ZW,,ZO',,N/C_,'2 IZ ’;7%2 ] _
= = \C,,

'_"z_z_ Ny

03

O ==

=0,278

Recopilando resultados, para muestreo sin y con reposicion y afijacion optima, se
observa que el mejor procedimiento de estratificacion es el 2, ya que tiene el menor error de
muestreo (menor varianza—menor desviacion tipica). Todas las varianzas para esta
afijacion Optima son menores en muestreo sin reposicion que en muestreo con reposicion.

En una encuesta posterior podemos considerar los resultados de la encuesta
actual como valores producidos por una muestra piloto, y podran ser utilizados en el
calculo de tamafios muestrales para cometer errores prefijados.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para conseguir estimar la media
salarial con un error de muestreo igual a 0,5 con reposicién y afijacion de minima
varianza, se utilizaria el primer método de estratificacion, que era el mas preciso para
afijacion de minima varianza. La expresion que nos da el tamafio de muestra es:



CAPITULO 5 - MUESTREO ESTRATIFICADO 219

N 2 NN 2
W, o Mg
n=(hz=l hl hl] =(; N hl] =23’7:95
e’ e’ 0,52 B

Si el muestreo fuese sin reposicion el tamafio de muestra seria:

N 2 NN 2
[ZWMSMJ [Zﬁst
h=1 _ h=1

238
N - NN - =
e2+LZ:W,,,S,fl e2+L —nsk 0,294
N N3 N

Se observa que en muestreo sin reposicion es necesario un tamafio muestral
menor que en muestreo con reposicion para cometer el mismo error de muestreo.

Vamos a calcular ahora el tamafio de muestra necesario para conseguir un error
relativo de muestreo del 15% al 95% de confianza al estimar el total salarial con
reposicion. Para afijacion proporcional habiamos visto que el mejor método de
estratificacion era el segundo, con lo que plantearemos lo siguiente:

N< 2 2 % 2

N V(x.) ';ZNhZO.hZ /?'aNZNhZO-hZ
er, = OV (X,) = Ay ——=—= A, —=— Sn=—=
E*(X,) X X’e,

1,96% -870- 28325
= =28
12350%.0,152

Vamos ahora a calcular el mismo tamafio de muestra, pero considerando
muestreo sin reposicion. Tenemos:

N N N
V(/\A’ ) (7_1J2thsiz NZN,,ZS,fz
2 a2 st) a2 h=1 _ h=1
e, =4, EZ(/\A, ) =1, Iz =>n= e ~ ]
. 2"0' + NhZShZ
a h=1
- 12350%7(:). 12 582715’8 =28
ST+ 287158
1,96

Se observa que para cometer el mismo error relativo del 15% con un 95% de
confianza al estimar el total poblacional con afijacion proporcional, el tamafio muestral
necesario resulta ser semejante en los casos de sin reposicion y con reposicion.
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Ejercicio 2. Una poblacion de tamario 1.000 estd dividida en tres estratos para los
que se conocen los siguientes datos: oc;=4, 0,=12, 03=80, W;=0.6, W,=0.3 y
W;=0.1. Se pide:

1) Determinar el tamario de muestra que con afijacion proporcional da una
varianza del estimador de la media igual a 5, considerando muestreo con y sin
reposicion. Realizar las respectivas afijaciones proporcionales. ;Qué resultados se
obtendrian con afijacion de minima varianza? Realizar las respectivas afijaciones
de minima varianza. Comentar todos los resultados y compararios.

2) Determinar el tamaiio de muestra para afijacion optima con costes C1=1.000,
C2=1.200 y C3=2.000, considerando muestreo con y sin reposicion. Realizar las
respectivas afijaciones optimas. Comprobar que los resultados coinciden para
costes unitarios con los de afijacion de minima varianza.

Comenzamos recopilando los datos necesarios para el problema.

W,=0,6=N,/N=N,=600 612=16=(N,-1)S,*/N,=8,=6,02=>5,=4,003
W>=0,6=No/N=N>=300 05°=16=(N>-1)S,%/N,=>5,"=144,5=>5,=12,02
Wy=0,6=N3/N=N=300 05°=16=(N;-1)S5*/N3;=>5;’=6464,6=5;=80,4

Afijacion proporcional sin reposicion

=122

L
2y (1 1)< 28,
e’ = V(X) = (— _W)Z W,S; = n=—1""

n 1 & 5
b=l e +—DW,S;
N3

Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la afijacion como sigue:

” n, = kN, = 0,122 600 = 73
n, = kN, con k =%=11W6=0,122=> n, = kN, =0,122-300 = 37
ny = kN, =0,122-100 = 12

Afijacion proporcional con reposicion

L
ZWhUI?;

) 2 1S, -
e’ =V(X)=;ZW,,0',, —>n=21l ___~139

~

2
h=1 e
Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior. Ello es debido a que el muestreo con reposicion
es menos preciso que el muestreo sin reposicion. Una vez hallado el tamafio de
muestra realizamos la afijacion proporcional como sigue:
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136 n, = kN, = 0,139-600 = 83
2 =22 20,139 = {n, = kN, =0,139-300 = 42

n, =kN, con k =
" " 1000
ny =kN, =0,139-100 = 14

Afijacion de minima varianza sin reposicion

L 2
~ 1 L 2 1 L [ZW"S"]
e’ = V(X):-(thshj —WZW,,S; =n ="=‘1—L=35
" = e+ W,s?
N3

Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la afijacion de minima

varianza como sigue:

n, =35- ) =6
! N,S, +N,S, +N,S,
N
nh=n-"—S":> n, =35- oS, =9
ZL:N S N,S, +N,S, + N,S,
h=1 " n. =35- N,S, ~20
? N,S,+N,S, +N,S,

Afijacion de minima varianza con reposicion

e’ = V(/?) =l(ZL:Whah]2 =n =LZL:=‘W—MJ~ 40

3 =
n\ n e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior. Una vez hallado el tamafio de muestra

realizamos la afijacion de minima varianza como sigue:

n =35 Mo, =7
! N,o, + N,o, + Nyo,
N N
ny=n-—2 = dp =35 222 =10
ZN - N,o, + N,o0, + N0,
=l " n. =35 N,o, ~ 73
} N,o, + N,o, + N,0o, B
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Afijacién optima sin reposicion
r5)=¢ =2 S s, e | s |- 3ot =
[Z- S/EJ(ZWSEJ

Una vez hallado el tamaifio de muestra realizamos la afijacion 6ptima como

NS, 14,

NS/\/_+NS/‘/_+NS/\/——
n,=n—4——m——— NS/‘/_ n, =35- N,
" ZNS/J_ * NS/\/—+NS/\/—+NS/\/—

N,S,

35 =
NS, 1JC, + N,S,/{C, +N,S, /J_

35

sigue:

n, =35-

Afijacion optima con reposicion

V)= (ZW o/\en Zwah‘/g]
(Z/WJ(ZWJ

2
e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior. Una vez hallado el tamaiio de muestra
realizamos la afijacién dptima como sigue:

=40

40. NUI/J—_
Na,/J_+Naz/J—+No,/J—'

N,o,/4C, N,o,
n,=n-—————=4n, =40- =12
ZNhO'h/ /—Ch Nal/,/ +N¢j\;/,/ , +Nyo,/C,

h=1 0'3

=20

40- =
N,0,/,JC, + N,o,1\C, + Nyo,1,[C,

Si utilizamos costes unitarios los calculos son exactamente los mismos que
para la afijacion de minima varianza, luego los resultados también lo son.
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Se observa que tanto en muestreo con reposicion como sin reposicion la
afijacion que menos tamafio muestral necesita para cometer un determinado error de
muestreo es la afijacion de minima varianza, y en este caso también la dptima.

Ejercicio 3. Determinar el tamario n de la muestra estratificada que con afijacion
de minima varianza produzca la misma precision que una muestra aleatoria simple
(no estratificada) de tamaiio n’, para estimar la proporcion P de una cierta clase
en la poblacion. Suponer en ambos casos muestreo con reposicion y aplicar el
resultado a los datos de la tabla con n’=1000.

Estratos
1 I Jii§
Wh 0.2 0.3 0.5
Ph 0.5 0.6 0.4

- Realizar la afijacion y calcular el valor de la varianza minima

- Resolver el mismo problema para afijacion proporcional y comparar resultados.

Se trata de igualar la varianza del estimador de la proporcion en muestreo
estratificado con afijacion de minima varianza a la varianza del estimador de la
proporcion en el muestreo aleatorio simple en ambos casos con reposicion. Se tiene:

(ZS:W,,,/P,,(I—P,,)J-

- P1-P ~
VAS(P)"_'% Y Vs (P) =

Teniendo presente que P=>_W,,P,, se tiene el siguiente cuadro de datos:

Estratos W, P, 1-P, W, P, JP,(-P) w,P,(-P,)
0,5 0,1

7 02 05 05 0,10
)i 03 0,6 04 0,18 0,49 0,147
05 04 06 0,20 0,49 0,245
3 3
ZW,,P,,=48 ZW,, P,(1-P,) =0,492
h=1 h=1

Igualando las precisiones tenemos:

(S dmaT|

Pa-P) _ 45
n|

VAS(ﬁ):Verl'(i)): =

n
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3 2
'S w, JB,a-P
J(; Wh ”)] _1000(0.492)" _

n =
P1-P) 0,48(1-0,48)

Se obtiene un tamafio de muestra =970 en el muestreo estratificado con
afijacion de minima varianza, que es ligeramente inferior al tamafio necesario en
muestreo aleatorio simple »’=1000. Existe entonces una ganancia en precision por
utilizar muestreo estratificado, pero es pequefia.

Una vez conocido el tamafio n=970 de la muestra estratificada con afijacién
de minima varianza, vamos a realizar dicha afijacion:

n =970- WR(1-F) =200
! W,B(1-P)+W,P(1- P,)+ W,B(1- P)
141 1 242 2 343 3
m,=n M: ny, =970 Woh(-F) =289
ZWP(I—P) I'VIF:(I“R)"'PVZPZ(I“Pz)"'PVSI:’}(l—P})
N ny =970- WA~ B) = 481
’ W,R(1- R)+W,P,(1-P)+W,R(1-P) _

A continuacion se iguala la varianza del estimador de la proporcién en
muestreo estratificado con afijacion proporcional a la varianza del estimador de la
proporcion en el muestreo aleatorio simple en ambos casos con reposicion. Se tiene:

3
> w,P,(-P)
I/As(i))=P(—ln‘Pil Yy Vgp(P)= £t

Igualando las precisiones tenemos:

3
1-
Hhng%m P)
nl

VAS(P)zVSTP(ﬁ): 4

n

3
n'(ZWhPh(l_IJh)]
= _1000(0242) _ o0

P(1-P) 7 0,48(1-0,48)

Se obtiene un tamaiio de muestra #=970 en el muestreo estratificado con
afijacion proporcional, que es ligeramente inferior al tamafio necesario en muestreo
aleatorio simple n’=1000. Existe entonces una ganancia en precision por utilizar
muestreo estratificado, pero es pequefia. Observamos que este tamafio de muestra con
afijacion proporcional coincide con el tamafio de muestra para afijacién de minima
varianza, con lo que en este caso la precision de ambos tipos de afijacion es similar.
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Ejercicio 4. Supongamos conocidos los siguientes datos de una poblacion dividida
en tres estratos: Si° = 9, S;* = 225, Si* = 1600, N;=1000, N;=600, N;=200, C;=1000,
C>,=1200 y C5=2000. Se pide lo siguiente:

a) Determinar el coste de una muestra estratificada que proporciona un error
relativo de muestreo de 5% para estimar la media considerando afijaciones
proporcional, de minima varianza y dptima respectivamente. Se sabe que X =22y
que la funcion de coste es lineal. Comentar los resultados obtenidos para cada tipo
de afijacion y justificarlos.

b) Contestar a las mismas cuestiones del apartado anterior, pero con reposicion, y
comparar los resultados con los obtenidos en el apartado a). Justificar los
resultados y comprobar que la afijacion dptima y la de minima varianza coinciden
para costes unitarios.

Comenzamos recopilando los datos necesarios para el problema.

W,=N,/N=1000/1800=0,55 $’=9=85,=3 &y’= (N;-1) S,%/ N\=8,991
Wy=N,/N=600/1800=0,33 §,°=225=8,=15 05°= (N,-1) S;*/ N,=224,625
W;=N3/N=200/1800=0,11 $5*=1600=5:=40 03*= (N3-1) S3*/ N5=39,899

Afijacion proporcional sin reposicion
Como el error relativo de muestreo es del 5% tenemos:

C(X) U(X) ‘/@:e2=V(A%):>0052 @
227

. = V(,?) ~121
E(X) X X

Conocida la varianza ya podemos hallar el tamafio de muestra necesario para
cometer el error de muestreo definido por la misma.

L
2
2y (1 1) 2WS;
e’ =V(X) =(———j
n N

AT n=”=1'—le91
kel e’ +— Z w,S;
N h=1
Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la afijacion como sigue:
=kN, =0,1061-1000 = 106
=0,1061 = {n, —kN =0,1061-600 = 64

ny = kN, = 0,1061-200 = 21

n, = kN, con k== 191
N 1800

El coste total de muestreo con afijacion proporcional sera:

106*1000+64*1200+21*2000=224800
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Afijacion proporcional con reposicion

i Who'lf

-~ 1<
e2=V(X)=— Wol=osn="l =214

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior. Ello es debido a que el muestreo con reposicion
es menos preciso que el muestreo sin reposicion. Una vez hallado el tamafio de
muestra realizamos la afijacion proporcional con reposicién como sigue:

o4 n, =kN, =0,1188-1000 =119
n, = kN, con k=}—:’/—=18%=0,1188:> n, =kN, =0,1188-600 = 71
n, = kN, =0,1188-200 = 24

El coste total de muestreo sera 119*1000+71*1200+24*2000=252200, con
lo que tenemos un coste muestreo superior al caso de sin reposicion.

Afijacion de minima varianza sin reposicion

Se observa que se necesita un tamafio de muestra menor que en el caso de la
afijacion proporcional, resultado logico, ya que la afijacion de minima varianza es
mas precisa que la proporcional para el mismo error de muestreo. Una vez hallado el
tamafio de muestra realizamos la afijacion de minima varianza como sigue:

N
n =9 .NS 15, =14

1 I+N2S2+NJSB

N,S N,S

n,=n-—""1—=4n,=92. e =41

SN,S N,S, +N,S, + N,S,
h=1 " n.=92. N3S3 =37

} N,S,+N,S, + N,S,

El coste total de muestreo sera 14*1000+41*1200+37*2000=137200, con lo
que tenemos un coste muestreo inferior al caso de afijacion proporcional sin reposicion.
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Afijacion de minima varianza con reposicion

e _V( ) (ZWahJZ:n=MEIOZ

e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior, pero es inferior al necesario para afijacion

proporcional con reposicion. Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la
afijacion de minima varianza como sigue:

n =102 Ny, =15
N,o, + N,o, + N,o,
ny =Tl 100 AE = 46
N,o, + N,o, + Nyo,4
ZN o,
n, =102 Nyo; = 41
’ N,o, +N,o, + N;o,

El coste total de muestreo sera 15*1000+46*1200+41*2000=152200, con lo
que tenemos un coste muestreo inferior al caso de afijacion proporcional con reposicion
y superior al caso de afijacion de minima varianza con reposicion.

Afijacion optima sin reposicion

v(z n(ZW s /ﬁ}[imshﬁ}%gmfj

h=1

_(= R )

n= =93
2 2
ec+—> WS
N,,Z,: o

Una vez hallado el tamaifio de muestra realizamos la afijacién dptima como

o NS, 1T, -
=0 NS/J—+NS/J—+NS/J_'
NS/J— N,S,

n,=n——— =

=864 =
ZNS/\/_ NS/‘/_+NS/\/_+NS/,[—

N,S,

864
NS, 14C, + N,S, 14JC, + NS, 1C,

sigue:

=31
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El coste total de muestreo sera 17*1000+45*1200+31*2000=133000, con lo
que tenemos un coste muestreo inferior al caso de afijacion proporcional y de afijacion
de minima varianza sin reposicion.

Afijacion optima con reposicion

r(5)=¢ =2 S e [ Smee |-
h ah/@](mahﬁj

n= =104
e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error
que sin reposicion es ahora superior.

A continuacion realizamos la afijaciéon Optima con reposicion para la
estructura de costes definida en el problema.

104- Moy /G
n, = =
: N6, 1,JC, + N,6, /[C, + N,o,1[C,

ny =no 2T NT NG, n, =104- N,0, =51
ZNO';,/\/— Na,/\/—+Naz/\/_+N0'3/\/_
n, =104 N0

=3
No-l/‘/_+N0'2/\/_+N0'3,/_ >

El coste total de muestreo serd 18*1000+51*1200+35*2000=149000, con lo
que tenemos un coste muestreo inferior al caso de afijacion proporcional y de afijacion
de minima varianza con reposicion.

Si utilizamos costes unitarios los célculos son exactamente los mismos que
para la afijacion de minima varianza, tanto con reposicion como sin reposicion, luego
los resultados también lo son.

Se observa que tanto en muestreo con reposicion como sin reposicion la
afijacion que menos coste ocasiona para cometer un determinado error de muestreo
es la afijacion Optima para la estructura de costes dada, seguida de la afijacion de
minima varianza y de la afijacion proporcional.
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Ejercicio 5. Consideramos un proceso de muestreo estratificado con afijacion
optima en el que se define la funcion de coste total C de la siguiente forma:

L
C=cy+ Zch\/;l:
h=1

donde c, representa un coste fijo dado y los c, son también conocidos y
representan el coste unitario en el estrato h (h=1,2,...,L). Se pide:

1° Realizar la afijacion de minima varianza para un coste total C fijo al estimar la
media poblacional y hallar la expresion general que nos da la varianza minima.

2° Responder a las preguntas del apartado anterior considerando la extraccion de
una muestra estratificada de tamario 1.000 de una poblacion de tamario 10.000
con los datos que se dan a continuacion. Comparar los resultados con los que se
obtendrian para afijacion optima con funcion de coste lineal y cuantificar la
ganancia en precision. Comentar los resultados.

Estrato W S Ch
1 0,4 4 1
2 0,3 5 2
3 0,3 6 3

Minimizaremos la varianza del estimador de la media, con la restriccioén dada
por el coste total segin la funciéon de coste especificada, mediante el siguiente
problema de optimizacion de Lagrange:

LS ) ey S, S
min| » W7 1-—L | =Y w2y,
hZ=l: ’ ’7;.( N, z ’ n, hz=1: ’ N,

h=1

L
C, +Zch n, =C
h=1

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

¢(n,,,/1)=ZL:W,,’ Sic ZW,, +,1[c +Zch‘/ﬁ CJ
h=1 1 h=1

El paso siguiente es derivar la funcién lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:
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g s? c 2

= —pth —;2’ l h = 0 W4S4 WZsZ 3
an, n, 2Jn WypOn ) h

" AV wist_(AY_ 4 iy e
(h - 1,2" ‘ ‘,L) :> (_) _h (—) - _+ :> (_J N
2) n n 2 n 2 n

a L b N h b
—=Cy+ ) c,oJn, —C=0 k
i 0 ; nN

Aplicando las propiedades de las proporciones tenemos:

2 2 2
[W,fSiT E(W,,ZS;T (W:S:JS
Cc C (o4
R L e N

n L 2
’ D n, L(wls; )3
ald e

Ch

n

Ahora realizamos ya la afijacion para los datos de nuestro problema. Los
resultados que se obtienen son n,=467 n, =270 y n;=263. El valor de la varianza
minima resulta ser:

L SZ n SZ L SZ
MinV(fs,)=ZW,,2-n—"[ _ThJ ZWZ —ZW - —0 0236645
h

h=1 h h=1

Para afijacion optima con funcion de costes lineal tenemos:

104 WS VG 432
n =1 =
: ws, 1JC, +w,8,1,c, +Ww,s,1)cC,

n,=n _hSh NG =in, =104 W,S, =287
T P WS, 1C, +W,8,1C, +W,5,1C,
w,s,/\C
hz:l, hOh h WS

, =104

=281
WS, 14, +W,8, 1C, +W,5,1,JC,

El valor de la varianza minima resulta ser:

(= &2 S M : Si % SZ -
MinV (%)= W} == - ZW ——ZW =0,0228258
h=1

h h h=1

Resulta ligeramente mas precisa la afijacion 6ptima con funcién de coste
lineal. La ganancia en precision se cuantifica de la siguiente forma:

GP=(0,0236645-0,0228258)/0,0236645=0,0354413 = 3,54%
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Ejercicio 6. Se van a muestrear las familias de un pueblo para estimar la cantidad
promedio de bienes por familia que se pueden convertir en dinero efectivo
rdpidamente. Las familias se estratifican en un estrato de renta alta y otro de renta
baja. Se piensa que una casa en el estrato de renta alta tiene cerca de 9 veces mds
bienes que una casa en el estrato de renta baja, y se espera que S, sea proporcional
a la raiz cuadrada de la media del estrato. Se sabe que existen 4.000 familias en el
estrato de renta alta y 20.000 familias en el estrato de renta baja. Se pide:

a);Como se distribuiria de forma optima entre los dos estratos una muestra de
1.000 familias extraida de la poblacion?

¢) Si el objetivo es estimar la diferencia entre bienes por familia en ambos estratos
Jcomo debe distribuirse la muestra?

Sea X la cantidad de bienes por familia que se puede convertir en dinero en
efectivo. Como la poblacién esta dividida en dos estratos, el estrato de renta alta y el
estrato de renta baja, L=2, y ademds sabemos que n=1000, N,=4000 y N,=20000. Por

otra parte también son datos X, =9X, y S, « X, .

Llamamos a= X, y b= X,y escribimos la proporcionalidad como S, = kX,
(S, = kva y S, = k+/b ) para una constante de proporcionalidad k.

Para hacer la distribucion optima de la muestra entre los estratos es necesario
elegir el mejor tipo de afijacion. Realizaremos a continuacion las distintas afijaciones:

Afijacion uniforme

n=n,= 500

L 2
V() =Y W} .S_h[l -]’;—h] =0,000104938%a
h=1

h h

Afijacion proporcional

n =99 4600 =167
N 24000
=N 1000
n, = =299 50000 = 833
2 = 24000

~ L
V( X) - [l - ijz W,S2 = 0,000248456Ka
n N )&
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Afijacion de minima varianza

n, =1000- 4000k+/a =375
4000k+a + 20001(\/%
N,S,
n,=n——=""—= a
Z NS, 2000kJ;
n, =1000- = 625
4000ka + 2000k\/§

-~ 1 L 2 1 L 5
ViX|=—|Sws, | ——>w,S52=0,000186728 i
()=2(Sms. | -y ms :

Resulta que en este caso la mejor afijacion es la uniforme, porque es la que
presenta menor varianza, seguida de la afijacion de minima varianza y de la afijacion
proporcional. Por tanto, la muestra se distribuird entre los estratos tomando 500
unidades de cada uno.

Para distribuir la muestra al estimar la diferencia entre bienes por familia en
ambos estratos, estimamos X, -X, minimizando V(X,-X,). Resolvemos el

problema mediante el siguiente problema de optimizacioén de Lagrange:

S2 S2
min[(l—fl);‘—ﬂl—fz)n—z}
1 2

n, +n, =1000

Este problema se resuelve aplicando el método de los multiplicadores de
Lagrange, considerando la funcion lagrangiana siguiente:

2 2
¢(nl,n2,/1)=(l—i)s—‘+(l—n2 5 (m+n,—1000)="L 422 2L 22 + Am, +n, —1000)
N n 2 M non Nl Nz

El paso siguiente es derivar la funcion lagrangiana respecto de sus variables,
igualar a cero y eliminar el parametro A. Tenemos:

2 2

% S +A=0 A =S_12 nZsZ nzkza 9n2

anl nl n 1= i 12= 727 =—22
Sz 52 n'S, nk‘al9 n

_Qf?i +A=0 =>A= i b=

on, n; ny

o n, +n, =1000

L=+, -1000=0] +n, =1000
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9n2
= — . n, = 250
(1000 n, | { = (1000~ n, | =902 =1000-n, =3n, =
n, =750
n, =1000-n,

La muestra se distribuira entre los estratos tomando 750 unidades de un
estrato y 250 del otro.

Ejercicio 7. Al medir la variable X que representa las ganancias mensuales en
decenas de miles de pesetas sobre una poblacion de 500 asalariados se obtiene la
siguiente distribucion de frecuencias:

Valores de X 2 3 5 10 20 50 100 200

Frecuencias (n) 100 80 200 30 30 30 20 10

Con el objeto de establecer grupos homogéneos de ganancias se estratifica la
poblacion utilizando el criterio dado por 2 <X <10, 10 SX <100, 100 <X 5200.
Para una muestra de tamario 100 hallar las afijacion de minima varianza sin y con
reposicion para la estimacion de la ganancia mensual media y comparar
precisiones comentando los resultados.

Comenzaremos calculando los totales, medias, varianzas, desviaciones
tipicas, cuasivarianzas y cuasidesviaciones tipicas de X en los estratos definidos
segun el criterio de estratificaciacion. Para el trabajo sin reposicion necesitamos las
cuasivarianzas y cuasidesviaciones tipicas, y para el trabajo con reposicion
necesitamos las varianzas y las desviaciones tipicas de la variable X en los estratos.

Tenemos que S,=1,32, S,=17,1, S$;=47,95, §°=1,75, $%=292,13 y
§%,=2298.85. Ademas N,=380, N»=90 y N;=30. Para las varianzas y desviaciones
tcl;?icas estratales tenemos oi=1,32, ©=16,99, 3=47,14, ozl=1,74, 022=288,88 y

3=2222.22.

Afijacion de minima varianza sin reposicion

n, =100- M5, =15
N\S, +N,S, +N,S,
n,=n LN”—S”:> n, =100- NSy =44
SN, N,S, + N,S, + N,S,
CH n, =100- AELE = 4]
’ NS, +N,S, +N,S,

Se observa que el numero de unidades a seleccionar para la muestra en el
tercer estrato es superior al nimero de unidades de dicho estrato.




234 TECNICAS DE MUESTREO ESTADISTICO

Ante esta circunstancia seleccionamos para la muestra las 30 unidades del
tercer estrato, es decir, todas las unidades del tercer estrato van a ser
autorrepresentadas. Pero ahora las 70 unidades restantes de la muestra han de
repartirse mediante afijacion de minima varianza entre los dos primeros estratos.
Tendremos:

n =

NSy
N,S, NS, +N,S,

L
DNS,  |n = 70.— M52 g3
h=1 NISI+N252

n, =

Por lo tanto la nueva afijacion es n,=17, n,=53 y n;=30. Para hallar la varianza
del estimador de la media para esta afijacion sin reposicion hemos de tener en cuenta
que los estratos con sus unidades autorrepresentadas no intervienen en el calculo de las
varianzas. Como el tercer estrato no interviene en el valor de la varianza calculamos:

N N
w == 380 08085 W',=—%= 20 _ 0,1915
1 2
N' 470 N' 470

La varianza sera:

2
~ 1 2 1 2
v X)=— E w'S -—) W', S? =0,184064
( ”'[lmn ’ h] N'; ne

Afijacion de minima varianza con reposicion

Realizaremos la afijacién de minima varianza con reposicion como sigue:

n, =100- Vo, =15
N,o, + N,o, + N;0o,
N N
n,=n-—1t— 2Th — I, =100- 2% =44
ZN - N,o, + N,o, + N0,
h™~h
T N
e ny =100- 395 =41

N,o, + N,o, + N0,

Se observa que la afijacién coincide exactamente con la obtenida para
muestreo sin reposicion. Ahora el numero de unidades a seleccionar para la muestra
en el tercer estrato vuelve a ser superior al nimero de unidades de dicho estrato. Ante
esta circunstancia seleccionamos para la muestra las 30 unidades del tercer estrato, es
decir, todas las unidades del tercer estrato van a ser autorrepresentadas. Pero ahora
las 70 unidades restantes de la muestra han de repartirse mediante afijacion de
minima varianza con reposicion entre los dos primeros estratos. Tendremos:
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N
n=70—9 =17

n,=n —LNha" = N,a;v+ N2,
YN,  |m=70.—2%2 =53

o No, +N,0,

Por lo tanto la nueva afijacion es n,=17, n;=53 y n;=30. Para hallar la varianza
del estimador de la media para esta afijacion con reposicion hemos de tener en cuenta
que los estratos con sus unidades autorrepresentadas no intervienen en el célculo de las
varianzas. Como el tercer estrato no interviene en el valor de la varianza calculamos:

N
=380 _ge0ss w, = X220 o015
N' 470 N' 470

La varianza sera:
2\ 1(L g
V(X) = —[Z w', o’h] = %(0,8085 -1,32+0,1915- 16,99)2 =0,266705

Las afijaciones coinciden para muestreo con y sin reposicion, pero el
muestro sin reposicion resulta mas preciso, ya que tiene menor varianza.

Se observa que aunque haya estratos con todas sus unidades autorrepresentadas,
el muestreo sin reposicion sigue siendo mas preciso que el muestreo con reposicion.

Ejercicio 8. Una empresa de publicidad quiere estimar la proporcion de hogares en
un municipio donde se ve cierto programa televisivo. El municipio tiene en total
310 hogares y es dividido en tres estratos. Una muestra estratificada de n=40
hogares se selecciona con afijacion proporcional. Estimar la proporcion de
hogares en el municipio donde se ve el programa televisivo estimando los errores
absoluto y relativo cometidos. Datos:

. N°de hogares donde | -
Estratos | Tamarios muestrales P,
se ve el programa
1 n, =20 16 0.80
2 n, =8 2 0.25
3 n, =12 6 . 0,50

Dado que la seleccion de la muestra se realiza con afijacién proporcional se
tiene:
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N=mo 20 s
k0129
nh=thconk=l=ﬂ=o,129:><N2=n—2=Lz62
N 310 k0129
N =lio 12 g3
k0,129

Ya podemos estimar la proporcion de hogares en el municipio donde se ve el
programa televisivo de la siguiente forma:

A 155 93
P W, Nop 2155080482 025422 050=060 (60%
” hz,: = Z‘N " 7310 310 310 (60%)

Resulta que en el 60% de los hogares del municipio se ve el programa
televisivo.

Para calcular el error absoluto de esta estimacion hallamos la estimacion de
la varianza del estimador de la proporcion. Se tiene:

o N}~ & NE_ nm, B(-B)
(P =2 5V(B) =2 ~E(-¢ )—_1—_0,0045
h=1 h=1

, RPN 77> /0,004
El error relativo seria Cv(P,) = —(L) -100 = ¥0.0045 100=11,18%



CAPITULO 6

MUESTREOQO SISTEMATICO

DEFINICION Y ESPECIF ICACIONES
DEL MUESTREO SISTEMATICO

Consideramos una poblacion de tamafio N y agrupamos sus elementos en »
zonas de tamafio k (N=nk). Para extraer una muestra de tamafio » se elige al azar una
unidad en la primera zona, y para seleccionar las »n-1 unidades restantes para la
muestra se toma en cada zona la unidad que ocupa el mismo lugar dentro de su zona
que el que ocupaba la primera unidad seleccionada dentro de la primera zona. Por
ejemplo, si la unidad seleccionada para la muestra al azar en la primera zona es la
tercera, se elegiran las n-1 unidades restantes para la muestra tomando la tercera
unidad de cada zona. Las muestras sistematicas asi obtenidas suelen denominarse
muestras 1 en k.

Inicialmente podemos considerar las N=rk unidades de la poblacion clasificadas
en n zonas (filas) de tamaiio k (tabla de dimensiones (#,k)) de la forma siguiente:

ANl 1 2 3 e ek
Uouy uy uy - My oy,
2 Uy Uy Uy e Uy Uy,
o uy Uy Uy Uy Uy
n Uy Uy Uys u,,j vt Uy

Una vez clasificadas las unidades de la poblacion en n zonas o filas de
tamafio &, las numeramos de izquierda a derecha empezando por la primera unidad de
la primera fila y pasando a la primera unidad de la siguiente fila una vez que se haya
agotado la fila anterior.
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Una vez numeradas las N=nk unidades podemos expresarlas de la siguiente

forma:
i\ j 1 2 3 j k
1 u, u, Uy v uj e UL
Ups Upir Upss e Ui T Upg
3 | Uypa Usisar LT s Uy Uk
o UGpkar Yiopke2 Uik 770 Uaangks; 770 Yicksk
P U g Ynoks2 Ymetges 7 Ugmge; 7 Umokes
[
Uy

Tal y como hemos definido el método de seleccidn sistematica, comenzamos
seleccionando una unidad en la primera zona por muestreo aleatorio simple (con
probabilidad 1/k). Si esta primera unidad es la X}, del resto de las zonas elegimos las
unidades que ocupan el lugar j. Al hacer variar j desde 1 hasta k se obtienen las
posibles muestras sistematicas. Por lo tanto las posibles muestras sistematicas seran
todas las columnas de la tabla anterior.

Con estas especificaciones el espacio muestral estd formado por las
siguientes & muestras posibles:

Todas las muestras tendran probabilidades iguales a la probabilidad de
seleccion aleatoria simple de su primera unidad en la primera zona, es decir, todas las
muestras tendran probabilidad 1/k = n/(kN) = n/N. Ademas, dado que es imposible
que una unidad de la poblacioén aparezca mas de una vez en una muestra, el muestreo
sistematico es un muestreo sin reposicion.

Existen algunas variedades en la forma de seleccion de una muestra
sistematica. A veces se utiliza un muestreo mas rigido que suele llamarse muestreo
estrictamente sistemdtico, y que consiste en seleccionar para la muestra las unidades
que ocupan el punto medio de cada zona de k elementos consecutivos (de cada fila).
Este disefio fue propuesto por Madow con el nombre de muestreo sistemdtico
centrado. Aunque el resultado no suele diferir mucho del que se obtendria utilizando
un origen aleatorio, debe tenerse en cuenta que el muestreo deja de ser probabilistico
para convertirse en intencional.
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Otra modalidad del muestreo sistematico para lograr aun mayor facilidad en
la seleccion consiste en sustituir el recuento por una medicion. Asi podria hacerse
para seleccionar fichas u hojas de papel superpuestas en numero elevado, utilizando
una cinta métrica y tomando como intervalo de muestreo una cierta distancia, por
ejemplo, medio decimetro, después de elegir aleatoriamente el origen expresado en
milimetros entre 1 y 50. El diferente grosor de las hojas puede originar algin error,
pero se facilita mucho la seleccion.

VENTAJAS E INCONVENIENTES EN EL MUESTREO
SISTEMATICO

Como todos los métodos de seleccién de muestras, la seleccidon sistematica
presenta ciertos pros y contras. Comenzaremos comentando las ventajas mas importantes.

En muestreo sistematico, a diferencia de lo que puede ocurrir en el muestreo
aleatorio y dada la forma de repartir la muestra por toda la poblacion, ningun posible
grupo grande de elementos de la poblacion con propiedades similares queda sin
representacion. En consecuencia, si los elementos numerados en el orden en que
aparecen en la poblacion tienden a formar grupos o zonas de elementos parecidos
respecto de la caracteristica que se estudia, el muestreo sistematico puede ser mas
representativo que el muestreo aleatorio simple.

En el muestreo sistematico puede considerarse cada zona de k elementos
consecutivos a partir del primero como un estrato, es decir, se puede dividir la poblacién
en n estratos constituidos cada uno de ellos por una fila de la tabla anterior en la que
hemos representado los elementos de la poblacion numerados consecutivamente. Existe
entonces un efecto que podemos llamar de extension o estratificacion. Obtener una
muestra sistermnatica seria entonces equivalente a obtener una muestra estratificada con
una unidad por estrato. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que en el muestreo
estratificado aleatorio la seleccion se efectia independientemente en cada estrato,
mientras que en el muestreo sistematico todos los elementos seleccionados ocupan el
mismo lugar o numero de orden dentro de cada zona de k elementos, con la que no hay
aleatoriedad de seleccion. Ademas en el muestreo estratificado los estratos han de ser
homogéneos dentro de si y heterogéneos entre ellos, con lo que seria conveniente que las
n zonas sistematicas de k elementos cada una sean lo mas homogéneas posible dentro de
ellas y heterogéneas entre ellas.

El efecto anterior sera beneficioso para la representatividad de la muestra
cuando haya rachas o estratos sucesivos constituidos por elementos iguales o
parecidos entre si. Por el contrario, si en la ordenacion de elementos poblacionales
existe cierta periodicidad y k es igual al periodo o multiplo de éste, la represen-
tatividad disminuye.
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También puede considerarse el muestreo sistematico como un caso particular
del muestreo de conglomerados considerando como un conglomerado cada columna
de la tabla presentada anteriormente que representa los elementos de la poblacion
numerados consecutivamente. De esta forma, seleccionar la muestra sistematica seria
equivalente a seleccionar una muestra por conglomerados de tamafio uno, ya que
cada columna de la tabla que resume los elementos de la poblacion numerados es una
muestra sistematica posible. En este caso es conveniente que cada columna forme un
grupo de unidades lo mas heterogéneas posibles y con propiedades similares a las de
toda la poblacion, de tal forma que una unica columna (conglomerado) puede
representar bien a toda la poblacion. Son deseables columnas con heterogeneidad
dentro de ellas y homogeneidad entre ellas.

Este procedimiento de muestreo tiene la ventaja de la gran rapidez y
facilidad de seleccion de la muestra asi como la facilidad de los calculos algebraicos
para obtener los estimadores lineales insesgados. Sin embargo se presenta un
problema tedrico fuerte a la hora de realizar estimaciones de varianzas.

Si la disposicion de los elementos en la poblacion es aleatoria, la seleccion
sistematica equivale a un muestreo aleatorio simple. Sin embargo, no siempre es
posible cerciorarse de dicha aleatoriedad para ver si es licito admitir tal equivalencia.
En la practica, una ordenacion alfabética de las unidades poblacionales puede resultar
conveniente para conseguir aleatoriedad, pero es recomendable observar de
antemano si existe alguna posible relacion entre las letras iniciales y las
caracteristicas en estudio (por ejemplo, en el caso de nomenclatura geografica,
apellidos extranjeros, etc). También en la practica, cuando se trata de proceder a la
seleccion sistematica de bloques, manzanas o edificios, suele ser conveniente la
numeracion “serpentina” de los mismos, que consiste en poner a cada uno un nimero
empezando de izquierda a derecha hasta agotar un fila o alineacion de los mismos en
el plano, continuando después de derecha a izquierda en la fila contigua inferior o
superior, recorriendo asi en sentidos opuestos todo el plano o conjunto de bloques.

La variabilidad de las muestras sistematicas suele ser mucho menor que la de
las muestras aleatorias simples y menor, incluso, que en las estratificadas.

Podriamos resumir las ventajas e inconvenientes del muestreo sistematico de
la forma siguiente:

Ventajas:

Extiende la muestra a toda poblacion
Recoge el posible efecto de estratificacion debido al orden en que figuran las
unidades de la poblacion

e Permite la consideracion de conglomerados en la poblacion

e Es facil de aplicar y comprobar
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No presenta problemas de calculo algebraico
No precisa distincion entre reposicion y no reposicion

e Si la disposicion de los elementos en la poblacion es aleatoria, la seleccion
sistematica equivale a un muestreo aleatorio simple

e El error de muestreo suele ser inferior que en muestreo aleatorio simple o incluso
que en estratificado.

Inconvenientes:

La posibilidad de aumento de la varianza si existe periodicidad en la poblacion
El problema teérico que se presenta en la estimacion de varianzas

e No hay independencia en la seleccién de unidades en las distintas zonas, ya que la
unidades extraidas en cada zona dependen de la seleccionada en la primera zona

o En general solo hay seleccion aleatoria para la primera unidad de la muestra

ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS

Dado que el muestreo sistematico es sin reposicion utilizaremos el estimador
lineal insesgado de Horwitz y Thompson, que de forma general asegura que:

A " Y.
0HT=Z_’

i1 7T

N
es un estimador lineal insesgado del parametro poblacional & = Z Y,.

i=l

Como en muestreo sistematico se dividen las N=nk unidades de la poblacion

en »n zonas de k unidades cada una, y ademads la probabilidad w; de seleccion de un
elemento poblacional cualquiera para la muestra sera igual a la probabilidad de que
resulte elegida la zona que lo contiene, esto es, 7; = 1/k = n/(nk) = n/N, podemos
expresar la forma general del estimador de Horwitz y Thompson de la forma siguiente:

El estimador:

n k
es un estimador lineal insesgado del parametro poblacional 8 = ZZ Y.
i=l j=

Su aplicacion a las estimaciones del total, media, proporcion y total de clase
poblacionales deriva en los siguientes estimadores:
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Total > =X =Y, =X, = X = ZZ —ilf Z

ioj=1 _ =l , n'ig

k v
X -~ n_ 1 ’E l n _
Media— 6 = X:>Y ——:>X=ZZ—=— X; =%
N P 1 ng
nk k
4
Proporcion— 6 = P =Y, ——:>P ZZ lZA:J‘:é

ljl__

Totaldeclase— 0= A=Y, = 4, = A= 224 —ZkA, N— 24 NP,

ljl_

k

Se observa que un estimador lineal insesgado para la media poblacional es la
media de la muestra sistematica, para la proporcién poblacional es la proporcion
de la muestra sistematica, para el total poblacional es N veces el total de la muestra
sistematica y para el total de clase es N veces el total de clase muestral.

VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES

Antes de hallar las expresiones de las varianzas para los estimadores
insesgados de los parametros poblacionales, vamos a realizar la siguiente
descomposicion de la suma de cuadrados para el analisis de la varianza poblacional:

)IPI LTS AN 30 3] ORI - o S PR 0 ol O e

i=l j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

—_
Variacion total

+2ii(X,j—ijfj—/\_’)= Z":Zk:(Xv'fj)z"'izk:(ff“’\—,)z

i=l j=1 i=1 j=1 i=l j=1

0 Variacion dentro  Variacion entre
demuestras muestras

Los productos cruzados son cero porque:
n_k

Z":Zk:(xu "fjxfj - ) Z( X-x] ‘”7;/?):

i=l j=1 i=l j=1

n

i=1 j=1

k n k
MIED X, = XD X, —n¥] +nX, X |= )| nX; —n¥, X —nX. +nX, X |=0
j=1

=1 i=1 izl =
g — — ! 0

II.XI- n.xl
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Si definimos la cuasivarianza entre las & muestras posibles, o cuasivarianza
intermuestral como:

1 n__k 2
§% == 22 (%, - X)
b.
s k - 1 i j /
y la cuasivarianza dentro de las muestras o cuasivarianza intramuestral como:

sy S3lx, 5]

la descomposicion de la suma de cuadrados para el andlisis de la varianza
poblacional permite escribir lo siguiente:

30, -F) =SS, -5 f+ S -7 =

i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

(N-DS? (N-D)S2, (*-D)s2
(N-1S* =(N-k)S%, +(k-1)S;,

La tabla del analisis de la varianza poblacional puede escribise como sigue:

L Gradosde Cuadrados
Fuente devariacion Sumasdecuadrados
libertad medios

n_k

Entremuestas k-1 Z Z ()7 —X )z SZ
i
n_ k

Dentrodemuestras N -k Z Z (X G~ Ej)z S2
i
nk

Total k-1+(N-B=N-1| YY(x,-X) s?
i

Segun esta nomenclatura podemos expresar las varianzas de los estimadores
de la forma siguiente:

2

A~ 1 k _2 1 n k _2
V(X)=V(5‘-f)=E x; - E(x) '_';Z(_j‘x) =_ZZ(~1'X) =
— I nk < I
X
1 k—-18; 1S n\S; S? S;
S (k-DS2 = —Ibs | oS o | o s (1 )
nk( S5 k n [k)n [nk)n (N)n (lf)n
S

V(X)=V(NE,)= NV (E) = N*(1- ~f)E
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vp)y=v(p )=

30,4 - L3304 -3

h-l—-

v(i)=v(ne )= Nv(B)= N

>¢-|—-

5(6,-) -wE 305 -7

Se observa que las varianzas de los estimadores son mayores cuanto mayor
sea la cuasivarianza intermuestral S . Por lo tanto conviene que la variacion entre

muestras sea lo mas pequefia posible, es decir, que haya homogeneidad entre las
muestras y que todas las posibles muestras sean lo mas parecidas entre si.

Hemos obtenido expresiones para la varianza de los estimadores dependientes
de la cuasivarianza intermuestral y comprobado que la varianza es menor cuanto menor
es la variabilidad entre muestras. Vamos ahora a obtener expresiones para las varianzas
de los estimadores a partir de la cuasivarianza intramuestral.

Aplicando la igualdad (N -1)S* = (N —k)S2, +(k-1)S;, tenemos:

———

Z o= Sy (k=DSE (N-1)S*—(N-K)S:
VX =Vx< =1— l: b“: ws _
X =g, )=(1- /)7 = 5= .
=N‘1S2_N-ksis=N—ISz_nk—ijx= _le.s

N N N n

2 2
N2 V-DS N<N 3w _ NN -1)5? - NN -R)S?,

. e
VD) =VMg, )= NVE) =
Se observa que las varianzas de los estimadores son menores cuanto mayor
sea la cuasivarianza intramuestral S? . Por lo tanto conviene que la variacion dentro

de muestras sea lo mas grande posible, es decir, que haya heterogeneidad dentro de
muestras.

Para ver la expresion de la varianza para el total y la proporcion calculamos
2 - .
el valor de S en funcion de proporciones. Tenemos:
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R - R 1 & - -
— S\ nP-2nP? +nP? |=——S nP.(1-P) =
N-k&| /L 1 N—k; =P, -k%

-
nP;

Ya podemos calcular ahora las varianzas de los estimadores de la proporcion
y el total de clase.

k

nol M S pa-By=po
n N-k

NZK 7
nk—k=k(n-1)

Vp)=ot -2l =
n

k A A
2 2P9)

>¢-|~—-

V(A)=V(NP)= N*V(P)= NZ(pQ %i ]

J

COMPARACION ENTRE EL MUESTREO SISTEMATICO
Y EL MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Se trata de analizar cuando es util usar el muestreo sistematico en lugar del
muestreo aleatorio simple. A continuacion se demuestra que cuando la cuasivarianza

intramuestral S2, supera a la cuasivarianza poblacional S* el muestreo sistematico
mejora en precision al aleatorio simple.

S, >8' =5, =5+ 4 :>V(x)_Ts2 Nk 4)-

N-1 N-k N-—k S? pm;vo
- A AT (=) 4w, (3
( TR ) A=) A <V

A — -
-1 K- nk—-k _n-1 positivo
Kokl (1) skl Y (X)
N K n k)n i n

posmvo

Luego podemos decir que el muestreo sistematico es mas preciso que el
aleatorio simple cuando la variabilidad dentro de muestras es superior a la
variabilidad dentro de las unidades de la poblacion.
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La precision del muestreo sistematico y del aleatorio simple coinciden
cuando S’ =S% es decir, cuando la variabilidad dentro de muestras es similar a la
variabilidad dentro de las unidades de la poblacién, y esto se da cuando la
disposicion de los elementos en la poblacion es aleatoria. Esta disposicion aleatoria
de los elementos de la poblacion puede conseguirse simplemente numerandolos
aleatoriamente antes de realizar las zonas sistematicas para la seleccion de la muestra.

COEFICIENTE DE CORRELACION INTRAMUESTRAL

Consideramos la variable X en estudio medida sobre los elementos de la
muestra sistematica j-ésima. Tendremos (’fj)= {X X o X M,,_,)k}, cuyos valores
corresponden a la columna j-esima del cuadro 2 (que presenta los valores de la
variable X medidos sobre todas las unidades de la poblacion ya numeradas).
Consideremos el par de valores de esta columna (muestra j-ésima) relativos a las filas
iy z con i<z, es decir, el par de valores de la columna j relativos a los elementos (i,j)
y (z) de la tabla. A estos valores que ocupan los lugares i y z de la columna j en el
cuadro 2, le corresponden los valores X; y X;; del cuadro 1 (que presenta los valores
de la variable X medidos sobre todas las unidades de la poblacion antes de su
numeracion).

Ajl 12 3 J k Ajlo 1 2 3 J k
LX, X, X; - Xy X 11X X, X X X
2 sz Xz: Xza X‘ kej

. jo Xy 2 | X X Xens X

e VA X i Xi—lynl /Ki—l)kd &i—Ww} A(i_,,(,, /“i—ll#(

.z Xy Xy Xy oo X, Xy L . SV SV, SV Xioios KXok
n X Ko Xy oo Xy Ko P Ko Koz Xows . Xy 7 Kotk
Cuadro 1 Cuadro 2

En cada muestra (¥ j) hay (;J pares distintos de valores (X, X)) i,.z=1,...,n.

Si consideramos las k muestras sistematicas posibles (j=1,...,k) habra:

n
k-
4
pares distintos posibles de valores dentro de todas las muestras de la poblacion. El

coeficiente de correlacion lineal entre todos estos pares de valores se denomina
coeficiente de correlacion intramuestral.
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Tal y como esta definido, el coeficiente de correlacidn intramuestral mide la
interrelacion entre las unidades dentro de las muestras. Logicamente esta interrelacion
debe de ser lo mas pequeiia posible, ya que en el muestreo sistemadtico interesa la
heterogeneidad intramuestral con la finalidad de que una unica muestra sistematica
represente lo mejor posible a toda la poblacion. Para que una muestra sistemética aspire
a ser fiel espejo de toda la poblacion ha de ser heterogénea y la interrelacién entre sus
unidades ha de ser baja. Por lo tanto, inicialmente parece 16gico que interesen valores
muy pequeiios del coeficiente de correlacion intramuestral.

El coeficiente de correlacion intramuestral podria expresarse como sigue:

CouX;, X)) E(X,-EX))X,;-EX,) 2
P o otx,) = - 7
2ZZ(X,.].—X’XX:].—X’) 1 & 2
__Ji= T donde &” =— JZ‘Z(XU -X ) = varianzapoblaciond

Expresion de la varianza en funcion del coeficiente de
correlacion intramuestral

Se podrd expresar la varianza del estimador de la media en funcién del
coeficiente de correlacion intramuestral de la forma siguiente:

x| —

vz, )- Z( —)z_i[ $x, ﬁ}zzii[@xr%iy]zz

i n NN

53 L5 (LI SR) 5 AR 3 SR

o j i<z

No? N(n—l)o‘zp
] N-1§

[1+(" e

Segun esta expresion de la varianza en funcién del coeficiente de correlacion
intramuestral se observa lo siguiente:
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e La precisiéon maxima, que evidentemente se da cuando el error de muestreo es cero
(M(x;)=0), se produce si (n-1)p, = -1, luego se puede asegurar que PRECISION

MAXIMA & (¥,) =0 < p, =—L1
n—
e La precision minima, que evidentemente se da cuando la varianza es maxima, se
produce si p, =1 (valor maximo de p, que sera el que efectivamente hace maxima
V(X ;)), luego se puede asegurar que PRECISION MINIMA < p~1.

0,2

e Por otra parte si p,=0 = (X ; ) =—, con lo que el muestreo sistematico coincide
n
en precision con el muestreo aleatorio simple con reposicion.

Hemos visto que la precision del muestreo sistematico puede analizarse en
funcion del coeficiente de correlacion intramuestral, de tal modo que la precision
maxima se produce cuando p, = -1/(n-1) y la minima para p, = 0, igualdndose la
precision del muestreo sistemdtico con la del muestreo aleatorio simple para p,= 0. De
esta forma, para valores de p,entre -1/(n-1) y 0 el muestreo sistematico es mas preciso
que el aleatorio simple, y para para valores de p,entre 0 y 1 el muestreo sistematico es
menos preciso que el aleatorio simple. Por lo tanto, en cuanto a precision, convienen
valores negativos del coeficiente de correlacion intramuestral p,,

RELACION ENTRE MUESTREO SISTEMATICO
Y MUESTREO ESTRATIFICADO

En el muestreo sistematico puede considerarse cada zona de k& elementos
consecutivos a partir del primero como un estrato, es decir, se puede dividir la
poblacion en n estratos constituidos cada uno de ellos por una fila de la tabla del cuadro
2 en la que hemos representado los elementos de la poblaciéon numerados
consecutivamente. Obtener una muestra sistematica seria entonces equivalente a
obtener una muestra estratificada con una unidad por estrato. Debe tenerse en cuenta,
sin embargo, que en el muestreo estratificado aleatorio la seleccion se efectua
independientemente en cada estrato, mientras que en el muestreo sistematico todos los
elementos seleccionados ocupan el mismo lugar o numero de orden dentro de cada
zona de k elementos, con la que no hay aleatoriedad de seleccion. Ademas en el
muestreo estratificado los estratos han de ser homogéneos dentro de si y heterogéneos
entre ellos, con lo que seria conveniente que las » zonas sistemadticas de & elementos
cada una sean lo mas homogeéneas posible dentro de ellas y heterogéneas entre ellas.

Considerando cada una de las » zonas (filas) como un estrato de & unidades,
tenemos dividida la poblacion en » estratos de & unidades cada uno, de modo que la
muestra sistematica consta de una unidad por estrato que de forma general no es
elegida aleatoriamente dentro del mismo. Esta clasificacion de los elementos de la
poblacion en # filas de k unidades cada una origina la siguiente tabla del andlisis de la
varianza para la poblacion:
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Fuente devariacion Gf'adosde Sumasdecuadrados Cuadrc'idos
libertad medios
n_k
Entreestratos n-1 z z (/—Y- i~ X )2 S l:u
i
Dentrodeestratos N-n z”: Zk: (X i X )2 S
i J
Total e -m=N-1| Y3 (x,-%,) | s
i
Se tiene:
3 CTEE I 35 S ARSI S 4 I I NC IS 0 3 o i
i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

Variacion total

n

23 Y (X, -F)F -X)-2 2 (x, -F )+ 3 Y (F,- %)

=t ! i=1 j=1 i=1 j=1
0 Variacion dentro Variacion entre
de estratos estratos

Los productos cruzados son cero porque:

J
n kK _k _ _ k _ _ _ _
XD X;-XY X, —nX} +nX,X |=> | nX! -nX X —nX] +nX,X |=0

Si definimos la cuasivarianza entre las » estratos posibles, o cuasivarianza
interestratal como:

1 n k., _2
Slf.\‘l =n—_:TZZ(X' _X)
i

y la cuasivarianza dentro de los estratos o cuasivarianza intraestratal como:

st -— 3 (x, - )
wst N—n - ~ ij i

la descomposicion de la suma de cuadrados para el analisis de la varianza
poblacional permite escribir lo siguiente:
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ST, X =33, X f+3Y(E %) =

i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

(N-1)S? (N-m)S, (n-DS;,

(N-1S*=(N-n)S2, +(n-1S;,

Una vez dividida la poblacién en » estratos (zonas o filas) de &k unidades cada
uno, podemos representarla, una vez numerados sus elementos y medida la variable
en estudio X sobre ellos, mediante el cuadro 2, que se habia presentado ya al
principio del capitulo, y que en esencia es el siguiente:

1 J k
1 X, x; Xy
2 xl+k xj+l¢ xk+k
PooXpGaw Xk Xre(icik

X e

X1 (=1 )k Xjs(n-th  Xk+(n-1 )k

Como una muestra sistematica (columna) equivale a la estratificada con una
unidad por estrato, podemos utilizar las fdrmulas de estimaciones y sus errores del
muestreo estratificado en el muestreo sistematico. Tenemos:

. N k1 1
h'_";th=Xij;nh=ni=l;Wh=Wh'=n_k=;=Wi;fh =f,-=;
7, - L3 _lkX_ LS x ]iX'X
X, = X . =X — 5 = = = —
’ N, &= & ' k; e n, = Y n; G5 K ' l;l !
-~ _ L _ 1< 1< _ Si2
X, =%, =Y W5 ==3%==0X,=%VF)=|1- A |2==r(x,)
1
_ L i n g f— L Siz 1 1\ R
V(xs:)=ZWh V(xh)=zW: V(xi)zzn_z(l_f:)‘n_z'n_z 1_’]; ZS,
h i i i i
N, 2 1 <& 2
conS; = ]Z(th ) =Siz=ﬁ2(1"g“1"')
BT o

Tenemos entonces para la varianza de la media la siguiente expresion:
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V(§)=V(fs,)=iW,,2V()‘ch)=ip;/izV(fi)="ZL2(1_ﬁ).%=n_lz_(l_%)isf :

1 ‘n
L, )& 1 ¢ S Z) _N- wa
B -0 Il %) ARt —0-ni
—_—

Pero a esta expresion de la varianza hemos llegado considerando selecciones
independientes de unidades en los estratos para la muestra, y como solo se extrae una
unidad por estrato (fila) para la muestra, estariamos ante una seleccion independiente
de todas las unidades de la muestra. Ya sabemos que en muestreo sistematico esa
independencia no se da, ya que las unidades seleccionadas en sucesivas zonas
dependen de la seleccionada en la primera zona. A continuacion vamos a intentar
calcular la varianza de la media de modo general (sin suposicion de independencia).

Se define ahora el coeficiente de correlacion p,, como el coeficiente de co-
rrelacion lineal entre las desviaciones respecto de las medias de los estratos de todos
los pares de valores que estan en la misma muestra sistematica. Su expresion puede
calcularse de la siguiente forma:

L » (XU‘X:‘XX:;“X,:) Kk n
CO\( ,J, ) {;]IZKZ 222("’:1_ZXX4_/?:)

J i<z

k

) —ZZ( X} Y3, -xf nn=Dk-DS2,

Joi=l J o=l

(N-n)S§2

wst

De la igualdad anterior se deduce que:

cov(X,5 X, )= Py — ZZ( X} = P~ S W =mS, = pu, 1= NS,

Jj o=l

Ahora vamos a calcular la varianza del estimador de la media en funcidn de
Pust Y Saxe de 1a forma siguiente:

V()%):V(;,):V[lix,,] L3r,)e L 28 el i, )-
n“
—ZV +_ 2me(1 f)SM,=Z[%jV(f,)+’:—22[;'me<l AN

i n
w2

!

52
VG Lnn=1)p,., (1 DSL = (=)= (14 (1= Dp,,)

(- f)
n
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Segulin esta expresion de la varianza en funcion del coeficiente de correlacion
Post S€ Observa lo siguiente:

e La precision maxima, que evidentemente se da cuando el error de muestreo es
cero (V(x;)=0), se produce si (n-1)pu = -1, luego se puede asegurar que

PRECISION MAXIMA < V(X;) =0 < p,, = L

n-—1

e La precision minima, que evidentemente se da cuando la varianza es maxima, se
produce si p,, =1 (valor maximo de p,, que sera el que efectivamente hace
maxima V(X ;)), luego se puede asegurar que PRECISION MINIMA & p,=1.

2
e Por otra parte si pu = 0 = V(X j) =(1-f )h, con lo que el muestreo
n

sistematico coincide en precision con el muestreo aleatorio estratificado
considerando seleccion aleatoria independiente en cada estrato.

Hemos visto que la precision del muestreo sistematico puede analizarse en
funcidn del coeficiente o, de tal modo que la precisiéon maxima se produce cuando
Po = -1/(n+1) y la minima para p., = 0, igualdndose la precision del muestreo
sistemdtico con la del muestreo aleatorio estratificado para p,,, = 0. De esta forma,
Puse €S en cierta forma una medida de la falta de aleatoreidad en la seleccion de
unidades para la muestra en las distintas zonas sistematicas (filas o estratos).

ESTIMACION DE LA VARIANZA

El problema tedrico de la estimacion de varianzas es el mayor handicap del
muestreo sistematico. Contrariamente a lo que ocurre en otros tipos de muestreo, en
muestreo sistematico no existe un método directo para la estimacion de varianzas a
partir de una muestra sistematica. No obstante, a partir de los valores que tomen p,, 0
Post podran utilizarse determinados métodos aproximativos para la estimacion de
varianzas. Distinguiremos los siguientes casos:

a) p, proximo a cero

Si el coeficiente de correlacion intramuestral se aproxima a cero puede su-
ponerse la poblacion aleatoria, con lo que la estimacién de la varianza puede
realizarse con la misma expresion que en muestreo aleatorio simple, es decir:

&2

I}(f)=(l—f)-7

. &2 . . . .,
siendo S° la cuasivarianza de la muestra sistematica.



CAPITULO 6 - MUESTREO SISTEMATICO 253

b) pext proximo a cero

Si p.s se aproxima a cero se puede utilizar el muestreo sistematico como
muestreo estratificado considerando cada zona sistematica como un estrato y
seleccionando una muestra estratificada con una unidad por estrato. La razén de esta
utilizacion es que la precision del muestreo sistematico se iguala con la del muestreo
aleatorio estratificado para p,;,= 0. En la practica, lo que se hace es mezclar, antes de
la seleccion, las 2k unidades de dos zonas en una tnica zona, con lo que se
transforman las » zonas de & unidades cada una en »/2 zonas de 2k unidades cada una
(si m es impar, para la zona que queda suelta se repite aleatoriamente un elemento de
la muestra). Con este modelo se transforman las » zonas de k unidades en »/2 zonas
de 2k unidades. Con ello se dispone de dos unidades muestrales por zona. Aplicando
las formulas de muestreo estratificado tendremos:

2 1 2k 2 Xy tx
=2f, =—=—=fW, = x n T Xn2
" /i 2k k b nk n ,Z "= Z,: b 2

5 1 < _ 1 3 _ +x, ) +x,, )
Sy = Z(’xhi _xh)z =2__'i'2(xhi X, )2 =(th _%) +['xh2 _%J

2 2 2 2
I + Xh2 = Xm =9 m "X | _ (xm _xhz)
2 2 2 2

De esta forma ya podemos estimar la varianza de la media en el muestreo
sistematico utilizando el estimador del muestreo estratificado de la siguiente forma:

2

A A 3 (L e

¢) Ni py, ni pox estdn proximos a cero

En este caso utilizaremos alguno de los métodos especiales generales para la
estimacion de varianzas. Concretamente podemos utilizar el método de las muestras
interpenetrantes, que se utiliza cuando tenemos un conjunto de dos o mas muestras,
elegidas con el mismo esquema de muestreo (independientes o no) y tales que cada
una proporcione una estimacion valida del parametro que se pretenda estimar con el
mismo error de muestreo. Si las muestras son independientes es facil obtener un
estimador insesgado de la varianza del estimador, tal y como se muestra a con-
tinuacion.

A A

Sean 6,,6,,---6, estimadores insesgados de O basados en k muestras
independientes.
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~ k ~
Su media 6 = %Z 6, es también un estimador insesgado de 6, ya que:

i

- 1< N k@
E@)=—)» EB.)=—=6
) kZ (e.> -

y su varianza puede calcularse facilmente como:
5 1, L& o wkvle) vig)
rel=vi—> 6, |=—) V()= )= \%
( ) [k Z': 'J k2 Z ( ') k2 k
Ademas, un estimador insesgado de esta varianza es:

7(6)- ;(k‘j)(ze _kézj

ya que:

0y |E £ 0 iy (Bl bl

)
l_l){ikV(é)_kV(é)} M V( )=> (A)esinsesgado de V(é)

Para aplicar el método de las muestras interpenetrantes al muestreo
sistematico supongamos que en vez de elegir una muestra sistematica de tamafio »
para un solo valor j, 1< j <k, es decir con un solo arranque aleatorio, obtenemos ¢
muestras de tamafio n/t utilizando ¢ arranques aleatorios. Estas muestras pueden
considerarse independienttes, ya que la eleccion del arranque es aleatoria en la
primera zona sistematica.

Podemos formar un estimador combinado de la media poblacional basado en
las medias de las ¢ muestras (cada media muestral es un estimador insesgado de la
misma media poblacional) definido como:

I
x, =72x.‘
1

siendo el estimador insesgado de su varianza mediante la aplicacion del método de las
muestras interpenetrantes:

I}(Ef)zx(;l-l)i)_"z_' (z ij}:t(tl_l)i(ff—ff)




CAPITULO 6 - MUESTREO SISTEMATICO 255

En particular para /=2 tenemos:

4%, o , (F 4%, ) 5+5)  (7-%,)
¥ =2 2:>V(3c')=f,'—[ 12 z) +52_(1 2} | 2

c 2 2 2 4

Se observa que al aumentar el numero de arranques aleatorios, manteniendo
el mismo tamafio de muestra, la precision obtenida se aproxima a la del muestreo
aleatorio simple.

Ejercicio 1. Dada la poblacion siguiente:

w, |u, uy, uy u, us ug u; uy u
[1 3 5 2 4 6 2 7 3

X;

1

se desea obtener una muestra sistemdtica de tamaiio 3 (1 en 3). Determinar el
espacio muestral y las probabilidades asociadas a las muestras posibles para este
tipo de muestreo. Calcular las varianzas de los estimadores insesgados del total y
de la media. Estimar dichas varianzas y comparar la precision de este tipo de
muestreo con la del muestreo aleatorio simple. Seleccionar la muestra mds precisa.
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