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Este libro esti dedicado a dos conjuntos de personas, A y B, tal que

ANB =y
donde
A = {Deborah; mis padres}

B = {Todos aguellos que utilizan la investigacién de operaciones
en la toma de sus decisiones)
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Prélogo

Existe hoy en dia, una variedad bastante extensa de herramientas
que permiten incrementar la probabilidad de tomar mejores decisiones
en cualquier organizacién. Cabe mencionar que entre esta gama de herra-
mientas se encuentran por ejemplo, log sisternas de informacion, los mé-
todos estadisticos, las técnicas tradicionales de la ingenieria industrial, la
evaluacidn eccondmica, el procesamiento de datos, la investigacién de
operaciones, eic.

Esta obra, dividida en dos veolimenes trata precisamente sobre esta
altima herramienta, la investigacién de operaciones. Mucho se ha escrito
al respecto en idiomas diferentes al nuestro. Algunas de estas obras, son
va clisicas, y s han waducido al espafiol. Otras, sirven solo para hacer
bulto en las bibliotecas particulares o para hacer contrapeso en los labe-
ratorios de revelado {otogrifico. Fn esta area, como en ‘muchas otras,
nosotros los latinoamernicanos, nos hemes distinguido por nuestra raquibica
cohtribucién a la causa.

La investigacién de operaciones es un drea muy fértil, caracteristica
que no nos sorprende, pues es aim muy joven, 25 afios de vida. Se ha
investigado profusamente en muchos paises (de los cuales nos volvemos
orgullosamente a excluir} y por lo tanto existe un volumen bastante con-
siclerable de literatura al respecto.

Mi objetivo es el de presentar, explicar e ilustrar aquello de la inves-
tigacién de operaciones, que se ha utilizado méis frecuentemente en las
organizaciones (piblicas o privadas). Asi se han producido dos volime-
nes, En el primero se presentan los métodos y modelos deterministicos
de la investigacidn de operaciones (programaciom lineal, entera, dinamica,
no-lineal vy redes de optimizacién), dejando en el segundo volumen a 108
estociisticos (teoria de colas, inventanos, simulacion, procesos markovia-
nos de decisibn, analisis de decisiones, redes estocisticas, programacion
estocistica, problemas de localizaciém y de reemplazo).

Me he propuesto como primrf- subobjetivo, ¢l de presentar los mo-
delos y métodos desde un punto de vista balanceado,, es decir, donde se
utilice por un lado la suficiente teoria para justificar lo que se expone

T



8 Prélogo

y alejarse de las “recetas de cocina® que se olvidan tan rapidamente
como se aprenden, y por el otro lado, el de utilizar los suficientes ejem-
plos, lo mis apegados a la realidad, para aclarar e ilustrar el uso de
modelos v métodos.

Como segundo subobjetivo, he resuelto hacer uso, hasta donde mis
posibilidades me lo permitan, de ejemplos directamente relacionados con
mi experiencia en la aplicacidn de la investigacion de operaciones en
los sectores publicos y privados, tanto de paises desarrollados como, v
mis importante, paises en vias de desarrollo, tales como México.

Quizis aqui sea donde se logre contribuir al gran vacio creado por
la falta de participacién de obras originales en espafiol en este campo.
Las obras traducidas al espafiol, de ninguna manera eliminan la enorme
diferencia que exisie entre los sistemas donde se crean estos métodos
y modelos, v los sistemas tipo “Tercer Mundo” donde wvivimos y hay
necesidad de aplicarlos.

Se pretende hacer de éste libro, un texto para cursos de investigacion
de operaciones, tanto a nivel de licenciatura como a nivel de posgrado.
La estructura del libro se desarrolld de los cursos que imparti en la
Escuela de Graduados de Administracién de Negocios y Escuela de Gra-
duados de Administracion de Hospitales, ambas de Tulane University,
Nueva Orleans, EUA.; ¢l departamento de Ingenieria Industrial de
Northwestern University, Evanston, Illineis, E.U.A.; la- Umversidad del
Norte, Barranquilla, Colombia v la Unidad Profesional Interdisciplina-
na de Ingenieria y Ciencias Sociales y Administrativas del LP.N, Mé.
xico. Secundariamente, el libro puede utilizarse como consulta en todas
aquellas ramas que requieran de la investigacidn de operaciones,

Para el primer volumen se requiere que el lector tenga conocimientos
elementales de cileulo diferencial e integral v de dlgebra lineal. Por tal
motivo, s¢ anexan al finalizar dicho volumen, dos apéndices al respecto.
Para ¢l segundo wvolumen, se requiere del lector conocimientos elemen-
tales de probabilidad, estadistica y prondsticos, que se resumen en un
apéndice.

El texto sigue un orden logico, no arbitrario. Se recomienda al lec-
tor que siga dicho orden. Se recomienda también que aquellos lectores
que no posean los requisitos minimos indispensables exigidos en cada
parte del libro, recuerden sus conocimientos leyendo los apéndices apro-
piados.

A nivel de licenciatura, creo yo, que el siguiente material del primer
volumen, no es absolutamente indispensable, y por consiguiente, tanto el
lector como el maestro lo pueden eliminar:

Capitulo 2. Teoria del método simplex (parte de 2.2}, teoremas de
dualidad (parte de 2.3), programaciéon paramétrica (analisis de sensibi-
hdad continuo, parte de 2.4), método revisado ij‘_I‘_. descomposicion
(2.6) v método de cota superior {2.7).

Capitulo 3. Estructura de transportes (3.2), transportes generaliza-

dos (3.8).



Prilogo 9

Capitulo 4. Teorema de flujo miximo y corte minimo de una red
(4.4), cadenas miltiples en una red (4.7), el algoritino del “out of kilter”
(parte de 4.8), flujo de bienes muiltiples en una red (4.11), sintesis
de una red de actividad (4.12.5).

En los dos dltimes capitulos se puede eliminar lodo, con excepeidn de:

Capitulo 6. Ejemplos ilustrativos (6.1}, método fraccional de Gomory
(6.2.1}), método de bifurcacién v acotacidn de Land-Dweig (6.3.1), aph-
cacton al problema tipo “mochila” (6.34) v “agente-viajero” (6.3.5).

Capitule 7. Introduccion (7.1}, método de Fibonacei (7.2.1.1), mé-
todo de Newton-Raphson (7.2.2.3), método de ascenso o descenso acele-
rado (7.2.3.1), -método de Wolfe para la programacién cuadritica
{7.4.2) v aplicacién real de la programacion no lineal (7.8).

Se escribieron los dos volimenes, pensando en dos semestres de 20
semanas cada uno, con 4 horas de clase por semana. A mivel de licen-
ciatura se pueden cubrir en un semestre, los topices recomendados del
capitulo ! al 5 inclusive del primer volumen. El segundo semestre cu-
brird los topicos selectos de los capitulos 6 y 7, mis los que se recomiendan
en el segundo volumen. A nivel de posgrado, se puede cubrir comple-
tamente todo el primer volumen en un semestre, si es que el alumno
dedica por lo menos 2 horas de estudio por hora de clase y tiene un
nivel introductorio de la materia.

Es mi convicein, de que en la medida en que formemos una buena
infraestructura de tomadores de decisiones y asesores de los mismos, la
cortina de “nopal”, en la cual nos encontramos, se esfumard para
siempre.

Dr. Juan Prawda
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CAPITULO 1

La investigacidn
de operaciones en la
toma de decisiones

El objetivo de este capitule introductorio es presentar al lector lo
que es la Investigacion de Operaciones, dindole, desde la definicion més
aceptada, hasta su resefia histérica, explicando la manera como se le uza
¥ sus ventajas,

S¢ explican en este capitulo las condiciones que deben existir para
que la Investigacion de Operaciones se pueda aplicar en la solucién de
problemas reales. Ademis, se detallan las diferentes etapas por las que
necesariamente debe pasar todo estudio o proyecto de Investigacién de
Operaciones,

Se finaliza este capitulo con la presentacidn de una serie de proble-
mas reales y sy representacién por medio de modelos matemiticos, que
son precisamente los que utiliza la Investigacion de Operaciones. La
formulacién, justificaciém y uso de varios de estos modelos mateméticos
de Imvestigactin de Operaciones, es ¢l material basico de este texto.

1.1. ;Qué es la investigacion de operaciones?

Se han dado muchas definiciones de lo que es la Investigacidn de
Operaciones o Investigagidn Operacional, como suele llaméirsele en los
paises curopeos. Todas estas definiciones han dado origen a numerosas
polémicas, discusiones y aun confusiones, como son por ejemplo:

a) La Investigacién de Operaciones es un método cientifico. Esto es
completamente erréneo, porque hace suponer la existencia de
muchos métodos cientificos, cuando en la realiddd sélo existe uno.

b} La Toma de Decisiones queda incluida dentro de la Investigacién
de Operaciones, Esto también ‘es falso, puesto que la Investiga-
cibn de Operaciones es una de las tantas herramientas que existen
para la Toma de Decisiones, Otras herramientas pueden ser por
ejemplo, las técnicas clisicas que aportan la Ingenieria Indus-
trial, o la Estadistica, o el Andlisis de Decisiones, etc,
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¢) La Teoria de Sisternas se encuentra ubicada deniro de la Inves-
tigacién de Operaciones. Esto también es falso, porque mientras
que la Teoria de Sistermas es un marco conceptual que permite
entender, interpretar, operar o disefiar la realidad, la Investiga-
ciin de Operaciones, es una de tantas herramientas que permite
que un sisterna se convieria en otro mas eficiente y/o eficaz.

Sin embargo, con objeto de establecer una base para que se pueda
entender la naturaleza de la Investigacién de Operaciones se hace uso
de la definicion de Churchman, Ackoff v Arnoff [2], bastante aceptada
entre el grupo de técnicos de Investigacidin de Operaciones. Esta defi-
niciom dice:

La Investigacién de Operaciones es la aplicacion, por grupos inter-
disciplinarios, del método cientifico a problemas relacionados con el control
de las organizaciones o sistemas (hombre-mdquina) a fin de que se pro-
duzcan soluciones que mejor sirvan a los objetivos de toda la organizacién.

De la definicion anterior se pueden resaltar las siguientes palabras:
organizacidn, sisterna, grupos interdisciplinaries, objetivo y metodologia
cientifica.

A continuacion se amplia el significade de cada una de estas pa-
labras.

a) Una orgardzacién se puede interpretar como un sifi¢ma, pues asi
se facilita su entendimiento. Todo sistema tiene componentes e interac-
ciones enwe las mismas. Algunas interacciones son conirolables, mientras
que otras ne lo son,

En un sistema, el comportamiento de cualquiera de sus partes o
componentes tiene efectos directos ¢ indirectos con el resto. Quizis no
todos estos clectos sean importantes, o mas a(n, posibles de detectar.
Por lo tanto, es muy necesario que exista un procedimiento sistemndtico
que logre, por un lade, identificar aquellas interacciones de un siste-
ma que tengan efectos de impertancia y, por el otro, logre identificar
las componentes controlables asociadas. Uno de esos procedimientos siste-
méiticos ¢s la Investigacidn de Operaciones, mientras que otros pucden
ser, por cjemplo, las técmcas clasicas de la Ingenieria Industrial, la
Estadistica, el Anilisis de Sistemas, el Andlisis de Decisiones, etc.

b} Todo sistema es una estructura queé funciona. Asi por ejemplo,
un hombre vive es un sistemma, mientras que ese mismo hombre, pero
muerto, no es un sistema, sino simplemente una estructura. La informa-
cion es el elemento que convierte a una estructura en un sisterma, es
decir, la informaciéon dinamiza a las estructuras. Se puede concluir que
todo sistema es un sistema de informacion. =

En toda estructura existen componeniés y canales que comunican a
estas. A través de los canales fluye la informacion. Al flwir la informacién
las componentes interaccionan de una forma determinada. Se ha con-
venido entonces en la ventaja de representar a una organizacién por un
sistemna, el cual tiene componentes, canales e informacion que fluye por
¢stos, Graficamente se tiene:
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Componantes

QOrganizacién
real

Inlurprutul:bﬂn_h
Canales
Sistema
Figura 1.1

Dentro de la estructura de los sisternas se encuentran los siguientes
elementos: recursos humanos, matenales (equipo, edificios, materia pri-
ma) y financieros. Dentro de los recursos humanos se generan interac-
ciones derivadas de la seleccion y entrenamiento del personal, del rendi-
miento del trabajo del personal y, por dltime, de la motivacion del
mismo. Las interacciones emanadas de los recursos materiales se asocian
al disefio, construccidn y mantenimiento de maquinas y edificios; pri-
mero como entes aislados v después como subsisternas hombres-miquinas.?
Los productos terminados, fruto de la relacion hombre-miquina, generan
interacciones de control de calidad, distnbucién y venta. Los recursos
monetarios generan interacciones de adquisicién, retencién y financia-
mients,

Los objetivos de la organizacion (sistema) se refieren a la eficiencia
y efectividad con que las diferentes componentes del mismo pueden con-
trolarse v/o modificarse, Se refiere también a la manera como esas com-
penentes reaccionan ante un estimulo que se presenta al sistema,

La Investigacién de Operaciones es un método que permite encontrar
las relaciones Gptimas que mejor operen un sistema, dado un objetivo
especifico.

La informmxcion que fluye a traves de los canales, comunica a las com-
ponentes. Por comunicacién, en su modelo mis simple, se entiende al
conjunte de: informacién, transmisor, receptor y canal, El trahsmisor
y receptor son compongntes de la estructura del sistema. La cormunicacion
es la relacion que se establece entre las diferentes componéntes del sis-

! Después de todo se requieren seres humanos para disefiar, construir y
mantener miquinas v edificios.
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tema. Esta relacion puede ser, por ejemplo, de didlogo, de entendimien-
to, etcetera.

En todo sistema, donde sus componentes se comunican e interaccionan
a raiz de la informacion que fluye por los canales apropiados, debe
existir ademés un control. El control es un mecanismo de autoaprendizaje
(autocorreccién, autcadaptacién) del sistema. El control permite evaluar
los resultados asociados a los objetives que se establecen y las acciones
requeridas para imciar y/o modificar los patrones de comportamiento de
las diferentes componentes controlables del sisterna, a medida que éstos
5¢ reguieran,

¢} La segunda mitad del siglo xx se ha caractenzado por el tremendo
avance que s¢ ha tenido en las diferentes ramas de la ciencia. Bajo tal
avance, ¢l ser humano no ha tenido mis remedio que abandonar la for-
macién generalista de las profesiones, tan comin en los siglos que ante-
cedieron a é&ste y abocarse a la especializacién creciente. Los problemas
que se presentan en las organizaciones, no son de las que ficilmente
encajan en una de esas cspecialidades. Por el contrario, son problemas
multidisciplinarios. Por lo tanto, el anilisis y solucién de estos proble-
mas requiere de grupos compuestos de diferentes especialistas. Estos gru-
pos interdisciplinarios requieren necesariamente de una cierta coordina-
cién y comunicacion. Esta coordinacién y comunicacién se logra a través
de un lenguaje comiin. La dificultad real estriba en muchos casos, preci-
samente en la ausencia de estos lenguajes. N. Wiener [B], traté que
la Cibernética fuera ese puente entre las ciencias,

d} La Investigacion de Operaciones es la aplicacion de la metodolo-
gia cientifica a través de modelos, primero para representar al problema
real que se quiere resolver en un sistema y segundo para resolver'o. Los
modelos que utiliza la Investigacién de Operaciones son matematicos y
toman la forma de ecuaciones. Estos modelos son diferentes a otros
modelos, por ejemplo, los modelos de expenmentacion que se utilizan
en las ciencias médico-biolégicas, o los modelos de representacién que se
utilizan por ejemplo en la Astronomia.

Los modelos matemditicos de decisidn permiten calcular los valores
Exactos o apmximadﬂs de las componentes controlables del sistema para
que pueda comportarse mejor, de acucrdo con ciertos criterios estable-
cidos. Estos cilculos se realizan bajo el supuesto de que se conoce la
informacién asociada al estado de aquellas componentes del sistema que
no se pueden controlar. El acto de calcular el valer apropiado de estas
componentes controlables, se conoce como derivar una solucién al pro-
blema en cuestibn, utilizando un modelo. La manera como se logra esta
derivacién de soluciones es muy variada y no existen reglas generales.
Se puede logiar por simulacién o emulacién, o bien por un rigureso
andlisis matemitico (algoritme). El objetive de este libro es, precisa-
mente, presentar al lector los modelos més comunes en la Investisacién
de Operaciones, la manera como éstos se resuelven y la forma como se
les utiliza para representar problemas reales. Antes de entrar mis en
detalle respecto a las diferentes etapas que constituyen un proyecto de
Investigacién de Operaciones, conviene remontarse a su resefia histérica,
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1.2. Breve resumen historico de la Investigacion de Operaciones

Los inicios de lo que hoy se conoce como Investigacién de Operacio-
nes se remontan a los afios 1759 cuando el economista Quesnay empieza
a utilizar modelos primitivos de programacidn mateméitica, Mis tarde,
otro economista de nombre Walras, hace uso, en 1874, de técnicas simi-
lares. Los modelos lineales de la Investigacion de Operaciones, tienen
como precursores a Jordan en 1873, Minkowsky en 189 y a Farkas en
1903, Los modelos dinimices probabilisticos tienen su ongen con Markov
a fines del siglo pasado. El desarrollo de los modelos de inventarios, asi
como ¢l de tiempos y movimientos, se lleva a cabo por los ahbos veintes
de este siglo, mientras que los modelos de linea de espera se onginan
con los estudios de Erlang, a principios del siglo xx. Los problemas de
asignacion se estudian con métodos matemditicos por los hingaros Konig
y Egervary en la segunda v tercera décadas de este siglo. Los problemas
de distribucion se estudian por el ruso Kantorovich en 1939, Von Neu-
man cimenta en 1937 lo que afios mas tarde culminari como la Teoria
de Juegos y la Teoria de Preferencias (esta dGltima desarrollada en
conjuntoe con Morgenstern). Hay que hacer notar que los modelos mate-
maiicos de la Investgacion de Operaciones que unhizaron estos precur-
sores, estaban basados en el Cilculo Diferencial e Integral {Nl:vm::n
Lagrange, Laplace, Lebesgue, Leibnitz, Reimman, Stieltjes, por Mencionar
algunos), la Probabilidad y la Estadistica {Bernuulll Posson, Gauss,
Bayes, Gosset, Snedecor, etc.).

No fue sino hasta la Segunda Guerra Mundial, cuvando la Investiga-
cion de Operaciones empezd a tomar auge, Primero se le unlizdé en la
logistica estratégica para vencer al cnemigo (Teoria de Juegos) y, mis
tarde al finalizar la guerra, en la logistica de distribucion de todes los
recursos militares de los aliados dispersos por todo el mundo. Fue debido
precisamente a este Gltimo problema, que la fuerza aérea norteamericana,
4 travies de su centra de itw:rsliga.q;ifjn Rand []r}l‘Iﬂrﬂiivn, Comisiond a
un grupe de matemiticos para que resolviera este problema que estaba
consumiendo tantos recursos humanos, financieros y materiales. Fue el
doctor George Dantzig, el que en 1947, resumiendo el trabajo de muchos
de sus precursores, inventara el método Simplex, con lo cual die inicio
a la Programacién Lineal. Con el avance de las computadoras digitales se
empezd a extender la Investigacion de Operaciones, durante la decena
de los cincuenta en las dreas de Programacién Dinimica (Bellman), Pro-
gramacion No Lineal (Kuhn y Tucker), Programacién Entera (Gomory),
Redes de Optimizacidn (Ford y Fulkerson), Simulacién (Markowitz),
Inventarios {Arrow, Karlin, Scarf, Whitin), Andilisis de Decisiones {Rai-
ffa) v Procesos Markovianos de Decision (Howard). La generalizaciin
de la Investipacién de Operaciones han tratado de darla Churchman,
Ackoff y Arnoff.

Actualmente, la Investigacién de Operaciones no sdlo se aplica en el
sector privade (industrias, sistemas de comercializacion, sistemas finan-
cieros, transportes, sistemas de salud, etc.), sino también en el sector de
los servicios piblicos, tanto en los paises desarrollados como en los paises
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del tercer mundo. Precisamente en México, la Investigacion de Operacio-
nes se utiliza dentro del sector de servicios piblicos, entre otros en la
Compaiiia Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPO), la Secre-
taria de Obras Pablicas, la Secretaria de Comunicaciones v Transportes,
la Secretaria de Recursos Hidrdulicos, la Secretaria de la Presidencia,
Petrleos Mexicanos, Comisibn Federal de Electricidad, Instituto Mexi-
cano del Seguro Social, Banco de México, Departamento del Distrito
Federal, Guanos y Fertulizantes, etc.

Existen wvarias asociaciones que agrupan a miembros que se dedican
a la aplicacién de la Investigacién de Operaciones en todo el mundo.
Solamente dos en los Estados Unidos, agrupaban en 1972 a varios miles
de miembros: la Operations Research Society of America, con aproxi-
madamente 8000 miembros y el Institute of Management Science, con
unos 6000 miembros. Ademais, hay asociaciones Canadienses, Europeas,
Latinoamericanas y Asiiticas. Se publican mensualmente mis de dos do-
cenas de revistas diferentes en todo el mundo, relacionadas a los tdpicos
de Investigacién de Operaciones.

Hoy en dia se han disenado programas profesionales y de posgrado
{maestrias vy doctorados) en la especialidad de Investizacion de Opera-
ciones. Se puede concluir que la Investigacion de Operaciones todavia
s¢ encuentra en una edad incipiente ¥ que hay mucho por hacer en el

desarrollo de este campo tan [értil, tanto en su teoria como en su apli-
cacidn.

1.3. Anilisis de las componentes de un proyecto de investigacion
de operaciones

1.3.1. Beneficios de un proyecto de Investipacién de Operaciones

En la prictica, la instrumentacidn de un proyecto de Investigacién
de Operaciones en la solucién de un problema real en una organizacion,
acarrea los signientes beneficios:

a) Inerementa la posibilidad de tomar megores decisiones. Antes de
la aplicacién de la Investigacion de Operaciones en una organizacién, las
decisiones que se toman son generalmente de caricter intuitivo, ignorando
la mayoria de las interrelaciones que existen entre las componentes del
sisterna. Esto es natural, ya que pueden existir en el sistema cientos
de componentes y miles o cientos de miles de interrelaciones. El ser
humano, sin la ayuda de una tecnologia mds sofisticada (como la Inves-
tigacion de Operaciones) y de herramientas mdis modernas (como lo
son las computadoras electronicas), no puede visualizar, mucho menos
analizar, todas las posibles alternativas generadas por los millares de
interacciones que existen. Asi, por ejemplo, en la Compafila Nacional
de Subsistencias Populares (CONASUPO), se debe diariamente contro-
lar el movimiento de comercializacidm del malz, que consiste en decidir
la distribucién de este grano de 1200 posibles origenes [Bodegas Rura-
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les CONSUPO, 5. A}, a aproximadamente 500 centros de consumo
{Almacenes Nacionales de Depdsito, 5. A. vy Estaciones de Ferrocarril),
a fin de satisfacer la demanda de las zonas de consumo y cuidando que
las reservas reguladoras de los lugares de onigen se respeten. A la Geren-
cia de Almacenes y Transportes de CONASUPO, que es la responsable
de tomar las decisiones, se le presentan por lo menos 1200 X 500 =
600 000 diferentes alternativas de decisién, generadas por las interrela-
ciones de las 1 700 componentes de este sistema,

Suponiendo que se rechacen el 996 de todas esas interacciones por
no ser importantes y que solamente se consideren el 1% como impor-
tantes, aiin quedan 6000 decisiones por analizar. Obviamente, sin la
ayuda de herramientas y técnicas modernas de decisién, se tomarin
decisiones intuitivas, cuyos resultados muchas veces, en vez de mejorar
al sisterna lo perjudican, Aqui el dafio en que puede incurrir la organiza-
cidn, es que se mande demasiado maiz a una plaza v un mes después
se tenga que regresar al Jugar de origen para satisfacer la demanda
de ese centro. Asi, se originan movimientos falsos, con su correspondienie
alza en el costo (aproximadamente § 105.00/tonelada) y creando horren-
dos cuellos de botella a nuestro yva deficiente sistema ferrocarrilero.

Para este problema en particular se disefié, construyd y se esti ope-
rando un modelo matemitico de distribucion de malz, que ha permitido
evitar los movimientos falsos de distribucidn, ha abatido los costos en
casi un 529, ahorrindole a la CONASUPO cerca de B0 millones de
pesos al afio y ha permitido pronosticar los futuros movimientos del grano
a 30 y 60 dias en el futuro.

b} Mejora la coordinacion entre las miltiples componentes de la or-
ganizacidn. En otras palabras, la Investigacion de Operaciones genera
un mavor nivel de ordenacién. Por ejemplo, de qué sirve que se incre-
menten las exportaciones de México al mundo exterior, cuando la capa-
cidad de maniobras de nuestros puertos permanecen estancadas. Mientras
una parte del sisterna econdmico trata de equilibrar la balanza de pagos,
la otra tiende a crear cuellos de botella de mercancia que tiene que esperar
en el puerto hasta que se le embarque, muchas veces a la intemperie,
con riesgo de deteriorarse. El tiempo de demora del cliente aumenta, su
apatismo para comerciar con México se incrementa y, a corto plazo, se
empiezan a sentir otra vez los efectos negativos en la balanza de pagos,

En este ejemplo, el sistema de comercializacion de las exportaciones
estaria compuesto por varias componentes, una de Jas cuales podria ser
el Instituto Mexicano de Comercio Exterior que impubaria las éxpor-
taciones; otra seria la Comision Nacional de Puertos que en conjunto
con la Secretaria de Obras Pablicas y la Secretaria de Marina, expan-
deria la capacidad de carea v descarga de puertos; otra seria la Secre-
taria de Hacienda y Crédito Phblico, que haria mas fluidos los trimites
fiscales v, por tltimo, se podria pensar en la componente de transporte,
formada por los Ferrocarriles Nacionales de México, Aeroméxico y Mexi-
cana de Aviacidn.

El elemento coordinador entre todas las componentes, podria ser end
este caso, la Secretarfa de la Presidencia. Un proyecto de Investigacian
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de Operaciones integraria en su estudio al mecanismo de coordinacién,
para cvitar que las componentes del sistema se desmembrasen y actiien
independientemente unas de otras,

c} Mejora el control del sistema al instituir procedimientos sistema-
ticos que supervisan por un lade las operaciones que se llevan a cabo
en la organizacidn v por el otro, evita el regreso a un sistema peor. De
esta manera, por ejemplo, existe una liberacion de las gentes dedicadas
a actividades de tipo tedioso v rutinano, perrmtiéndoles acceso a una
nueva variedad de las mismas, Ademds, estos procedimientos sistemiticos
permiten sefialar decisiones que pueden conducir a resultados muy peli-
grosos para la estabilidad v buen funcionamiento del sistema.

Asi, por ejemplo, el modelo de distribucién de granos de la CONA-
SUPO permite que el grupo de la Gerencia de Almacenes y Transportes,
pueda proyectar politicas de importacién de granos al futuro (en el caso
de que sea necesario), en el tiempo que antes le dedicaban a la tediosa
preparacion de un programa diario de distribucion, Utilizando el mo-
delo de distribucién de granos como otra herramienta mis para mani-
pular toda la informacién con que cuentan para elaborar sus programas
diarios, necesitan ahora hacer solamente pequefios ajustes a los programas
que se han establecido con 30 v a veces 60 dias de anticipacién. El tiem-
po que se dedicaba a la elaboracidn de estos programas diarios de dis-
tribucién se ha acortade un poco (no eliminado por completo) y el
tiempo restante se aprovecha para otras cosas,

El programa de distribucién puede pronosticar, en casos de escasez
de granos nacionales, la cantidad de grano que debe importarse, cuindo
debe importarse, por dénde debe internarse al pais el grano y a qué
centros de consumo debe mandarse, Puede imaginarse el lector qué pa-
saria si por falta de maiz nacional (baja produccidm en los cultivos de
temporal que representan més del 8065 de la superficie cultivable del pais)
¥ por una mala politica de importacidn no se puede, por ejemplo, satis-
facer la demanda de maiz en la ciudad de Puebla por dos semanas.
;Cudntas vitrinas se romperian por la muchedumbre que pide tortillas
y no les dan? ;Cuintas cabezas de funcionarios pablicos municipales,
estatales v federales cacrian rodando como calabazas?

d) Logra un mejor sistema al hacer que éste opere con costos mas
bajos, con interacciones més fluidas, eliminando cuellos de botella y lo-
grando una mejor coordinacidn entre los elementos més importantes de
todo el sisterna.

Una vez que se acepta que las soluciones emanadas de los proyectos
de Investigacion de Operaciones aplicadas a organizaciones acarrean una
serie de beneficios cuantitatives y cualitativos para la misma, se explica
a continuacién cudles son las etapas por las que debe pasar dicho pro-
vecto,

Ackoff [9] considera que las fases de un proyecto de Investigacidn
de Operaciones, son las siguientes:

a) Estudio de la organizacién.
b) Interpretacién de la organizacidn comeo un sistema.
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¢} Formulacion de los problemas de la organizacién.
d}) Construccidn del modelo,

¢} Derivacidn de soluciones del modelo.

{1 Prueba del modelo v sus soluciones.

g} Diseio de controles asociados a las soluciones,

h) Implantaciém de las soluciones al sistema.

A continuacibn se explica y desarsolla cada una de estas etapas [ex-
cepto lag primeras dos que va se discutieron} que son necesarias para el
extudio de un Proyecto de la 1|L1.'1=5L'LH.'J{"L[':|I: de Dp:rra:-iunts.

1.3.2, Formulacion de los problemas

En la Investigacion de Operaciones como en la medicna, el proble-
ma s¢ presenta por los sintomas, no por el diagndstico. En todo estudio
de Investigacion de Operaciones se deben buscar el mayor mimero de
sintomas antes de empezar el proyecto que generari soluciones. Las con-
diciones, segiin Ackoff y Sasieni [1], para que exista el mis simple de los
problemas son:

a) Debe existir por Jo menos un individuo que se encuentra dentro
de un marco de referencia, al cual se le puede atribuir €l problema del
sistemna.

&) El individuo debe tener, por lo menos, un par de alternativas para
resolver su problema. En caso contrario no existe el problema.

¢) Deben existir, por lo menos, un par de soluciones, una de las cua-
les debe tener mayor aceptacidn que la otra en el individuo. En caso
contrario, no existe el problema. Esta preferencia esti asociada a unm
cierto objetive dentro del marco de referencia en donde se encuentra
el individuo del sistema.

d} La seleccidn de cualquiera de las soluciones debe repercutir de
manera diferente en los objetivos del sistema, es decir, existe una eficien-
cia v/o elecuvidad asociadas con cada solucion. Estas eliciencias y/o
efectividades deben ser diferentes, puesto que de lo contrario no existe
un problema.

¢} Por tltimo, el individuo que toma las decisiones ignora las solu-
ciones y/o eficiencias y/o efectividades asociadas con las soluciones del
problema.

51 estas cinco situaciones existen, entonces se tiene un pm'h1¢:na, Esta
situacion puede complicarse en los siguientes casos:

a} El problema recae en un grupo, no en un individuo.

b) El marco de referencia donde se encuentra el grupo, cambia en
forma dindmica.

¢} El nimero de alternativas que el grupo puede escoger es bastante
grande, pero finito.

d) El grupo dentro del sistema puede tener objetivos miiltiples, Peor
alin, no necesariamente estos objetivos son consistentes entre si.
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¢) Las alternativas que selecciona el grupo son ejecutadas por otro
grupo ajeno, al cual no se le puede considerar como elemento indepen-
diente del problema.

f) Los efectos de la decisién del grupo jpueden sentirse por elementos
que afin siendo a,cnos al sistema considerado, influyen directa o indirec-
tamente, favorable o desfavorablemente hacia él ({politicos, consumidores,
eteétera) .

Para formular un problema se necesita la sigmente informacidn:

a) ;Existe un problema?

b) ¢De guién es el problema?

¢) ¢Cuidl es ¢l marco de referencia del sistema donde se encuentra
el problema?

d} ;Quién o quiénes toman las decisiones?

¢) jCudles son sus objetivos?

f) ¢Cuiles son las ecomponentes controlables del sistema y cudles no
lo son?

g) ¢Cudiles son las interrelaciones mis importantes del sisterma?

h) ¢Como se emplearin los resultados del proyecto de Investigacién
de Operaciones? ;Por quién? ;Qué efectos tendrd?

1) (Las soluciones tendran efecto a corto o largo plazo?

j} ¢Podrin los efectos de las soluciones modificarse o cambiarse
facilmente?

k} ¢Cuantos elementos del sistemna se afectaran por las soluciones del
proyecto? :En qué grade?

Formular un problema requiere:

a} Identificar las componentes controlables ¥ no controlables de un
Sisterna.

b) lIdentificar posibles rutas de acidn, dadas por laz componentes
controlables.

¢} Definir el marco de referencia, dado por las componentes no con-
trolables.

d) Definir los objetivos que se persiguen y clasificarlos por su orden
de importancia,

¢) Identificar las interrelaciones importantes entre las diferentes com-
ponentes del sistema. Este paso equivale a encontrar las restricciones que
existen, a la vez que permite mis adelante representar estas interrelacio-
nes en forma matematica.

La identificacion de la estructura gdel sistema (componentes, canales,
interacciones, etc.) se hace a través de un proceso sistemdtico, que se
conoce como IMsefio de Sitemas? El Disefio de Sisternas se lleva a cabo
de la siguiente manera:

* No confundir este método con los instrumentos o técnicas utilizadas por
los vendedores de computaderas electronicas,
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a) Se ubica al astema considerado dentro de sistemas mds grandes.
Al transformar la realidad en un enfoque de sistemas, este no queda
aislado del munde que lo rodea. Todo lo contrario, el sistemna considerado
pasa a formar parte de un sistema mayor, es decir, se convierte en un
subsistema, Dentro de ese nuevo sisterna, el Disefio de Sistemas permite
identificar los subsistemas no considerades y las interrelaciones que exis-
ten entre éstos vy el sistema considerado.

Asi por ejemplo, el sistema de distribucién de maiz de la Compaiia
Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPOY), pasa a ser un sub-
sistemn dentro del macrosistema de distribucién de granos, v éstos, a su
vez, pasan a ser subsistemas de loz programas de la Compaiiia, y éstos,
a su vez, pasan a ser servicios del Gobierno Federal, ete. Grificamente
se tiene:

SISTEMA DE SERVICIDS DEL GOBIERND FEDERAL

(Fhras
Educatives Salud pisblicas
SISTEMA DE PROGRAMAS DE LA COMASUPO
Indskria-
:‘.:E::;::; hzacion
f de 13
Defansa menuden Lache
SISTEMA OF PROGRAMA DE COMERCIALIZACION DE GRANDG
Compra ¥enla
SISTEMA DE DISTRIBUCION DE GRANDS
Teiga Sargo
Distribucitn
Almace- del maiz
Capacita- namien- Asraz i
|cidn CAIM- 1o 7
.Entqil‘i:u-i pECIfd T
/

Sistema considerado
Figurn 1.2

b) Se determinan las componentes del sistema. Por ejemplo, en el
caso del sistema de distribucidn de maiz de la CONASUPOQ, las conupro-
nentes de la misma son: las poblaciones urbanas y rurales del pafs, las
almacenadoras urbanas y rurales, los cenitros receptores del grino v los
centros de venta del mismo.
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c) Se determinan los canales de comunicacion entre las componentes
del sistema y de éste hacia los elementos de otros subsistemas que van a
tener influencia directa o indirecta. Por ejemplo, en el caso del sistema
de distribucién de maiz de lJa CONASUPO, estos canales de comunica-
cion estin constituides por la red ferrocarrilera, de carreteras y de trans-
porte maritimo. En otros sistemas, estos canales pueden ser los procesos
contables, o las formas para pedidos, encuestas, facturas, ete.

d) Se determina de qué manera se tiene acceso a la informacién re-
querida, cdmeo se procesa ésta y como se transmile entre las diferentes
compaonenter del sistema. Por ejemplo, en el caso de la Compafiia Nacio-
nal de Subsistencias Populares (CONASUPO), hay informacién de ca-
ricter operativo que se captura en el momento de ocurnr la accién. Un
barco que descarga granos de importacion en alguno de los puertos mexi-
canos, es motivo para que telefénicamente se comunique a la Gerencia
de Almacenes y Transportes, entre otras cosas, las siguientes: de qué
barco se trata, qué grano se esti descargando, en qué cantidades, a
qué contrato pertenece esa importacion, tiempo de descarga del barco,
etc, Un campesino que vende maiz a la CONASUPO, a través de sus
Bodegas Rurales, es motivo para que se notifique via telex a la misma
Gerencia, la cantidad que se compra, de qué grano se trata, en qué
condiciones, cantidad pagada al campesino, etc. La informacién referente
al almacenamiento, distribucién y venta del grano se comunica también a
dicha Gerencia. Toda esta informacién se vacia en formas especiales,
las cuales después se envian a la Subgerencia de Investigacidm de Opera-
ciones para que se conviertan en tarjetas perforadas. Las tarjetas se
verifican y se pasan a la computadora para que se les grabe en una cinta
magnética. La cinta magnética después se usa para procesar la informacién
de una manera especial y preparar informes que se despachan a los
responsables de tomar decisiones, como lo son el Director, Subdirectores,
Gerentes, etc. (ver figura 1.3).

Ademis, las cintas de informacién de las actividades operativas, fi-
nancieras e informacion ajcma a la mstitucion (tanto nacional como
internacional), se emplean como insumo de datos para el archive de
modelos matemdticos de Investigacién de Operaciones {modelos de dis-
tribucién de granos, modelos de prondsticos de compras y ventas, etc.],
que resolverin una serie de problemas importantes de la organizacién
(Ogura 1.4).

La Investigacién de Operaciones se utiliza en tres tipos de proble-
mas: deterministicos, con riesgo, bajo incertidumbre,

Los problemas deterministicos son aquellos en los que cada alternativa
del problema (hay mds de dos) tiene una y sblo una solucién. Como hay
varias alternativas, hay también wvarias soluciones, cada una con una
diferente eficiencia y/o efectividad asociada a los objetivos del sistema.
Por lo tanto, existe el problema de decision,

Los problemas con rigsgo son aquellos en los que cada alternativa del
problema (hay mds de dos), tiene varias soluciones, Cada solucién puede
ocurrir con una cierta probabilidad. La distribucién de estas probabili-
dades se conoce o se puede estimar.
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Los problemas bajo incertidumbre son aquellos en los que cada alter-
nativa del problema (hay mas de dos), tiene warias soluciones. Sin em-
bargo, se ignora con qué probabilidad o distribucién probabilistica otu-
rririn estas soluciones,

El volumen uno de este texto se refiere a los métodos v modelos de
la Investigacién de Operaciones que resuelven problemas deterministicos.
El segunde volumen, trata con los modelos que se utilizan para los pro-
blemas con riesgo v bajo incertidumbre.

1.3.3. Construccion de modelos

En la Investizacion de Operaciones existen tres clases de modelos:
icémicos, analdgicos, simbélicos.

Los modelos icdnicos son imfgenes a escala del sistema cuyo problema
se guiere resolver. Por ejemplo, las fotografias, las maquetas, dibujos y
modelos a escala de barcos, automdviles, aviones, canales, etc., son mo-
delos icdnicos. Los modelos analégicos se basan en la representacion de
las propiedades de un sistema cuyos problemas se quieren resolver utili-
zando otro sistema cuyas propiedades son equivalentes. Por ejemplo, las
propiedades de un sistema hidriaulico son equivalentes a las de un sistema
eléctrico o, inclusive, econdmico. Los modelos simbdlicos son conceptua-
lizaciones abstractas del problema real a base del uso de letras, nimeros,
variables y ecuaciones. Este tipo de modelos son ficiles de manipular y
se puede hacer con ellos un gran nimero de experimentos. De las tres
clases de modelos, los simbélicos son los mis econémicos de construir y
operar.

Ackoff y Sasieni [1] consideran los siguientes grados de dificultad en
la construccion de modelos:

Grado de dificulfad 1. La estructura del sistema es sencilla de obser-
var, analizar, entender y modelar a simple vista y/o como consecuencia
de pliticas realizadas con el grupo de individuos que componen el sis-
tema,

Gradoe de dificultad 2. La estructura del sistema es méis complicada
de modelar y, por lo tanto, se requiere de un sistema anilogo cuya
modelacion cae dentro del grade de dificultad anterior. Por ejemplo,
los problemas de localizacién de plantas, problemas de inventarios, se-
cuenciacién de méquinas, etc., tienen una analogia con sistemas de redes
(a explicarse en el capitulo 4 del primer volumen), cuya modelacién es
muy sencilla (cae dentro del grado de dificultad uno).

Grado de dificultad 3. La estructura del sistema puede deducirse o
aproximarse en base a un anilisis de cierta informacién. Por ejemplo,
el estudio del trifico en una ciudad puede modelarse en base a datos
que se obtienen por observacion directa de automdviles y peatones, en un
determinado lugar y periodo de tiempo.

Grado de dificultad 4. La estructura del sistema no se puede dedu-
cir, sino (nicamente aproximar a base de pura experimentacién. Este
es ¢l caso, por ejemplo, de la calendarizacién de la produccién de un
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nuevo producto, cuye prondstico de mercado, se ha inferido en base a
la venta de un producto similar de una compafiia adversaria (experi-
mentacién de mercado).

Grado de dificultad 5. La estructura del sisterna no se puede deducir
(ya sea por falta de datos o de experimentos) y, por Jo tanto, se con-
ceptualiza una estructura artificial. Este es el caso, por ejemplo, de los
modelos que los Estados Unidos han utilizado en su simulacién de ata-
ques nucleares, ocasionados por una supuesta guerra con la Unién Sovié-
tica o la Repiblica Popular China, Otro ejemplo, que desgraciadamente
lo han puesto en uso nuestras autoridades policiacas, son los modelos
que el FBI en los Estados Unidos desarrolld para control de motines
callejeros, a raiz de los disturbios en Watts (Los Angeles) en 1963,
Detroit 1966 y en Chicago durante la convencién democritica de 1968
(s6lo para citar algunos ejemplos).

Los requerimientos de la informacién para resolver un determinado
problema hace necesario a veces que un modelo se cambie por otro, cuya
informacién es méis ficil de obtener. Asi como es muy dificil extraer una
respuesta correcta a un problema mal formulado, también es cierto
que modelos pragmdticos que se aproximan a la representacién del pro-
blema real, son més dtiles que los modelos mis completos, que no se
pueden utilizar por falta de informacion.

Los modelos siempre deben ser menos complejos que el sisterna real,
de otra manera, para qué quebrarse la cabeza con modelos 5l se puede
trabajar con el sistema real en si. Los sistemas que son muy complejos
pueden representarse por una serie de submodelos, que unidos, represen-
tarian al modelo del sistema original (ver el principio de descomposicion
que se trata en los capitulos 2 v 5 del primer volumen).

Cuando el marco de referencia es dinamico, es decir cambia con el
tiempo, existe una serie de modelos secuenciales que toman en cuenta
este factor (ver la programacién dindmica, que se trata en el capitulo 5
del primer volumen].

Se han mencionado en repetidas ocasiones las palabras “componentes
controlables v no controlables”, En los términos de la Investigacion de
Operaciones, estas componentes son las pariables, unas de tipo indepen-
diente (al cual se les asignan valores arbivtarios) y otras dependientes,
cuyos valores dependerin de las interrelaciones que tengan con las va-
riables independientes y el valor de estas Gltimas,

1.5.4. Denvar lasr soluciones del modelo

Resolver un modelo consiste en encontrar los valores de las variables
dependientes, asociadeas a las componentes controlables del sistema a fin
de optimizar, si es positle, 0 en caso de no serlo, mejorar la eficiencia
y/o efectividad del sistema, dentro del marco de referencia que fijan los
objetivos establecidos por ¢l grupo de toma de decisiones.

21 andlists matemdtico cldsico se utiliza para obtener las soluciones
a un modelo de Investigacién de Operaciones, en forma deductive. Cuan-
do éstas no son posibles de obtener en forma deductiva, se utiliza el
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andlisis numérico, a fin de resolver el modele en forma inductiva. Existen
métodos de solucién de tipo #erative que son aquellas que se aproximan
a la solucién, o bien, dan la solucidén exacta, en base a una serie de
repeticiones de la misma regla analitica sobre los resultados de una re-
peticidn  anterior.

Existen métodos de simuwlacidn que imitan o emulan al sistema real,
en base a un modelo matemdtico (se discute este tipo de modelos en un
capitulo del segunde wvolumen). La técnica de simulacion es muy uil
en la solucién de problemas con riesgo y bajo incertidumbre. Muchas de
estas técnicas de simulacidn se han estado utilizando en téenicas de juegos,
Fstas técnicas de juegos se utilizan cuando en el sistema considerado
existen varios grupos de decision que interaccionan entre si. Por ejemplo,
si se supone que la Ford Motor Co. de México va a empezar a producir
un automdvil econdmico, el grupo de toma de decisiones podria simular
por medio de técnicas de juego, la competencia que este automdvil ten-
dria, por ejemplo, con el Volkswagen y con el Datsun. Los jugadores en
este sistema serian las compafilas Ford, Volkswagen y Datsun. En la
prictica, sin embargo, este tipo de técnicas son poco practicas, debido
mas que nada a la validez de la posible informacién que se pudiera
CONseguir.

1.3.53. Pruebas del modelo y de las soluciones, Control ¢ implantacién
de los modelos

Les modelos no deben utilizarse confiando sélo en la intuicion de la
persona o grupe gue los disefie. Es necesario probar la validez de modelo,
observando si es que los resultados del mismo predicen o no, con cierta
aproximacion o exactitud, los efectos relativos generados por las dife-
rentes alternativas disponibles.

Los proyectos de Investigacion de Operaciones se aplican general-
mente & n nr'gﬂni?,i'll,‘.'i.ﬁl'llﬁ fque estin np-e:nnda v que, por la tanto, ya
arrojan ciertos resultados. 51 los resultados que se deriven del maodelo
se alejan bastante de los resultados reales del sistema operativo, enton-
ces hay que cerciorarse de lo siguiente:

a) Que el Diseno de Sistemas que se aplicd en el estudio del sistema
en cuestidn, no ha omitide ninguna componente controlable importante
v que no haya rechazado ninguna interaccidn que genere efectos de im-
portancia. Se debe corroborar que todas las opiniones de las personas que
forman el grupo de toma de decisiones se hayan incluido en el andlisis.

&) Una vezr que se cerciore de la valider del Diseno de Sistemas que
e efectud, hay que corroborar las expresiones matematicas que repre-
sentan a Jos objetivos del grupo de toma de decisiones de la organizacidm
v de las diferentes restricciones que representan las interacciones de
importancia.

¢} Una vez que se cerciore de la vahdez del modelo (representacidn
matemdtica de las interacciones y objetivos del mismo), hay que corro-
borar que las técmicas que resuelven a éste se aplican de manera correcta

http://librosysolucionarios.net
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y que los resultados del mismo se analizan e interpretan también de
manera correcta.

d} Por tltimo, hay que cerciorarse que la manera como s¢ comunican
los resultados al grupo de toma de decisiones sea utilizando un lenguaje
que cllos entiendan,

St todos estor pasos se ejecutan de una manera recurrenie, cada ver
que se obtienen resultados del modelo y se le presentan al grupo de toma
de decisiones, se empleza a ejercer un procedimiento sistemdtico de con-
trol que depura y ajusta al misme con la realidad. El vacio que pudiera
existir entre el grupo real que tiene el problema y el grupo de Investi-
gacion de Operaciones que viene a resolverlo, se empieza a cerrar, constru-
véindose un puente de entendimiento y comunicacién entre ambos gru-
pos. Este tipo de control puede, de una manera muy sencilla, ajustar los
modelos ya operativos a los cambios dinimicos que la organizacidn pu-
diera sufrir en el futuro.

La implantacién de estos modelos (una vez probados v controlados),
es en la opinidn del autor la parte mas dificil y delicada de todo el pro-
yecto, sobre todo en paises del Tercer Mundo como el nuestro.

Es caracteristico en nuestros paises, por los problemas tipicos que
se tienen (reparto inequitativo de la riqueza, centralismo del desarrollo
econdmico, poder politico-econdmico piramidal, dependencia técnico-
financiera del exterior, altas tasas de crecimiento demogrifico, baja pro-
ductividad, etc.}, encontrar esas burocracias (tanto publicas como priva-
das) que son mds rigidas al cambio que la misma Muralla China (que
ha sobrevivido al tiempo por tantos miles de afios). Cuando un elemento
de esa burocracia, que al mismo tiempo pertenece al grupo de toma de
decisiones, no entiende la utilidad del modelo que se le presenta y no sabe
interpretar las soluciones del mismo y asociarlas a su problema original,
entonces el resultado tipicos es que éste combate al grupo de Investiga-
cién de Operaciones, como al enemigo mis acérrimo. La razdn de esto
es natural, porque cuando uno no entiende algo, lo trata de rechazar
debido, entre otras cosas, al temor de que esta “herramienta tan miste-
riosa” (???) lo desplace de un cargo pablico o-Jprivado, que en esta
estructura piramidal de poder politico y econémico, es tan valiosa vy a
veces tan dificil de conseguir por la via de la habilidad y conocimientos
(se consiguen pqr compadrazgos e mmfluencias).

Es por lo tante importantinmo gque en todo estudio de Investigacion
de Operaciones el grupo de toma de decisiones del sistema SEA PARTE
ACTIVA, en mayor o ménor grado, en todas las fases del proyecto. Este
autor aconseja que, cuando el estudio de Investigacion de Operaciones
se haga en paises del Tercer Mundo, ademis de hacer participar a todos
los elementos del grupo de toma de decisiones, se invite también a par-
ticipar, quizds en menor grado, a cuanto elemento sea posible que esté
arriba en la estructura piramidal de la organizacion. Esto se hace con
objeto de interesar e incrementar la curiosidad de aquellos que tienen
control sobre el grupo de toma de decisiones.
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Asl, por ejemplo, en el proyecto de Investigacién de Operaciones que
este autor disefié, construyé y actualmente controla su operacidn dentro
de la Compaiiia Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPQ)?
para la distribucion de granos (maiz, trign) y costalera, se tuvo cuidado,
desde un principio, de hacer participar en ¢l proyecto, ademds del grupo
de toma de decisiones en este problema (Gerencia de Almacenes y Trans-
portes, Gerencia de Compras v Gerencias de Ventas), a los Subdirectores
(de Planeacion-Finanzas v de Operaciones) y al mismo Director de la
Compafiia, aunque estos Gltimos en menor grade. Es més, en las oficinas
del Director v de los Subdirectores existen pantallas de planeacion estra-
tégica, conectadas a la computadora de la Compania, donde ellos pueden
consultar directamente v en forma continua, si asi lo desean, los resul-
tados de los modelos (elaro, expresades éstos en un formato sencillo, que
ellos entienden).

Se concluye esta seccidn mencionando gue en un reciente articulo,
Urban [18] resume, desde un punto de vista rouy moderno y tomando en
cuenta la experiencia emanada de los resultados publicados en los 25
afios de vida de la Investigacidn de Operaciones, la manera como los
grupos de Investigacion de Owperaciones pueden incrementar sus posibili-
dades de éxito al disefiar, construir, operar, controlar e implementar un
madelo en la solucién de los problemas de las organizaciones.®

1.4. Formulacion de diferentes modelos

El objetivo de la presente seccion es el de introducir la formulacion
de modelos matematicos a partir de la descripcién de los problemas. La
seleceion hecha de los problemas, se hizo en base a los capitulos conte-
nidos en los dos volimenes de este texto,

Esta seccion debe tomarse como una ilustracién introductoria a la
Investigacion de Operaciones, dejando el resto del libro {dos voliumenes)
a la presentacién y explicacién de la misma. No es importante a estas
alturas si el lector no entiende como se derivé cierta expresidon mate-
matica.

a) Un problemae agricola:

Supdngase que en el poblado de Tixtla, Gro. la Nacional Financiera
pretende hacer inversiones cuantiosas en el cultivo de aguacate, lima
reing, mango y zapote prieto. Se persiguen dos objetives, uno el de redu-
cir el desempleo rural y otro el de aumentar las exportaciones que ven-
drin a equilibrar la balanza de pagos de la nacién. Se sabe que la pros
duccion promedio de cada drbol esti dada por la siguiente tabla:

% Se describe con mayor detalle en la seccifn 2.8,
% Los resultados de cualquier modelo deben ser analizados, evaluados , ais-

eriminados por el grupo de toma de decisiones, quienss con su experiencia debe-
rin emitir la {dltima palabra en la materia. Tos modelos deben ser herramientas
adicionales en la toma de decisiones y jeomds deben tomar la decisién definitiva.

http://librosysolucionarios.net
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TABLA 1-1
)]
Produccidn promedio anual !
Tipo de drbol Observacidn
{en unidades) {en kg)

| Aguacate 350 150 Una vez por afio
Lima reina 230 200 Una vez por afio
Mango 150 50 Una wvez por ano
Lapote prieto 400 150 Una wvez por afo

El precio promedio en el mercado mundial a precios de 1974 fue de
$ 10.00 por kg de aguacate, $4.00 por kg de lima reina, § 15.00 por kg
de mango vy $7.00 por kg de zapote prieto. Existe una extensibén de
250 000 m* de tierra de propiedad federal propicia para el cultivo de esos
productos. Supdngase que técnicos de la Secretaria de Agricultura han
determinado que las siguientes extensiones minimas son necesarins para
el cultivo de esos productos,

TABLA 1.2
Extenndn minima de
Tipo de drbol cultive por drbol
;E.n.iac:lte N 4 i
Lima reina 5 m?®
Manga 4 m?
Zapote prieto & m?

Afortunadamente no existe problema de agua, pues hay varios ma-
nantiales dentro de la propiedad, que aseguran la existencia de ese pre-
ciado liquide por los préximos 20 anos. El costo por sembrar un érbol
de aguacate es de $2.00, $0.50 por arbol de lima reina, § 1.00 por ar-
bol de mango y § 1.50 por arbol de zapote prieto; estos costos ya incluyen
la compra del arbol mis su cuidado y mantenimiento. Cada édrbol em-
pieza a ser productivo, aproximadamente a los 3 afios de ser plantado.
Cada arbol de aguacate requiere de cuidados eguivalentes a 36 horas-
hombre /atio; 72 horas-hombrefafio por arbol de lima reina; 50 horas-hom-
bre /afio por arbol de mango y 10 horas-hombre/afio por drbol de zapote
prieto.
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La Nacional Financiera pretende hacer una inversibn de 20 millones
de pesos, pensando exportar toda su produccion a partir del tercer afio.
El desempleo en Tixtla se ha calculado en 500 personas y, el Gobierno
Federal ha delineado que éste proyecto emplee al menos 200 personas en

forma continua.

Bajo estas circunstancias, ;jcudntos drboles de aguacate, limg reina,
mango vy zapote pricto deberin sembrarse con objeto de maximizar el
valor de la futura exportacién anual?

Formulacion:

Sean

Xe @ el nimero de arboles de aguacate a ser sembrados,
Xy : el nimero de arboles de lima reina a ser sembrados,
Xa : el niimero de rboles de mangos a ser sembrados,

X: : el niimero de drboles de zapote prieto a ser sembrados,

la notacién usada para denotar todas las variables del problema.
El valor promedio de la exportacién (FPE) anual se puede repre-
sentar por:

VPE = (10} (150) X, + (4) (200) X, + (15) (50) X + (7) (150) X,

cuyas dimensiones estin dadas por:

() e () e

&rb. lima reina

kg mango/ \ drh. mango
$ kg zap. prto. G
o =
(ks zap. Prtu) (ﬁrb- zap. prie ) sapote prie

La restriceién correspordiente a la extensién de tierra laborable estd
dada por:
4X, + 5X; + 3X, + 6X, < 250 000 m®.

Dimensionalmente, se puede verificar que en efecto las unidades en
ambos lados de la desigualdad son m®
Respecto a la inversidn inicial se tiene que
2X, + 0.50X; + 1X, + 1.50X,; < 20 000 000,

siendo pesos las unidades que prevalecen en ambos lados de esta tdltima
desigualdad.

http://librosysolucionarios.net
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Respecto a la condicién de empleo minimo que el Gobierno Federal
s¢ ha fijado, ésta puede representarse por:

36X, + 72X; + 50X, + 100X, > 8 X 200 X 365,

siendo las dimensiones de esta desigualdad, las siguientes

L ( h-hombre P h-hombre -
— . age, + | ———m——————  Jima 4 { ————— : -+
(n.:'m-cirh. :gv:.) = afip-Arh. 'lirn:) (aﬁn-ﬁ.ﬂ:. mgn.) s
h-hombre h-hombre-dia
r— | ATD. ZAD. = | ——
(aﬁn-i:h, ::p.) ( dia afic )’

vy ya simplificando, queda (horas-hombre) /afio en ambos lados de la
desigualdad.

Finalmente, como el nimero de drboles, de cualquier especie, no
puede ser negativo (en vez de sembrar, se destruye), se tiene que

Yo NS00 X.20

Resumiendo, se tiene que el siguiente modelo matematico formula

el problema en cuestidn.
Maximizar 1 500X, + 800X ; + 750X, + 1 050X,

sujeto a
4X.+ 5X;+ 3X,+ 6X,< 250000

2X,+ 0.5X; + X+ 1.5X, < 20000000
JoX, + 72X, + 50X, + 100X, > 584 000
X, 20 X;20,Xa 20X 20

Este s un ‘wmodelo de PROGRAMACION LINEAL, cuya teoria y
métodos de solucidn se explican en el capitolo 2.

Se hace la observacién de que si en la vida real, el agua no existe
en el terreno v hay que traerse de otros lugares a un cierto costo, esto
podria ficilmente representarse matemiticamente en funcién al consumo
de agua por afio por clase de irbol en cuestibn. De la misma manera,
puede modelarse entre otras cosas el costo de oportunidad de financiar
a 3 afios, el costo de erradicacién de plagas, costo de abono y manteni-
miento de tierra, salario de campesinos, riesgo de pérdida en cosechas,
eteétera,

La solucién del modelo anterior puede generar resultados fracciona-
rios, que serian imposible de aplicarse en la realidad. ;Quién podria
sembrar 104 7781 drboles de mango? Para evitar unidades fraccionarias,
se desea que el niimero de drboles, de cualquier especie no sélo no fuera
negativo, sino también entero, es decir
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X
Xy
Xm
x,

N IV IV IV
o e i e B e
g

entery,
entero
entero
ertero,

¥

¥

Esto haria cambiar el modelo de programacién lineal a un modelo
de PROGRAMACION ENTERA cuyos métodos de solucidn son entera-

mente diferentes. Este tema se trata en el capitulo 6.

b)Y Un problema de distribucidn:

La Fibrica Nacional de Cerveza tiene plantas ubicadas en el Distrito
Federal, Guadalajara, Monterrey, Tijuana vy Ménda. La Fibrica Nacio-
nal de Latas, una subsidiaria de la Fabrica Nacional de Cerveza, tiene
plantas ubicadas en Puebla, Torreén v Celaya.

La demanda mensual de latas de cerveza se pronostica en:

TABLA 1-3
| Planta de Demanda mensual |
i certen en laias |

Distrito Federal | 2 000 000 :
Guadalajara ' 500 000 |

| Monterrey ' 400 000 :
_Tij HAnA 100 D0 i
' |

| Mérida 100 000 I

Las lalas de ecerveza abiertus, se retornan a la Fundidora Naecional
de Aluminio, en donde se reconvierten en aluminio y de ahi se mandan

a la fibrica de latas.

La producciin méxima mensual de latas es:

TABLA 1-4
Planta de Capacidad mensual l
latas en latas i
Puebla 1 000 000
Tarreén 1 500 000 !
Celava 750 DI”J_;__-_|

http://librosysolucionarios.net
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Los fletes son una funcion de las distancias que existen entre las
plantas productoras de cerveza y las plantas productoras de latas. Estos
fletes son:

TABLA 15
Puebla Torredn Celayva 1
Distrite Federal 5 20 15
Guadalajara 20 15 2
Muonterrey 23 2 10
Tijuana k 75 50 40
Mérida 45 BO 60

{pesps por transportar [ 000 latas)

Bajo éstas condiciones, jqué programa de distnbucion mensual de
latas se deberia establecer a fin de satisfacer la demanda mensual en las
fabricas de CETVETA, aift exceder la pmduccién mensual b todo a costo
minimo? Las unidades del programa de disrtibucién mensual se da en
miles de latas.

Formulacion:

Sea:

X;i: la cantidad de miles de latas que se envian de la fibrica
i(i = Puebla, Torreén, Celaya) a la fibrica de cerveza j(j =
Distrito Federal, Guadalajara, Monterrey, Torrefn y Mérida)
en un mes.

Entonces, el costo total de envio es:

COSTO = 5Xppy + 20Xpq + B5Xrw + BXrr + $5Xeun +
ED XTD,D.I‘, £ Lr.'l' Im'u + 2 Imu + a0 XW.T =+ Eﬂ Im'u:g
+ 15 Eclp_pl + 2 X.cl,,} + 10 IL‘.'.II + 40 -rl:.'r + Eﬂ Iﬂm,

el cual se tiene que minimizar, sujeto a las restricciones que a conti-
nuaciém se escriben.

Las expresiones matemdticas que implican que la demanda mensual
se satisiaga, son;

a) En el Idistrito Federal:

2000 000
Appr. + Xpopy + Xopr =2 BT latas.



Formulacion de diferentes modelos 43

b) En Guadalajara:

Apa + Xroo + Xoo = = latas.
¢} En Monterrey:

Xpu + Xeouw + Aou = latas,
d) En Tijuana:

100 000

Xpxr + Xpor + Ao = ¥ latas.

¢} En Ménda:
100 000

EPM + I‘Iﬂ.“ + xqrug E "i?_ﬂ}l}_ I-ﬁ.tﬂ!-.

For otro lado, las restricciones que indican que no se puede exceder
la capacidad de produccion mensual de latas son:

{1 Planta en Pucbla:

1 000 000
1 000

X‘r;[:_r. -+ .Ip_ + X]:'u + X‘p_-r + IP,:II:I "':_: lﬂ.'l.aa.,

g} Planta en Torredn:

1 500 000
Aropy. * Xroa + Xvou + Aror + Xroam = Wlﬂtﬂ-ﬂ-

i) Planta en Celaya:
750 000

Xopr + Xoo + Xexw + Xer + Xoue < latas.

Por Gltimo todas las variables Xy; (i =P, TO, C; j= D.JF,, G, M,
T, ME} deben ser no-negativas, de lo contrario se mandarian las latas
de regreso, es decir de las plantas de cerveza a las fibricas de latas.

Un modelo de éste tipo, que se trata en el capitulo 3 y, que cac den-
tro de la familia de programaciin lineal, se llama de TRANSPORTE.

Este capitulo también trata otros tipos de problemas de transporte,
tales como los MODELOS DE ASIGNACION, MODELOS DE TRANS-
BORDO o TRANSPORTES CON NODOS INTERMEDIOS Y
TRANSPORTES GENERALIZADOS,

¢) Un problema de asipnacion de récursos educativos

Se supone que la Secretaria de Educacién Piablica se ha trazado
un plan a 4 ahos, para entrenar maestros urbanos v rurales de ense-

http://librosysolucionarios.net
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nanza primana. El entrenamiento de ambas clases de maestros tarda 1
ano v los costos de entrenamiento estin dados por:

TABLA 1-6
Por maestro Por maestro "
rural urbano |
dfio 1—(1977) $ 10 000 512500 |
Afio 2—(1978) $ 10 100 $ 13 000
Afio 3—(1979) $ 10 200 $13500 |
Aiio 4—(1980) | $10300 | § 14000 |

La demanda pronosticads de maestros de ambas clases es de:

TABLA 1-7
Afio Maestre rural Maestro urbano
1977 1 D00 a (MK
1978 1500 & 000
1979 2 000 7 000
1980 2 500 a 000

Los salarios anuales percibides por maestro rural y urbano son de:

TABLA 1.8
Afio Maesiro rural Maesiro urbano
1977 § 10 000 12000 F
1578 £ 10 100 $ 12200

1979 $10200 | §12400

1980 - £ 10 300 o § 12 600
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Al finalizar un afio de trabajo se les ofrece la opcién a los maestros
de continuar en su mismo trabajo o de cambiar de urbano a rural o
viceversa, de rural a wurbano. De no cambiar, su salario permanecerd
regide por la tabla anterior. Los maestros que cambien de rural a ur-
bano percibirdn un salario correspondiente a la tabla vigente para maes-
tros urbanos en ese afio. En cambio, maestros urbanos que cambien a
rurales percibirin el salario de maestro urbano correspondiente a ese afo.

Debido a la capacidad de las instalaciones, ¢l Gobierno Federal puede
Ginicamente entrenar v graduar a no méis de 3 000 maestros en total {ur-
banos y rurales), por afio. Si por la oferta limitada en cierto afio, es
necesario cubrir la demanda, éta se hari con maestros jubilados a un
costo de § 15000 por afio por maestro, independientemente a que fun-
cionen como rural o urbano.

Bajo tales circunstancias, ;cudntos maestros de cada tipo deberian
prepararse por afio, cuintos deberian de cambiar de calidad por afio y
cudntos maestros jubilades deberian emplearse por afio, tal que el costo
total se minimice y se atenga a la demanda pronosticada?

Formulacion

Este problema podria resolverse mediante una red, como la que se
muestra en la figura 1.5, donde el nodo O es una fuente inagotable de
jovenes que quieren ser maestros, ya sea urbanos o rurales. Los arcos
0-1, 0-2, (-3, U0-4 representan a la gente que el Gobierno Federal em-
pieza a entrenar en los anos 1976, 1977, 1978, 1979, a fin de que imicien
sus servicios un afo mas tarde, Notese que el arco 0-3 ya no interesa,
pues gente graduada en 1981 cae fuera del plan a 4 afios. La capacidad
de cada uno de estos arcos es de 3 000 individuos por arco como miximo
El flujo de jovenes en los nodos 1, 2, 3 v 4 pueden seleccionar la ruta de
maestro rural a cierto costo para el Gobierno Federal (arcos 1-6, 2-7,
3-8, 49) o de maestro urbano a otro costo (arcos 1-10, 2-11, 3-12
y 4-13}. La demanda anual rural se da por un minimo de flujo que
debe circular por los arcos 6-14, 7-15, 8-16 y 9-17, mientras que la
demanda urbana se da por un minime de flujo que debe circular por
los arcos 10-18, 11-19, 12-20 y 13-21. Los maestros durante el afio que
ejerzan percibirin el sueldo anual dado por los arcos 14-7, 15-8, 16-9
para maestros rurales y 18-11, 19-12, 20-13 para maestros urbanos. Al
finalizar un afo, los maestros urbanos que deseen trabajar como rurales
lo pueden hacer a un costo para el Gobierne Federal dado por la can-
tidad que se muestra en los arcos 18-14, 19-13, 20-16 y 21-17. Los
maecstros rurales que deseen trabajar como urbanos lo harin a un costo
para el Gaobierno Federal dado por los arcos 14-18, 15-19, 16-20 y 17-21.
S5i es necesario cubrir la demanda con maestros jubilados esto se hace a
un costo dado por los arcos 22-6, 22-7, 22-8, 22-9, 22-10, 22-11, 22-12
y 22-13. Se supone que la cantidad de maestros jubilados que se puede
emplear es bastante grande (suficiente para cubrir la demanda). Como
el Gobierno Federal tiene otros planes para después de 1980, todos los
arcos que emanan hacia el afio 1981, no se considerarin.
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1e&l

SLEl
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A este tipo de modelo se le denomina RED DE OPTIMIZACION
y su tratado asi como sus métodos de solucion se dan en el capitulo 4.

Este tipo de redes puede ser anilogo a una serie de tuberias de dife-
rentes gruesos per donde en ocasiones no debe de fluir mds de certa
cantidad v otras veces debe de fluir al meénos cierta cantidad y todo
a diferentes costos. El problema a resolver seria el de hacer circular el
flujo (de maestros en este caso) a costo minimo sin violar las capacidades
minimas y médximas de cada arco.

d) Un problema de construccion

Se supone que el Gobierno Mexicano y el de Guatemala han deci-
dido construir una presa en el rio Usumacinta para la generacién de
energia eléctrica que se utilizari, por una parte para alimentar los par-
ques industriales de Cd. del Carmen (Campeche), Chetumal (Q. Roo),
Ménda (Yuc.), Tuxtla Gutiérrez y Tapachula {Chis.) y por la otra para
satisfacer la demanda de las ciudades de Guatemala, Quezaltenango y
Puerto Barmos en Guatemala. El lugar de construccion es tnicamente
accesible por chalin que se toma cerca de Tenozique (Chis.). El reco-
rrido en chalin es de aproximadamente 50 km, por el rio Usumacinta. Se
piensa construir 10 chalanes, que puedan transportar cada uno 1000 m®
de materiales de construccidén. Cada chalin tendri un compartimiento
rectangular de #;, metros de largo, t. de ancho, f; de altura y solamente
tendri fondo, pues la parte superior estari al descubierto. Las paredes
laterales y el fondo tienen un precio de §$1000 m® mientras que los
extremos, que son de otro material méis resistente, cuestan $2 000 m®
Los chalanes haran el recorrido a un costo de $ 100,00 por viaje redondo.

¢De qué dimensiones debe ser cada chalin tal que el costo total de
cada viaje redondo sea minimo?

Las dimensiones del rio hacen necesario que el ancho de cada chalin
no exceda de los 10 m y, su altura de 3 m. Los puertos de embarque y
desemnbarque hacen necesario que el largo #; no exceda de los 50 m.

Foermulacion:

La figura 1.6 da una idea de la forma geométrica del compartimiento
de carga de cada chalin.
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El costo de cada extremno es:

EU{}Dh t.i_*m’

I L

y como hay 2 extremos, se tiene
4000 t; 2.
El costo de las parcdes laterales mas el fondo esta dado por
(2) (1000} & ts + (1000) # 5.

El costo del viaje, redondo es

1 000 m?
1007 — 8.
(h iz f:) E } m?* *

El ecosto total puede escnibirze como

1 000 00
-t|, f:f; )

C=4000¢8:¢, + 200028, 85 + 100014, 8, +

El problema es minimizar el costo total C, sujeto a las siguientes
condiciones:

0 < ¢t < 30 metros,
0 < ¢ < 10 metros,
0 < & < 3 metros.

A este tipo de modelos se les llama de PROGRAMACION NO
LINEAL. El modelo descrito arriba, es un caso particular de programa-

cion no lineal, llamade PROGRAMACION GEOMETRICA. Estos td-
picos se tratan en el capitulo 7.

e} Un problema de control de aguas

Se supone que la Secretaria de Recursos Hidriulicos en coordinacién
con la Comision Federal de Electricidad tienen el problema de optimizar
el control de agua de descarga en la Hidroeléctrica de Gusanillo Verde
que surte de energia eléctrica a toda el drea industrial de esa region.
Dada la demanda de energia eléctrica y Ia distribucion de probabilidad
del gasto® de agua que fluye a la presa, se trata de satisfacer la deman-
da de fluido eléctrico a costo minimo.

Se tienen datos historicos que le han permitido al personal federal
pronosticar ciertas condiciones de la presa para los proximos N dias.
Dendtese por 8§ (r=1,...,N) la variable que se refiere a la cantidad
de agua almacenada en la presa de la hidroeléctrica al principiar ¢l dia

5 Gasto e3 igual a volumen por unidad de tempo.
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(f=1,...,N); por ¥, (i=1,...,N} el pasto pronosticado de agua
que llega a la presa durante el dia ¢ (i=1,...,N); & (i=1,...,N)
a la demanda pronosticada de energia eléctrica para el dia ¢ y por il
timo X; la variable que se refiere a la descarga de agua durante el
dia 1.

La tecnologia del sistema hidroeléctrico es tal que permite evaluar
el costo de generacidn de energia eléctrica durante el dia i, como una
funcién de la demanda 4;, del gasto ¥;, de descarga X; y del agua alma-
cenada §;. Sea esa funcién de costo para el periodo @

G; I{IJ, S.‘, }r“ d-l:l, 1= 1, vy P'IT-.

El gasto de agua ¥; (i=1,...,N) solamente puecde ser expresado
en funcién de cierta distribucion de probabilidad de la forma

P (Yi|Yi=1), i=1,...,N,

que significa que el gaste en el dia { depende en forma condicional del
“gasto” eneldiai—1,i= 1, .. N La P; (¥;]|¥; — 1) puede tpmarse
como una funcidn de densidad.?®

El valor esperado del costo es:

X L=l
FEG=E]. G'i. [Xi,.ﬂ',-, F.‘,-ﬂri:: P'i. [F;tr;_lj tﬂ";,
'i:'I

—o

Obviamente, los técnicos de ambas secretarias de estado conocen la
relacién que existe entre el agua acumulada en el dia 1+ + 1 en funcién
a la que existe el dia ¢ mas el gasto durante el dia 1 y la descarga en
dicho dia. Esta relacién bien podria escribirse como

Si41=5¢+}"':—3.-, i-l,...,N.

El problema es ¢l de encontrar las descargas X3, Xs, .., Ay ¥ los vo-
liimenes acumulados §,, S, ..., 8% tal gue se minimice el valor esperado
del costo VEC, sujeto a la restriccibon gue

'5‘1.+1=‘5|I'+F'i-_iril E-l:"':é‘f‘

Este problema puede resolverse por métodos de PROGRAMACION

DINAMICA que se explican en el capitulo 5, para situaciones determi-
nisticas, o bien por PROCESOS MARKOVIANOS DE DECISION, en

% La funcitn de densidad f{x) para una variable aleatoria continua X €3 una
gy &

funcidon que satisface: f{x) =10, J flxldex=1 ¥ j flzlde = Pla < x < b},

-G ]

donde a ¥ b son dos nimeros reales tal que a < b y P significa probabilidad de

un eventey. En el caso de que X sea ona variable aleatoria disereta, f{(X) =

P{X = ¥). Ver apéndice A4 de ambos volimenes.
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situaciones estocasticas, como seria el caso para este problema. Este Gltimo
tipo de métodos se explica en el segundo volumen,

f} Un problema de rutas

Se supone que existen N gasolineras en la Ciudad de México, que
han sido numeradas del 1 al N. La gasolina NOVA debe ser distnbuida
y surtida a todas estas gasolineras desde la refineria de Azcapotzalco. Se
supone que la gasolinera i, requiere de g(i) litros de NOVA vy Ia dis-
tancia entre las gasolineras ¢ v 7 (i,j=1,...,N; i5£}) esti dada por
dit, ;) kildbmetros. PEMEX (Petrdleos Mexicanos) solo tiene una flotilla
limitada de wvehiculos tipo “pipa”, cada uno con capacidad maxima de
@ litros de NOVA, que tienen que surtir en una determinada ruta antes
de regresar a cargar mis NOVA a la refineria. Por disposiciones sindi-
cales a los choferes no se les permite manejar mas de K kilometros por
ruta,

Una programacién de rutas especificaria § rutas Ry, R, ..., Rz donde
cada ruta se inicia en la refineria, visita una cantidad determinada de
diferentes gasolineras y regresa por Gltimo a la refineria sin exceder
las himitaciones de capacidad de carga Q y de kilometraje K.

El objetivo de PEMEX es determinar el minimo nimero § de rutas
que satisfagan la demanda (diaria, semanal o mensual) tal que el kilo-
metraje total de recorrido, DT, sea minimo.

Formulacion:
Se supone que la ruta R; tiene que surtir a n; gasolineras denotadas
Gi(1), Gi(2y, ..., Gi{n;). El kilometraje recorrido en ésta ruta es:

iy
D; = dref.,, Gi(1)) +,E d(Gi(j—=1), Gi(j)) + d(Gi(ny), rel.).
=2
El kilometraje total cubierto en todas las § rutas es
&
DT = ¥ D;.
i=1

Las varnables del problema son obviamente las siguientes:

a) ¢Cudntas rutas § deben existir? En otras palabras, jcuil es el
valor de &7

b) Dada una ruta { determinada, ;cudntas gasolineras deberin sur-
tirse en esa ruta, es decir, cudl es el valor de n; por cada ruta i =1,

PR T 4
¢} Sabiendo cudl es el valor de n;, identificar las n; pasolineras que
forman esa ruta, es decir G;(1), G;{2), ..., Gi{my).

Las respuestas de {(a), (b), {¢) deben ser tal que §, el nlimero total
de rutas sea minimo; DT, la distancia total de todas las rutas sea mi-
nima y ademdis que se respeten las restricciones de kilometraje dadas por
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D<K, imY..,8

v de capacidad, dadas por

’E AT ET i

Se supone que Q > g (i) para toda gasolinera.
Los métodos que resuelven éste tipo de problemas COMBINATO-

RIOS, se Naman HEURISTICOS y algunos de ellos se tratan en el
capitulo 6.

g} Un problema de invenlario

La compra de maiz y frijo]l que la Compaiifa Nacional de Subsis-
tencias Populares (CONASUPQO) hace a través de las Bodegas Rurales
Conasupo a los ejiddtarios del pais, se lleva a cabo en forma encostalada.
En el estado de Chiapas, uno de los grandes productores de maiz, se ha
notade que la demanda de costales de 70 kg cada uno, que la CONA-
SUPO presta a los ejidatarios, tiene la siguiente distribucidn anual:

TABLA 1.9
£ = Paca de costales | g(g) = Probabilidad |
(1 000 costales deé consumo |
|

0 B .0

1 .20

i .,i:_. Serek el g

Y 25
' a0
5 I .05 |

donde cada paca de costal tiene 1000 costales. Los costales por su uso
pueden darse de baja, cuando estin muy deteriorados. Para reponer esos
costales deteriorados y dados de baja se deben fabricar nueves costales,
La paca de costales tiene un costo de almacenamiento bajisimo de § 10.00
/pacafafio. El costo de fabricacién de una paca es de $5000.00. Los
daiios que sufre el maiz que no puede almacenarse encostalade por falta
de costales y que debe dejarse a granel a la intemperie es de $500.00
por paca (es decir § 500.00 por 1000 costales de 70 kg cada une o sea
$ 500,00 por 70 toneladas de maiz o frijol).
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Suponiende que el inventario de pacas de costales en Chiapas sube
o baja dependiendo de la fabricacién de nuevos costales o retiro de
aguéllos que estin danades, jcudl seria el punto de reorden que mini-
mizara Jos costos totales?

Formulacidn:

El costo total esta dado por:

Costo total = costo de fabricacién + costo de almacenamiento +
costo de deterioro del maiz a la intemperie.

Si se supone que el mivel del inventario es ¥ (en pacas), que la de-
manda es £ (en pacas] y que los costales mandados a fabricar es X' (en
pacas), se tiene que el valor esperado del costo total es:

E (CT(Y)} = 5000(Y—X) + IDEE;EF"EIHH-EII F 500 3 (4—Y)(E).

£=Fal

Se trata de encontrar una ¥* tal que minimice la expresion anterior.
Una vez hallado el punte critico Y¥, la politica de reorden de pacas de
costales seria simplemente:

aj st ¢l nivel de pacas £ es menor a Y*, fabriquese Y*—Z pacas,
b} si el nivel de pacas Z es mayor o igual a ¥* no se fabrique nada.

Este tipo de modelos llamado de INVENTARIOS, se trata en el
segundo volumen. Los métodos de SIMULACION que se aplican a
la solucién de problemas de INVENTARIOS y de LINEAS DE ES-
PERA también se explican en el segundo volumen,

A continuacién se presenta un problema tipico de LINEAS DE
ESPERA, aungue en esta ocasion no se formula su modelo matemidtico.

h} Visita a una clinica del Seguro Social

A don Sigesmundo Ontivanos, trabajador en la linea de produccion de
la fibrica de tornillos La Rosca, 8. A., se le ha dado cita en el Labora-
torioc de Radiologia del Hospital de la Raza con objeto de practicarle
un examen de bario, Su cita es a las 9.00 h de la manana del lunes, Don
sigesmundo se encuentra pacientemente esperando desde las 9.00 h del
dia lunes y su examen se lleva a cabo el siguiente miéreoles a las 3.00 h
de la tarde. La razin de la cspera es obvia, pues el Dr. Bariola, radio-
logo en dicho Hospital no puede darse abasto con su trabajo y lleva 2
y medio dias de retraso.

Mientras tanto, en la fibnica de tormillos, han tenido que cubrir ¢l
turno de dom Segismundo con un suplente, para no parar la produccion
de la linea. El costo por introducir al suplente es de §150.00 (% 50.00 por
dia). Este costo aunado a otros tantos, serd pasado al pobre consumidor
de tornillos.
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Bajo tal esquema, las autoridades del Seguro Social se preguntan,
cuintos doctores deberian atender a los asegurados en el departamento
de Radiologia de dicho Hospital, tal que el costo social de espera fuera
equilibrado con el costo de operaciones de diche laboratornoe.

1} ¢8e compra o se repara la locomotora de ferrocarnl?

Se supone gue se tiene conocimiento de las utilidades anuales ra(j),
costos de operacion anuales U,(j) v costo de reventa anual §,(j) de una
locomotora construida en ¢l ano n y que ha estado trabajande por ; anos,
Se supone que el precio de compra de una locomotora construida en el
ano n oes O,

El problema consiste en determinar en qué afios conviene reemplazar
la locomotora por una de nueva tecnologia a un ecosto actualizado total
minimo,

Formulacicn :

Si T reemplazos se hacen en los anos X{1), X{(2}, ..., X(T), y el
costo de reemplazo de una locomotora construida en el afio n con j afics
de uso es Cu(7), v si se establece la definicidén

Y = X (i) imi .,.,T.
Z=X(i+1) -1, I -

entonces ¢l costo actualizado al tipo de interéds bancario d es:
z
G(i}) = X (re{t) =Uy(t)) d** + Cy(Z-Y+1) d*
=¥

]":'. ]]Tﬂh].l‘.[]’l:l I]E‘ nljl'il]'l'i?.ﬂl_".il:'llﬂ E'nll!i:i_‘itl'. [55 t] ]'IH.I].EI' I'I I'.I.I.llJITJl"'TI.'_I- ICIIT_;I.I df
reemplazos de locomotora, T, los anos de reemplazo X(1), X(2), ...,
X{T), tal que se mmimice el costo total:

{Ejl Gi),

¥ sujeto a las resiricciones

T 2 0, entero,

X{1) = 0, entero,

A+l) > Xn,ei=1,...,T,
X(N) < horizonte de planeacidn,
Xy > 0, entero, i =2,....T.
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Este tipo de problemas se analiza en el segundo volumen bajo el titulo
de MODELOS DE REEMPLAZO. En ese mismo volumen se describen
meétodos de LOCALIZACION DE PLANTASS

Se espera que a estas alturas el lector se halla dado cuenta, que en
efecto, existe una cantidad muy variada de problemas emanados de mal-
tiples sectores, cuya solucién tradicional de tipo intuitive resulta muy
dificil si no imposible. Para resolver estos problemas conviene formularlos
por diferentes modelos mateméticos.

A continuacidon se trata cada uno de estos modelos con mas detalle,
proporcionando la teoria necesaria para darle validez al modelo, expli-
cando sus métodos de solucién e ilustrindolos con una serie de ejemplos
significativos. El primer volumen trata lor modelos deterministicos y el
segundo los estocdsticos.

Es necesario el conocimiento de los apéndices 4 (cdleulo) y B (dlge-
bra lineal), para este primer volumen y el apéndice A4 (probabilidad,
estadistica, prondsticos) del segundo volumen para los modelos esto-
cisticos,
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CAPITULO 2

La programacién lineal

El objetivo de este capitulo es presentar al lector la teoria de la
programacion lineal, sus métodos de solucidén, asi como las extensiones
que a los mismos se han hecho en la prictica de solucion de problemas
reales. Se empieza con el métode prdfico que presenta una idea intuitiva
de lo que es un modelo de programacion lineal ¥ da las bases que cimen-
tan su solucion; a continuacion se explica ¢l métode smplex v la teoria
que lo justifica; inmediatamente después se cubre la teoria de la dua-
lidad, andlsis de sensibilidad y programacién paraméirica; se finahliza
el capitulo con la explicacién de los métodos que permiten resolver pro-
blemas reales de dimensiones hastante grandes,

2.1. Mérodos graficos

Supingase el lector, que por un momento es duefio de una planta
que produce tnicamente dos tipos de cervera: clara v obscura, Existen
tecnologias bastante diferentes para la elaboracidn de cada uno de los
tipos de cerveza, obviamente cada tecnologia a un costo diferente,

El lector no sabe cufll deba ser su produccién dGptima semanal de
cada producto, v por lo tanto se decide a identificar dos wariables
de decisidn.

X;: miles de litros de cervera clara a producir en una semana.

Xa: miles de litros de cerveza obscura a producir en una semana.

El precio al mayoreo de 1000 litros de cerveza clara es de §5 000,00
mientras que el precio al mayoreo de 1000 litros de cerveza cobscura
es de $3000.00. El ingreso semanal de la venta de ambos productos

BETE

Z=5000X, + 3000X; (2.1)
cuyas unidades son
57
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o 3 . . e
3 h[:?:i]es TR P (miles de litros de cerv. cl.)
C i ——— — $ —————— (miles de litros de cerv. obs.).

(miles de litros de cerv. obs.)

Si ¢l objetivo del lector, como el de cualquier industrial, es el de
maximizar los ingresos semanales, produciria un gran volumen de X, y
X.. iCuén grande? Por ejemplo, si produce y vende 100000 litros de
cerveza clara v 100000 litros de cerveza obscura en una semana, su
ingreso seria de

Z = 5000(100) + 3000{100) = 800 000.

Por favor recuerde el lector que las unidades que se estin empleando
estin dadas en miles de litros y que por esa razén es necesario dividir
la produccién semanal entre 1 000,

Para maximizar Z se debe incrementar X, y X. Desgraciadamente
hay restricciones fisicas en el sistema real de produccion que le impiden
al duefio de la planta incrementar arbitrariamente la produccion de
X, y X; Entre otras restricciones se pueden mencionar las siguientes:
cspacio de almacenamiento, capacidad de produccidn, capital, mano de
obra, etc. Para facilidad de explicacién, permitase utihzar solamente dos
restricciones de las muchas que existen en la realidad. Sean éstas:

restricciones de mano de obra,

restricciones de costos de produccion.

Un estudio de tiempos y movimientos ha demostrado que para pro-
dueir 1 000 litros de cerveza clara se requiere un total de 3 obreros en el
proceso de produccién. En cambio se requieren 5 obreros para producir
1 000 litros de cerveza obscura. Se supone que la planta tiene un togal
de 15 obreros. Esto quiere decir que la produccibn de X, y X. de-
pende del nimero disponible de obreros. Esto puede representarse por
la siguiente desigualdad:

3X, + 5X, < 15, (2.2)
donde las unidades son
ohreros : ;
it e ]ﬂ}?ﬁm—ﬁ—{mﬂes de litros de cerv. cl.) +
obreros

(miles de litros cerv. obsc.) (miles de litros de cerv. obec.) < obreros.

La desipualdad (2.2) dice que la cantidad de obreros utilizades en la
produccion semanal de X; v A no puede exceder de 15. Producir
100000 litros de cerveza clara vy 100000 litros de cerveza obscura utili-
zarian B0 obreros, que exceden al limite disponible.
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Se supone que producir 1000 litros de cerveza clara le cuestan al
duefio de la planta § 500.00, miefitras que 1000 litros de cerveza obscura
le cuestan solamente $200.00. Su capital no le permite gastar mis de
$1000.00 semanales en la produccion de X, y X. Matemiticamente
esta restriccion puede expresarse asi:

500 X, + 200 X, < 1000, {2.3)

cuyas dimensiones, como €l lector puede comprobar ficilmente, son pe-
sos. De muevo, la produccién de 100 000 litros de X, y X., significarian
un gasto semanal de $ 7000000 que excede al limite de 1 000.

La precunta a la que el duefio desea una solucién es la siguiente:
¢Cuiiles deben ser los niveles de produccién semanal de cerveza clara
X1, v de cerveza obscura X. que maximicen el ingreso por concepto
de venta semanal, sin exceder las restricciones de personal y de capital?
Matematicamente se trata de resolver €l siguiente problema, llamado de
programacidn lineal.

Maximizar

Z=53000X, +3000X;
sujeto a
JX, + 21X 15
200X, + 200X, <1000
X, >0, X:>0.

La dltima restriccion (X, > 0, X; > 0), se llama condicidn de no-nega-
tiidad, y evita que los resultados den un absurdo negativo, que en este
caso podria significar una produccion negativa {destruccion ).

En un sistema de coordenadas rectangulares se puede describir grafi-
camente, como el duefio de la planta puede resolver dptimamente su
programa de produccion semanal, Un eje del sistema medird la cantidad
de cerveza clara X, v el otro la cantidad de cerveza obscura X, Como
X, v X; deben ser no-negativas, se refiere linicamente al cuadrante de-
recho superior del sisterma coordenado, tal como se indica en la fi-
gura 2.1,

A continuacidn se interpreta la representacion geoméirica de las
desigualdades

3X,+ 5X;< 15
500 X, 4+ 200 X; < 1000,

Si por el momento se considera a estas desigualdades como igualdades
se tiene:

1

A+ SX.= 15

500 X, + 200 X, = 1000 (2.4)

o lo que es lo mismo

X,=3~-_X, (2.5)

http://librosysolucionarios.net



60 La programacién lineal

1, Miles de litrog
# de cervera obscura
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litros de
cervera clara
Figura 2.1
3
A’:—E—E.X;. {2'5}

Si arbitrariamente se le da valores a X, se obtiene el correspondiente
valor de X;, en ambas rectas. Un par de valores arbitrarios de X,, gene-
rarian dos puntos, que unidos dan la recta en cuestion, Se dan a X, el
valor cero en ambas rectas, v loz valores cinco v dos en (2.3) v (2.6),
respectivamente. La tabla a continuacion da el valor de X,:

TABLA 2-1
3 5
Ru'::tﬂ:..T:=3-'_—.-fl _ Recta X, =5 - - X,
3 Z
Falor arbitraric Valor computado Valor arbitrario Valor computado
| do X, de X, de X, i de X,
| e b & 3
|
0 | 3 | o I 5
| ] s e gt . r
5 0 | 2 0 !
1 I i

Graficando los puntos obtenidos se obtienen las rectas mostradas en
la figura 2.2,



Métodos graficos

5Ky + 2%y = 10

Figura 2.3
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Sin embargo, no interesan las igualdades (2.4}, sino las desigual-
dades (2.2}, (2.3) y éstas se muestran pictdricamente en las areas som-
breadas de las figuras 2.3, (a), (b) v (¢). Esto quiere decir que cual-
quier punto (X,, X;) en la zona sombreada de la figura 2.3 (a) satisface
la restriccion 3X; + 2X; < 10 mientras, que un punto (X;, X:) en la
zona blanca de la misma figura, viola esa restriccidn, es decir, satisface
53X, + 2X, > 10. Intersectando las 3 figuras se obtiene la figura 2.4

Xs

* 0(3,3)
(1.053.2.36)

Los puntos (X, X3} contenidos dentro del area sombreada, son los inicos
que satisfacen las restricciones laborales, de capital y de no-negatividad,
smultdineamente, El industrial tiene que buscar dentro de esa infinidad
de puntos, cuiles son los que le producen la mejor utilidad £. Por ejem-
plo, el punto A, donde X, = 0 ¥y X, = 0, satisface todas las restricciones
(2.2), (2.3) vy no-negatividad como se muestra a continuacidn:

30y + 5(0)=0< 15
500(0) + 200(0) = 0 < 1000
020 0>0

pero produce una utilidad de

Z = 5000{0) + 3000{0) = 0.
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El punto B donde se producirian X; = 1000 litros de cerveza clara y
X, = 1000 litros de cerveza obscura, también satisface todas las res-

tricciones
3(1) + 5(1)= 8< 15

500(1) + 200(1) = 700 < 1000
1>0, 1>0
y produce una utilidad de
Z = 5000(1) + 3000(1) = 8000 pesos,

que es una utilidad mucho mejor que la obtenida en el punto 4. El
punto €, donde se producirian X, = 3000 litros de cerveza clara y
X; = 3000 litros de cervera obscura generarian una utiidad de

Z = 5000(3) + 3000(3) = 24000 pesos

que es una utilidad mucho mejor que la producida por los puntos 4 y B.
Sin embargo, la produccion del punte ¢ viola las restricciones de per-
sonal y de capital. La primera porque utiliza 24 personas, cuando el
méiximeo permisible son 15,

3(3) +5(3) = 24 4 13,

mientras que la segunda, porque se estin utilizando 2 100 pesos, cuando
el miximo permisible son 1000,

500(3) + 200(3) = 2100 < 1000.

Esta region sombreada lleva el nombre de regién de factibilidad.

A continuacién se verd cémo puede obtenerse grificamente ¢l punto
(X, X:) que da el nivel de la produccién, que satisfaciende ambas res-
tricciones proporciona la utilidad éptima.

La funcién de utilidad se expresa como

Z = 5000 X, + 3000 X,.
Supéngase que £ es igual a 15 000. Eso implica
15 000 = 5000 X, + 3 000 X, (2.7)

5
I=-5_‘3‘I:|-

Ddindole a X, valores arbitrarios de 0 v 3, se obtiene respectivamente
valores de X; iguales a 5 y 0. Al unir los puntos (0,5) v (3,0) con una
recta, se obtendra el lugar geométrico de todos los puntos (X, X:) que
satisfacen la recta (2.7). Grificamente se tiene
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¥ t l t
0 {3,0) \ X

Figura 2.5

Haciendo Z ahora igual a 10000, se obtiene una recta paralela a la
anterior pero desplazada un poco hacia abajo. De la misma manera con
una Z = 30000 se obtendria otra recta paralela a las dos anteriores,
pero desplazada un poco hacia arriba. Graficamente se tiene

Figara 2.6
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Punto Sptimo  (1.053, 2.368)

(0,3

Figura 2.7

A estas alturas se puede afirmar que si se desplaza la recta hacia
abajo, el valor de Z disminuye, mientras que un desplazamiento hacia
arriba aumentaria el valor de Z. La pregunta a que nuestro lector debe
responder es cuil es el miximo desplazamiento hacia arriba, que propor-
ciona el mayor valor de Z, y cuya correspondiente produccion no viole
las restricciones de personal y capital. Un momento de reflexién obser-
vando la figura 2.7, convencera al lector que el punto 0 de coordena-
das (X% X,*), ez el punto buscado. En este ejemplo, ese punto es el
siguiente :

X,* = 1053 litros de cerveza clara

X,* = 2368 litros de cerveza obscura,
que generan una ufilidad épuma de
Z* = 5000(1.053) + 3000(2.368) = 12 369 pesos.
Eate problemita (que dista de ser real, porque una compaifiia eervecera
probablemente produce mas de dos productos v tiene mis de dos restric-

ciones que tomar en consideraciom) ha permitido ilustrar graficamente
en qué consiste una solucién de un programa lineal.
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Desgraciadamente esa es la Gnica utilidad qug tienen los métodos
graficos, o sea el de ilustrar de manera sencilla los conceptos introducto-
rios de la programacion lineal. Es posible, aunque francamente no reco-
mendable, resolver problemas con tres variables de decisidn. Sin embargo
de cuatro variables en adelante, no hay manera de resolver problemas de
programacién lineal por métodos grificos, ni rezindole a *“San Gara-
bato de los Milagros”. Por eso se hace necesario que se utilicen otros
métodos para resolver este tipo de problemas.

A continuacién se presenta la teoria de un método que permite resol-
ver eficientemente problemas de programacion lineal.

2.2. El método simplex

Definicién. Se entiende por programa lineal aquel que optimiza

Z =X (2.8)
sujcto a
AXSh (2.9)
-
X>0 {2.10)

donde la funcidn lineal (2.8) se llama funcidn objetivo; las desigual-
dades (2.9) se llaman restriccioner y a (2.10) se le conoce como condi-
cidn de no-negatividad. La palabra optimizar puede significar maximizar
© minintizar,

En el programa lineal definido arriba se tiene que X es un vector
columna con n componentes. A este vector se le denomina el vector de
actividades y sus n componentes son variables de decisién. Sea entonces

FX.I'\
Az
X={"1. (2.11)

-.I..J

Al vector renglon e, también con n componentes (cy, fs, ...,¢a) se le
denomina el vector de précios o costos unitarios, El vector columna b, con
m componentes, se le denomina el vector de disponibilidad de recursos.
El vector O es un vector columna de n ceros. Por dltimo la matriz A,
con m renglones ¥y n columnas se le denomina la matriz de coeficientes
tecnoldgicos. Cada elemento a;; en la matriz A, con t=1,....m y
;1= 1,...,n representa la cantidad de recursos j que se necesita por uni-
dad de la actividad 4.
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Matricialmente se reescribe al programa lineal como

D.Pt' {cll £y + vy E'l'l:l ' "Xl*
As
L-irﬂ_.
sujcto a
@y @13t @Y (A1) r by
gy Sz *°° dzp . ¢ by
L] - } :
............... : < -
L ®mi @mz """ dma LI‘"J LI;-J
)
r'_x'l"l . l] -
X, 0
<= |
| X ) L 0 |

Otra forma de escribirle es

OptZ = e, X, + X, + -+ + X,
sujeto a

-
g Xy + apXs + 0+ d.Xa E by

Por dltimo, también se puede escribir

ﬂptE - E c.-l';
sujeto a fet

’ <
Enu.-h;b:, j=1,....,m

f=1

X; =20, =0 N

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.13)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
(2.20)

Todas las formas son equivalentes. Las componentes de ¢, b y a son

nimeros reales, es decir, pueden ser negativos, ceros o positivos.?

1 Be excluyen los nGmeros complejos, que se definen en el apéndice A.
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Formas equivalentes de la programacion lineal

En el desarrollo que a continuacifn se presenta se usa la siguiente
forma de la programacion lineal, denominada forme candnica.

Mix Z = ¢X
sujeto a

AX <b
X=0 (2.21)

Cualquier otra forma es equivalente a la (2.21). Esta equivalencia se
prueba ficilmente por medio del uso de cualquiera de las siguientes
cinco reglas,
Regla 1

a) Maximizar ¢X es equivalente a Minimizar —eX,

b} Minimizar ¢X es equivalente a Maximizar —eX.
Ejemplo:

a) Mix Z= 34X, —4X,+3%,

es equivalente a

Min =Z= —3X,+4X:-5X,
b) Min Z= 16X, -5X,

es equivalente a

Mix —Z= —16X, + 5 X,.
Regla 2

a) La desigualdad AX < b es equivalente a la desigualdad
~AX > —b.

b) La desigualdad AX > b es equivalente a la desigualdad
—AX < -~hb.

Eremplo:
ﬂ:' 3x1+'1.'x=_3..x.3£ lﬂm

es equivalente a

—Efl—ﬂr.’f; +3..’f32 _II:H:H:I.
b) 12X, —4X,> 800
es equivalente a

H]EX]+4X:£ — 800.
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Regla 3

Toda igualdad de la forma AX = b, pucde descomponerse como la
interseccién de dos desigualdades AX <by AX > b,

Ejdmpfﬂ:
14X, —3X.=7
es equivalente a
14X, —3X: <7
Y
14X, ~3X, > 7.
Regla 4

a) Toda desigualdad de la forma AX < b puede convertirse en igual-
dad mediante la adicién de un vector Y, Hamado de holgura. El
vector columna Y tiene m componentes, todas ellas no-negativas,

es decir
'_1-"'.'1 0
¥y 0
Y= =1.
v.) lo)

b) Toda desigualdad de la forma AX > b puede convertirse en igual-
dad mediante la resta de un vector Z, llamado superfluo, El vector
columna Z, tiene m componentes, todas no-negativas, es decir:

I"z_l"l rﬂ"'
Za 0
E=lG 2
) vzﬂ-i I..UJ
Ejemplo:
a) 14X, — 3 X; < 10
12X, + 4X; < 12
es equivalente a
14X, —3X; + X, = 10
12X1+4‘X: +x* = IE

X 2> 0, X, =20

donde el vector de holgura es

X)) = (o)
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I'_I lﬁ..’fi—ﬂ.?f: :_5" 5
77X, + 13X, = 10

cs equivalente a

lﬁx1_BI:-Xa - 5
?Xl+3..-'t'= — X = 10
X, >0, X, >0,

dende el vector de exceso o superfluo es
X 0
x) = (0]
Regla 5

Una variable no restringida, o sea aquella que puede tomar toda clase
de wvalores positivos, cero y negativos puede escribirse como la diferen-

cia de dos variables no-negativas.

Ejemplo:
Sea X; una vanable no restringida, entonces

A=A — X,

donde &X; > 0, X; = 0. Notese que si X; > X, eso implica que X, > 0;
si Xy = X, entonces X; = 0; si X; < X; se tiene que X, < 0.
En seguida se aplican las cinco reglas para convertir el siguiente
programa lineal a la forma canonica (2.21).
Min Z= 3X,—4X,+ X,

sujeto a

05X, +2X; =3
e — X, =4
X, >0, X:; <0, Xy no restringida.

Por medio de la regla 1, la funcidn objetivo queda
Mix h= —Z = —-3X,+4X, - X,
Usando la regla 2, se ticne que la segunda restriccidn queda

_DJSX:_ s EI: E _3;

mientras gque
I‘, e _Iz :2 '[}
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Usando la regla 3, la igualdad queda como

X; L Ia_ _""":__ "'1'
¥

Xz — I; E ":I',,
o equivalentemente

I: - X; g ‘1‘

";fz =+ X: ":_: _‘:t'.
Por Gltimo, utilizando la regla 5, se tiene que

A= X — X,
As = 0, Xz = 0.

Resumiendo todos estos elementos se tiene:

Mix h= -3 X, +4¢X, - X,

sujeto a
-D.SII-EX= E —3'
IE-IJE 4‘
- X+ X, < —4
X, =20, X; <0, X, no restringida.
Esto es igual a
Iﬁ.-ﬁx h = _'SII e 4‘.&:‘, -I:, +I§
sujeto a

-0.3X,+2X, < =3
o xi_xﬁ+xﬂ£ 4
X+ Xo—Xo < —4

X, 20, X320, X; 20, X, >0.

Esta dltima forma ya tiene la estructura canfnica dada en {2.21). La
regla 4, se utilizard més adelante,

Teoremas basicos de la programacion lineal®

Se considera la formma candnica

Mix Z = X
sujeto a
AX <bh (2.21)

X=0

2 Es indispensable para leer esta seccidn haber leido el apéndice B. El lector

no interesado en la teoria puede pasarse directamente a la seccibn de las reglas
del métode rimplex.
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donde
(X ] by r 0
I: b: ﬂ
I- :'n={c1.:-'52r"':-5rl':|jh= ' Iu::-
LA, L B L0 J

¥y A es de orden m por n.

Definiciones

Solucidn factible. Una solucién factible al problema lineal dado en
(2.21} es aquel vector columna® XT = (X, X,, ..., X,) que satisface
las restricciones.

AX <b

X > 0.

Solucion factible bdsica. Una solucidn factible bisica es aquella solu-
ciém factible con no mis de m componentes positivas.

Solucién factible bdsica no degenerada. Es una solucidn factible bisica
donde exactamente m componentes del vector columna X son positivas.

Solucién factible bdsica degenerada. Es una solucién factible basica
donde hay menos de m componentes positivas del vector X.

Region de factibilidad. Es ¢l conjunto de todas las soluciones fac-
tibles.

Teorema 2.1. El conjunto de todas las soluciones factibles de un pro-
grama de programacién lineal es un conjunto convexo.

Prueba, 51 X es una solucion factible a un programa lineal, satisface
las siguientes condiciones

AX <b
X>=0
Por el teorema B-10, del apéndice B, cada una de las desipualdades
]
Yai i X;<bj, i=1,...,m es un conjunto convexo,
f=1

Por el teorema B-11 del apéndice B, la interseccién de m conjuntos
convexos es también convexa. El teorema queda demostrado.

Teorema 2.2, La funcién objetivo de un programa lineal obticne su
valor miximo (o minimo) en un punto extremo del conjunto convexo
de soluciones factibles,

¥ La notacidn XT significa transposicion, tal como estd explicade en el apén-
dice B.
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Prueba. Se considera el problema canémico (2.21). Sea K el conjun-

to de todos los puntos extremos del conjunto convexe generado por todas
las restricciones del problema lineal (2.21). O sea

K = {X|iel, I denota los indices de los puntos extremos}.

Por ejemplo, en el conjunto convexo del espacio de dos dimensiones
de la figura 2.8, se tiene
I={1,3, 7, 15, 20)
¥
K. - {x", L: 1!‘: Il‘-h xiﬂ‘}'

Fizurz 2.3

Supingase que X, es un punto extremo Optimo* del conjunto K,
esto es:

Z, = Xy = Mix eX = Miéx [eX;].

fel
Supéngase otro punto X' que no pertenezca al conjunto K, tal que
Z* = eX* > eX, = Z,.
En otras palabras se ha supuesto que el punto X* que no es extremo,
da un mejor valor de la funcién objetivo, que el mejor candidato X, de

los puntos extremos.

4+ Pueden haber otros.
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Como X* no pertenece al conjunto K, es decir no es punto extremo,
puede escribirse como una combinacién lineal de los puntos extremos®
de K. Por lo tanto

X¥ = E Fixi

Iltl
g >0, id
EP-I = I

E*=-e3i*—¢2m11- {E.EE}

el

Entonces

La suma (2.22) no disminuye si se substituye cada punto extremo
X, tel por el mejor punto extremo X,. Entonces se tiene

E*-I:I"wc'_'f,p;x.- ﬂcEijﬂ=¢LEm = ¢X, = 2

T | rel tel

2ui=1.

b |

porque

En resumen se ha probado que
7* = eX* < eX, = Z,

y por lo tanto el punto éptimo debe ser un punto extremo del conjunto
de soluciones factibles. El teorema queda demostrado.
Para el siguiente teorema es conveniente escribir la forma candnica

(2.21) de la siguiente manera:

h‘Ii"{Enf|I] +-I:':X=+ PRl + E-X._

sujeto a
-tIﬂ.:!':; + {Iggxg + R + -tI._ﬂXn E bl
X + amfs ¥ 0+ amd, it by
ﬂn!_i-r] '+' E"':-.:T.: + it + ﬂ“-x. 'E. b-
X0 XS, X.>0,

donde las columnas de la matriz A se denotarin por a, @, ..., 8, ¢S
decir,

[T yg d1m

oy 2z Byn
iy = » B3 = 3 y g ™ 7

Fm] [ | Emn,

% Esto es a consecuencia de la definicidn de puntos extremos dados el

apéndice B.
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Teorema 2.3. 5i existe un conjunto K < m de columnas de la matriz A,
que sean linealmente independientes, tales como ay, A, ..., & tal que

I-.*ﬂi‘l‘.x:*ﬂg"l‘ +I&*Ix="h |:2231|

con Xi* >0,i=1,...,n b7 = (by, by, ..., ba), entonces el punto X¥ =
(A% X% ..., 0% 0,0,...,0) es un punto extremo del conjunto de solu-
luciones factibles.

Prueba. Si X* no es un punto extremo, puede escribirse como una
combinacién lineal de cualquier par de puntos extremos tales como X'
v X”. Esto es

X*w A X 4+ (1-)) X¥ (2.24)
D<A ]
donde
e X ¥
Ii' I'I Iffa
x= | ],x= ||, x=|"
P L X (A"

Como todas las componentes de X* son no-negativas, con las (ltimas
n—k componentes igual a cero, y A es diferente de cero y uno, se esta-
blece por (2.24) que las Gltimas n—/ componentes de los puntos extre-
mos X' v X" también son nulas. Es decir

B X "X
;fz' _xi'i .-'f"a
.:f;-" . ..1:I|; 1 X";:

o L el =) [ Tgt s
0 0 0
L 0 L 0 L 0

Por hipétesis se sabe que los vectores X*, X' y X” son factibles en
(2.23) y por lo tanto se satisface

X*a, 4+ X*%*a, + ++ + X%a, = b, (2.29)
Xa + X8 + -+ + X'y =h, (2.26)
.-f"1ll + Ingag g L + x”j;"k et h- {2.2?}

Restando {2.26) de (2.25) y (2.27) de (2.26) se obtiene
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(X% —X')a, + (X% —X's)m +-+ 4 (X*%—X"t)ap = 0 (2.28)
(X =X")a, + (X=X )a +-F (Xi—X")m, = 0.(2.29)

Pero como ay, @, ..., 8 son lincalmente independientes se tiene que la
inica forma de satisfacer (2.28) y (2.29) es cuando

At = X' =0, i=1,,..,k
Xy=X" = 1=1]1,...,k

Pero esto implica
A2y =Xy =X", i=1,....k

lo que quiere decir que X' v X” no son puntos extremos, porque s¢ ha
supuesto que X* tampoco lo es. Esto a su vez implica que X* no ha podido

ser escrito como la combinacidn lineal de puntos extremos y por lo tanto
X" es un punto extremo.® El teorema queda demostrado.

Teorema 2.4, Sea X = (X,, Xy, . .., X,) un punto extremo del conjuntode
wodas las soluciones factibles. Entonces las columnas de la matriz A aso-
ciadas con cada componente X; que sea positivo, i = 1, ..., n, son lineal-

mente independientes, con un miximo de m componentes X positivas
(el resto son cero).

Prueba. Supdngase que las primeras k componentes de X son posi-
tivas siendo el resto cero.

X = (XX X 0,0, 00,m;
Como X es factible, entonces satisface las siguientes restricciones
£1-1+I=ﬂ=+ "'+th_l-=h.. {213[.]

Se demuestra el teorema por contradiccion. Supdngase que ay, @y, ..., 8
NO son linealmente independientes. Entonces existe una combinacién
de estos vectores tales que

oy + ooy + -0+ gy =0 (2.31)

con, al menes, una de las a, i=1,...,&k diferente de cero. Sea ésta
aj. Tomando 8 > 0 se multplica (2.31) por §

Bma, + fagay + -+ + Sagig = 0, (2.32)

Sumando (2.30) con (2.32) se obtiene
£ Veéase la definicidén de puntos extremos en el apéndice B,
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k

S (X; + Ba)a; = b. (2.33)

Restando (2.32) de (2.30) se obtiene

5 b e

(X — Paj)a, = b. {2.34)

Nétese que (2.33) y (2.34) sadsfacen la restriccidn (2.30), es decir,
existen dos nuevos vectores X' y X" que satisfacen (2.30). Las compo-
nentes de estos vectores estin dadas por

I.J o {Xl+ﬁmt,ﬁ';+ﬁzuh...,.h+_Em,ﬂ,ﬂ,...,ﬂ}
I":: {xl _]Hiu'lr XE-_ El'ﬂ'li '-u}-':l Ek ﬂkﬂhu;u: ""Iﬂ']"

Resulta obvio que
X=1X"+}X”

contradiciendo el hecho que X es un punto extremo. La suposicién de
que @, @z, ..., 8; son linealmente dependientes ha llevado a la contra-

diccién de que X no ¢s un punto extremo. Por lo tanto como X es un
punto extremo, @y, 8, ..., 8 deben ser linealmente independientes,

Como el rango de la matriz A puede ser a lo mids m, no se pueden
tener mis de m componentes positivas de Xi. El teorema queda demos-
trado.

Conclusiones finales
5i se hace a K ¢l conjunto de todas las soluciones factibles, es decir

K=(X|AX=b, X>0)

g tiene,

Conelusion [

Cada solucién factible bdsica de un programa lineal corresponde con
un punto extremo del conjunto convexe K de soluciones factibles,

Conclusion 2

Cada punto extremo del conjunto K tiene asociados m vectores lineal-
mente independientes de la matriz A de coeficientes tecnoldgicos del
programa lineal, En otras palabras cualguier combinacion lineal no ne-
gativa de m vectores linealmente independientes de A, corresponde
con un punto extremo de K,
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Conclusiin 3

Exdiste un punto extremo de K, quizis no tnico,” donde la funcidn
objetivo Z = e¢X de un programa lineal obtiene su wvalor (maximo o
minimo) éptimo.,

Estas tres conclusiones son importantisimas, porque aun cuando existe
un nimero infinito de vectores X que son factibles {todos los puntos en
el interior v en la frontera de la regién convexa de factibilidad), sola-
mente existe un numero finito de puntos extremos, La solucién &ptima
se pbtiene en un punto extremo. Entonces, para obtener la solucién de un
programa lineal, habri que wver en teoria qué valor tiene la funcién
objetive en cada punto extremo y seleccionar el mejor. Esto puede con-
vertirse en una tarea bastante tardada, si se tiene en cuenta que una
region factuble proveniente de un programa lincal con n actividades y m
restricciones puede tener® un maximo de

(:1) =;|,{:im]n!

puntos extremos, que pueden zer muchos. Asi, un programa con 50 wva-
riables de decision y 30 restricciones podria generar un conjunto convexo
factible con

(50)_ 300 SHA00IBXI0T
30/ T 301201 6453342150 % 10m o 1% el 220,

puntos extremos que son muchos para examinar.

Afortunadamente el Dr. George Dantzig, llamade ¢l padre de la
programacion lineal, hallé un método a fines de la década de los afios
40, que permite resolver un problema lineal sin necesidad de analizar
explicitamente el valor de la funcion objetivo en cada punto extremo.
Su método se conoce con el nombre del método simplex, cuya teoria se
cubre a continuacién, pasando después a las reglas del mismo con su
respectiva ilustracidn.

Teoria del método simplex?

Se considera el programa lineal en su forma candnica
Mix £ = eX

T Puede darse el caso gque el valor dptimo se obtenga en una arista de Ia
region de factibilidad. La arista es la combinacién lineal de dos puntos extremos
del conjunto de soluciones factibles,

% El nGmero exacto puede ser un poco menor.

® El lector que no esté interesado en la justificacion del método simplexr puede
pasar directamente & la soccidn de las reglas del simplex.
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sujeto a

donde A es de orden m por n; ¢, X son vectores rengléon v columna res-
'pEi:[i'L’E.l'l'l.E‘l'ltE con mn L"l'_'l-I'I'Il}Dl'lE-'I'I'[EE v Il 85 un wvector EEII'I:J.'I'ﬂIlEI. con m
componentes, Se denotan a las columnas de A por a, a,, ...,8, con
m < n. Se considera a la matriz A partida en dos matrices, una B
con m vectores linealmente independientes v otra N con n—m vectores
linealmente dependientes:

Aus ™ (Bum Nonm) -

La matriz B se le llamara la base y cualquier vector a; en A que
no esti en B, puede escribirse como una combinaciton de los vectores

de B. Es decir dado a; ¢ B, este puede escribirse como

a; = 1"”!1 + Fﬁﬂg = orar o },.H:ﬂ_ = :‘2 PHB""
=1_

donde
HiEB, |'=],...,m.
Se hace
¥y
Ys;
Y= | . (2.35)
[ ¥
por lo que
a; = BYJ
y como B tiene inversa B,
YJ = B LR {2.35'}

Considerando las restricciones originales del programa lineal?

AX = b
se liene que

(B|N) (I) b 2.87
= (2.37)

X

19 Recuérdese que mediante la adicidn de variables de holgura se puede
convertir las desigualdades en igualdades (regla de equivalencias),
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donde
Hyg " By | Gymer T S1g
A= (B|N)=|........... SRTTETTERETE = (g, By, - . oy By | Bmsr, « o 1, By
Om1 = * " Owm | Tl " " Twen
. Il -
‘.’{,) X,
=) T
b Xﬂ- .

Entonces desarrollando (2.37) se tiene

BX; + NXy = h. (2.38)
Si se hace uso de la definicién de solucién bisica factible se tiene que
X,>0
Xy=0
y (2.38) se convierte en
BX;=b
o
xg = H_l h

que es una solucidn bdsica de AX = b. El vector X se le denomina vector

bdsico v a Xy, véctor no bdsico. Si se parte el vector de costos o precios
unitarios ¢ en

e = (ex|ex)

&= {Ca,tny s 60|08, -2 °8,) (2.39)

se tiene que la funcion objetivo puede escribirse
Z=cX
X
oo (3

ik

= ¢xXp + exXy

— 'E'Hxl'l,
porque Xy = 0.

A continuacién se define el escalar z; como

=y = GHYJ [EW:I
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donde Y; es el vector columna (2.35) y e5 es el vector de precios o

o costos unitarios correspondientes al vector bdsico de decisibn Xz Otra
manera de escribir (2.40) es

1]
Iy = E -I:-'ah th
k=1
= I'-_Bl?ij + 5E1F=j ot T Ml e Fﬂ_}r-j

donde (cagCmy -« s ¢p_) son las m componentes de eg.

Suponiendo que se empieza con una solucién bésica,'! se debe demostrar
que la solucién es dptima o que se puede obtener una mejor solucién bésica
factible,

Se supone que se empieza con una solucién bisica factible dada por

BIIE-]].

Esta solucién corresponde a un punto extremo de la regién de factibilidad.
Si este punto extrermo no es éptimo, se debe mover a un punto extremo
vecino' con objeto de mejorar la solucidn de la funcién objetivo. El
cambio a este punto vecino se hace ficilmente cambiando un vector de la
base B, es decir hay que sacar un vector de B y reemplazarlo por otro de
N. Hay muchas maneras de hacer ese cambio. G. Dantzig fijé6 la teoria
que justifica el juege de reglas de cambio que garantiza el mejor incre-
mento en el valor de la funcidn objetivo en el caso de maximizacion, o la
mejor reduccion en el caso de minimizacidn.

Se ve a continuacién cudl es esta teoria. Cualquier columna a; de A
en N (no en B) puede escribirse como una combinacién lineal de los
vectores de B, es decir

L]
a; =Yy, j=m+1,...,n (2.41)
k=t

Se supone que el vector que se va a sacar de B, es el a, y que la com-
ponente ¥,y de Y, es diferente de cero. Entondes (2.41) se puede re-

escribir:

=
iy = E }"j_-]'ﬂ.t + Fr;ﬂr

k=1
k=r
i
Do o3 pae you
a = Wy T — iy,
}rrj ! Yr'j k=1 Y "

kzr

11 Pronto se mostrari cudl es un método prictico para generar una solucién
bésica.

12 El movimiento a un punto extremo vecino (con un valor de la funeidn
objetivo, mejor al va obtenido) se hace con objeto de minimizar ¢l nimero de
iteraciones del método.
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1 E"‘ kf ¥y 0
}rffj iAS T
ke

Por otro lado la solucién basica factible

BX:=bh

(2.42)

puede escribirse en funcidn de las columnas de la base B como

E ﬂtfn..' b

(2.43)

donde Xz, k=1,...,m son las m componentes de X, Pero (2.43)

pued:: reescribirse como

a.Xn +kE a Xy = b

ker

y tomando {2.42) en consideraciin

L] Fl‘j

(_1.!1 = E‘_.—"ﬁ)xﬂr + T mXs, = b.
k=1

¥ k=1 Y
i Rpr T R

Esta diltima expresién puede reagruparse como

S (Xn-xs ) gy + 2208, = b
t‘l. 1I-]"Il:l'J' rl‘i

que es una nueva solucidn bdsica, porque satisface AX =
ne ser factible puesto que aln no se asegura que Xg =

Xp,] 2 0.

(2.44)

b, mas puede
X Xay, =i

En seguida se ve qué condiciones son necesarias para garantizar

Xe > 0, v en consecuencia factibilidad.
La nueva solucidn bdsica (2.44) puede reescribirse

3 X+ Xa.=h
k=1
Keir

donde
Fj.-j'

Frj

il: = Xp,—Xs,
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XFI:}-'F.', ?r:#ﬂ-

Para asegurarse que la nueva solucién bdsica es también factible se nece-
cita que el nuevo vector bisico X tenga todas sus componentes no-nega-
tivas, es decir

EmiVo VX X050

¥ para esto se hace necesario que

R ¥
Xk=xa,,—xﬂ,r”zn, ksty, ¥, =0, k=1,...,m (2.45)
rf
y
A 3
£, =2720, ¥y£0 (2.46)
y

Como Xy, > 0 se requiere en primer término que Y,y > 0 para que (2.46)
sea no-negativo. En segundo término se tiene que si todas las ¥y; < 0,
ks=r, k=1,...,m cntonces se garantiza que (2.43) sea no-negativo.
Sin embargo, ;qué pasaria si alguna de las ¥y > 0, ks=r, k=1, ..., m?
Para anabizar lo que pasa se toma (2.45)

Y
‘xﬁ'ﬁ 2 ‘rﬂ.f”: ¥rj >0

rj

y se dividen ambas partes entre ¥i; > 0

Xp, &Xu Yy
-~ , Y>>0, ¥Yyu>0,
Yo Yuy Yoy : c:
o lo que es lo mismo
Xs, X»
— — _" F I]:, }rr =

El decir que (2.45) sea mayor o igual a cero es equivalente por este
desarrollo, a decir gue

Yo X
b S 7 N - 3 | W e | (2.47)

y para garantizar que (2.47) se cumpla se requiere que
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X5, _ &5
—_—<—, ¥ 0, ¥ 0.
Pd < }_,” k> of =
Esto sélo se puede llevar a cabo si en las reglas del juego, la columna
que se remueve de la base B, satisface la siguiente condicién importan-
tisima
o Min {—— ¥ai = l]} (2.48)
1’,-;

Traducido a otro lenguaje (2.48) significa que si se supiera a prion
qué columna a; de N entraria en la nueva base B, entonces el vector de

B a remover seria aquel cuyo cociente F—H", cuando el denominador
K

Yi; > 0, es el menor de todos los posibles m cocientes. El vector que se
remueve se denomina r. Recuerde el lector que todas las componentes del

vector Xp, las Xp, k=1,...,m son conocidas por la relacién
X:=B'hb

y todas las ¥y, £ =1, ...,m también son conocidas.'

Se ha encontrado pues una regla que garantiza que el cambio de
un vector de B por otro de N resulta en una nueva solucién factible
bisica. Como consecuencia de este cambio se ha construide una nueva

base B que difiere de la base anterior B en un solo vector. Como
cada base se asocia a un punto extremo de la region de factibilidad,
con el cambio de base el proceso se ha movido a otro punto extremo

iﬂ tal que
X, =B1b

y ¢l nuevo valor de la funcién objetivo es
Eﬁ — 'E-'iI]' iﬂ.
A continuacidn se deduce la regla que permite hacer la mejor selec-
cibn del vector a; en N que se va a introducir a B. Recuérdese que el
valor actual de la funcibn objetivo correspondiente al punto extremo

asociado con la base B es
E-I:;I,

y el nuevo valor £ asociado con la nueva base B es
£ o=y Xp.

13 Mas adelante el lector podri comprobar, que en efecto todas estas can-
tidade: son conocidas.

http://librosysolucionarios.net
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La Gnica diferencia entre B y B es que se ha sacado el vector a, de
B y se ha reemplazado con el vector a; en N, creando asi B. La tinica
diferencia entre ¢; y ez s encuentra en la r-ava compomente, es decir

Lty = {fﬁi,ﬂ'ﬂ, caag bRy oo -_,fﬂ-::'

Ly = {ﬂ'ul, Cpgs « o va Gjy o .,,lf-'y_]'.
Entonces

i -Eﬂiﬂ

= ¢Bljt
k=1

m
- E ch.'x.i' + E‘I.-.'ff
kal

kzr
- A ]
= Ecgrl} =+ c:_;Jf,.., {2.4’9]
1
kar

(2.45) y (2.46) en (2.49) originan la siguiente expresién

- e f;u' ,.T_;f
z = écﬂh [IF. g I"r FT.’] + c_l ?rjj rrj I%' ﬂ-. {2 a 5“}
r

5i se nota cuidadosamente, el (nico término faltante en la sumatoria
de la expresion (2.50) es el siguiente:

¥
Ca, (‘Eﬂr T I-ﬂ-r }r_:) 22 D! rff ?E D;

que es igual a cero. Si se introduce este término en (2.50) no afecta
la expresién y se obtiene:

, = Y, I] i
L=2cp | Xp —Xpg— | +¢ Y, 520,
hE:i B'.[ HE .E', Frj- f },rjl:‘- .’ #

-~ " o F].-f Iﬂf
£ _E ll-'u,r-:’ilr_a'.F - Efn‘-rs' = + ¢y }*”, Y :,&D,
- Xz = X
Z=Z -2 R,V +o =, ¥ys20.
rf R=1

Utilizando (2.40) se obtiene:

] X_I Xa
Ld=F——z2+— ¥Y,£0
y, ¥y, o 7=
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: X
Z=2Z = (z—¢;) F"', ¥,y =0 (2.51)

F

Recapacitando al observar (2.51) se nota que el nueve valor de la

funcién objetive Z es mucho mayor en el caso de maximizacién, que el
valor inmediato pasado de la funcién objetive Z, si y sblo si

X,

Y.

{zf—c;] "f:ﬂ, frj:.v‘f:ﬂ.

En el caso de minimizacién Z < Z si v solo s

X,
(27— ¢y) .fi =0, Y20

L

Para ahorrar palabras, se atiende al caso de maximizacién, pues se
sabe por la regla 1, que el problema de minimizar es equivalente, De

(2.46) se deduce que el termimfyifgu, por lo que Z > Z si y sélo si

Fr
(z3=e5) < 0.

El mayor incremento Z — Z se conseguird si se elige a la (z—¢y)
con j en N, mds negativa. Es decir, el mejor incremento en el wvalor
de la nueva funcién objetivo se logrard cuando se seleccione aquel vec-
tor a;fB que entrari en la nueva base B, cuyo zj—¢; sea el mis
negativo,

En resumen: en el cambio de una base B a otra nueva ﬁ, es decir
de un punto extremo de la regién de factibilidad a otro vecino, se debe
sacar un vector a, de B y substituirlo por un vector a; en N. Las reglas
del cambio que garantizarin el mejor incremento en el valor de la fun-
ciom objetivo son las siguientes:

Regla de entrada. Selecciénese aguel vector a; no en B (o sea
en N) que tenga la z;—¢; mds negativa, j EN.

Regla de salida. Una vez que se sepa que a; va a entrar en la nueva
base B, siquese aquel wector a, en B que cumpla con la siguiente

condicion:
o X
% = Min {-i r,.,::hn}
Frj E Y;
Recuérdese que todos los wvalores z;—¢y, -"fa,‘, Yoy, 3 m 1, ..., B;

k=1,...,m: j=1,...,m son totalmente conocidos, En la ilustracién
del método simplex se podri comprobar esta afirmacidn.
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Ya se sabe, al menos en teoria, como mejorar el valor de la funcién
objetive, pero, jcuando se debe detener el proceso, pues se ha obtenido
una solucién 6ptima? El siguiente teorema da la contestacion.

Teorema 2.5. La solucién oéptima del programa lineal candnico
(2.21) se obtiene cuando todas las z;—¢; > 0 para toda j en N.

Prueba, Sea X*=[X*, X%, ...,X"%] 20 una solucion factible al
gisterna AX =b.'* Entonces

I":I;+X'aﬂg+"'+..f'.ﬁ.-h [252]
E-EIP]+:=I*1+"'+EJ-' [2153]
donde a,, &, ..., 8, son las n columnas de A. Cualquier vector a; en N,

puede escribirse como una combinacién lineal de los m wvectores de la
base B. Recuérdese que se ha partide a la matriz A = {B|N}. Entonces

"'-éh’ iy, (2.54)
(2.54) en (2.52) da

L] L] m
Xt 2V + X 3 Yum+ - + X% S e =h
kay k=1 k=1
gque una vez reagrupado puede escribirse como

L ™ 1]
[EI‘: Fﬂ] a + [EI*: fq] Byt -+ [EI"‘; 1",..]&.. = b
k=1 k=1 =1
(2.55)
Esta dltima igualdad expresa al vector b en términos de los m vectores
Ay, By, . .., By que forman la base B. Como esos m vectores son lineal-
mente independientes, esa expresion de b es dnica y por lo tanto com-
parande (2.53) con
BX;=Db
se tene que

Xp,=SX%Ya, i=1...,m. (2.56)
k=1

Por otro lado, de (2.36) se deduce que

Tj = B'] ﬂj

14 Recuérdese que aunque las restricciones de (2.21) estin dadas como
AX < b, por Ia regla 4 de equivalencias, se pueden convertir a AX = b,
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[ Y, Yo, o s Yooy X = B g, 0, - g gy oy W)

3o B-]' [Brﬂmq-h “any ]
- Iﬁ-.iﬂ-: H_l LT PR 'rB'_.I ﬂ'-|'I-]
implicando que
Yo =e, i=1...,m
Yes=B'a, k=m+1, ....n (2.57)

donde e; es un vector columna con un uno en la posicién i y ceros en
el resto del vector, es decir

[9 ]

e; = | | | & ——— posicidn i.

L0
Recuérdese que de (2.40)

)
z3 = 2 Yay e,
k=1

pero (2.57) en (2.40) da

Iy = Cpey = €y, j""= l,,..,m
y por lo tanto
zg=cy; =0

para toda j en B. A continuacién se verd qué pasa con j en N, Se parte
de la suposicién gque
zg—c; >0, jen A,

cuando el programa lineal ha tenido su valor optimo (esto es lo que se
quiere demostrar), La desigualdad armba indicada implica

2y > e, jen A
o lo que es lo mismo

a"fI‘, :_:"'ﬂ..f';, _i' en A.

Como esta desigualdad se cumple para cada componente j, la si-
guiente desigualdad también es cierta

113:'1 + -'-:I'l s LS, -:'DI’H E -.':1..1'"'1 + X%+ e 4 Call ¥ = T®
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Utilizando (2.40) se tiene

R ] ™ L
At X }'Fi':n'-'?ﬂ,L +: X E f.uf?s., + e K Ynﬁ'nk :E A
k=1 k=1

o reagrupando

[éxnr.t]m R [gx'k r.;,} ca. > Z%  (2.58)
Finalmente comparando (2.58) con (2.56) se tiene

s Xp, + +00 + cg Xo, = Zo > Z*, (2.59)

La expresién (2.59) significa que se ha obtenido una solucién fac-

tible X
X = [Xa, Xy]
x = [IEL’XBI::' - .,Xﬂ_,ﬂ,ﬂ, - ._..ﬂ]

para la cual todos los clementos z;—e; = 0 para toda j en A y la cual
produce un valor de la funcién objetiva Z,, mayor o igual a cualquier
valor Z* corresporrdiente a cualquier solucién factible (o punto extre-
mo). El teorema queda demostrado.

Se puede a continuacién pasar a explicar e ilustrar las reglas del
método simplex, descubierto por el Dr. George Dantzig.

Reglas del método simplex

Paso 1. Dadeo cualquier programa lineal transférmese por medio de
las reglas de equivalencia 1, 2, 3 y 5 al programa lineal candnico.

Mix Z = eX
sujeto a

AX <b
X >0

Si se proporcionan lnicamente las reglas del método simplex en rela-
cidn a la forma candnica arriba descrita, se ahorran muchas palabras y
reglas, v ademds se evitan confusiones al lector,

Paso 2. Re-escribase la funcidn objetive de la siguiente manera

Z—eX=10,

Paso 3. Aplicando la regla de equivalencias 4, conviértanse touas las
desigualdades en igualdades., Este paso requeriri el uso de variables de

holgura. Usando los primeros 3 pasos, la forma canénica ha sido con-
vertida en



El método simplex 91

Mix Z-eX =10
AX +X=DhH
X>0

X>0

donde X es el vector de variables de holgura. Esto mismo puede reescri-
birse de la siguiente manera:

3-*:.‘1.7['1-1:1.1’1“"'—5..-’{'. = (
ﬂuxi + ﬁiz-rz‘f' L ﬂimf-."‘ xn-u-i bor bl
Gphy t Gl + - + ﬂ:rnxn‘l' A nez - b:

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

ﬂnbxl"l‘d-ext'l'""l'ﬂ-mxl T Xim ™ bm
b, et WP (! 10 ST 1 - | RN T |

variables de
holgura

Este paso es necesario, pues la adicién de las variables de holgura crea
la primera base B, que resulta ser la matriz identidad. Esto, a su vez,
genera el primer punto extremo de la region de factimlidad cuyas co-
ordenadas estin dadas por el vector b,

Paso 4. Constriyase una fabla o fableau con los coeficientes del
programa lineal como la que se muestra en la pigina siguiente.

Este tableau también tendri la siguiente estructura condensada que
es equivalente a la anterior.

Z X, Xy - X, Kpi Epis ' oo
1 e BlA—e e, B o)X,
fa, '
any
t 0 Bl A B-1 X,
.";I

Paso 5. Seleccionese como wvector de entrada aquél cuya z;—¢; sea
la mis negativa. 5i no hay ningin candidato de entrada, es decir que



.t-.uﬁ l:.t..t._.n S I+ .l._.n ._“+-"___.___._.H -l.h n__l._m —._-...__H Mg
f .
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v p opoI2ose .
ougigre oqung Fay ..z__.”“ YL “i““ 1 .;_.u ye 5 o 1 Zap
jop upianarfijusp Try il F T Lot Tt g .ty 3 x Ly Tag
_v.N. L Ll P L . E:I.u.lﬂ..._lu ._"..t.ul_.t_n.u lu_litu. saw Bg_ By n.u'...u.
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todas las z;—¢; > 0 para toda j en A, la solucién X; mostrada en ese
tableau es dptimo. En el caso de que exista un empate entre varios
vectores que puedan ser candidatos, rémpase el empate arbitrariamente,
es decir, seleccionese a cualquiera de los candidatos.

Paso 6. Una vez seleccionada la columna a; que entrari a Ja nueva
base, selecciénese el vector de salida a, de la base actual utilizando la
siguiente regla:

X
22 o Min {F_ﬂ

F].'_[}'D } *
Frj LY

En el caso de que exista un empate entre varios vectores candidatos,
hay que aphear las llamadas reglas lextcogridficas™ para romper el em-
pate. Una decision arbitraria puede causar que el proceso cicle conti-
nuamente sin alcanzar la selucidn &ptima.

En el caso de que todas las ¥i; del denominador sean negativos, se
tiene el caso de una solucion ne acotada’®

Paso 7. La interseccion en el tableau de la columna que entra y la
que sale determina el elemento pivete Y., Apliquese operaciones matri-
cianes elementales' en el pivote ¥,;, con objeto de convertir a la co-
lumna a; en el vector unitario e,, es decir ceros en toda la columna, y
un uno en la r-ava componente, que resulta ser ¥,;. Regrésese al paso J.

Por ejemplo si la columna seleccionada a entrar en la base es la &
v la columna a salir es la a;, higase al clemento ¥,, del tableaun igual
a uno y al resto de las componentes de la columna a,, ceros {inclu-
yendo a z;—¢;) mediante el uso de operaciones matriciales elementales.

Este paso genera una nueva base B, un nuevo punto extremo Xg
v un nuevo valor de la funcién objetive Z.

Ejemplo: Resuélvase por medio del método simplex €l siguiente pro-
blema:!*

Mix Z = 5000 X, + 3000 X,

sujeto a
SX.+ 5X.<15

5X,+ 2X,<10
>0, X.> 0

El paso 1 ya esti satisfecho. El paso 2 genera
LZ—=5000X, —3000X; = 0.

1% A ger explicadas en breve.

18 A ger explicada en breve,
& T Véase éste tipo de operaciones en el apéndice de dlgebra lineal (apén-
ice B).

18 Ya resuelto por el método grifico al principio de este capitulo.
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El paso 3 proporciona la siguiente estructura:

Mix £ — 5000 X, — 3000 X, = 0
331'1‘ 5Ig+-¥| =15
S5X; + 2X, + X, =10

X W e Wil Kool

Las variables X, vy X, son de holgura. La variable X; representa la
diferencia entre el nimero de obreros que se van a utilizar en la pro-
duccibn optima v los que hay disponibles. La variable X, representa la di-
ferencia entre el capital que se va a gastar semanalmente en la produccifn
optima v el capital disponible,

El tableau original (paso 4) tiene la siguiente estructura:

£ X, X, X, X, £,
1 =5 000 —53000 | O 0 0
Fectores . J 3 3 ! g 15 X
i
;:i‘ n 0 : 2 |0 1 | 10

Comparando este tableau con la siguiente estructura general

z X, X, X, X, Z
1 e B-1A—c ‘ e, B-1 ‘ Lo
0 B-1 A | Bt | X,

se tiene que

1 0 X 15
B = X, m 5 - -
(l] l)’ e (x) (m)’ 2o =0,

B-A = (g :)r exB = (33 = Cpy Bg — Oy} ™= {Da U:':
epBA —e = (n1—¢y, s} = (—5000, —3000}, B = (a,, a,),
Xy

Xz Xy X, 0
X= iy i R e .
(x,;) x o (:f,) (n)
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La adicién de las variables de holgura ha generado el primer punto
extremo de la region de factibilidad, o sea la primera base formada por
las columnas a; y a, de A. Este punto extremo estd identificado por las
siguientes co-ordenadas en el espacio de cuatro dimensiones:

X,=0X,=0, X;=15 X, = 10.

En este punto extremo, que por cierto el lector debe comprobar que
es factible, basico y no degenerado,™ el valor de la funcién objetive es
CEra,

La pregunta a contestar es la siguiente: ;Existe un punto extremo en
la region de factibilidad dende el valer de la funciém objetivo sea mejor
que el actual?

Los pasos 5 y 6 del métode simplex darin la respuesta. El paso 5 indica
que hay que seleccionar a todas las z;—¢; < 0 para toda columna j
en A que no pertenezca a la base actual B. Las iinicas columnas que no
pertenecen son &; v 8, 5S¢ debe seleccionar al mas negativo de estas z;—¢j.
Como se ve a continuacién:

zy=c; = Min {=5000, —3000} = —5000

por lo que la columna a entrar a la nueva base es a,. Para ver qué
vector a, debe salir de la base actual se aplica el paso 6. Los (inicos can-
didatos a salir estin dados por la regla

' Xgp {}f B
r —_— I'l'{' L]
g ¥

r F ki

]"'H}ﬂ}

o sea, que sabiendo que j= 1 se tiene:

& 15 10
—E!:th..{iu {._‘J_. m Min {552}-2.
r k R

El vector que debe salir es el a,. Sabiendo que el vector m; es el
que debe entrar y a, el que va a salir, el pivote queda determinado, El
pivote en este caso es el elemento ¥;, = 5, tal como se muestra a con-
tinuacion:

o %1 Xy X Xy
1 —3 000 —3000 | O 0 0
a, 0 i .3 o 5 3 1 "‘—""";J""' - 13
a, 0 © 2 |o 1 T e
pivole

10 Factible porque satisface las restmicciones AX =§, X =; bisico porgue
X no tiene més de dos (el nfimero de renglones de 4, que es igual al ndmero
de vectores de la base) componentes positivas; no degenerado, porgue X tiene
exactamente dos componentes positivas.

http://librosysolucionarios.net
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Para encomtrar la nueva base hay que convertir la columna a, en
una columna unitaria e;, con un uno en la segunda componente y ceros
en el resto de la columna, incluyendo z;—¢,. Esto se logra con opera-
ciones matriciales elementales® El resultado de estas operaciones se
muestran en el siguients tableau.

Z X X, 4, X,
1 0 —=1000 0 1 000 10 000
Veclores ay 0 i 1955 1 -3/ 0 ]
en la X,
baze. a, 0 1 2/5 0 175 2

Se ha terminado una iteracién completa del método simplex. En esta
iteracién, el proceso se ha movido de un punto extremo con componentes
X,=0 X;=0, X,=15 X, =10, correspondiente a la base B = (a,,
a;) y en donde la funcién objetivo es igual a cero, a otro punto extremo
con componentes X, = 2, X, =0, X, =9 X, = 0, correspondiente a una
nueva base B = (a;, &,) v a un nuevo valor de la funcion objetivo
de 10 000,

Sin embargo, como zZx—ep = —1,000 < 0, es negativo, el valor de la
funcién objetivo puede ain mejorarse. Repitiendo otra iteracién del
método simplex, se tiene que as entra a la nueva base y que

9 2
X e
Y = Mind 19° 2
= |5 5
45 10 45
= Ain {._._. —_— - —
Ll 2 19

por lo que el vector a, tiene que salir. El nuevo pivote como se puede
19

ver a continuacién es ¥,; = —,
J

z X e e : Z
1 0 —1000 { 0 1000 | 10000
Vectores| a, 0 0 I —3/5 9
en la xﬂ,
base. | a, 0 1 2/5 | 0 1/5 2

2 Bi el lector no entiende céomo se obtuve el siguiente tableau quiere decir
que ain no domina este tipo de operaciones matriciales. Se le recomienda que
vuelva a estudiar mds seriamente este capitulo en el apéndice B,
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Por medio de operaciones matriciales elementales se convierte al vector
a;, en ¢l vector unitario e;, es decir con ceros en toda la columna y un

uno en la posicion del pivote.

£ "E]. "?1 Xy X, Z
1 0 0 |5000/19 16000/19 ] 235000/19
Vectores | a, o |0 ! 5/19 -3/19 45/19
en la Xp
base. a, 0 1 0| =2/19 23/95 20/19

La nueva solucién o punto extremo correspondiente a la nueva base
B = (a, &), que por cierto es ya Optima porque todas las z;—¢; > 0,
es:

20
Xy = — = 1,052 miles de litros de cerveza clara,

19

45
Ag = 5 = 2 _ 368 miles de litros de cerveza cbscura,

Xy =0 exceso de obreros,
X, =10 exceso de capital semanal,

235000
2 = --1—9— = £ 1236842 de utilidad semanal.

Se corrobora en seguida, que en efecto esta solucién es factible. Pomendo
las soluciones Optimas en las restricciones se tiene

20 45
3 B MR it U
(19) 5(19) 5

que es exactamente el nimero de obreros disponibles, y de ahi que la
variable de holgura X, que mide la diferencia entre lo que se tiene dispo-
nible para utilizarse y lo que en realidad se utiliza sea igual a cero. En
relacién a la segunda restriccién se tiene

5(ﬂ) + 2 (E) - 10,
19 19

que es el capital (en miles de pesos) semanal disponible para cubrir los
costos de produccién. Por Gltime, la funcién objetivo en ese punte extremo
tiene el siguiente valor.

45

20
Z = 5000 (" uind [ 42,
mn(lg)+3mm(lg) 12 36849

http://librosysolucionarios.net
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Es conveniente aclarar que el método simplex usé dos iteracciones com-
pletas. Un anilisis exaustivo de todos los puntos extremos requeririan de

:r:) n! #Ho_u_
(m mi(n—m)! 2121 4

andilisis,

Antes de pasar a explicar ciertas extensiones de la programacién lineal,
tal como la resolucién de problemas de minimizaciém, identificacién de
soluciones no acotadas y mdltiples, se enriquece esta seccién con una
variedad de diferentes problemas y sus correspondientes modelos de pro-
gramacion lineal.

Formulacion de varios problemas

Ejemplo 1. La (Micina Nacional de Planificacién Familiar tiene un
presupuesto anual de $50.000,000 en publicidad sobre paternidad respon-
sable. La propaganda se hara a través del radio, prensa y television. Se
utilizarin los 5 periédicos de més circulacién, la cadena nacional de radio
y televisidn,

Un estudio econtmico a largo plazo, hecho por el Ministerio de Planifi-
cacion ha determinado que un 70% de la intensidad del programa debera
cstar dirigido a la poblacion femenina rural entre los 15 y 50 afios y un
309 a la poblacién femenina urbana entre los 15 y 50 afios.

La penetraciém de la red nacional de television cubre el 2095 de todas
las zonas rurales y el 90% de todas las zonas urbanas. La penetracién “efec-
tiva” de publicidad a través de la red nacional de television que Ta Oficina
Nacional de Planificacién esti realizando en el grupo meta de mujeres
rurales y urbanas en edad fértil es de

(.70) (.20) + (.30} { 90) = .4l.

La penetracién efectiva de la red nacional de televisién, significa que si hay
1.000,000 de mujeres en edad fértil, tanto rurales como urbanas en toda
la pacién, solamente 410,000 podrin probablemente ver la publicidad de
paternidad responsable via red nacional de television. Este nimero se deno-
minari la “penetracidn efectiva nacional” via red nacional de television.

Supdngase que la red nacional de televisidn cobra $10,000/dia por 15
mensajes de paternidad responsable de 2 minutos cada mensaje. El niimero
efectivo de mujeres por dia en el grupo meta por peso gastado en publi-
cidad via red nacional de television seria entonces de

410,000 (mujeres efectivas en ¢l grupo meta)

41.
10,000 (pesos/dia)

Este niimero es la “penetracién efectiva nacional por peso gastado™
via red nacional de television,

Un andilisis similar se hace para los demis medios de publicidad con
los siguientes resultados:



El método simplex 99

Tabla 2-2
Pene-
iracedn Pene-
efectiva tracidn
nacional efectiva
Peretracidn Pene- por cada Costo nacional

Zona Zona | tractdn | milldn de | de publi- | por peto
rural  urb, efectiva | mujeres cidad pastado

1. Red Nacional dc| 20% 90% 41 410000 10000 41
Televisitin :

2. Red Naciomal de! 50% 959% 64 640000 1000 640
Radio |

3. El Diaric Nacio-| 10% 60% .05 950000 ¢ 800 500
nal ]

4. La Verdad 10% 50% 32 220000 | 400 550

5. El Revolucionario | 5% 40%% .16 160000 300 533.33
Simple "

6. El Matutino soh 30% | .13 130000 | 250 520

7. Bl Corre Noticias| 5% 20% | .10 100000 | 200 500

La gran preocupacién de la Oficina Nacional de Planificacién Familiar
es como gastar los $50.000,000 en publicidad tal que se maximice la
“penetracidn efectiva nacional®,

Este problema puede resolverse ficilmente por medio de programacién
lineal. 5i se define

X;: la cantidad de dinero a gastar en publicidad, via el
metdio de publicidad ¢ (i=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

se tiene que la funcion objetivo, medida en umdades de penetracién efec-
tiva nacional es

Mix = 41X, + 640X, 4+ 300X, + 550X, + 533.33X; + 520X, + 500X,

y las restricciones son que ne se puede gastar mis de lo presupuestado,
es decir

Xi + X0+ X+ X+ X+ X, + X < 50.000,000.

Ademés se tienen las restricciones de no-negatividad Xy >0, 1 =1,
L . -

Las unidades de la funcidn objetivo son

$ (penectracion efectiva nacional) . . _
- = penetracidn electiva nacional .

3

http://librosysolucionarios.net
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Ejemple 2. La Productora Nacional de Fertilizantes quiere programar su
produccion trimestral para el proximo afio de 1975, Supdémgase que la
demanda de fertilizantes pronosticada por la Secretaria de Agricultura

es de
Ton de
Periodo Fertilirantes

ler. trimestre 1975 100,000
2do. trimestre 1975 120,000
Ser. trimestre 1975 | 110,000
47 trimestre 1975 90,000

La capacidad de produccién de la Productora Nacional de Fertilizantes
es de 95,000 toneladas por trimestre. Sin embargo se pueden producir
30,000 toneladas adicionales por trimestre si se pone a trabajar un tercer
turno. Cuesta $300/ton/trimestre méis el producir el fertilizante en el
turno extra, que durante los turnos normales. Eso se debe a que en
los turnos extras los salarios son mds altos. Al fertilizante que no se pueda
vender, hay que almacenarlo en bodegas a un costo de $500/ton/trimestre,
Las bodegas no pueden almacenar més de 20,000 ton/trimestre.

Bajo estas condiciones, ;cudntas toneladas deben producirse por tri-
mestre en turnos normales y extras tal que la demanda se satisfaga y se
abatan los costos extras de produccién y de almacenamiento? Supéngase
que el costo normal de produccidn es de $700/ton/trimestre.

Este problema también puede resolverse por medio de programacién
lineal. Sea

X; > 0: las toneladas de fertilizantes producidas en el trimestre i
{i=1,2,3,4) durante los turnos regulares.

¥; > 0: las toneladas de fertilizante producidas en el trimestre i
(i =1,2,3,4) durante los turnos extra.

Z; 2 0: laz toneladas de fertilizantes que quedan almacenadas al
fin del trimestre i{1 = 1,2, 3, 4).

Las ecuaciones que indican el balance de flujo son:

X, +Y = 100 000 + Z,,
Xe4+ Yo+ Z,=120000 + Z,,
Xy + ¥y + Z; = 110000 + Z,,
X, +Y,+ Z;= 950000 + Z,.

Las restricciones que indican las limitaciones de produccién son:

X, <05000 i=1,2,34,
¥, < 30000 i=1,2,34
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en cambio las limitaciones en almacenamiento estin dadas por
Zy <2000 i=1,2234.

La funcién objetivo que se trata de minimizar es la de la suma de
costos de produccién normales y extras, mds los costos de almacenamiento.
Esta funcion esti dada por:

Min Z = 700(X:+X:+X:+X,) + (7004300} (¥,+¥:+Y:+¥,)
+ 500 (Z,+ ZatZy+Z,).

Ejemplo 3. La Fabrica Nacional de Automdviles puede fabricar 3
piezas de la carroceria o importarlas. Sean esas piezas Py, Py, Py Si
las piezas son fabricadas en el pais deben producirse cada una en 4
miquinas-herramientas. Sean esas maiquinas-herramientas M,, M, M,,
M, La siguiente tabla di las unidades de tiempo requeridas en cada
méiquina por pieza fabricada.

P, | 0.1 0.25 0.3 0.05
P, | 0.15 0.93 0.12 0.15
P, | 017 0.17 0.12  0.25

La demanda anual de cada una de las piezas es de 20000 unidades.
No se tiene mas de 8760 horas anuales disponibles en cada una de las
midquinas,

El costo de produccion y de importacién de cada pieza esti dado
en la siguiente tabla.

Costo de produccidn en Costo de importacidn
Pigza el peis (por pieza) {por pieza)
' $4.25 $£2.10
P, $3.80 $0.9
P, £5.20 $3.75

El Gobierno Federal desea que ¢l nimero de piezas fabricadas en el
pais sea mayor que el mimero de piezas similares importadas. Ademds,
¢l Gobierno Federal desea que el costo total de importacién no exceda
al 409% del costo total de produccién en el pais. Bajo estas condiciones,
Jcuantas piezas anuales deben fabricarse en el pals, cuintas importarse,
tal que el costo total de produccién e importacidn se mimmice; pero
atendiendo a la demanda anual, a las limitaciones de produccién v a las
restricciones gubernamentales?

http://librosysolucionarios.net
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Este programa también puede ser resuelto mediante la programacitn
lineal. Sea

X;>0: la cantidad de piezas anuales del tipo i (i = 1,2,3) a ser
producidas en el pais,

¥; 2 0: la cantidad de piezas anuales del tipo i (i = 1,2, 3) a ser im-
portadas,

entonces, el costo total puede representarse por
Min Z = 425X, + 3.80X, + 520X, + 2.10Y, + 0.95Y; + 3.75Y¥,

sujeto a:
a) restricciones de la demanda

X, + ¥, = 20000 piezas P,
X+ ¥ = 20000 piezas Py,
Xs + Y, = 20000 piezas P;,

b) restricciones de capacidad de produccion, dadas en nimeros de
horas es

0.11X, + 0.15X, + 0.07X,
0.25X, + 0.93X, + 0.17X,
0.39X, + 0.12X,; + 0.12X%,
0.05X, + 0.15%, + 0.25X,

8760 horas en la miquina 1,
8760 horas en la miquina 2,
8760 horas en la miquina 3,
8760 horas en la miquina 4,

IACIA LA LA

¢) restricciones gubernamentales que quedan expresadas por

2.10Y, + 0.95¥, + 3.75Y¥, < 0.4 (4.25X, + 3.80X, + 5.20X,)
Yi<X, Y, <X, Y <X,

Ejemplo 4. Supéngase que los Ferrocarriles Nacionales de México

ticnen la siguiente demanda mensual de locomotoras diesel para operar
su sistema en todo el pais.

Locomotoras
Periodo Diesel
ler. mes T50
2do. mes Bo0
Ser. mes 780

La gerencia de los ferrocarriles puede satisfacer su demanda me-
diante la combinacién de las siguientes politicas:
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a) uso de la existencia de locomotoras diesel que se tiene en estado
funcionable para ese mes,

&) comprar locomotoras al extranjero que se entregan de inmediato,

¢) mandar reparar locomotoras a los talleres nacionales. El tiempo
de reparacidn normal es de 2 meses,

d) mandar reparar locomotoras a los talleres nacionales con caricter
de extra urgente. El tiempo de reparacion extra urgente es de
1 mes.

La pelitica {6} tiene un costo de $ 5000000 por locomotora: la (&)
de S50000 por locomotora vy la (d) de $23)000 por locomotora.

Se supone que cada mes el 5% de las locomotoras tienen que darse a
componer y que hay 1%6% de bajas, es decir locomotoras tan wviejas que
ya no son reparables. El presupuesto para los proximos 3 meses es de
$ 100 000 000 y se tienen al iniciar el primer mes 630 locomotoras en ope-
racion, [} en reparacién normal y 0 en reparacién extra urgente.

Bajo estas condiciones, ;qué combinacién de politicas debe seguir la
gerencia de los Ferrocarnles, para minimizar costos v satisfacer la de-
manda?

Se formula este problema como un programa lineal. Sea

Xi 2 0: la cantidad de locomotoras diesel que se compran en el mes
1 {r=1,2 3},

¥, = 0: la canuidad de locomotoras diesel mandadas a reparar nor-
malmente en el mes ¢ y que estarin disponibles en el mes
i+2(i=1213),

L = 0: la cantidad de locomotoras diesel mandadas a reparar en
forma extra urgente en el mes 1, ¥y que estarin dispombles
en el mes i+ 1 (i=1,23).

Obviamentie la funcién de costo a minimizar es

a | a
MinZ = 5000000 % X, + 500008 ¥, + 250000 % Z,.

il iml =1

Durante el primer mes la demanda deberd satisfacerse de la siguiente
TElELTe

630 + X, = 75,

Al fimahzar ese mes habrd un total de X, + 650 locomotoras diesel,
3% del cual pasara a reparacidn (normal o extra urgente)} y 149 se
dari complctamente de baja. Esto quiere decir que el nimero de loco-
motoras a repararse® es de

# 5¢ supone que las locomotoras que se dan de baja provienen de las gue
st mandan a reparar. 8i no es asi, la expresibn que indica las locomotoras a
reparar seria: ¥, 4+ Z, = 0.05 (6504-X,) — 0.005 (650+.X,).



104 La programaciéon lineal
Y, + Z, = 0.05 (630 + X,),
y el nlimero total en operacién es de

650 + X,—0.05(650+X,) —0.005(650+X,) = (650+X,)(1—0.035) =
.945 (650 + X,).

La demanda en el siguiente mes se satisiari con la existencia, mis
compras, méds reparaciones extra urgentes, es decir

0.945 {Eflﬂ + I:} + X: + Z, = 800,
Al fin de ese mes se tiene que el nimero de unidades a reparacién

es de
0.5[0.945 (650 + X,) + X: + Z.]

o sea
Ya+ Z; = 0.05[0.45 (650 + X,) + X, + 2],

y el mimero total en operacién al empezar el tercer mes es de

0.945(650+X,) + X: + Z,~0.05 [0.945(650) + X,) + Xa + Z.]
~ 0.005[0.945 (650 + X,) + X, + Z,]

[0.945 (650 + X,) + X: + Z,] (1~0.05—0.005)

0.945[0.945 (650 + X,) + X2 + Zi].

Para satisfacer la demanda del tercer y (ltimo mes se tiene la si-
guiente expresidn
0.945{0.945 (650 + X)) + X: + Z,]+ Xy + Z, + ¥, = 780,
Por fltimo, las reparaciones del dltimo mes serin

'Ys + Z, = 0.05 {(0.945) [0.945(650+ X,) + X, +Z,] + X, +Z,+ ¥.).
El presupuesto trimestral quedaria expresado como
s ’ 3
5000000 X X; + 50000 X ¥; + 250000 X Z, < 100 000 000.
=L =1 izl
En resumen el programa lineal (sin arreglar términos) seria:

3 s 3
Min Z=5000000X X; + 50000 ¥, + 250000 % Z;
i=i i= i
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sujeto a
630 + X, = 730
D.945 {E-5D+I.] + Ig + E: = B00

0.945[0.945 {650+ X,) + X3 + Z,) + Xa + Zs + ¥, = 780

¥, + Z, = 0.05 (650+.X,)
¥s + Zs = 0.05[0.945 (650+ X,) + X: + Z,]
¥, + Zy = (0.05) {0.945[0.945 (650+ X,) +X:+ 2] + Xs+ Z,+ ¥}

8 3 3

5000000 % X; + 50000 F ¥, + 250000 Z; < 100 000 000
iak f=1 =1

X, 20, ¥i20, Z; 20, i=1,23

Soluciones oplimas no acotadas

Existen problemas lineales cuyas soluciones dptimas no son nimeros
finitos, sino por el contrario es el infinito. Supdngase un problema lineal

Miéx Z = 4X, + 4X,
sujeto a
-2.1'1+H|£2
- X, +2X, <4
Eint Xy 2D,

cuya representacion geornétrica es

X2 &

a \
Y. Fl I=10
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Como el lector podri darse cuenta, a medida que la funcién obje-
tivo se mueve paralelamente hacia la derecha, su wvalor se incrementa.
Como la region de factibilidad no esti cerrada o acotada en el lado
derecho, el movimiento hacia la derecha de la funcién objetivo no tiene
limite, y por lo tanto el valor 6ptimo de ese programa lineal es infinito.

Se observari en sepuida edmo se puede identificar esa situacién en el
método simplex,

Teorema 2.6. Supdngase el problema lineal en forma candnica, Mix
£ = ¢eX, sujeto a AX < b, X > 0. Supdngase que en cualquier iteracion
del método simplex, el vector que entra a la base es el &, Entonces s
todas las ¥ <0, para toda i, i=1,...,m, la solucién del problema
lineal es no acotado.

Prueba. Supongase que Xp = (X, Xp,...,Xp ) & una solucion
basica factible, Entonces se -::umple

Iﬁtﬂ| -+ fn]ﬂ: - il B o Xﬂ_ﬂm = b.
Si se suma y resta a la expresion anterior el vector ¢a, donde &
es cualquier escalar arbitrario y & es el vector a entrar a la base, se
tiene que la expresion no cambia

ﬁ'ﬂlﬂi""xalﬂ:"" "‘+Xaiﬂ-"_lﬁl;+¢-ﬂg-l}

EIBFL — ¢y + day = h. (2.60)

Pero ay puede representarse como una combinacidn de los vectores
en la base. Se tiene entonces que

ay = Yum + Yua, + -+ + Yool (2.61)

Poniendo (2.61) en (2.60) se tiene

$x3|ﬂ.i - J#l'iE },ﬂﬂi +¢ﬂﬁ == l}

42

EIH‘ = 4;!.1"'“} a; + -I,"!lﬂ.h = k., {2.62}

-
]

1

La solucion en (2.62) es factible, pero no bisica porque tiene m+1

componentes que son positives. La funcién objetivo para esta solucidn
es:

Z = 2cp, (Xo, — ¢Yi) + en

=1

L] m
== -Et.'_ﬂ-t.x_ni — ‘#I;fﬂi Fik + (Z'_.¢
L =1
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= FJ - G + Cugh
Ez-él:.!‘g-f.l,:l. IIEES.:I

Come la solucién (2.62) es factible se tiene que
Xp, — ¥ 20

por lo que tomando en consideracidn que todos los ¥, se han supuesto
menor o igual a cero para toda i = 1, ..., m, se arroja como conclusidn
de que ¢ > 0. Por otro lado como & es el vector de entrada se tiene
en (2.63) que sm—ex < 0. Ambas conclusiones, la de que ¢ =0 y la de
que z5—¢p < 0, arrojan una tercera v esta es que el valor de Z crece

a medida que ¢ se incrementa. Como ¢ es arbitrario, Z puede hacerse
tan grande como se quicra. El teorema queda demostrado.

Ejemplo. Resuélvase por el método simplex el siguiente programa

lineal.
Mix Z = 41X, + 414X,

sujeto a
- .i\::l + E.:-!l:: i': "1.'
X, 20 X >0
l

| 4 A Ay 1A, X,

1

S T —+| o ol o

i
ra!:«fmu a, | 0 _ @ ]- 0 2 1
inicial “'I 0 —1 3 0 1 4

| | —8 L1 2 0 4
.!,H':IIFI'JE Fil n, ] _— 1 152 ] 1
iteracion a, 0 -:'T 0|=1 1 2 —

1 : 0 ol-6 8| 20
I

segunda a, ] 0 1 -1/2 1 3
tleracidn m, 0 | o|—=1 1 2

En la tercera iteracion a; debe entrar, pero Y= —1/2<0 vy
¥ss = —1 <0, vy por lo tanto la regla de seleccidn del vector que debe
salir de la base no se puede llevar a cabo. Nétese que esa misma condi-
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cidn se encuentra en el tableau inicial, st en vez de introducir a; a la base
se introdujera a;.**

Soluciones dptimas maltiples

Existen problemas lineales que no tienen una solucién dptima dnica,
sino que al contrario, tienen un nimero infinito de soluciones. Tal es el
caso del siguiente programa lineal.

sujeto a

6X, + 10X, < 30
10X, + 4Xs <20
X, 20, X210,

cuya representacién geométrica esti dada a continuacién

-

1 Recuérdese que los empates en la regla de selecciom del vector de entrada
pueden decidirse arbitrariamente.
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Como se ve en la figura, la funcién objetivo obtiene su valor dptimo
cuando coincide con la arista AB de la regidn de factibilidad. La solu-
citn Optima se sigue obteniendo en un punto extremo, sdlo que en este
caso son dos puntos extremos los dptimos, a saber, el punto 4 y el punto
B. Cualquier combinacién lineal de los puntos 4 y B, es también 6ptimo,
es decir, cualquier punto en la recta AB es optimo. Como hay una infi-
nidad de puntos, existen una infinidad de soluciones éptimas, dando todos
el mismo valor de la funcidn objetivo. Matemiticamente se tiene que
si X, es el vector del punto 4 v X; el del punto B entonces

X=M+(1-MX; 0<A<],

es también una solucién éptima. El préximo teorema da las condiciones
que permiten identificar soluciones éptimas mdiltiples en un tableau del
método simplex.

Teorema 2.7. Dado el programa lineal en forma candnica Mix
Z=cX, sujetoc a AX<h, X >0, s existe un vector a; que no esté
en [a base cuya correspondiente z,—¢, sea igual a cero, el resto de las
z,-c; >0 ytodas las Yiu >0, i = 1, ..., m entunces el programa lineal
tiene soluciones dptimas multiples y la base es optima.

Prueba. Se tiene que

Xy X,
e ; = ¥
Y ih{mﬂ { Y Lol }
. X
G O Sl (R
Frl: [l:k E#}

Como zx—e¢x = 0, se tiene que
Z=2.

Supéngase que X sea el vector factible bisico asociado a Z, y que X
sea el vector factible bisico asociade a Z. Ambos vectores X ¥ X dan
el mismo valor de la funcién objetivo, ya que Z = Z. Entonces, cual-
quier vector factible bisico X* que sea una combinacién lineal de X y
X también da el mismo valor de la funcién objetivo. Matemdticamente;

X*=2X+(t-0)X%X o<a<i

Esto demuestra el teorema.

Ejemplo. Resuélvase por el método simplex el siguiente problema
lineal ;

Mix Z = 5X; + 2X,
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sujeto a
bX, + 10X; < 30
10X, + 4X, <20
X,>20, X:20.
z X Xy X,
1 —5 -2 0 0 0
a, 0 6 10 1 0 30
A, 0 o + 0 1 20
1 0 0 0 1/2 10
s 0 0 t —6/10 | 18
| a, 0 i 575 0 1/10 2
!

Como z3—c3 =0 y @y no esti en la base B = (a,,a,) y todas las
demas z;—c; >0, j en A se tiene una solucién Gptima mualtiple, Sea

un punto extremo ﬁptimr:r el siguiente:

X, >
x| _| 0
=%, 18 |’
X, 0

que da un valor éptime de Z = 10. Para ver cudl seria ¢l otro punto
extremno, se introduce #; a la base.

Z X X; X, o

] 0 0 0 172 10
a, 0 0 1 5/38  —30/380 | 90/38
a 0 1 o | —1/19  125/950 |  20/19

Este tableau también es &ptimo y corresponde a un punto extremo X
cuyos compenentes son

X, 20/19
o _|x.| _{90/38
X=1%, 0 |

X, 0

y cuyo valor de la funcién objetive también es 10. Entonces, cualquier
combinacién lineal de los puntos X y X también es éptimo, dando el
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mismo valor de la funcién objetive. Matemdticamente, cualquier X* de-
finido por la expresadn:

2 20/19
Xt =l 2+ -2 |9, 0<a<i

18 0

0

es un punto Gptimo.

Problemas de minimizacion

A continuaeidn se verda qué tipo de problemas se desarrollan en un
programa de minimizacién. Se eliminan para empezar los problemas de
minimizacion triviales, que son aquellos que pueden representarse como

Min Z = eX
sujeto a

AX < b
X=>0
b> 0.
Este tipo de problemas tiene comeo solucién Sptima X = (X, Xy) =

(0,0,0,...,0,...,0,0). Como se puede ver grificamente a continuaciém
la solucidn optima es no hacer nada.

AN

Valores

L~ mids
|~ pequefos

Punto dptimo [T

Figura 2.11

http://librosysolucionarios.net
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Los problemas de minimizacién interesantes son aquellos en donde
el vector b no es necesariamente mayor o igual al vector 0. Este tipo
de problemas tienen la siguiente representacifn canénica

Min Z = eX
sujeto a
AX >b

X >0 (2.64)

Con objeto de ver cuiles son los problemas y los mecanismos de
solucién se toma el siguiente problema

Min Z= =3X, + 5X;
sujeto a
Xy 4
Xz 6
3X;, +2X,; > 18

X, >0, X.>0,

FAN T

que se resuelve por el método simplex.

La regién de factibilidad y la pendiente de la funcién objetivo se mues-
tran a continuaciém

Punta Gptimo (4,3)
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Los pasos del método simplex conducen a resolver

Mix h = —Z = 3X, — 5Xy
sujeto a
X; < 4
i< b
—3X, — 28, < — 18
X, >0, Xz 0,
¥ ya en forma de tableau
k X, b P & > X,
1 -3 3 0 0 0 I 0
a, 0 I 0 | 0 ni 4
a, 0 0 I 0 1 6
a, 0 -] -2 0 0 i ! - 18

La solucifn bdsica Xz que se tiene es

il A

%= (x)- (o)

Esta solucibn mo es factible pues X; = —18 <0, y estd violando Ila
restriccidn de que todas las variables, incluyendo las de holgura sean
no-negativas. Se concluye que para problemas de minimizacién no tri-
viales, el método simplex no trabaja. ;Qué modificaciones hay que hacer-
le al método mimplex para resolver este problema?

Hay varias maneras de darle solucién a este problema. Se describen a
continuacién dos, uno el método de penalizacién y el otro el método de

doble fase.

El método de penalizacion™
Teorema 2.8. La solucidn éptima al problema

Min £ = eX + MW

sujete a

AX-Y+W=>0>
Xz0,Y>20 W20,

23 En la literatura inglesa éste método se conoce como el “Big M Method™.
En esta seccifn el vector M tiens componentes M = (M, M, ..., M).
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es también solucién 6ptima del problema

Min Z = X
sujeto a
AX>b
X>0
si v sOlo s el vector W = (),

Prueba. Dado el problema de minimizacibn

Min Z = eX
sujeto a
AX >b
X=0

éste se¢ puede escribir como

Min Z = eX
sujeto a
AX-Y =D
X=0,
Y >0,

donde Y es un vector superfluo. Este problema es igual al

Min Z = X + MW
sujeio a
AX-Y+W=bDH
X220, Y>20 WZ>=0

solo cuando W = 0. El teorema queda demostrado.

El métode de penalizacion consiste en modificar el problema onginal
para dar lugar a un nuevo problema, donde la solucién inicial es factible
y béasica. Esto se puede lograr anadiendo un yector W, llamado de
variables artificiales v penalizando® a la funcién objetivo con un costo
MW, donde M es un vector de valores positivos arbitrarios muy elevados.
Mientras el vector artificial tenga alguna componente positiva, el valor
de la funcién objetivo se elevara considerablemente en el caso de un
problema de minimizacion. Como el métodes simplex siempre trata en
cada iteracion de mejorar la funcién objetivo, si el problema original
no tiene restricciones inconsistentes, llegard un momento en que W salga
completamente de la base. En ese momento W = y se ha retornado
al problema original cuya solucién 6ptima esti garantizada por el método
simplex. 8i durante la solucién del método penal se lega a una solucién
6ptima pero W > 0, entonces el problema original NO tiene solucién.®

24 En el caso de una minimizacidn se suma el costo penal. En el caso de una
maximizacién se resta el costo penal.
33 Debido a restricciones inconsistentes,
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Ejemplo. Resuélvase por el método penal el siguiente problema lineal

Min Z = ~3X, + 5X,
X, <4
Xy L6
3X, 9% 518

X, =0, X.=>0
Este problema puede re-eseribirse como

Mix A= -2 =3X, - 53X,

Xy + X, . A
..:Yz +X.|. = f
3X1+H: _X_5= 13

11201 I#Eﬂs ..T;:.Ell Xi:_}nz-x.'i:iu

y ya introduciendo la variable artificial W,,

Mix h = 3X, — 5X, - MW,
XL + X, = 4
X, + X, =6
X, + 2X. - X;:+ W, = |8

X220, X220, X, >0, X,20, Xs >0, Wy >0

que en forma de tableau da la siguiente estructura:

h "rl I: "T-Cl "rl "r-\.'- wi
| 1 —3 5 0 0 0 M| o
ay i 1 i 1 L] 0 L] I e ]
a, 0 0 | 0 1 0 0 6
fuy 0 3 2 0 - 1 18

S5i se quiere que la base B esté compuesta de los vectores a, a,,
By, 58 necesita que a,,, sea un vector unitario tipo e;. Para eso se con-
vierte zp, —ce, €n cero, mediante el uso de operaciones matriciales ele-
mentales. El siguiente tableaun, da la primera base y el primer punto
extremo (basico y factible) del programa modificado. A partir de ahi se

sigue aplicando el métode simplex en forma normal hasta que las condi-
ciones de optimalidad se cumplan.



k X, X, x X, I W,

1 | —3-3M  S5-2M 0 0 M 0 | —18M
a | O (D 0 1 0 0 0 +
w | 0 0 1 0 1 0 0 6
Sey| O 3 2 0 0 -1 1 18

1 0 5-2M | 343M O M 0 |12—-6M
a, | O 1 0 1 0 0 0 +
a, | O 0 1 0 1 0 0 6
ae, | 0 0 @ ~3 0 =1 1 6

1 0 0 212 0  5/2 M-5/2 -3
a, | O 1 0 L 0 0 0 4
a, | O 0 0 3f2 1 1/2 ~1/2 3
a, | 0 0 1 -3/2 0 172 1/2 3

Este Gltimo tableau es Optimo® y como a,, esti fuera de la base,
W, =0, por lo que la solucién es también Optima para el programa
original. La solucién 6ptima es

SANES
X, 3
x- ()| %] 3
(I,.r X, 0
Xs 0
Lwtd =ﬂ.l
con una funcién objetivo dptima
h=—-Z=-3
por lo que
Z=3

tal como se obtuve graficamente.

El inico problema serio del método penal, es que al usarse en una
computadora, como a las componentes del vector M se les tienen que
dar valores reales positivos, por ejemplo, 999999999, 99, al iterarse varias
veces, se empiezan a acumular errores de redondeo que pueden afectar
seriamente el resultade final 6ptimo. FPor esa razdn el método penal se ha
substituido en la practica por el método de doble fase.

# Bl tfrming fe, — twy = —3/2 + M >> 0, porque M e un nimero positivo
arbitrario bastante grande.
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Método de doble fase

En esencia es igual al método de penalizacidn, en que primero se
introducen las variables artificiales al problema original

Min Z = X
sujeto a
AX > b
X=0
quedando como
Min Z = X
sujeto a
AX- Y+ W=D
X>0
Y>0
W =0,
donde W es el vector de variables artificiales con componentes (W,,
Wy ..., W;). En la primera fase se resuelve el problema
Min ¥ W,
=l
sujeto a

AX-Y+W=h
X > 0.

La solucién dptima de esta fase debe ser W = 0. 5i al obtener las
condiciones de optimalidad en esta fase, W > 0, e! problema original
no tiene solucidén.®?

Supéngase que la primera fase es Sptima, W = 0 y que la base aso-
ciada al tableau es B. En la segunda fase se aplica el método simplex
para resolver el problema

Min X
sujeto a

La solucién dptima a esta segunda fase, es la soluciin dptima a’
problema original. Es importante cbservar que al empezar la segunda
fase, todos los vectores de la base Optima correspondiente a la prime-
ra fase permanezcan unitarios. Empleense operaciones matriciales elemen-
tales para restituir todos aquellos vectores que deben ser unitarios.

Ejemplo. Resuélvase por el método de doble fase el siguiente pro-
blema lineal

17 Delide a restricciones nconsistentes.
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Min E = _3X1+ SI’

sujeto a
X, < 4
X:< 6
3X, +2X. > 18
X.20 X:20
Primero se reescribe ¢l problema como
Min £ = —3X, + 35X,
sujeto a
x!. + X! " L ;
Xy + X, = §
3X, + 2X; - X;+ W,=18

X:20 X, 20, X, >0, X,>0, X; 20, W, 20.

La primera fase consiste en resolver el problema®®

Min W,
sujeto a
X1 + X, = 4
.rrz +I.| =
X, + 2X, - X;:+ W;=18

£:120, X: 20 X:20X,20 X 20 W, 20.

Aplicando el método simplex, una vez que se ha cambiado la fun-
cidn objetivo a Mdx — W, se tiene

W, X, X, Ay A, Ay

1 0 o 60 0 0 0

‘ a 6 1 0 1 0 0 4
a, 0 0 1 1 6

{ Ny f 3 2 0 0 =1 18

Para tener el primer punto extremo se requiere que los vectores de
la base sean unitarios. Por lo tanto se convierte a, , en vector unitario e,.

28 Notese que el vector W de variables artificiales sélo tiene una componente,
que es Wy

http://librosysolucionarios.net
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w X, X, X, X, X

0 -3 = b o 1 —18
a, 0o O o 1 o0 4
a, 0 | 0 1 0 6
By 1 3 2 o 0 -1 18

0 0 -2 3 0 1 | =6

= S
a, 0 1 0 1 0 ] | 4
|, o 0 o1 J f
Bey t 0 @& |-3 0 =1 g
|

1 b o0 | o 0 0 0
s, | O 1 0 1 0 0 4
m, |=1/2 0 0o | 82 1 12 3
a, 1/2 0 1 | =52 0 -1/2 3 J

119

Esta es la solucién dptima a la fase unmo, y como W = 0 el problema
original tiene solucién. Para empezar la fase dos, témese todo el tableau
éptimo anterior, {inicamente ignorando la columna a, (que ya no se
necesita) v el renglén de los z;—¢). Substitiyase ese renglén por la fun-

cidn objetivo original.

Min Z = =3X, + 53X,

o equivalentemente

Mix h= —2Z = 3X, — 5X,

h—3X, +5X,=0.

Al iniciarse la fase dos se tiene la siguiente estructura:

h X, X, X, X X,
. |
1 -3 L] 0 ] g | 0
I_-. E - I_ Tt .r
! |, (1] 1 0 - 0 (1] 4
| a, ' 0 0 i | 372 1 1/2 3
ay 0 0 1 | =372 D —1/2 3
o =—t =

pero como B = (a;, a,, 8:) se necesita que &, = @;, &y = €5, ¥ By = 8y
Los vectores unitarios e, e;, €, que son respectivamente @,, a,, @#; 500
restaurados por medio de operaciones matriciales elementales obteniendo

el siguiente tableau:

http://librosysolucionarios.net




h x, X, X, X, X,

1 0 0 21/2 0 5/2 —3
a, | 0O 1 0 1 0 0 4
s, | O 0 0 32 1 12 3
. | o 0 1 —3/2 0 —1/2 3

o e  a ca————

En este ejemplo no es necesario seguir iterando en la fase dos, pues
al restaurar los vectores unitarios correspondientes a la base del tableau
4ptimo de la fase uno, se obtuvieron por pura ceincidencia las condi-
ciones de optimalidad (z;—e¢;) > 0 para toda j en A. Por lo general
éste no seri el caso y serd necesario hacer varias iteraciones del método
smplex en la segunda fase. La solucidn éptima es la misma que la obte-
nida en el método grdfico y en el método de penalizacién, es decir

r b -

4
xan 12l 13
X (x) 0
]
i}

Este es el método utilizado en los programas de bibliotecas de las
computadoras electrénicas.®

Problemas sin solucion

Tanto el método de penalizacidn como el de doble fase permiten
identificar cuando un programa lineal no tiene solucién., Los problemas
lineales no tienen solucion cuando sus restricciones son inconsistentes, Tal
es el caso del siguiente programa

Max Z = 2X, + 2X,
sujeto a
X+ X.<2

Xo+ Xe> 4
X:ED:, I=EDJ

cuya representacion grifica se da a continuacién

32 Un pequefio resumen de diferentes programas de biblioteca para resolver
problemas lineales en la computadora se di al finalizar este capitulo.
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\ g
G +X =4

X +%s = 2

Figura 2.13

Como podri observar el lector, no existen valores de X; v X:; que
puedan estar simultdneamente en ambas regiones sombreadas, A conti-
nuacidon se ve como se identifica esta condicion por medio del método
st plex.

z X 2 X, X, W

I -2 -2 0 0 M 0
a, 0 1 1 i 0 0 2

1 —2—-M | 0 M 0 -4
#y 0 @ ! 10 2
a, 0 1 1 e 1 4

1 0 0 2+M M 0 4—2M
a, 0 1 | 0 o 2
a, 0 0 0 - -1 1 2

La solucién éptima al programa modificade se obtuvo en el Gltimo
tableau. Sin embargo, como la variable artificial no es nula, sino que
W = 2, el problema original no tiene solucidn.

Problemas degenerados y las reglas lexicograficas

Se ha mencionado anteriormente que al existir un empate en decidir
qué vector entra a la base, este puede romperse arbitrariamente sin

http://librosysolucionarios.net
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ningun efecto considerable en el nimero de iteraciones del método sim-
plex. En cambio un empate en el vector de salida no puede decidirse
arbitrariamente porque se puede ocasionar un ciclaje tal, que nunca se
obtenga la solucién dptima. Por ejemplo, se analiza el siguiente problema
lineal donde en la primera iteracion se pueden seleccionar como vector
de salida tanto a; como a, Seleccionando a,; causa un ciclaje, tal
como s¢ ve A continuacion:

Mix Z = 3/4X, — 20X, + 1/2X, — 6X,

sujeto a
1/4X, — 8X, — A+ 989X, <0
1/2X, — 12X, — 1/2X, + 3X, <0
Xa <1
X,20,X:20, X, >0, X, >0,
z Xo oy T oX - R
1 —3/4 0 =12 & 6 0 0| o0
a 0 ) -8 =1 9 1 0 0| o
2, 0 72 =1 3§ o 1 oo
", 0 0 0 1 0 o o0 1|1
1 0. o5 98 5 0 0| o0
a, 0 R TRy U & 0 0o
g 0 0 @ 332 -15 -2 1 0] 0
a 0 0 0 1 0 o0 o a1
1 0 ¢ - 2 18 1 1 0|0
ay 0 1 0 (@ -8 |-12 8 0 | Oe
it 0 0 1 S5/8 —15/4 |-1/2 14 o] o0
a, 0 0 0 1 0 o o 11
1 /4 06 0 —3 |-2 3 oo
a, D /8 0 1 -31/2 [-32 1 0] 0
n, 0 —3/64 1 o @ 1/16 =1/8 0 | 0é=
s, 0 —1/B 0 & 277 | 372 —1 L]
1 | =/2 16 0 0o [-1 1 oo
i o | -5/2 356 1 0 @ —6 0| 0
a, o | -/4 16/3 0 ! /5 =2/ 0| 0
. 0 5/2 —56 0 6 =2 & 3%

0 Se vuelve al tableau original después de 6 iteraciones.
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1 —7/4 4 172 0O P -2 00
a, o (=54 28 12 0 1 =3 0|1
n, 0 6 — 4 —1/6 0 @D 0| 0e
g 0 0 o1 0 o 0 1|0

1 —-3/4 20 —1/2 6 0 0 o}o0
", 0 QD -8 -1 9 1 e o]0
2, 0 172 —12 —-1/2 3 0 1 0o
y 0 0 0 0 e o 1|1

Notese que después de seis iteraciones se ha vuelto al punto inicial
¥ ain no se tienen las condiciones de optimalidad. Nétese también que
en cada iteracién se estin obteniendo soluciones factibles basicas dege-
neradas. Por ejemplo, en la primera iteracién se tiene

rXEl I'Ul

| |

x = (—in) — -Xl o H
¥ .-.l:g U

X, 1]

l..-:ll'.'ll. "D-l

que es una solucidn factible bésica degencrada.

El ciclaje que conduce al punto inicial de partida se debe a “lo
degenerado™ de las soluciones factibles bésicas. Para evitar este tipo
de problemas se usan las llamadas reglas lexicogrdficas.

Definicién. Un vector es lexicogrificamente positivo si la primera
compaonente diferente de cero es positiva. Un wvector lexicograficamente
positivo se escribe X L 0.

Ejemplo:

X=(03-29) Lo
Y =(108-312) L 0
Z=(0,0,-3,12) noes } 0,

Definicidn. Un vector X es lexicogrificamente mayor que otro vector
Y, si el vector X-Y L 0.

Ejemplo:
Sean
X = (0,3, —2)
Y=(1,22)
entonces
Y-X=([,-1,4) } 0
Pero

XA-Y=(-Ll,-4)noes } O

Aplicando las reglas lexicogrificas para romper un empate en decidi
qué vector sale de la base, al usar el criterio

http://librosysolucionarios.net
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se tienen los siguientes pasos,

Pato 1. Arregle el tableau tal que los primeros m vectores del ta-

bleau sean los de la base B.
Paso 2. Calcule el minimo de los siguientes cocientes:

X |
Min }_—‘_"-m::-ﬂ}

() TP ik |

Si el minimo es dnico, por ejemplo i = r, entonces X, sale de la
base. En el caso contrario, constriiyase un conjunto de indices I,CI
(donde I es el conjunto de indices de todas las colummnas que estin en
la base} formado por todos los indices para los cuales

8y
—— = constante,
ik

y esa constante sea la minima de todos los cocientes calculados en el
paso 2. z
Paso 3. Evaliiese

¥
Min ——'-1} :
ity ‘Y

Si el minimo es tnico, por ejemplo ¢ = r, entonces el vector a, sale
de la base. En caso contrario constriiyase un conjunto de indices I; CI,,
formado por todos los indices para los cuales

Ei = constante, (€L
Yix

y esa constante es la minima de todos los cocientes calculados en el

paso 3.
Y
Min [—‘1]
tely Fix

FPaso 4. Calcilese
y prosiga andlogamente al paso 3.

Asi se crean conjuntos I, I, ..., I, tal que L,CI,,C.. . CLCI,CL
Como el niimero de columnas y renglones en la base B es finito, even-
tualmente se llega a romper cualquier empate, v s¢ hace la seleccion
correcta del vector que debe dejar la base. Este tipo de reglas no per-
miten el ciclaje de las iteraciones del métode simplex. La mayoria de
los programas comerciales de computadoras que resuelven problemas
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de programacién lineal ya vienen equipados con este tipo de reglas
lexicograficas.

Epemplo. Utlizando las reglas lexicogrificas para resolver el proble-
ma anterior se tiene,

Paso 1. Se reescribe el tableau original, pero con los vectores de la
base B = (@, aq, 8;) en las primeras tres posiciones.

1
E X X Xs X Fp W oF
1 0 0 0 —3/4 20 —=1/2 6 0
n, 0 1 0 o0 I =8 =1 9 0
B 0 o 1 o | QD —-12 —1/22 3 04~
8y 0 0 0 1 0 0 1 0 1
J
Note que
I= {567}
Aplicando la regla
X
Min {—" ) n},
1=1,2,3 Fit
se tiene
0 0
Min { —, —-} = Min {0,0} =0
1/4 1/2
por lo que
I = {3, 6}
Notese que

L= {5 6) CI={56, 7).

Min {F—“-}
fely ?Ui-'
donde k = 4, se tiene

F’.l r’l
Min = Min = Min (4,0} = 0,
{1-'“ Tae {1;4 1;2} In {4, 9)

por lo que a; deja la base y el pivote es ¥,,. Ejecutando operaciones
matriciales elementales, dejando al pivote como yno y al resto de la
columna &, con cercs, se genera el siguiente tableau.

Paso 2. Evaluando
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1

A X, xX; X X, X, X,

1|0 3/2 D |0 2 —5/¢ 2172 0
ag | 0|1 —L2 00 -2 -3/ 15/2 0
ay 0|0 2 0 i1 =24 =1 6 0
x | 0|0 0 1|0 0 D 0 1=

1|0 3/2 5/4 |0 2 0 21/2 | 54
s | 0 |1 =172 3/4|0 -2 0o 1572 | 3/4
a, | 0|0 2 1|1 —-24 0 6 1
a, 0 | 0 0 1 |0 0 1 0 1

CoT

2.3. Dualidad

Asociada a cualquier estructura candnica de programacion lineal
(Pi)
Max Z = X
sujeto a

AX < b
X >0, (Py)

que se denomina el problema primario, se define la siguiente estructura®
(D)

Min & = b'Y
sujeto a

ATY > "
Y>0 (Dy)

que se denomina ¢l problema dual.

ol La T significa traspuesta, Véase el apéndice B.




La siguiente tabla proporciona la deseripeion
mentos del problema primario v dual,
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de cada uno de los ele-

Tabla 2-3
Problema Elemenio Dimensidn Caracterisiica
X Vector columna con n| Vector de variables de ac-
componentes, tividad primaria.
e Vector rengién con n com- | Vector de precios unita-
ponentes, rios primarios.
b Vector columnz con m | Vector de disponibilidad
Primario componentes. de recursos primarios,
A Matriz de m por s. Matriz de coeficientes tec-
noldgicos.
Z Escalar Funcifn objetiva primaria.
0 Vector columna con =
CEnns
Y Vector columna con m| Vector de variables de ac-
CoOmponentes, tividades duales,
el Transpuesta del vector e, | Vector de disponibilidad
o sea, vector columna con | de recursos duales.
n componentes.
b™ | Transpuesta del wvector b, | Vector de preciozs unitarios
Dual o sea, vector renglén con | duales.

AT

=]

il COMpOnEntes.
Transpuesta de la matriz
A, o sea, matriz de n por m.
Escalar.
Vector
Ceros.

columna con m

! Matriz de coeficientes tec-
i nologicos.
| Funcifn objetiva dual.

Antes de pasar a discutir las propiedades vy usos de la dualidad, se
ven a continuacidén otras formas de dualidad.

Forma 2. Dado el problema primario (Py) su dual es (D).

sujeto a

sujeto a

Min Z = X

AX > b
X>=0
Mix G = h™Y

ATY < ¢
Y >0

(P3}

(Ds)
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Prueba. El problema primario (Pp) puede escribirse como

Mix —Z = —¢X
sujeto a
—AX < -b
X0

y aplicando la definicién de dualidad se tiene

Min ~G = -b"Y

sujeto a

—ATY> —¢'

Y >0,
que es equivalente a
Mix G =b™Y
sujeto a
ATY <e"
Y=>0

Forma 3. Dado el problema primano (P;) su dual es {D,).

Mix Z = X
sujeto a
AX =bh
X>0, (Py)
Min G =b"Y
sujeto a
ATY > ¢
Y no restringida en signo. (D)

Prueba. El problema primario (FP,) puede escribirse como

Mix Z = eX
sujeto a
AX <b
AX > b
X=9,
o
Mix Z = eX
sujeto a
AX <b
—AX < -b
X=>0

Aplicando la definicibn de dualidad, asociando al wvector dual W
con las restricciones primarias AX < b y al vector dual ¥V con las res-
tricciones primarias —AX < —b se tiene:
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Min G =h"TW-=b"V¥
sujeto a
ATW-ATY > ¢
W>0 V>0
Agrupando se tiene

Min G = h™ (W-V)
sujeto a
AT (W=V¥) > ¢”
W>0, V>0

Si se hace Y = W=V, W >0, V>0, se tiene que el vector Y es
no restringido en signo, pues:

a) s W >V entonces Y > 0,
b) si W =¥ entonces Y = 0,
c)] i W< Y entonces Y < 0.

Por lo tanto la forma anterior queda

MinG=bhY
sujeto a
ATY > ¢
Y no restringido en signo.

Forma 4. Dado el problema primario {P;) su dual es (D,).

Mix Z = eX
sujeto a
AX > b
X>0 (PJ)
Min G=bhY
sujeto a
ATY > T
Y <0 (D)

Prueba, El programa primario (P,) puede escribirse como

Mix Z =X
sujeto a
—AX < -b
X>0

Aplicandn la definicion de dualidad se tiene

Min G= -b"W

sujeto a
T

~ATW e
= 0.

W

http://librosysolucionarios.net
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Haciendo Y = =W = tiene

MinG=b'Y
sujeto a
ATY > ¢
Y<0.

Se resumen a continuacidn los resultados obtenidos en las cuatro
formas de dualidad.

Primario Dual
Mix Min
Min Mix
restriccion®? i < b; variable : > 0
restriccion®® i = b; variable i no restringida
restriccién® 1 > by variable { << 0
variable®® ¢ > 0 restriccibn i 2> &
variable® i no restringida restriccién @ = ¢y
variable*® { <0 restriccién i < cj.

Ejemplo. Sea el programa primario

Mix Z = 3X, + 53X,
sujeto a
Xy

A A,
- S

¥y
3X;, +2X; <18
A+ 4X: < 10
X,>0 X.>0

Se comprueba que el programa dual es

Min G = 4¥, + 6¥, + 18¥, + 10¥,
sujeto a
Y, + e+ Y. 23
Ya+ 2¥,.+ 4¥,. 25
Y,20, ¥, >0, Y, >0, ¥, >0.

La forma del primario es
Mix Z =e¢X

sujeto a
AX
X

WV IA

b
0,

12 Cuando la funcién objetive primaria es Mix Z = eX.
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cuya forma dual correspondiente (D;) es

Min G=h"Y
sujeto a
ATY > ¢
Y =10 (Dg)
o] _fo 1], _[* 3
cﬁmnth{arﬁjzh- 13:-‘-“‘“3 0y X= p-l'.'!f= N
X 5
10 L1 4 "
1 0 3 1 4
bT = (4,6, 18, 10}, AT = , Y = },’
01 2 4 Y

ejecutando las operaciones matriciales indicadas en (D) se obtiene la
forma dual deseada.

Ejemplo. Dado el problema primario

M’ﬁ.x E Lo 3.-?!':[ -+ HI: + E..’:, _— 4.-'-!‘.'.
sujeto a

Xi+ Xo+2X, +3X. <
X|_Iz —
Xo= X.> 48

X120, X:. 20 X%,20X.20,

3
-1

compruebe que el dual correspondiente es

sujeto a

Y14+ ¥,
¥, =¥,
2¥, + ¥,
3Y, e &
¥, 50
]"'Ig 1 n:stringidﬂ

¥, <0.

vVIVIVIV
4 B3 0O W

Usos de la formulacion dual

Las estructuras duales permiten entre otras cosas:

@) Resolver problemas lineales que tienen mds restricciones que acti-
vidades. Como el grado de dificultad en resolver un programa
lineal por medio de una computadora esti en funcidn del ni-
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mero de filas™ de la matriz A v no en el nimero de columnas,
al aplicarse la dualidad a un problema primario donde m > n, se
obtiene otro problema lineal donde el nimero de filas n es menor
al numero de columnas m. Los teoremas que a continuacion se
demuestran, permiten verificar que resolviendo ya sea el primario,
se resuclve automiticamente su correspondiente dual y viceversa,

b) Hacer interpretaciones econdémicas de las soluciones 6ptimas de
los problemas de programacion lineal.

¢} Generar nuevos algoritmos para la solucién de problemas de
redes de optimizacidn.

d)} Generar métodos como el dual smplex para el andlisis de sensi-
bilidad de los programas de programacidn lineal.

Teoremas concernientes a estructuras primarias y sus
duales asociadas

En los teoremas que se pruchan a continuacién se hace uso de la
forma (Py) v (D) o sea

Primario Dual
Mix £ = X Min G=b"Y
sujeto a sujeto a
AX < b ATY > T
X=0 (P,) Y>=0 (Dy)

Teorema 2.9. Si X y Y son soluciones factibles a un par de progra-
mas primano (P} y su correspondiente dual (D)) entonces

Z=eX<h'¥Y=0G.

Prueba. Como X es factible en (P}, cumple con AX <b y X > 0.
Como Y es factible en (D) cumple con ATY > n’_.].r Y > 0. Premul-
tiplicando AX <b por Y>0 vy a ATY > ef pot X > 0 se tiene

YAX<Y'b=0Y
YTAX = XTATY > X7e" = X.
De estas dos Gltimas expresiones se concluye que
Z=eX<YAX<PY=6C

y €l teorema queda demostrado.

23 Recuérdese que dada una matriz 4 de m por n, la base B es de m por m.
3 A tratarse en el capitulo 4.
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El teorema 2.9 Gnicamente dice que para cualquier par de solucio-

nes factibles (X,¥) de (P,) v {D:}, la funcién objetivo primario es
siempre menor o igual a la funcién objetivo dual.

Teorema 2.10. Teorema de dualidad. Dado un par de problemas pri-
mario (P,) y su correspondiente dual (D)) unicamente uno y sdlo uno
de los tres siguientes casos pueden ocurrir.

a) Ambos programas tienen soluciones optimas v sus funciones obje-
tivos dptimas son iguales, es decir, si X* es Optimo para (P,) y
Y* es 6ptimo para (D,) entonces

Z* = ¢X* = b Y* = G*.

b} 5i el problema primario (P,) ne tiene soluciones factibles y el
problema dual (D,) tiene al menos una, entonces, el dual tiene
una solucién éptima no acotada y wviceversa, si el problema dual
no tiene soluciones factibles y el primario tiene al menos una,
entonces, ¢ primario tiene una solucidn optima no acotada.

¢) Ambos problemas (P,) vy (D,) no tienen solucidn.

Prueba. Esti dada en el apéndice B (Teorema B-7).

El teorema 2.10 es muy importante porque la informacién generada
por la solucién de uno de los problemas (va sea el primario o el dual)
permite conocer la solucidn del otro, sin tenerlo que resolver,

Teorema 2.11. La formulacidn dual de un problema dual genera la
representaciin primaria.

Prueba. Considérese el problema primario:

Mix Z=¢ X, + . Xo + -~ + . X,
sujeto a
ﬂn-rx + ks + 0+ dda < by

anX, + auX: + - + a,X, < by

l!I'I'I'I:'I-"t-l-1 + 'um!-xi + ¢ 4+ Gmadna i b
X120, Xs20, --- X,20,

cuya formulacidon dual es

Min G= blfl + b:r: 2 A R -E'-Pﬂ

sujeto a
ayu¥, + an¥, + 0 + a¥m 2
apYi + anls + ' + gap¥a 2
PENE = ettt st e et e S T G
dY; + 23,Ys + 0 4 ag¥a > o

Y20, Y20, --- Y.z20
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Una forma equivalente del programa dual (D) es

Mﬁx -G’ = -b|1r] - b:}rl - e ™ b.}r-
sujeto a
=8y, Y, = an¥; = ' — am¥m

<
_ﬂu}r[ . -ﬂu}rj el L s b ﬂ-:}r-. :; 7 |

—@wl:s — @wY: — 0~ Gunla =
Yy 20 Y20 -+ ¥Y.2>x0

La formulacién dual de esta Gltima estructura lineal

Min —Z = — ¢ X; — caXsg — "+ — g X,
sujeto a
@ Xy — @Ky — "0 — 1 n

&
—=anX, = and; — " = and, 2 —b;

—8miX1 = GmeXs — 0 = Gpada > —bp
X, =20 X, 20, --- X,.20,
que es equivalente al programa primario (P). El teorema queda demos-
trado. Cualguier otra forma se probaria idénticamente utilizando las
reglas de equivalencia apropiada,

Teorema 2.12. Dado el siguiente par de programas primario y dual

Primario Dual
Min Z = X MinG=0b"Y
sujeto a sujeto a
AX > b ATY <&
X=0 (P) Y>o (D)

una condicién necesaria y suficiente para que X v Y sean Gptimas res-
pectivamente de (P) y de (D) cs

Y'{(AX—-b) =0
Xr(e"—-A"Y) = 0.
Prueba. Como X es factible para (P) v Y para (D) se tiene

ATY < ¢
Y=o

| ;I
Vv

b
0



Dualidad 135

o lo que es lo mismo

AX-b>0
¥

e =AY > 0.

Multiplicando a la primera desigualdad por Y* >0 y a la segunda
por X* > 0 no se afecta el sentido de la desigualdad, obteniéndose
a=Y (AX—b) =0
B=XT(eT—ATY) > 0.

Sumando a v f se tiene
e+ =Y (AX-b) + X" (¢"—ATY) 20
=Y AX-DbY + X-Y"AX >0
= ¢X—b'Y > 0,
Z=eX>bY=CG
Pero del teorema 2.9 se tiene que

Z=eX<b¥=6G
por lo que B B

ZmeX=h'Y=G
concluyendo que

a+ﬂ“ﬂi"hr?=“.

Como se supuso, @ > 0 y 8 >0 se tiene que a=0y =0
El teorema queda demostrado. Este teorema recibe el nombre de
teorema de holpura complementaria débil.

Teorema 2.13. Dado un par de programas primario y su correspon-
diente dual se tienep las siguientes Implicaciones:

a) Y =0 implica AX = b
b} AX > b implica Y=10
&) X>0 implica ATY = ¢f
d) ATY > ¢ implica X =0

Prueba. Se obtiene directamente de la aplicacion del teorema 2.12.
Las relaciones {a}, (b), {¢) v (d) del teorema 2.13 deben ser ciertas
para cualquier par de soluciones éptimas X y Y de un programa primario
y su correspondiente duoal, respectivamente, Puede darse el caso de que
Y=0y AX=h, o0 que X =0 y ATY = ¢". El siguiente teorema, lla-
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mado de helgura complementana evita lo anterior, es decir que no puede
ocurrir simultineamente que X =0 y ATY =¢", 0 Y=0 y AX =h.

Teorema 2.14. Teorema de holgura complementaria. Dade un par
de programas, primario y su correspondiente dual con soluciones facti.

bles, entonces existen soluciones éptimas X v Y tal que
(AX=b) +¥*>0
(e"—ATY) + XT > 0,

Prueba. Aparece en el apéndice B (teorema B-8).

El teorema 2.14 implica que

a) si (AX=h) = 0 entonces Y >0,
b) s Y =0 entonces AX-=b > 0,
c) si {c’-ﬁﬁ} = {0 entonces X >0,
d) s X =0 entonces e"—ATY > 0.

Solucion de problemas duales

La solucidon de un problema lineal primario por medio del método
simplex, resuelve implicitamente el problema dual.
Supdngase un problema primario en forma candnica

Mix Z = ¢X

sujeto a
AX = b

X > 0.

Supdéngase que la matriz de coeficientes tecnologicos A se ha partido
en un base B y el complemento de la particién N. Es decir

A= (B|N).
Entonces el programa primario anterior puede escribirse

Mix Z = eXg + exXy
sujeto a

an+ﬁ1;’r=h
I,:jﬂ, xx"'ﬂ.

La solucién de este problema, como ya se sabe, consiste en hacer al
vector Xy que no esti en la base igual a cero y resolver el vector bdsico
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X: en términos de la base B, es decir Xz = B*b. La funcién objetivo
g¢ comvierte entonces en

Z=e;B'hb.
La funcién objetivo dual como se vio anteriormente es
Y =Y"h

En condiciones de optimalidad, la funcién objetivo primaria es igual
a la funcién objetivo dual, es decir

ex B b = ¥Th,
donde B es la inversa de la base Optima fl, ::3 es el vector de los
precios unitarios correspondientes al vector basico Gptimo Xg [i, = B1h)
v Y es el vector dual éptimo. De la dltima igualdad se concluye por
analogia en ambos lados de la igualdad que:

i"f = Eﬂ' E_l.

La estructura imicial de un programa lineal, al aplicar el método

simplex
Fariables Variables

Z originales  de holgura
1 l —t | 0 o
0 i A | I b
y tras cada iteracion la estructura se convierte en
T By—£y
correspondientes  correspondienie:
a lar variables a lar variables
originales de holgura
1 ‘ ey Bt A—c ' e, B | e, B'h
0 | B A B-t | BB

Se ha identificado el lugar donde queda representada implicitamente
la solucion del problema dual. La solucion dptima del problema dual
queda inscrita en la posicibn z;—¢; correspondiente a las variables X

de holgura.
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Ejemplo:

Dado el problema lineal primario

Mix £ = 4X,; + 3X,
sujeto a
2X, +3X:; <18
(P) 4X, +2X; <10
X, 20 X; >0

se¢ formula a continuacién el problema dual y se resuelven ambos pro-
gramas mediante el método amplex.
La formulacion dual es

Min G = 18Y; + 10¥,

sujeto a
2Y,+ 4Y, > 4
(D) ¥, + 2¥, >3
¥.20 Y,>0.

Se tienen que hallar los valores dptimos de X, y X: que resuelven
el problema (P) "asi como los valores dptimos ¥, y ¥ que resuelven
(D). Se tiene también que comprobar que en el punto éptimo Z = (.

El tableau inicial correspondiente al problema (P) es

z X, X; : 3 X;

1 —4 -3 0 0

&, 2 3 1 0 18

a, 0 @ 2 0 1 104~
1 0 -1 0 1 10

a, 0 0 2 1 —1/2 13

a, 0 1 a2 0 1/4 5/2¢
1 2 0 0 3/2 15

a, 0 —4 0 1 —3/2 3

n, 0 2 1 0 1/2 5

El dlumo tableau es 6ptimo para el problema primario (P). La
solucidn Gptima es:
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Ay
— _R‘ = ._I! =3 i
X &J X, o
& =15,
La solucién optima del problema dual es ¥= (¥, 'P:} donde

A."
Y= g~y =1,

¥, = z,—c, = 372,

A continuacidn se comprueba que la solucidn dual es factible v 6p-
tima. Comprobando en las restricciones duales se tiene

2(0) + 4(3/2) = 6> 4
3(0) + 2(3/2) =3 >3

0>0, 3/2>0,
G = 18(0) + m@) -15mZ.

Interpretaciones economicas de las variables duales

Se ha visto que " "
Y =g, B

donde B es la inversa de la base éptima B correspondiente a un pro-
prama primario. Multiplicando ambos lados de la igualdad por la base

optima B se tiene o .
YB=c,B'B
iﬁrﬂ = g,

L

Como B esti compuesta por m columnas a; de A, la igualdad ante-
rior puede expresarse en términos de las componentes a; de la base de
la siguiente manera: )

YTa; = ey, j en B,

donde Y es el vector de las variables duales. La {ltima igualdad es
equivalente a la definicidbn de z; dada con anterioridad, y gque era

't.f = Tmﬂi.

81 se toma el vector de recursos b v se incrementa en una pequeii-
sima cantidad®*® Ab, tal que la base Optima actual B no cambie, la

8 Ab es un incremento vectorial.
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nueva solucidn Xp, seguird siendo Optima, si es que cumple la siguiente
condicion :

X, = B! (b+Ab) > 0.

Como la base B no ha cambiado, tampoco ha cambiado ﬁ", ni tam-
poco las z;—¢y, es decir

ry—c; = e B a;—rcy, para toda jEA

sigue igual que anteriormente.
La funcién dual, sin embargo, si ha sufride un cambio, pues ahora

G = Y7 (b+Ab)
= ¥'h + ¥'Ab
=G + Y'Ab
= Z + Y™Ab,

donde G es el valor éptimo dual o primario anterior. Esta Oltima igual-
dad indica que un pequefio incremento en el vector de recursos ha
cambiado el valor éptimo de la funcién objetivo dual, y per lo tanto,
de la funcién ohjetivo primario. Ese cambio es Y"Ab. Si el cambio en el
vector b es unitario, la funcién objetivo cambiari en Y unidades, es
decir, que s la componente b; (i=1,...,m) de b, sufre un cambio
unitario, la funcién objetivo sufrird un cambio de ¥; (la i-ava compo-
nente del vector dual, ¢ = 1, ..., m) unidades. Resumiendo

oz
s ety
TS

Ejemplo:
Si en el problema anterior by se convierte de 10 a 11 unidades (cam-
bio unitario}, el nuevo valor de la funcién objetive serd

E=E+ }"2
= 154+ 3,2
= 16.5.

S1 por el otro lado by se convierte de 10 a 9 unidades, el nuevo
valor de Z es
AL AL T %

Nétese que un cambio unitario en by, tanto en aumento como en
decremento, no tiene ningin efecto en la funcién objetivo, debide a que
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Y = 0. ;Por qué? La respuesta es que en ¢l punto éptimo se consu-
men 15 unidades de las 18 disponibles del primer recurso. Como existe
un exceso en la disponibilidad de ese recurse, un cambio marginal no
atecta el valor 6ptimo de la funcifn objetivo,

Es importante notar que esta interpretacion econdmica es vdlida dni-
camente para cambios unitarios en el vector b, ya que éstos no afectan

por lo general la estructura de la base optima B,

Los cambios que no son unitarios se analizarin en la seccién que a
continuacién se presenta bajo el nombre de andlisis de sensibilidad vy
programacion paramdéirica.

Este tipo de interpretacién econdmica de las variables duales se conoce
con el nombre de precios sombra,

Se sabe que a;; mide la cantidad de recurso ¢ que absorbe una

m
unidad de la actividad j. Entonces 3 a;; Y;, cuantifica el costo econd-
inl
mico de utilizar la actividad X, evaluada de acuerdo con los precios
sombra ¥;, 1= 1,...,m. Las restricciones duales aseguran que en el
punto 6ptimo no se utilizard una actividad X cuya utilidad ¢; X, sea

™
MENOr a su costo econdmico 9 4y}

=l

Si bien Y;, i=1,...,m es el precio sombra del programa

Mix X
sujeto a
AX < b
X220,
cuya interpretacidn economica se dio en los parrafos anteriores, X,
;j=1,...,n es el precio sombra del programa
Min b™Y
sujeto a
ATY > ¢
Y>>0

En este caso Xy, j=1,...,n mide el cambio en el valor de la fun-
L]

cidbn objetivo X b; Y, debido a un cambio marginal®® en el valor del
i=i

costo unitario ¢;.

5 Esto quiere decir que el proceso forza a todas las actividades X;, cuya
utilidad sea menor a su costo econdmico, a ser po-bisicas l,’..l'j. =10, jEN), mien-
tras que, aquellas actividades ecuya utilidad sea por lo menos igual a su costo
econfmico, serin bisicas (X; > 0, jEB) en el punto éptime.

# El cambio marginal puede ser en aumento o disminucifn del valor eriginal.
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Método dual simplex

Una de las aplicaciones inmediatas de la propiedad de dualidad, es
en la solucion de aquellos programas lineales que tienen mais restricciones
que variables. Como el grado de dificultad y el nimero de iteraciones
del método snimplex estdi en funcibn del nimero de restricciones y no
en el nimero de variables,”™ siempre es bueno resolver por el método
sgmplex aquellos problemas lineales donde en la matriz A de m por n,
m sea menor a n. En el caso contrario de que m sea mayor a n, resol-
viendo la formulacién dual se tiene un nuevo programa lineal en donde
el nimero de filas de A" es menor que el nimero de columnas,

La segunda aplicacion de la dualidad es en la interpretaciém eco-
nomica de cambios marginales en el vector de recursos b y sus efectos
en el valor de la funcién objetivo. Estos cambios y sus efectos se ana-
lizarin con mis detalle en la siguiente seccién de éste capitulo.

Una tercera aplicacion de la dualidad es la solucitn de problemas
lineales por medio de un nueve algoritmo llamado el método dual simplex,
que se explica a continuacién, Una wvez explicado este método se com-
para con el método simplex v se ve en qué casos conviene utilizar uno
¥y en qué casos otro.

Dado un programa lineal primario y su correspondiente dual

Mix Z = X
sujeto a

AX < b
X>0 (P)

Min G = b™Y
sujeto a

ATY > o7
Y >0, (D)

se resumen los pasos del métode simplex,

Paso 1. Se seleccionard m de las n columnas de A en cada iteracién
para construir la base B.

Pase 2. Se utilizan operaciones matriciales elementales en cada ite-
racion para hacer todos los elementos z;—c;, j en B igual a cero y
convertir a la base B de m por m en una matriz identidad, El lado
derecho del tableau identifica en cada iteracién al punto extremo, dado
por Xy = B'h y é&te vector debe ser no-negativo. Si al empezar el
proceso iterativo no se puede tener una base cuya estructura corresponde

a una matnz identidad, se agregan tantos vectores artificiales como sea
necesario.

*F El tamafio de la base queda determinado por el nimern de filas de la
matriz 4.
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Paso 3. El wvector & que se selecciona para entrar a la base es
aquel cuya z;=¢;, j no en B, sea el mas negativo. El vector a, que sale
de la base se selecciona en base a una regla que asegura que se man-
tiene Xzg=Bbh > 0.

Paso 4., La columna m, se convierte én el vector unitario e, con la
componente Y,y {llamado “pivote™), igual a uno. Estos cambios que
convierten al vector ay en el vector e, se llevan a cabo mediante ope-
raciones matriciales elementales, Se repite el paso 3, hasta que todos
los elementos z;—¢; 2> 0, para toda j en A.

Es importante hacer notar que en todas las iteraciones del método sim-
plex se mantiene la factibilidad primaria, es decir, que Xz =B"'b = 0,
v que al alcanzar optimalidad z;—¢; > 0 para toda j en A. La solucién
Gptima presenta factibilidad primaria y factibilidad dual.

Para ver que £;—¢; 2> 0, j en A, significa factibilidad dual se observa
lo siguiente:

Ij—E) = EFE_]' ay— Ly
= XT a;—¢y.

8i zyj—¢; > 0, para toda j en A, eso significa que
Y'aj—¢c; >0, para toda j en A,
YTa; > ¢, para toda j en A,

o en notacidn condensada
YA > e
o

ATY > ¢f

que es precisamente la factibilidad dual.

Asi como en el método simplex se requiere que en cada iteracién
exista factibilidad primaria, es decir, Xz = Bbh > 0, asi en el método
que se explica a continuacién se requiere que en cada iteracion exista
factibilidad dual, es decir 2z;—¢; > 0 para toda j en A, Los pasos del
método dual simplex son los siguientes:

Paso 1. Empicce con un tableau donde todas las z;—¢; = 0, para
toda j en A

Paso 2. 5t Xg =0 para toda 1= 1,...,m, el tableau actual es
optimo. 5i no, seleccidnese como vector de salida de la base, agquél cuyo
correspondiente X sea el mis negativo,

Pase 3. El vector &y de entrada serd aquél gue satsfaga la siguien-
te regla

oy Ln

N L 1
= M ¥ 0,
Yie f::.ﬁi{l{ Y |: g J

Pase 4. La columna a; se convierte en el vector unitario e; con el
pivote ¥ igual a uno. Los cambios se llevan a cabo con operaciones
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matriciales elementales. Regrésese al paso 2 y repitase hasta que las con-
diciones de optimalidad se cumplan.

5i durante la aplicacifn del paso 3, todos los elementos ¥ > 0, el
programa original no tiene solucién,

Ejemplo. Se va a resolver por el método dual simplex el siguiente
programa lineal
. Min Z = 2X, + X,
sujeto a

3+ X,23

4X, + 3X, > 6

Ay +2X; 23

X, 50 X >0

Se observa que este programa puede tambiép resolverse por los mé-
todos de penalizacidn y de doble fase que se discutieron anteriormente,
Se analiza en seguida qué ventajas se presentan con el uso del método
dual simplex. Este programa puede reescribirse como

Mix h= —Z = <-2X, - X,

sujeto a
-3X, - X;+ X - —3
=4X, ~ 3X; + X, = —B
- X, — 2X, + Ay = =3

LG X220, X 20,X,20 X, >0,

El primer tableau es

i x, r or EE L

1 2 1 0 0 0 0
. -3 i 1 0 0 -3
., 0 —t @D | o 0 — e
. sl —2 o 0 1 =3

Notese que existe factibilidad dual, pues todas las z;—¢; > 0, para
toda j en A. La solucién actual no es éptima pues Xz * 0. Se selecciona
el vector a, como el vector que sale, pues Xy = —6 es ¢l mis negativo.
Para seleccionar al vector que entra se usa la reglat?

* Otra manera de detectar problemas sin solucién.
40 El elemento ¥Ya, » resulta ser el ¥, ,.
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2= O . [z
— = Mix :
]!"M =1

| ¥5,5 <0 }
By

2 1
T {-—4- -_3}
= Mix {—0.5, —0.33} = —0.33,

y por lo tanto &, entra a la base. El pivote es el elemento Yp 2 0 sea el
Yss El vector a; se convierte en la columma unitaria con un uno en

la posicién del pivote. Esto se logra con operaciones matriciales elemen-
tales que generan el siguiente tableau.

)
Z xl I.I Iﬂ- xl II:Hhﬂ-
1 2/3 0 0 3 0 -2
", 0 (V) 0 1 -1/3 0 — 1
a 0 4/3 | 0 —-1/3 0 2
a 0 5/3 0 0 -2/3 1 1

Repitiendo una iteracién mis, se ve que la solueifn actual no es
éptima, porque Xp = —1 < 0. El vector a, sale de la base y la regla

de entrada indica
e { 2/3 1;3} _
1= =13

Mix {~0.4, —10} = —0.4,

o sea que &, entra en la base. Haciendo el pivote ¥Yau (¥i,4) l.gual a
uno y el resto de la columna a, igual a cero, por medic de operaciones
matriciales elementales, se obtiene el siguiente tableau, que es dptimo,
pues el vector Xy = 0.

h X, X, X, X, X,
1 i 0 2/5 1.5 (i} = 12/5
a, L] 1 0 -=3/5 1/5 0 5755
n, 0 0 1 4/5 =3/5 0 6,5
| g ] 0 0 1 =1 0

X, 8/5
2 i 5;;5

= X.| |0

X = (’x;) gl i 0
0
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Y
hm —Z = —12/5,

por lo que
Z = 12/5.

Las ventajas de usar el método dual simplex en relacién al método
de penalizacién y al método de dos fases, es que primero no se requiere
del uso de variables artificiales y segundo se utilizan mucho menos ite-
raciones. La desventaja de este método con respecto a los dos anteriores,
es que se requiere para empezar a iterar, la condicién de factibilidad
dual,® es decir zy—¢; > 0, para toda j en A

2.4. Andlisis de sensibilidad y programacién paramétrica

Una vez que se halla resuelto un programa de programacion lineal,
puede darse el caso de que uno o varios pardmetros de la formulacién
original, tales como los precios unitarios o la disponibilidad de ciertos
recursos cambien, dando origen a un nuevo problema. ;Es necesario en
ese caso volver a resolver el problema desde el principio?

La respuesta es, afortunadamente no. Se dice afortunadamente, por-
que en términos de iteraciomes y por consiguiente en tiempo de compu-
tadora existen métodos, llamados de andlisis de sensibilidad, que permiten
ahorrar muchas iteraciones, al resclver el nuevo problema partiendo de
la solucién éptima del problema original. El ahorrar iteraciones implica
un shorro considerable en los costos de utilizacién de una computadora.

El nuevo problema puede diferir del original en uno o varios de los
siguientes cambios que pueden ocurrir simultineamente.

a) Cambio en el vector b, o sea, cambios en la disponibilidad de

recursos.,

b) Cambios en el vector e, o sea, cambios en los precios o costos

unitarios,

¢) Cambios en la matriz A, o sea, cambios en los coeficientes tec-

nologicos ay;. :

d) Cambio en el vector X, o sea, cambios en el namero de activida-

des, cuyo nivel debe decidirse.

¢) Cambios en el nimero de restricciones del sistema lineal a opti-

mizarse,

Los primeros tres cambios pueden ocurrir en forma discreta o conti-
nua. El cambio discreto tanto en los vectores b, ¢ o en los elementos
a;; de A, significa que una o varias componentes originales de dichos
vectores © matriz son reemplazados por nuevas cantidades. El cambio
confinuo es aquél en donde los vectores b, m;, e sufren cambios des-
critos por

%1 Aunque hay mecanismos para convertir la infactibilidad dual en factibili-
dad dual, mediante la adicibn de variables artificiales y asi poder utilizar el
métods dual simplex, estos mecanismos no se exponen en este texto.
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b + & Ab , — oo < 8 < oo,
¢ + ale , = o0 < @ < oo,
a;+ y&a;, jEN, — = <y < o,

en donde Ab, Aa;, Aec son vectores, respectivamente con las mismas
dimensiones que los vectores b, a;, ¢ y y, ®, « son escalares que pueden
tomar cualquier valor real. El andlisis de sensibilidad que estudia los
cambios continuos se llama programacion paramétrica.

Se describen primero los cambios discretos y después los cambios
contintos,

Anilisis de sensibilidad para cambios diseretos

La estructura del tableau inicial de cualquier programa lineal de
forma canénica es:

Variables Fartables
originales de holgura
Z X, Xy oo X Kot *** Xpum
1 ‘ —e I 0 ‘ 0

La estructura del tableau &ptimo es:

B TFy B8y Tt By Saal " Fasl """ Trem ™ Fhem
1 Cp B-1A-ec | Cg B-i J & = :Bxﬂ
0 B A | Bt lxn =B1b

Por facilidad de notacidn se va a representar al vector dual ey B
por KN, que tiene como sus m componentes a

]l - {.lenh v . 'l]-["HI:I
IX = ¢, B,

El tableau dptimo puede escribirse como

‘ 1 INMA—e i ey '.'(ﬂ

‘ 0 B A 4 B-ib
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El anilisis de sensibilidad se basardi en el manejo de esta dltima
estructura. Se analiza a continuacién cada uno de los cambioe,

a) Cambio del vector b

Supbéngase que el problema original (PO), cuya solucifn Gptima se
tiene a la mano, es
Mix Z = eX

sujeto a
AX <hb

X >0 (PO)

Se cambiari en forma discreta el vector b, cuyo nuevo valor serd
b + Ab, donde Ab es un vector con m componentes, El nuevo pro-
blema (PN} a resolver es

Mix Z = X
sujeto a
AX <b + Ab

X>0 (PN}

El anilisis de sensibihidad para este tipo de cambio toma como punto
de partida la solucidn 6ptima de (PO). Supdngase que B es la in-
versa de la base éptima asociada a (PO). Entonces la solucién éptima
de (PO) es

Xg=B*bh>0

Z = ez Xp.

Al cambiar b 2 b + Ab, el vector Xz cambia a uno nuevo i, dado
por:

¥

Xz = B (b + Ab).

Si Xz > 0, entonces serd la nueva solucién dptima de (PN). Para
que X > 0 es necesario que B (b + Ab) > 0. 5 B (b + Ab) + 0,
entonces Xy no es factible y habri que usar el dual simplex para restau-
rar la factibilidad y de hecho la optimalidad de (PN). El dual simplex,
en caso de usarse, deberd aplicarse al tableau dptimo de (PO), cam-
biando la columna X, por la nueva X

Ejemplo. Supémgase que el programa original (PQ) consiste en pro-
ducir un volumen X de un preducte quimico 4 que se vende a $ 5/litro
y otro volumen ¥ de un producte quimico B que se vende a § 3/litro. Dos
tipos de restricciones se consideran en este ejemplo, personal y costo de
produccién. En lo que se refiere a la primera restriccién se tiene un
méiximo de 15 personas, mientras que en lo segundo se tiene un maximo
de $10/hora de trabajo. Los coeficientes tecnoldgicos estin dados por:
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Producto Producto
quimico gniml';n
A B
Personal 3 [ 5 ‘
Costo de produccidn 5 l 2 ‘

Si la variable X, representa el nimero de litros del producto quimico
A a ser producidos por hora v X, el del producte quimico B, el pro-
grama lineal original es:

Mix £ = 53X, + 3X,

sujeto a
3X,+5X:. <15
5K, + 25, < 10 {PO)
X, 20 X >0
El tableau onginal es
z Xy X, Xy Xy
| | wn | 0 o | o |
2 0 3 5 1 0 15
a, 0 5 2 0 1 10

y como €l lector podrd corroborar, el tableau Sptime resulta ser

Z X, ¥ ¥, x,
| i 0 0 | 5/19 16/19 | 235/19 |
a 0 0 1 5/19  —3/19 |  45/19
a, 0 1 0 = 2718 5719 20419

X X r45/19
<~ (8)- |5 |2

0
X, Lo
Z = 235/19
5/19 ~3/19 ]
Bq-{ .
-2/19  5/19 |

Supdngase que por una depresin econdmica el nimero de emplea-
dos debe reducirse a 5 y el costo midximo de produccién a $ 5/hora. Fl
nuevo vector de disponibilidad de recursos es
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() 5] 1)

Fl nuevo programa lineal a resolver seria

Mix Z = 5X, + 3X;
sujeto a

3IX, +5X:. <5
95X, +2X: <5 (PN)
X,20 X;:>0

No necesario resolver el programa desde el principio, sino que
utilizando el anilisizs de sensibilidad se estudia el cambio B (b -+ Ab)
y se determina si el nuevo vector Xz = B (b + Ab) es factible o no.
Si lo es, también lo es éptimo para (PN). 5i no lo es, habrd que resta-
blecer la factibilidad y la optimalidad, utilizando el dual simplex a
partir del tableau 6ptimo de (PO).

[ 5/19 —3;19] {5]
Xz = B (b + Ab) =
| —2/19  5/19 J |5

'10;19] [u]
= = :
| 15/19 0

y por lo tanto el nuevo vector X5

X: =B (b + Ab)
A= 10/19
xﬂ e - 1
X, 15/19
es Optimd. La nueva utilidad 4ptima es

2 --I:ﬂx.ﬂ-

[I:]

= (€2 1)

X,
[ll]fl':'!]

= (3, 3)

15/19
= $105/19
= §5.53.
Notese que una reducciém en la disponibilidad de recursos ha cau-

sado una disminucién en la produccién Gptima de ambos productos qui-
micos, asi como en la utilidad,
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Ejemplo. Supdéngase ahora que el personal se reduce a 10 personas,
pero el costo méximo por hora de produccién se aumenta a §20. El
nuevo programa a resolver seria

Maix Z = 5X, + 3X,
sujeto a

3X, + 5X, < 10
5X, + 2X. <20 (PN)
X, >0 X:>0

Utilizando el andlisis de sensibilidad se tiene que

Xy =B (b + Ab)
[ 5/19 =3/19 m]
| —2/19  5/19 } 20
[ —10/19 0
= Z
| 80/19 0
y por lo tanto se hace necesario utilizar el dual simplex para restaurar la
factibilidad y obtener optimalidad del nuevo programa. Utilizando el

tableau Sptimo del programa original, con la nueva columna Xj se tiene

z X, X, ¥ X,
1 0 0 5/19  16/19
a 0 0 1 519 (=3/19) | —10/19¢
a, 0 1 0 —=2/19 9 80/s19
1 0 16/3 8057 0
a 0 0 —19/3 | —5/3 1 10/3
a 0 1 -5/ 1/3 0 10/3

La nueva solucién es producir

X; = 10/3 litros del producto quimico 4 por hora,
Xy= 0 litros del producto quimico B por hora,

generando una utilidad dptima de

Z=c¢pXp

X,
= (cu €1)
X,
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10/3
= (0, 5)

10/3
= $50/3
= $.16.66.

Noétese que la produccidn de 10/3 litros del producto quimico A
implican el uso de
1
3 (?0) + 5(0) = 10

obreros, que son los que se tienen, originando que la holgura X; = 0,
mientras que por el lado de la restriccidn del costo se tiene que

10 50
5(—) +2(0) ==
(5) +20 -3

generando una holgura en el costo de

50
I.-Eﬂ—?
10
TS"'H-

b) Cambio en el vector ¢
Supéngase que el problema original (PO), cuya solucién Gptima se

tiecne a la mano es
Mix Z = eX
sujeto a
AX <hb
X>0 (PO)

Se cambiara en forma discreta el vector e, cuyo nuevo valor serd
e + Ae, Jdonde Ae, es un vector con n componentes. El nueve proble-
ma (PN) a resolver es

Mix £ = (e + &e) X
sujeto a

AX <bh
X=>0 (PN}
El analisis de sensibilidad para este tipo de cambio toma como punto
de partida la solucidén Gptima de (PO). Supdngase que B, es la inversa
de la base 6ptima asociada a (PO). Se tiene que al cambiar ¢ por ¢ + Ae,

las z;—¢; cambian a zy— (¢; + &cy) o sea

£y=— {Cj' =+ ﬁ-l.’-'j] = Cp H_l a;—= {E] . ﬂ.f-'-_':l
= Kla;— (¢; + Acy)

donde &; es la columna j de la matriz A.
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Se sabe que en condiciones de optimalidad z;— (¢; + Acy) deben ser
no-negativa para cualquier j en A, no en B, y debe ser cero para cual-
quier j en B. Si esas dos condiciones se cumplen, la X, asociada al ta-
bleau éptimo de {PC) permanece éptimo y el nueve valor de la funcién
objetivo serd

E - {!‘3 + ﬂl’.‘j}l x,.

En caso contrario se deberi primero hacer la z;— (¢y + Aey) igual
a cero, para j en B, mediante operaciones matriciales elementales y des-
pués obtener las condiciones de optimalidad, z;—¢; > 0, para j en A,
j no en B, mediante el método simplex.

Ejemplo. Témese como problema original el siguiente

Mix £ = 53X, + 3X;
sujeto a
3X, +5X,. <15
5K, +2X, <10
X200 X:20
cuyo tableau Gptimo es

z : A 2 E.
:

1 l 0 0 ‘ 5/19  16/19 235/19

n, 0 0 1 5/19 —3/19 45/19

A, 0 10 —2/19  5/19 20/19

Supdngase que el precio unitario del producte quimico B, se reduce
de $3 a $1. El nueve problema lineal es

Mﬁx E=5..1'1+ .-r:

sujeto a
3X, + 535X, <15
5X, + 2X, < 10
X. 20, X; =0
Notese que

¢+ &Ae= (5300 + (0, -2,00)
= (5,1,0,0).

Como la {nica componente de e que cambié es ¢;, Gnicamente
z3—¢3 cambia a

Fy=— iﬁ:"‘ﬂﬂ;} - III:'_ [l{?g+ﬂ.£'g;]
= (5/19, 16/19) (;) o

http://librosysolucionarios.net
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Pero z;— (ca+Ac:) = 0 en condiciones de

optimalidad porque j= 2

estd en la base onginal éptima de (PQ). Entonces, mediante operaciones
matriciales elementales se transforma el siguiente tableau

z X O -
1 0o 2 5/19  16/19 | 235/19
a, 0 0 1 5/19 —3/19 45/19
a, 0 10 —2/19  5/19 20/19
en l
z r ¥ ¥, X
1 0 0 ~3/19  22/19 |  145/19
a, 0 0o 1 ~3/19 45/19¢
a, 0 1 0 ~3/19 519 20/19
=2 !

que no es Optimo porque z3—es = —5/19 < 0. Utlizando el método
simplex se obtiene la nueva solucidn éptima que es

z ¥ & ¥, &
1 0 1 0 1 10
a, 0 0 19/5 1 ~3/5 9
a, 0 1 2/3 0 1/5 2
o BOE
X, 9
- (Eu.) = X112
Xx X 0
Ay 0
Z =10,

El lector podrd comprobar en efecto que la solucién satisface las
restricciones del problema.

Ejemplo. Supdngase que el precio de ambos productos quimicos es
de $1. El nuevo programa a resolver seria

sujeto a

Mix Z = X, + X,

3, +5X;, €15
X, +2X,. <10

X, >0 X,>0.
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El nuevo vector ¢ + Je es

¢+ &c= (5300 + (-4 -2,0,0)
= {1,1,0,0)

o sea que s0lo z,—¢; ¥ 2:—¢; han cambiado a

'tll._ |:.I5'1+M|_:| = ll-ﬂ.]_'_ I:E]_'I'.&If-'lj

3
= (5/19, 16/19) ;) -1
~5—1 = 4, ( )
ze— (ca+Acy) = Hla; — (c: 4+ Acs)

— (5/19, 16/19) (g) i
=3-1 =2,
Como tanto el vector a;, y a; estan en la base dptima correspondiente

a (PO), la z;—=(aatAa) ¥ za—(c2+Ac:) deben ser cero, Los vectores
unitarios @, y @ se restablecen del tableau

2 o X X X
1 1 4 2 | 5/18  16/19 295/14
a 0 0 1 5/19  —3/19 45/18
s 0 10 —2/19  5/19 20/19

al tableau indicado a continuacién mediante el use de operaciones ma-
triciales elementales.

z X: X X; X
1 00 ‘ 3/19 /19 ‘ 65,19
8, 0 0 1 5/19  —3/19 45/19
a, 0 10 -2/19  5/19 20419

Nétese que este tableau es dptimo, dando como resultado

Xy (45/19
x-[!‘jn X.| _|20/19
XJ | 1. 0

X; 0

Z = 65/19.
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Ejemplo. Sea el problema original

Mix £ = 3X,; + 53X,
sujeto a

X, < 4
3X;, + 2X, < 18
Xish BEn

siendo su tableau dptimo el siguiente:

(PO)

z X, X, X, X,
i
1 9/2 0 0 s | 45
|
a, 0 1o 1 0 4
a, 0 /2 1 0 12 3

Supdingase que el precio de la primera actividad es $6. El nuevo
problema a resolver es

Mix Z = 86X, + 353X,

sujeto a
X < 4
3X, + 2X. <18

X >0, X.>0.

El nuevo wvector e +&e es

c+ Ae= (3,500 + (3000

= {6, 5,0,0),

y la dnica z;—¢; que cambia es

n—={({a+ac,) = Ila;— {c; +4c0;)

&= i 1 —
Calh

El nuevo tableau quedaria

z b Al o x, X,

1 /72 0 0 5/2 45
a, 0 1 0 1 0 4
n, 0 3/2 1 0 12 9

y por lo tanto es Optimo. Como se ve en este ejemplo, al cambiar el
precio unitario de X, (que no es bésico) de $3 a $6, no ha cambiado

la solucion dptima que es
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X X 4

-E = -IE L E

-B-)-[3
Z = 43,

La razdn es muy sencilla, Como X, no es basico, su nivel de utiliza-
cién es de cero. El cambio hecho en su precio unitario no es lo suficien-
temente atractivo para que el nivel de utilizacion de X, se incremente
de su valor cero.

Ejemplo. Supdngase ahora que el precio de X, se cambia a $10.
El nuevo problema a resolver es:

Mix Z = 10X, + J.X;

sujeto a
X, < 4

JX,+2X: <18

X, >0 X:20.
El nuevo vector e + &e es

¢+ Ae = (3,50,0) + (7,0,0,0)
= (10,5,0,0)
21-{-!.'1+.ﬂh£|} oy “I]__ {-I::]_+M1::|

= " I e
ig 5/2) (3) : i0

=—=10=—_

2 2

El nuevo tableau gque se muestra a continuacion

)
Z ‘rl. Xz lIIlt'lh.l "‘:-I
1 —3/2 0 0 5/2 45
a, 0 @ o 1 0 4o
a, 0 3/2 1 0 1/9 9

no es Gptimo, porque z;— (¢;+4A6;) = —5/2 < 0 y por lo tanto se aplica
el métedo simplex. Una iteracién conduce al ptimo que es:
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2z X, X, X, X
I | o0 5/2  5/2 55
| o | o 10 1 0 4
A | D b1 ~3/2 L/9 3
1

X 4
X, X 9
x=[- _]= XY= _ 13
X x| " |0

Z = 55.

Notese que un cambio en el precio unitario en X; de $3 a § 10, hace
primero, que sea conveniente producir X, a un nivel de 4 unidades y
sepundo, que se reduzca el nivel de producién de X; de 9 unidades
a 3, con un incremento en la utilidad de 45 a 55 unidades.

¢) Cambio de un coeficiente tecnologico a;; cuando j no es basico

Unicamente se va a tratar en esta seccién el cambio discreto de uno
o varios coeficientes tecnolégicos asociados a variables no bésicas, En el
caso e que es trate de una variable bdsica, se recomienda que se re-

suelva el nuevo problema desde el principio.*
Un cambio en las componentes del vector a;, j en N ocasiona un

cambio en el término z;—¢y, j en N puesto que

Zy—€p = Bp B B;=—i¢&y

= ]lnj—sf.

Si el vector a; se cambia por uno nueve a;, el nuevo término z;=¢;
seria

L

..Ej—Ej — ]liy—ci.

Mientras este término sea no-negativo, la solucién dptima asociada
con {PO) sigue siendo optima. En caso contrario, es decir, que z;—¢;
< 0 para j en N, hay que aplicar el método simplex, para obtener la
nueva solucién dptima de (PN) teniendo cuidado que el vector X; del

tableau 4ptimo de (PO) sea actualizado por otro i',, donde i’, = B a,
Ejemplo. Sea el problema original el siguiente
Mix Z = 3X, + 53X,

4 Existen métodos de andlisis de sensibilidad para esta clase de cambios
pers son bastante complicados. Véase por ejemplo la referencia [17].
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sujeto a
X, < 4
3X,+2X, <18 (PO)
X,>0 X,>0
cuyo tableau optimo es
F4 - o & X W
‘ 1 i 92 0 | o a2 | 4s
a, | 0o | 1 0 | ] 0 4
a, | O | 3/2 1 i 0 1/2 9

| : .
Supfngase que el vector a, *-=( ). que no es bisico, se cambia a

3
i:(g) El nuevo problema a resolver es
Mix Z = 31X, + 35X,
sujeto a
2X, < 4
2X, + 2X,< 18 (PN)
X,>0 X.>0.

Como dnicamente se cambié el vector a;, solamente z,~¢; se mo-
difica a

.|’.'-|,_E: e “ai_fi

= (0, 5;2}.@) ~3

Como 2;—¢; =2 >0 el nuevo tableau

Z -II "T! I& "r'l-

1 a0 0 52 | 45 ‘
a, 0 | 1 0 ! 1 0 4
a, 0 | 3/2 1 i 0 152 4

es Optimo, y la solucion éptima (PO} continta siendo la solucién ép-

tima de (PN), o sea
X
x- (%)- X _
x.‘n" -]:j

X,
Z =145,

=YL
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Ejemplo. Supbingase que en el problema original (PQO) anterior, el
vector a; = (;), se cambia a &, = (IF) El problema a resolver es

Mix Z = 3X, + 5X;

sujeto a
10X, < 4

X, +2X. <18
X, >0, XD

El nuevo elemento z,—¢, seria

-~

= -
gy = Ly = n-'|_f1

= (0, 5/2) (11']) -3

Como z,—¢, = —1/2 < 0 hay que aplicar el método simplex teniendo

cuidade de actualizar el vector Y, = (3;2) del tableau &ptimo de (PO)

por otro nuevo Y., dado por
¥, = Ba,
1 0X/10
B (u uz)( 1)
10
B (uz)'

El método stmplex se aplica al siguiente tableau, que difiere del
tablean optimo de (PO) en el término z;—¢; y en la columna ¥,.

. ;

Z X X, i .E

1 -1/2 0 5.2 45
a, 0 0 1 0 f =
ay 0 1/2 I 0 1/2 ! 9

]

1 0 0 /20 5/2 45.2
", 0 1 0 1710 0 4/10
i 0 0 1 —1/20 1/2 8.8
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La nueva solucién 6ptima es

X, 0.4
X = (3‘*‘) - & S B_E'.
X Xl Lo
4 ﬂ
Z = 45.2,

d) Adicion de nuevas aetividades X

La adicibn de nuevas vanables X; crea nuevos términos z;—cy ¥
nuevas columnas Y; en el tableau. Si asociado a la nueva actividad X,
se conoce su precio unitario ¢; y su vector de coeficientes tecnolbgicos
a;, los nuevos elementos se calculan asi:

Zy—€y = Iln,—a:;
Y Yj = B a;.
Si el nuevo término z;—¢; = 0, la variable X; no debe entrar a la
base v su wvalor de utilizacién es cero. En caso contrario, es decir

zj—¢; < 0, se introduce el vector ¥; en el tableau y se aplica el método
simplex hasta obtener optimalidad.

Ejemplo. Supéngase que el problema original es

Mix Z = 3X, + 35X,

sujeto a
X, < 4
3X, +2X; <18 (PQa)
X, 20 X.>=0

¢Conviene producir una nueva actividad X; cuyo precio unitanio es
$7 y su vector de coeficientes tecnoldgicos a; = (;)l"
El nuevo problema a resolver es
Miax Z = 33X, + 5X. + 7X,
sujeto a
X, + X< 4

3X, + 2X, +2X, <18
izl Xzl X =20

El nueve elemento z;—¢, e

35_-¢_5 = mﬁ_f:

= (0, 5/2) (;) i

= -2
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y como resulta negativo hay que calcular la columna Y, del nuevo

tableau dado por
Y:=B"a,

- ([1] 1?2) (;)
()

El nuevo tableau donde el métedo simplex debe aplicarse es

l

z X, & X X; X

1 9/2 0 =2 0 5/2 45
5, 0 1 o (@ t 0 g
8y 0 3/2 1 1 0 1,2 9

i 13/2 0 0 2 52 53
a, 0 1 1 o 4
~ 0 172 1 0 -1 172 5

La nueva solucién 6ptima es que la actividad X, debe producirse
a un nivel de 4 unidades y la actividad X, debe reducirse de 9 a 5 uni-
dades, con un incremento en la utilidad de 45 a 53 unidades.

Ejemplo. Supéngase que en el problema anterior el precie unitano
de la nueva actividad X, es §4 v el vector a;, = (If) El nuevo pro-
blema a resolver es

Mix Z = 3X, + 5X; + 4X;

sujeto a
X. + I.DIE. 5 4

3X, + 2K, + 4X, <18 (PN}
X,>0, X,>0, X;>0.

El término z;—¢5 €8

=g = lla;—c,.
, 10
= (0, 5/2) (‘1‘) -4
= 10—4
= E.
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y como es positivo, el tableau &ptimo correspondiente a (PO) es dptimo
para (PN) y X; debe ser igual a cero. En otras palabras, bajo las con-
diciones actuales, no se debe producir X, y la solucién ptima de (PN) es

A, 4
= x’] = -‘:I{E = -U
X [Jf:: X, 0
X 0.
£ = 45,

Conviene terminar esta seccién explicando el significado de z;—¢y.
Existen dos significados, a saber:

a) z;j—c; es la reduccidn {aumento) del valor de la funcién obje-
tivo en el caso de maximizacidn (minimizacién), al aumentar en
una unidad ¢l valor de la actividad X;, jEN

o hien

b) zyj—e¢; es el valor que ¢; debe aumentar {(disminuir), en el caso
de maximizacion [minimizacién), para que Xy, JEN se convierta
de una actividad no bisica a basica.

Ejemplo. Supdngase el problema
Mix £ = 53X, + 3X,

sujeto a

X, +5X,. < 10

3K, +2X, <20

X, 20 X:20

cuyo tableau optimo es:

z T X X, Xy - &
16 | 5 50
1 0 3 > 0 =
o[ 3 [ 3. [
| 2 =3 30
L a, 0 0 5 3 1 5

=
I
@ 2o w3
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Si Xz =1 el nuevo valor de la funcién objetivo es:

£ =L (za—¢c1)
50 16
3 3
_
-

Por el otro lado, si se quiere que en la solucién éptima X, sea bisico,
el precio unitario de X, debe aumentarse de §5 a

16
-5
3
31
-:-1--

e) Adicién de nuevas restricciones

Si al afiadir & (k > 0) nuevas restricciones del tipo

EEHXIEE"E :'==m+1,.,+,m+.i:
=1 >

al problema original (PO}, la sclucién dptima Xz asociada a (PO) las
satisface, entonces Xy es también solucidn Gptima del nuevo problema.
Por el contrano, si Xp viola alguna de las & nuevas restricciones, habri
que restablecer la factibilidad del nuevo problema y obtener su optima-
lidad por via del métede dual simplex.

En caso de ser necesaria la aplicacién del método dual simplex, cada
una de las nuevas k restricciones deben afiadirse en el tableau 6ptimo
de (PO) con su correspondiente variable de holgura. Todos los vectores
unitarios asociados al tableau éptimo de (PO) deben de re-establecerse
por medio de operaciones elementales matriciales. El método dual nim-
plex, debe aplicarse hasta obtener una solucién dptima.

Ejemplo. Supbmgase que el problema original (PO) es el siguiente:

Mix Z = 5X, + 3X,
sujeto a
33X, + 5X:. < 15
5X, + 2X; < 10

x; E n,. I] E D-l-
cuyo tableau optimo es
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z X X X
1 0 0 5/1% 16/19 235/19
. 0 0 1 5/19 —3/19 45/19
- 0 10 —2/19  5/19 20/19
La solucidn éptima asociada a (PO) es
Az 45/19
X = [.EE] X o |20
X X, 0
X 0
Z = 233/19.

Supéngase que la nueva restriccion es Xy < 1. Obviamente la solu-
cidn optima de (PO) viola esta restriccién, pues X, optimo es de 45/19.

que es mayor que uno. El nuevo problema (PN) a resolver es

Mix Z = 5X; + 3X,

sujeto a
2K +2X, <10
A< 1 (PN)
50 nSo
Afadiendo las variables de holgura se tiene
Max £ = 53X, + 3X;
sujeto a
3, + 32X + X, = 13
531 + Hp == Xi = 10
x. + X‘ L 1
X, 20 X, 20 X;20 X, >0, X,>0.
En térmmos del tableau dptimo de (PO) se tiene que
z X Xy @ X
1 0 o 319 16719 0 235719
a, 0 i) 1 /19 =3/19 0 43/19
a, 0 1 0 =2/19 5/19 O 20,19
5 0 "o 0 0 1 1

http://librosysolucionarios.net
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Reestructurando el vector unitario ey, por medio de operaciones ma-
triciales elementales da el siguiente tableau.

4

Z X, X, X, X, X,

1 o0 5/19 16/19 0 235/19
| oa 0 1 5/19 —3/19 0 |  45/19
| = 0 1 0 —2/19 5719 0| 2019
,r a, 0 00 | =5/19 3719 1| —26/19¢

Aplicando el método dual simplex se obtiene el tableau optimo

z X = . X X
1 o 0 | o 1 1 1
|
. 0 0 1 0 0 t 1
A 0 ! Lo s o 8/5
a, 0 o 0 | 1 —3/5 —19/5 26/5

) 1
X ol L5s
= [A=) _ |&s]| _ | 20/3
1 [ !l'] I.‘ ﬂ
X 0

£Z=11

Ejemplo. Supdngase que en el ejemplo anterior la nueva restriccidén
es X; < 10. Obviamente, como el resultado dptimo de (PO} arroja un
valor de X, = 45/19, éste satisface la mueva restriccién y por consi-
guiente la solucién Optima de (PO), sigue siendo Aptima.

Cambios continuos y programacion paramétrica

Se consideran en esta seccibn Unicamente tres clases de cambios,

a) parameinzacion o cambio continuo en el vector e
b) parametrizacion o cambie continuo en el vector b,

¢) parametrizacién o cambio continuo en un vector tecnolégico no-
basico a;, j en N.
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Significado intuitive de los cambios continnos

Supéngase que el vector de precios unitarios e, gonsta de dos com-
ponenites ¢; ¥ ¢; donde ¢, ¢s el precio unitario de cemento y ¢; el precio
unitario de varilla corrugada. Supdéngase que por la inflacion que estd
sufriendo México, el precio del cemento aumenta un 3% cada semes-
tre, mientras que el precio de la varilla aumenta en un 2% por semestre.
Supéngase que el precio unitario actual es $3 000 por tonelada de ce-
mento ¥ $5000 por una tonelada de varilla corrugada. El cambio
cent'nuo de precios ¢ puede representarse matematicamente por

c=c+ @y

donde ¢ es el vector con componentes ¢y, ¢; que representa el precio
unitario actual, o sea

= {E:,f:} = {3{-“]1 ﬁmﬂ::li

% es un vector con componentes vy, y: gue representa el porcentaje de
aumento en precios, es decir

¥ = (yny:) = (0.03 X 3000,0.02 X 5000) = (90, 100)

y ©® es un escalar, en este caso no-negativo (8 > 0), gque representa
sernestres. En resumen

e=c+ 07 = (cnc:) + 0 (v, 1)
= (3000, 5000) + @ (90, 100)
= (3000 + 90,5000+ 1000)

es el vector de precios continuos. En la siguiente tabla se dan los precios
de cemento y varilla corrugada a 6 meses, 9 meses, | ano y 2 afos, al
futurs.

Tahla 2.4
Precio ten
Precio lon da varilla
Semesire dé cemento corrugada Observaciones

H 30009008 | 5000+ 100A
3 000 5 000 precio actual
1 3090 5 100 precio a b meses
1.5 3135 5 150 precio a 9 meses
9 ' 3 180 5 200 precio a | afio
4 3 360 5 400 precio a 2 afios

http://librosysolucionarios.net
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De manera similar, si los recursos b;, capital dispenible, aumentan
en un 109 por afio, mientras que los recursos by obreros, disminuyen en

59 por afio, debido a la automatizacién, el cambio continuo b puede
representarse matemiticamente por

b=b+a®

= () +<(2)
(Er, + a 8/

Supéngase que el capital actual es $ 10000000 y se dispone de 1000
obreros. Entonces

£ 10 000 000 " n.lxmnmmu)
( 1 000 ( —0.05 X 1000
. 10000 000 + IIJDDUIII'-:)
1000 — 50 & -
La sigpuiente tabla da los valores de recursos a 1, 2 y 5.5 aiios al
futuro,

Tabla 2.5
Aie Obreros Capital Obgervaciones
a I 000 =50 « 10 000 000 4 1 000 000 &«
1] 1 000 10 000 000 actual
1 050 11 OO0 G 1 ano
2 00 12 D00 000 2 anos
5.3 725 15 500 000 5.5 afios

Bajo la suposicidn de que el lector entiende a estas alturas la dife-
rencia entre cambios discretos y cambios continues, se explica a conti-
nuacién el andlisis de sensibilidad de estos Qltimos, llamado Programacidn
Paramdtrica.

Cambios continuos en el vector ¢
El problema a estudiar es el siguiente

Mix Z= (e+8w) X

sujeto a
AX <bh

X>0,

donde ¢ + @y, — < @ < w0, es el vector paramétrico que indica los
cambios continuos de los precios unitarios, 4 es un vector con n compo-
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nentes. Se restringe el estudio al caso en que @ > (J, puesto que para
el caso @ < 0, todos los resultados que se obtengan serin andlogos.

Cuando el vector paramétrico ¢ + @4 varia, ¢l elemento z,—¢y,
para toda j en A, tambén varia, Para analizar esta varacion, se esta-
blece la siguiente notacidn. Sea B, la base dptima asociada al problema
arriba mencionado, para @ = 0, es decir

Mix Z = eX
sujeto a

AX <b
X>0,

entonces el nuevo valor de z;—¢;, denotado por z;—&; es

Iy=iy = (€, + ©%¥5,) B oj= (cj + GOyy), para jen A
= eg, Bolaj—c; + 0%y, Bita;—yy)
= (z;~cy) + 0 (v, B ay—yy),

donde ¢g, *s, son las componentes de ¢ y % asociadas a la base B..

¢Existe algin valor critico de @, digamos ©¥%, tal que para valores
mayores que 8% la base B, dejaria de ser dptima?

Para contestar esta pregunta se analiza el término Z;—¢; Como la
optimalidad para cualquier valor de @ se obtiene cuando Z;—&; > 0,
para toda j en A, y sabiendo que zj—¢; > 0, para toda j, porque B,
es Gptimo para & = 0, queda tnicamente pendiente analizar al segundo
término de Z;—¢;, es decir

n, Ba' 85—y

Se concluye:

a) Si%s, Bo'a;j—y; > 0, para toda j en A entonces la base B,, co-
rrespondiente al tableau éptimo del programa lineal con @ = 0,
sigue siendo éptimo para cualquier valor de & > 0.

b) De lo contrano, si existe alguna j en A para la cual su corres-
pondiente e B, @;—y; < 0, entonces existe un valor critico de
®, denotado por @*, que se calcula por

T (f'fs.::::}"rﬂ)

y (25—¢;5) ] ]
= Min| — B,ra;—vy;, <0 2.65
e |: (s, Bo™ a;—yy) | G S B (2.69)

para el cual B, deja de ser dptimo para valores de @ > @¥%,

Cuando @ > 8%, :qué debe hacerse para reoptimizar el tableau co-
rrespondiente a @ = 0F

http://librosysolucionarios.net
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La respuesta a esta pregunta tiene 2 partes. La primera cuando
{2.65) nene un valor minimo Gmico y la segunda cuando (2.65) no
tiene un valor minimo tnico.

Caso 1. La expresion de ®* dada por (2.65) tiene valor minimo
Gnico.

a) Si Yp<0 i=1,...,m entonces NO existe un odptimo finito
para valores de & > @* 0O sea, en este caso el problema lineal para
valores de @ > @* tiene como solucion optima al infinito.

b) 5i Yip >0, al menos para una i, : =1, ...,m, el métode sum-
plex se aplica de la manera usual, hasta obtener una nueva solucion Gp-
tima con la salvedad de que todos los valores zy—¢;, 7 en N deben de
actualizarse. La base asociada a esta solucidn optima es B,

Se puede continuar el mismo anilisis en el sentido de que puede
cxistir un valor critico de @, denotado ®*#*, para €| cual B, sigue siendo
dptimo en el rango @* < @ < 8% + @**. Este valor @** esti dado por

,E-I--I- i i {J:t_.c*::l
(s, By ag—v)
(25—¢4) ’
Miﬂ[_ ITHIBL_1-:|||_T < 0}
ieN (s, B, a;—y;) J

Case 2. La expresion de ©* dada por (2.65) no tiense un wvalor
m'nimo nico.

En este caso serd necesario hacer varios cambios de base, por medio
del métede simplex, hasta corroborar que no existe ciclaje, en cuyo caso
lo explizads en el case I se aplica aqui, o bien demostrar que no existe
una solucién Gptima finita para valores de & > &%,

Ejemplo. Considéress ¢l siguiente problema paramétrico

Mix Z= (3—-60)X,+ (2—20)X; + (3+50) X,

Tijoio o

X, + 2X: + X: < 430
3X, + + 2X; < 460
X: + 4X. < 420

520, X0 X.>0

Notese que e = (¢, ¢, ¢35 = {3,2,5) ¥y ¥ = (yo.y5, 7v2) = (=6, =2,5).
Para & = 0, el problema s¢ conwvierte en

Mix £ = 3X, + 2X, + 53X,

sujeto a
Xy + 2K, + X, <430
3X, + 2X, < 460
AL+ 44, < 420

X0, Xis0 X0
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cuyo tableau mcial y 6ptimo, como podra corroborar el lector, es res.
pectivamente:

z O ¥ O3 & OE

1 -3 =2 =5 ‘ 0 a0 ‘ o |
a, 1 1 2 1| 1 0 0 430
a, 0 0 2 D I 0 460
a, 0 1 4 0| o0 D1 420 ‘

|

1 | 4 o o0 | 2 o | 1350 I
ay 0 |-t 1L o | 12 -1 0 100 |
a, 0 82 0 | P 12 o | 2% |
a, ‘ 0 2 o o0 |-2 1 1| 20 |

I'l':" ']-Dﬂ"
X X 230
& l'hu] X, 0
X 0
'--ltl-; # . n o
Z% = ] 350

B, = (a8, 8,), No= (a,a,a)
it T
B,'=| 0 1/2 0l
-3 1 1
Se caleulari a continuacion &%,

e 'II 1
e* = Min [-— _ (5=¢ ;T;. B,'aj—vy; < ﬂ}.
faNa (Y'a, B, a;—vy) |

Como N; = (a,, &, 8;) se tiene

Tl. B.* N,—T#‘ = {T’..,. Ta'Tﬂ::l B, |:.-:|:-|- iy, lﬂ-} s I:l',f'lu Vi '.I"l-']

[ 1/2 —-1)4 o)ft 1 0
-(=2,50] 0 12 of|]3 o0 1|-=(=& 0,0

=2 1 tylr o o
1 0O 0

-(—1,30 13 1 1| =(=86, 0, 0)
1 0 0

- (8 —1,3) — (=6, 0,0

= (14, =1, 3},
o sea en otras palabras que
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T, Bilay =y = 14
o, Bl By—ya = —1,
Tﬂq Bﬂ_’ HE_T" — 3'

Entonces, el Gnico candidato para el cilculo de @* es v, Bi' as—ve
porque es negativo, dando como resultado que

Ea—Cy
Tr, By a, =y
1

-1

a* =

- ],

Entonces, para valores de @ comprendidos en ¢l rango 0 <@ < 1,
se tienen los siguientes resultados optimos

X 1007
X 230
3{-,:] Xa 20
P == |—
H [x.. x. |~ |0
X ]
. | X5 ) L 0 )
¥ E* & {l:_ﬂ" =% E"Tg-“} 13,
Xy
-{E:'l'ﬂ'}"h Et"'ﬂ"'_l'ﬂ-s ¢,+431-.1]- "I'r-‘
X

100
= (2-2@, 5 + 5@, 0 + 08) |230
20

w 200—2006 + 1150 + 1 1506
= 1 350—9508.

Por ejemplo, para ® = 1/2, el valor de la funcién objetivo seri

£ = 1350 = 950(1/2)
= R7J.

Se analiza si existe algtin otro rango de @, dado por 6* < @ < 8% + @%%,
Para eso en el tableau optimo correspondiente a @ = (), se actualizan
los z;—c;, para toda j en N, y se introduce inmediatamente el vector
a, aplicando el método simplex, tal como se muestra a continuacidn:

L=t = n—a+ 0% (veBila—y) =4+ 1 (14) = 18,
a™ =0y + '@'I{Ta.ﬂu_lﬂl—'ﬁ':l =1+ ll:—l} = U',

™= L—cp t E"{Ta.ﬂn_‘ H:.—']fﬂ =241 I:E:I =5,

4
LY
Za—

iy T T
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!
Z X X X X X, X
1 18 0 0 o 5 0 1350
ny 0 (-4 1 0 |@D-14 0O 100
a, 0 3/2 0 1 0 1/2 ) 230
a, 0 2 0 o 2 1 1 20

Después de introducir el vector a,, asociado a @%, el método simplex

da el siguiente tableau dptimo

z X, X, X, X, X, X,
1 18 0 0 0 5 0 2 300
- 0 |-w2 2 0 1 -1/2 0 200
T 0 20 1 0 172 230
&, 0 1 4 0 o o 1 420

El valor de la funcién objetivo, para ® = 1, proviene de Z = (5+58)X,+
0X,+0X, = (5+58)230 = 1 150+1 1508 = 1 150+1 150 = 2 300.
Los resultados éptimos para 1 <& < 1 + @** son

r_x-‘-. Fzm«
X, 230
X, | |40
X 0
e 0
¥.J Loj

Z** = (5+35@) (230)
=1150 + 11508, 1< @ < 1 + @**

B, = (a, a; a,),

—1/2
1/2
0

1
B, =0
0

N, = (ay, a,, a,)

0
0.
1

Para ver si existe una %% ge caleula

r, Bit Ni—x, = (ve ve: 7e) B (85, 85, 8:) — (1, 72, 7s)

1 e
= (0, 5, 0) [n
0

1
- {0, 5/2, 0) [3
1

1/2
1/2
0

2
o
4

(

oyl 2 ]

ofs o 1|-(~6 -2 0)
1)1 4 )

0

1| - (=6, -2, 0)

1)
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= (15/2, 0, 5f2) — (=G, =2, O)
= (2772, 2, 5/2),

o sea n, Bilay—y, = 27/2
fn B la,—y, =2
Tr, B, Cpy=¥s ™ 2/2,

y como no hay s Bi'a;—y;, para j en N, menor que cero, entonces
E** eg igual a infinito.

En resumen para valores de ®, comprendidos en el rango 0 <@ < 1,
la solucién optima es

X, =0, X; = 100, X5 =230, X, =0, Xy =0, X, = 20,
Z=1350—9500, 0<o<l,
v para valores de @, en el rango 1 < 8 < = se tiene como solucidén dptima
X,=0 X, =0, X;,=230, X, =200, X; =0, X, = 420

Z=1150+11500, 1 <6< w.

Cambio continuo en ¢l voetor b

El problema a resolver es el stguiente

Mix £ =X
sujeto a

AX < b + o8
X >0,

donde b + o, — 2 < a < w, es el vector paramétrico que indica los
cambios continuos en la disponibilidad de recursos; & es un vector con
m componentes. Se restringe el estudio al caso en que « > 0, puesto que
para el caso & < 0, todos los resultados que se obtienen son andlogos.
Sea B, la base 6ptima asociada al problema antes mencionado, cuan-
do « = 0, es decir,
Mix Z = X
sujeto a
AX <bh
X=0

Un cambio en el parimetro b 4+ o8, hace cambiar al vector bdsico
X5, ¥ al valor de la funcion objetivo Z%* de la siguiente manera:

Iﬁ, =B," {IJ + {tﬁ::l
Z* = es, Xo,
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¢Existe alglin valor critico de a, por ejemplo a®, tal que para valo-
res mayores que a, la base By dejaria de ser dpuima?

La contestacién es la siguiente: si X, = By* (b + o6) > 0, para
cualquier valor de «, entonces B, sigue siendo éptima. En caso contra-
rio, es decir si alguna componente de Bo* (b + ofl) es negativa, B,
cesa de ser optimo ¥y el valor de o* se determina mediante la siguiente
relacion :

=
* - i el -1 i D {E |E'ﬁ
% 1:2?.{1- [E.;.'l 8 | . T e ] )

donde X, es la i-&sima componente, {=1,...,m, del wvector bisico
Xr, 8 es la i-ésima componente, i=1,...,m del vector 6. Para el
valor &« = a®, se puede obtener una nueva solucién factible bisica usan-
do ¢l métode dual simplex una vez actualzado IB., y Z*%, para a = a®,
en el tableau Optimo asociado a B, Al obtener una nueva soluciém
6ptima Xg,, correspondiente a una nueva base By, el anilisis para deter-
minar un segundo valor critico de a, por ejemplo a**, es similar. El

rango de andlisis en este caso serfa o* < a < o* + a*¥%,

Ejemplo. Considérese el siguiente problema paramétrico

Max £ = 3X, + 2X. + 5X,

sujeto a
X, +2X;+ X, <430+ 104«
3X, + 2X; <460 - 20 «
X, + 44, < 420 + 400
ll'l"-:’iz']: -‘TEED.! ‘TEEUJ
donde

(3-8 ()-8

Para a = 0 el problema se convierte en

Mix £ = 3X, + 2X; + 53X,
sujeto a

X+ 2X; + X, <430
$X, + 2X, < 460
X, + 4X, < 420
X120 X:20, X,=0,
cuyo tableau Gptimo es
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z T X X X Xy X
! 4 00 1 2 0 1350
a, 0 /4 1 0 | /2 =1/4 0 100
a, 0 /2 0 1 0 12 0 230
a, D 2 0o 0 |-2 1 1 20

(X:] (100
X 230
* = [E:] o | X, |20
X X 0
L&) L0
Z% = 1350
B, = [ﬂh- Ay nl!lj! N, = E-thns:'
1/2 —1/4 0
B, t=] 0 1/2 0.
=32 1 1
El valor de «* queda determinado por
o = Min | ‘B‘“” <o}

donde

SN EES

Como By, 8, = —100 < 0, si existe a*, cuyo valor es
—Xy
a® = [B.,-* uﬂ

—23
-| | =23
[—lﬂﬂ

Esto quiere decir que para el rango 0 € a < 2.3 la solucién éptima
esti dada por
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Xs
=l [.r;] = B, (b + oB)
Xs

wB b+ 2B 8
[ 1/2 —1/4 0 430 100
- ﬂ l,n":' l] 450]+u —100

420 0
100
= 23'5] + a -1m

IEI'D + 100 &
= {230 ~ 100a]|,
[ 20

v el valor de la funcidn objetive gueda expresado por

7Z* =5 Xy, 0<a<23

X
= (g, €2, €6) | X
Xs

100 + 100«
= (2, 5, 0) 1230 — 10«
20
= 1350 — 300 a.

Por ejemplo para « = 1, la solucién ptima es

[ X, 100 + 100
Xog = | X,[=]230 - 100
X, 20

F200)
= | 1350

| 20

£ = 1 350 — 300
= 1 030,

177

Para valores de a,« > 2.3, al actualizar el vector Xp, para a = 2.3

se obtiene

X 20

330
= {l .
| 20

Jﬁ] [IDD 4+ 100 % 2. 3}
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CiOn
Z = 1350 — 300 (2.3)
= Gb(.

El tableau al cual se le aplica el método dual simplex, donde Xy =
AX:; =0, para &« = 2.3, debe salir de la base es

Z x, X, IX, X, X X,
1 4 0 0 1 2 0 660
Ay 0 ~-1/4 1 0 1/2 =1/4 0 330
a 0 /2 0 1 0 /2 0 Oe—
o, 0 2 0 0 —2 (B 20

Sin embargo, como el mélodo dual simplex no puede en este caso
determinar un vector de entrada (porque todos los elementos Y. > 0,
j en A) el problema paramétrico original no tiene solucidn, para cual-
quier valor de « > 2.5.

Cambio continue en una columna teenoligica no-basica a; de A4
El problema a resoclver es el sigumente

Mix Z = X
sujeto a
AX <b
X>0

donde A difiere de la matriz original A (nicamente en una columna
no-bdsica, la j, donde
aj=a; +0%y, jFEN,

a; pertenece a A, —oo < O < w, ¥ ¥y e un vector columna con m
componentes, De nuevo se restringe el andlisis al caso en que @ > 0
puesto que en el caso contrario, @ < 0, los resultados que se obtienen
son anilogos.

A diferencia del analisis de parametrizacion de los vectores ¢ v b,
en este caso, una vez que se calcule un valor critico de @, por ejemplo
©%, el anilisis ne puede continuarse para valores de @ > &%, puesto
que a; se convierte de vector mo-bisico (para 0 < ® < @%*) a un vector
bisico (para @ > @%).

Con esta advertencia se continiia el andlisis paramétrico de un vector
tecnolégico no-basico. Sea de nuevo B, la base dptima asociada al pro-
blema anterior con @ = 0, es decir -
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Mix Z = X
sujeto a
AX < b

X=>0

Un cambio paramétrico en el vector @;, j en N ocasiona que #,—&;
se modifique de la siguiente manera:

fj=cy = eg, Bo &y —¢; » Fen N,
= g, By (a; + O;) —¢; , jen N,
=ep, B ay—¢c; + 8¢, By, jen N,
=zy—c¢y; + B ey, By g . jen N

8i zj—c; >0, para toda j en N y para cualguier valor de @ > 0,
entonces B, sigue siendo dptimo. En caso contrario, es decir, si existe
alguna f en N, para el cual Z;—7; < 0, entonces ©* se determina por
medio de la siguiente relacion:

&* = Min __{:::__E”.
j1,.m | €n, By

EE‘H.;._ITJ: < D] {2-6?}

En ese caso B, es éptimo dnicamente en el rango 0 < @ < 0%, y
nada se puede decir para valores de & > 6%%

Ejemplo. Resuélvase el siguiente problema

Mix Z = 3X, + 2X, + 5X,

sujeto a
(1+8)X, + 2X, + X; <430

(3—-8)X, + 2X; < 460
X + 4X, < 420
X120 X 20, X, 20,

donde el vector tecnolégico paramétrico a, es

51-11"'@}"1
1 1
=13 |+06|-1L
1 0

43 Para aquellos lectores interesados en el andlisis que determina walores
criticos de & mayores a 0% por ejemplo, 6%*, %% et e recomienda la lec-
tura de Simmonard [17]) seccién 7-10-2, pdg. 157.
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Fara © = {), el problema se convierte en

Mix £ = 3X, + 2X; + 5X,

sujeto a
x]+2x=+ I}E""ﬂﬂ

1X, + 2X; < 460
X, + 4X, < 420
A::E'D, x:En; I;Eﬂ',

cuyo tableau oGptimo es

Z "r"- Iﬂ ':fi! I‘! "I:ﬂ Ill
1 4§ 0 0 1 2 0 1350
8y 0 /¢ 1 0 1/2 =1/4 0 100
a, 0 /2 0 1 0 /2 0 230
a, 0 2 0 0 -2 1 1 20 |

X} 100
X 230
x-_[’_‘fﬂu]= daj &
x.'l' II. ﬂ
X, 0
X L0
Z* = 1 350.

Para determinar si existe un valor critico ©%, se calcula ey B, vy,

para toda j en N, que sufra un cambio paramétrico,

Cs, By yi = (€0, 65, 05) By

[ 1/2 —=1/4 O
=230 0 1/2 D][
| ~2 11

i
= (1,2, 0) —1]

= -1

por lo que

en este caso j = |,

1
o |
0
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Se puede entonces resumir que para valores de @, comprendidos en
el rango 0 < & < 4, la solucién Optima es X, = 100, X, = 230, X, = 20,
X=X, =X,=0 y Z% = 1 350.

2.5. Método revisado

La solucién prictica de problemas reales que utilizan modelos de
programacién lineal, presentan la gran dificultad de que contienen mu-
cha informacidn que debe almacenmarse en la computadora. Supdngase
por ejemplo un problema con 10000 variables de decisién y 500 restric-
ciones. En este caso la matriz A tendria 5 millones de componentes,
quizis muchas de ellas cero, que habria que guardar dentro de una
computadora. Muchas computadoras no tienen capacidad de memoria
que les permita almacenar toda la informacion requerida en la solucion
de problemas lineales de tales dimensiones. Aun suponiendo que si tu-
viera memorias y dispesitivos especiales para guardar toda esa informa-
cion, se consumiria mucho tiempo en el acceso de esa informacién para
el cdlculo de los diferentes pasos del método simplex. Este tiempo se
vende comercialmente a precios muy elevados ($8000/hora aproxima-
damente).

Bajo tales problemas se han desarrollado métodos que aprovechande
las propiedades basicas de la estructura del método simplex, permiten la
solucién de problemas lineales bastante grandes, sin requerir del alma-
cenamlenta de toda esa informacidn y sin mcrementar el tiempo de
computo.

Dos de esos métodos que se tratan en este libro son:

a) el métede simplex revmsado,
b) el método de descomposicion lineal.

El primero de esos métodos se estudiard y analizari a continuacién,
dejando la descomposicion lineal para la siguiente seccidn.

En seguida se analiza qué elementos se utilizan en el método simplex.
En cada iteracién se tiene que el vector bisico X, esti dado por

Xz =B"h,

donde B es la base correspondiente a esa iteracién; el valor de la fun-
cidn objetivo en cada iteraciom es

A Cq xﬂ
y los valores que indican la optimalidad de la base son:

zy—cy=ecgBla;~c;, jen A
Se puede entonces resumir, que en cada iteracién el dmico elemento
indispensable es B, pues conociendo B se pueden calcular X5 Z y
zy—c¢y. La diferencia entre el método nmplex revisado v el método
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simplex, es que en el primero, es necesario almacenar en cada iteracién
un tableau de m por m, mientras que en el segunde método, cada tableau
es de m por n, conteniendo muchisima més informacién que en el primer
proceso;*

Supdngase que en dos iteraciones consecutivas del método simplex
se tiene a B-' asociada con el tableau anterior y a B con el tableau
actual. Ambas matrices son de m por m. Sea

[ = (e,e...,e)

i
(1 0..00
0 1..00
0 0..10
Lﬂ D 5B ﬂ ]J
una matriz identidad, donde e; es el i-f&simo vector unitario, i = 1, ..., m.

Sea a, el vector de salida de la base vy a; el vector de entrada en la
nucva base. Entonces, la siguiente relacién asocia a B y B-.

B =EB-
donde
E= I:E;,ﬂ!, w e ey Brog, :, Brigy - ..,.ﬂ..}
Y
[ — Yu / Fﬂﬁ
ot £7) I.l'r Yrs

e = 1 1," ¥.i| « r-ava posicion.

—_— / Frf-'

Como ya es sabido, ¥;; es un elemento del dGltime tableau asociado a la
i-tsima restriccidn (i =1, ...,m) y a la j-ésima actividad (j =1, ..., n).
es decir, es una componente de X¥; = B a;, Una vez computado B, se
puede calcular X5, Z v z5—c¢;.

El tableau asociado a B~ tendri la sigulente estructura:

# Bupdngase que un programa lineal tiene 10000 wvariables y 500 restric-

ciones. El mdétode simplex utilizaria un tablean con 5 millones de elementos,
mientras que el método simplexr revisade, uno de 250000 elementos.
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En efecto, si se hace

0 B
entonees
T=ET,
donde
ﬁ-(llﬂlﬂl---l 0 | ~(z=¢;)/¥sy | O |..|n)
Oles | €| . | €| = B I 2

El criterio de entrada y salida de vectores entre dos bases consecu-
tivas, se hace como en el método simplex y Z, X, se calculan por medio de

(€)-1G)

Ejemplo. Resuélvase por el método simplex revisado el siguiente

problema

sujeto a

Mix Z = 3X; + 2X, + 5X;

X+ 2X, + X, <430

3X, + 2X, < 460

X, + 4Xs <420
X, 20 K=0 Iz

El formato del tableau original es

Z X, Xy X, X, X Xy

1 -3 -2 -5 0 0 0 0
a, 0 1 2 1 1 0 430
g 0 0 2 0 1 0 460
B, 0 1 4 0 0 0 1 420

El método simplex revisado procede de la siguiente manera:
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Primera ileracion:

10 0 O o 0
01 0 0 430 | - | 430
0 1 0 460 460
001 420 420

N = {'h.h .-:I-}_. B = {.-Ir.-h .i}

zi—cy= ey B'ay—¢y, jen N,

1 -0 0OY1 2 1
=(0,00 |01 0|3 0 2]-(3,25)=(-3,-2-5),
00 1jl1 40

por lo que el vector de entrada seri a,. El vector de salida se determina
por medio de la siguiente relacién

Min {Iﬂ‘ Yin >0 }
i=1,...,m i3
donde
[}’1., []ﬂ'ﬂ] 1 1
Y, = F,,,] = B-'a, = |010 [2] = [2]
001 JLO 0
Por lo tanto

430 460
Min{ 2N = 230,
v as sale de la base.

Segunda iteracion:

T=ET
F1l0 —(=5/2y O 1|0 0 0
o1 =12 _o||l0|1 0 0O
00 /2 0O|j0j{0 1 0
L0|0 0 1JLojo o0 1
1|0 52 0
a_10]1 —=1/2 0
* 0|0 1/2 n]
Lo 0 0 1

 Como a, sale de la base, la tercera columna de E (correspondiente al
vector a;) debe modificarse.



Método revisado 185

con
1|0 572 0y 04 (1150 Z
{ ] T[_] [l](] =1/2 ﬂIﬁu]_[ imJ=[E]
olo 172 0 |460 230 RE
olo 0 1 X420 420 X

Para calcular los elementos que indican el criterio de optimalidad
se¢ tiene que

-y

N= {Hl, a;, ﬂ:-}: B = {ﬂl: a;, I'E}:

zy—ci = cz B a;—¢;, jen N,

1 —-1/2 011 2 0O
= (0, 5, 0) [D 12 n] [3 0 I]—{E, 2,0) = (9/2, —2,5/2)
0 0 1Lt 4 o

2
y por lo tanto a; entra a la nueva base B. El vector de salida de la base
B se determina mediante el siguiente cilculo:

X
Min {}f* [ Y >0 },

LSS iz

e N

Por lo tanto
Min {@@ - 100,
2 4

donde

v @, sale de la base,

Tercera tleracion:*®

T=ET
A =(=22) 0 Oy1|0 572 0
-| O 1/2 0 0jjo|1l -1/2 O
0 0 1 offojo 1/2 0O
L 0 -4/2 0 1Lofo 0 1
1 1 2 0
-l o] 1/2 —-1/4 ©
o| 0 1/2 0
L 0| =2 11

siendo la nueva solucifn

# Como a, sale de la base, la segunda columna de E ( correspondiente
al vector a,) debe modificarse.
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HEIS

rE] 2 DOy D
_l ol 12 =1/4 0]} 430
0 0 1/2 0]] 460
0] -2 1 1JL420
1350 5
=1 lm -‘Il_
230 X,
L 20 Xi

Para el criterio de optimalidad se tiene

N= {-ﬂh a, a8}, B= (@2, A, 8e}

- e o Eﬁﬁ" Bj= 1Ly, ]' £ N,,
1/2 —1/4 D][l 1 0

= (2,3, U [ 0 1/2 013 0 1]—{3, 0, 0)
-2 1 1j{1 0 0
= {4, 1, 2},

= = > p
por lo que la solucidn Z, Xy es optima, es decir

£ =1350
X, =100, X, = 230, X; = 20
..T;-.T;-I,.-I].

2.6. Método de descomposicion lineal

El método simplex revisado es un mejoramiento del método simplex
en cuanto a la solucibn de problemas lmeales grandes que requieren
gran cantidad de almacenamiento de informacién. Sin embargo, en bas-
tantes problemas reales, el almacenar una matriz de orden m por m (la
matriz B!} puede resultar una tarea, si no imposible, si bastante com-
plicada y que consume mucho tiempo.

El método de descomposicién lineal viene a ser un mejoramiento del
método simplex revisado en ciertos casos. Resulta que mientras mas gran-
de s la matriz A, también es mayor el nimero de cerocs en la misma,
Es decir, por regla general, a medida que la matriz de coeficientes tec-
nologicos aumenta (por tenerse mas actividades v mas restricciones), esta
se va haciendo menos densa, donde la densidad es la relacién de nimeros
diferentes de cero en la matriz entre el niimero total de sus componentes.
Bajo ciertas condiciones, se pueden resolver por medio de los métodos
de deicomposicién lineal, problemas que no se pueden resolver por el
método simplex revisado, por cuestiones de espacio disponibles en una
computadora.
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A continuacién se ven las condiciones que debe tener la matriz de
coeficientes tecnolégicos A, para que se pueda aplicar la descomposicion
lineal y ver también, cuil es la estructura en donde se basa esta des-
composicion,

Considérese el problema lineal

Mix 7 = eX
sujeto a
AX=b
X>0, (2.68)

donde la matriz A y los vectores b y e tienen la siguiente estructura

HEEREIENER

" ny % M I
m{l Lo | Lo | L] | | om
m | A 0 0 0 0 b,
my {| 0 A o | --- | o 0 b,
my {| 0 0 A, : 0 0 b,
o 0 ‘ 0 | ; } A, ‘ 0 ‘ b, ,
“p{‘ 0 0 ‘ 0 | ] 0 % A | o

Nétese que cada blogue de la estructura arriba mencionada a excep-
cibn del primere, es un problema lineal de la forma

Ai1*=hh E“l,...;P

mientras que el primer bldgue es

SLX; = b,

el

Nétese que el vector b ha sido partido en ¢ + 1 componentes by, by,
++ ., by, mientras que el vector ¢, en p componentes ¢, €z, ..., ¢p El
problema (2.68) puede re-escribirse como
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»
Mix Z = :E: EH-}ij
fal
sujeto a

b
ZLX;=bh, (2.69)
J=1

ﬂ'fx.’::h.ls I= 11-"-!,#_-
X, >0, jei,...p

Cada juego de restricciones A; X; = b; define un conjunto convexo
§; idéntico a la regidn de factibilidad estudiada con anterioridad. Sea
X; los puntos extremos de la region §; Entonces, cualguier solucion
bigica factible X; de {2.68) puede escribirse en funcion de los puntos
eNIremos Cono

iy
Xy = ;ﬁiixu: Ii=L...uph
=1

]
2Ag=1, j=L..,p {2.70)

=1
'lifgu! g - ]J'"':IJ"I'
j= ]J"'!PJ

donde s5; es el nimero de puntos extremos de la regidn de factubilidad
§;. Entonces (2.70) en (2.69) di

» ot )
M&KE“E Eﬂjﬁ.uxu
f=1  dm
sujeto a

" L
> _ELIJLijIIj’:ha {2.71)
=1

Se hace el siguiente cambio de notacién
dyy =Ly Xy, i=1, ...,
(2.72)

&i_.f_c.lx”: j- 1-"r!.pl

(2.72) en (2.71) da
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- £y
Mix Z=3 &yl
J=1 =1

sujeto a
¥

j
Z Zdydy=h (2.73)

li:]. =1

ay
JE‘!L” e ]: .i;'- ]!-":P!
=1
Ay =0, i=1, ...,
i=1l, ...

Las variables de decision en el problema {2.73) son las A;;, que una
vez halladas permiten conocer el valor de las X;, utilizando la relacién
{2.70). La estructura del problema lineal (2.73) se presenta a conti-
nuacion.

1 33

rY i A,
L L] F L]

1 { €ax €21 =% €apg {42 €aq 77 Caga | wvv [€1p ** Cagy

f | |

o, myg {F d,, d;; -+ d"']..!l. d, , dz,! gl d-a_: LA I:ll,p i d*p,p = hu-

Iy _1'[ 1 1 s 1 1] -{I 1--1]. aus |0 ses [ =]
]]: 1-[ n n evn ) 1 1 PR | awoa iﬂ p+.-|:| =1
IIPI{}[IU .au !|] 0 -:- 0 |.., ]:]..+1J=1
donde MM, II,, II,, ..., I, son los wvectores duales asociados con las
restricciones del problema (2.73).
»
El problema original (2.69) que contiene mg + X m; restricciones
P =l

y 2 n; variables de decisitn ha sido convertido en un problema equi-
izl
valente (2.73), con menos restricciones (de hecho con m, + p), aun-

»
que con un nitmero mucho mayor de decisiones, F #;- Ademis de que el
=]

grado de dificultad en resolver un problema lineal esti en el nimero
de restricciones,® en el problema (2.73) mo se necesita necesariamente

47 Que da el tamafio de la base.
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trabajar con todas las variables Mgy, i=1,...,5: 7= 1,..., 8, al mismo
tiempo, ni se nécesita conocer todos los puntos extremos Xy, t = 1, ... 5y
i=1,...,p Eso acarrea que el problema (2.73) sea mas atractivo para
resolver, que el (2.69), en los casos que la estructura de A sea como la
dada en (2.68).

Como la matriz en (2.73) tiene m, + p renglones, la base de (2.73)
debe tener m, + p vectores. Si de alguna manera se logra generar una
solucién inicial que sea bdsica y factible, se tiene como consecuencia a
los indicadores 25—y, JEN. 8i zy;—&i; < 0, para j en N, entonces la co-

lumna j, dada por el vector ['i”] entrard en la base.
i
Pero
d;
ziy = (NN, NN} [ j]
8j
donde NN, es el vector dual con m, componentes (ITy, I, ...,[Iy)
asociado a las primeras m, restricciones primarias de (2.73) y KN es el
vector dual con p componentes (I, ITy, ...,I0,) asociado a las dltimas
f restricciones primarias de (2.73).
Entonces,

zig— 6y = (X, RX) [d”:| —Ciy
e

Ll ]Iu [l]_{ - llﬂf‘—‘aj',

5i el minimo de todos los zi;—cy; > 0, la solucién asociada a ese
tableau es optima. De otra manera, es decir, si hay algin z;;—¢i; < 0,
habri que buscar en cada regién factible §; el minimo z;;—¢;;, resol-

viendo el siguiente problema.

F=140a ' I:I......I:l

Pero como en todas las regiones de factibilidad §;, el vector XK es el
mismo, este puede desaparecer de la funcidn objetivo anterior ya que es
una constante dejando a esta como

Min (KN, dy;~5iy),

j=1!'ﬂlp
o utilizando (2.72) se tiene

Min (| M, L;—t:jjl IH I:E?*H'

f=1!"-rF‘

x”f_—'.?f, j=|,...*_.t'

sujeto a

Pero (2.74) es el siguiente programa lineal
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Min {II.}L,;-EJ] I”
sujeto a

A;K;=|};, j.'= 1:, vorey B [2?5}
X, > 0.

Como la funcién objetivo en (2.75) es linear, el Gptimo seri siem-
pre un punto extremo X;;. Si

(M Ly—ey) Xy + Iy < 0,

el vector |:d”:| deberd entrar en la nueva base y el método simplex se
'

4
va base, deberd é&te de actvalizarse, multiplicdndose por la base inversa
actual B! antes de efectuar las operaciones matriciales elementales. Si
al resolver ¢ problemas lineales de la forma (2.75) el

_ A
usari como de costumbre. Cuando se introduce el vector [ 1 a la nue-

Min []lﬂLj_cj:I K” + HJ :_? “, para J - 1, ”.,.l'i', [ETE}

la solucidm actual es Gptima.

Resumen del método de descomposicion lineal

Pase 1. Redizcase el problema original (2.69) en un problema
modificado (2.73) por medio de las férmulas {2.72).

Paso 2. Encuéntrese una solucién inicial a (2.73) que sea basica
y factible.

Paso 3. Con la solucidn actual, resuélvase p problemas lineales de
la forma (2.73}). &

Min { (EN; Ly—e;) Xy; + 1L} =0, (2.76)

P T PR ]

la solucion actual es Optima y el proceso termina. 31 no conuniese con
el paso 4,

Pase 4. El minimo obtenido en (2.76) corresponde a una Aqy. Intro-

diizcase ésta en la nueva base. Actualicese el nuevo vector [::” ] multipli-
I

cindose por B, Determinese el vector a salir de la base. Actualicese la

base, tal como se hizo en el método simplex repisado v regrésese al paso 3,

Ejemplo, Resuélvase por el méiodo de descomposicién lmeal el siguiente
problema.

http://librosysolucionarios.net
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Mix Z= X,+2X,+ X, +3X,
sujeto a
Xi+ o+ X+ X, <200

X,+2X.+ X,+3X,>400

X, + 2X, < 100
4X, + 6X, < 300
3X, + 6X, < 600

X.> 2

X; >0, 1=1, ...,4

Una vez que se introducen las variables de holgura X5 y superflua
X: se tiene la siguiente estructura que conforma a los requisitos de la
descomposicion lineal.

M&xE- X1+E..7l'.': +IJ+3I.| ‘ ‘
sujeto a

Ve ¥, T ., + X, | = 200

X, + 2X, + X+ 3X, — X = 400

X, + 28, + X, = 100

4'I:| +EI= +..E.r|, =3m
+3I1+Ex§+xﬂ =Eﬂﬂ

X, - Xio = 20

Da la estructura de arriba se distingue lo siguiente:

e = (1, 2 0, 0) e.= (1, 3, 0, 0

1 1 0 0O 1 1 0 0 [ 200
Ll- L, = hu"'

e 1 3 00 400

1 2 1 0 '3 6 1 O (100] 600
..A.1=‘ ﬁg= l.'.l|_= h:-

4 6 0 1 01 0 -1 (300 20

ii = (I.,X,, .IT_.. In:l
i: - {Xﬂj Xi; Xy, Xm}-

Las wvariables de holgura y superfluas X, y X; no constituyen un

subproblema, en el sentido tratado en esta seccidon y por lo tanto serin
trabajadas en forma separada,
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Tteracidn 1.

Paso 1. Be afiaden las variables artificiales X,, X, v Xq v la solu-
cién inicial del problema modificado (2.71) se da a continuacién:

)
Agz -:'l-n e -:"v'l.l -"\:l.: -"h.: * :'-*:.a Ii "r-'i ‘r':. I".l ‘I"l
eXy Xy o ool eX,, Xy, - % O 0|10 M —-M -M
I"‘J.xu LiXy --- Lix't,l LoXys LoXyy -+~ L:'E*l.t 0|1 0 200
=1 |0 1 0 400
I I. L, 1 n '} LI ] u I:I ﬂ ﬂ I. ]
0 B e 1D Q) S oo 0 0 1| 1e
Subproblema 1 Subproblema 2 Solucidn bdsica
factible inicial

Paso 2. La solucidn bdsica factible inicial es

200
B, = (as, 8, 8, a8,,), h-[“?UJ
1
‘1 0 0 0
0 1 0 0
Bo=10 0 1 u}
o0 0 0 1
FANP -
oy, _ | 0100 | 400 | _ | 400
X, = I:}'B“lh {ﬂﬂlﬂll] [1}
s 0001\ 1 1

{]IIJ: ]l] = {H.ls ]Til Hl:l ni]
= (0, =M, =M, —M).

Paso 3. Para j =1 el primer subproblema (2.73) es
Min (I Li—e) X,

sujeto a B
..ii_ Ii el h]_
X.>0
L]
i 1 0 0 ii
Min | (0, — M) =(1,2,0,0) | %°
1 2 ¢ 0 .‘-t':

http://librosysolucionarios.net



194 La programacién lineal

X,

[1 2 1 ':'][I. =[1E|[I]
X

¢ 6 0 1)y L300

X1 r o
X, 0
Ll L o

La solucién de este subproblema lineal usando el método simplex es

X, (]
i‘l s 1111 s [§31 e [ 53}
X, 0

que cs el primer punto extremo de la regidn de factibilidad §,, con fun-
cibn objetivo igual a

mjn:tu a

{nn.Ll-'EJl} xh'l = = 100AM —100.
Por lo tanto
E“ﬂ l.q__"E]_:l K],"I + ]-I:I o —I'EHJ'M— lm_M
m = 101M =100,

Para j= 2 el segundo subproblema lineal de la forma (2.73) es

—

Min (KN L.—e;) X,

sujeto a o
A:X:=b;
X: >0,
o
1 1 0 0 >
Min | (0, = M) -(1300) .1'4
1 3 0 0 Xi
5 12
sujeto a

b
[3 6 1 u]{ L} _ [Eﬂﬂ]
X,

010 -1fy 20

Xy l]]

X 0

NE
o)

-‘Elb

La solucién de este problema lineal usando el método simplex es
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A, {}1
AN
i! x'l.!_ Xg. 0.
X\ 80)

que es el primér punto extremo de la region de factibilidad S, El valor
Je la funcién objetivo para este subproblema es

{nn Lz_l:'j} x,,g = —300M —300
por lo que

(MK, Le—¢s) Xoo + Iy = —300M —300—M = —301M —300.

Paso 4. El minimo de todas las funciones objetivo de los dos sub-
problemas (2.75) resulta ser

Min (X, L;—¢;] X,; + TT; = Min [~ 101M — 100, —301M —300]

f=r1.2
= —301M =300 < 0,
que corresponde a §j= 12,

Para calcular el elemento zy—¢; correspondiente a la vanable super-
flua X; que no esti en la base se tiene

Ze—co ™= cp Byt ag—cy

0

0
- (0, =M, —M, — M) |_'] i)
0

=M>0,

vy por lo tanto a; no entra en la base. Como el mis negativo de todos
los z;;—¢;; calculade para los dos subproblemas y la variable de hol-
gura X, que no estin en la base B, es —300Mf—300 correspondiente al
punto extremo X, de la regién S, Aye deberd entrar a la nueva base B..
Determinando el vector que sale de la base B, se tiene

200, 400) 1
Min {CP, -

L. X:: 1
donde
1 1 0O
lﬂx]!_[ I ] [ ]
1 3 0
O 588
{200 400 }
iy I — — .
Min {300 300 1 ~ &

El vector artificial a,, sale de la base. El pivote se muestra en el
tablcau original.
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Iteracion 2.

Paso 1. El nuevo tableau correspondiente al problema (2.71) se
obtiene asi

Bi-_i_EBG-:l
(1 0 0 —100/1y1 0 O O
X, =|0 1 0 =300/1{0 1 0 0O
B 0 0 0 =0/110 0 1 ©
0 0 1 1/1X0 0 0 1
(1 0 0 =100
_|0 1 0 =300
0 01 0
0 0 0 1
FIE
X =
llj= I::]_Bilh

0 0 =100y 200
1 0 -—300] 400
0
0

El coeficiente ¢;; de A;; se determina por medio de (2.72)

E13 = €3 Xz
0
=(1 3 0 0 {mg]
80

= 300.

El tableau correspondiente al inicio de la segunda iteracién es

A Az o7 -'1':,' A1z Agg *** Aegp X, [X;, X, X, X,
300 0 —M —-M 300M-+300| 100
0 1 b 0 =100 100
0 a 1 0 =300 100
0 o O 1 0 1
1 0 0 1] 1 1
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Paso 2. El vector bdsico en la segunda iteraciin correspondiente a
la solucién del problema lineal (2.73) es
100
mn}
1
1

X,
X
Il; ) |'I::] )
con base inversa, costos umitarios y precios duales

lll
1 0 0 =100
mﬂ_P 1&-4m]

001 0
0 00 1

€z, = {'E” oy Cap "H‘u}
= (0, — M, —M, 300)
{n.u, “:I = {]Tll Irl:r Hl:l I[l}

= ¢y, Byt
1 0 0 —100
01 0 -300
= {0, — M, — M, 3001 |:u. 01 0 }
0 00 1

= (0, — M, — M, 300M+300).

Paso 3. El pruimer subprograma j=1 es
Min (XN, L,—e)) X,

sujeto a B
ﬁ:L-hi
III-E"}:II
o sea
[ [1 10 u] o
Min | (0, — M —(1200) (|4
( ]'1 s { }:| X,
.4
sujeto a

121 03] [0
L ﬁﬂl[ﬁj=ﬂJ
¥a ¢
!
J

cuya solucién usando el método simplex es

oD oo
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X, 0
X = X, = E} - l“g,

que corresponde al segundo punto extremo de la regidn de factibilidad §,.
El término (MK, L;—e;) Xi; + II; resulta ser de —101A —100.
Para j = 2, el segundo subproblema lineal es

Min (N, L;—e;) X,
sujeto a :

A X; = b,
X. >0

k

que resulta ser idéntico al segundo subproblema de la iteracidén anterior

con solucidn 6ptima
Xy 0
X.|_|100
.TD [ D ]1

80

Xp= X, =

correspondiente al segundo punio extremo de §,. El elemento (M, L —ea) X,
+ IT; resulta ser

= 300AL =300 4+ 3008 <+ 300 = [,
Por lo tanto
Min [(EN, L;—e;) X, + I;) ] =

f=1,2

Min [—101M —100, 0] = —101.M —100.

Paso 4., La zy—¢; correspondiente a la variable superflua X, que
no esti en la base se calcula de acuerdo con

Zs—ce = Cp, By 8y — ey
0
= (0, = M, — M, 300M +300) 1—}]] -0
0

=M >0,

y por lo tanto @&, no entra a la base. Como el méis negativo de los
z;;—¢€4; calculados para los dos subproblemas y la variable de holgura
X que no estin en la base B, es —100M — 100, correspondiente al pun-
to extremo X, de la regidn §;, Az entra a la nueva base B,

Los elementos del tableau correspondiente a la columna a, son
donde



Método de descomposicion lineal 199

1 0 0 =1
pag [0 1 0 —300f1Xa
1 Ty 0 0 1 0 0
0 0 ]
donde
110 0)sg] 30
th:n: 0 “[ ]r
1 2 0 0 i 1040
por lo que
(T 0 0 =100y 5
=10 1 0 =300y100
0 0 0 1 0
50
_ |100
1
'y ﬂ

El vector que debera sabr de la base B, para formar la base B; se

calcula por medio de
, {1(}:] 100 1
Ming —, —, =y =],
50° 100 1}

por lo que a; sale de la base B,. El pivote se muestra a continuacién:

'lirll ';.‘EI Fd b A‘"f" 'irli l== a8 -:.l-'},“ .xl{l .!I:‘ ..T.l I-.; I-I.‘_
300 0 - M =M JO0M 4300
2l { 1 1] i - 104 100
104 0 0 1 0 = S0 100
) 0 0 0 s B ]
0 1 L 0 0 1 1

Iteracion 3.

Paso 1. El nuevo tableau correspondiente al problenfa (2.71) se
obtiene de la siguiente manera:

http://librosysolucionarios.net



B]_':"‘Eﬂf']'
't 0 -=50/1 1 0 0 -1
0 1 -100/1 OO0 1 © -—300
=10 o 1/1 Ofjo o0 1 0
0 0 =0/1 1AD O O 1
1 0 =50 -—1
0 1 =100 =300
=10 o0 1 0
0 0 0 1
r‘rn
- (1] - eon
\Aia
rl 0 -=50 —100
_|o 1 —100 —300 400
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
r50
10
hl

El coeficiente Tiy de Mg se determina por medio de (2.72)

tn = € X

= (1,2, 0, 0) [53
0
= 100.

El tableau correspondiente al inicio de la tercera iteracidn es

Apy Asy " A | Aga Agz " J'h'!,' 'xu I: "'.'{'1 I‘: I':
100 300 1] =0 1000100 S00M 4300
0 0 1 0 — 50 - 100 50
] 0 o 1 — 1040 =300 0
1 0 0 1] 1 0 1
0 1 0 0 (1] 1 1

Paso 2, El vector basico en la tercera iteracibn correspondiente a
la solucién del problema lineal (2.73) es
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&
X, = f] -

A1z

0
N E
1
con base inversa, costos unitarios y precios duales

1 0 =50 -1

0 1 —100 —300

B"‘“‘[g 0 1 0
0 0 1

€r, = (¢5Cay €, , ﬂ,_,'-'
= (0, —M, 100, 300)
(ML, K) = (11, IT', 115, TTa) = eg, B

1 0 —50 —100
= (0, =M, 100, 300) | 3 100 =30
o 0 1

= (0, —M, 100M + 100, 300M +300).
Paso 3. El primer subprograma j= 1 es

Min [“g [-I].'_E].:l i;
sujeto a
Ali]. = h1

correspondiendo al tercer punto extremo de la regidn de factibilidad S,.
El parimetro (EN,L,—e¢,) Xs + II; resulta ser

= 100M = 100+ 100M + 100 = 0.

Para j = 2 el subproblema lineal es
Min (NN, L:—es) Xz
sujeto a _
AX: = by
X; >0,
cuya solucién Optima es
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X, 0
i.=x;.,={§;]={mg

Xlﬂ Eﬂ

. ]

correspondiendo al tercer punto extremo de la region de factibilidad S..
El parimetro (EL, L.—e:) Xy: + I resulta ser de
— 300M — 300+ 300M + 300 = 0.

Por Gltine 24—e,, que corresponde al wvector superfluo a; que no
estd en la base B, es

zo—ce = g, Byl a— ¢
0
= (0, — M, 100M +100, 3003 +300) [‘:']] ~0
0
=M >0

Como todos los elementos z;;—¢;; 2 0, y por lo tanto la condicién
de optimalidad (2.76) se satisface, el vector

Xs 50
| X 11 O
Im_[hnl}_[ 1 }

cs 6ptimo para el problema (2.73). La solucion optima del problema
original (2.69), se obtiene utilzando la conversiom (2.70), es decir

3
X' = E A Xia
=l

— -:'Lnxn T -’Lnxn " "]":I-:I.xl-l
=DIM+IKH+U x!l_

X, 0
Xelol®
X 0
X, 0

2
X'y = E iz Xig
=)

- X, =

= MaXas + ApaXar + ApeXye
=1 Xz +0 Xy +0 X,

Xy 0
1
-=Il==|ii:1'1: [ﬂé 4
Ilu. B"]
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£ cr, xu,

Xy
Ay
= (o Op, ) ]

= (0, — M, 100, 300)
= 400,

Note el lector cdmo los puntos extremos de las regiones de factibili-
dad §;, j=1,...,p, se van generando a medida que las iteraciones
van avanzando y que no €5 nécesario conocer a priori todos los puntos
Cxiremos x” de S.f:, 3 = ].JI AP 1 I j= ]:, --.?.I'..'I-

Interpretacién econdmieca intuitiva de la descomposicién lineal

Considerando la estructura que debe tener la matriz A, para poder

aplicar la descomposicién lineal se puede hacer la siguiente interpreta-
cidn econdmica.

Sea la estructura la siguiente:

funcién | objetivo | para todos los | subsistemas

recursos que  utilizan
fodos los subsistemas
simultineamente.

control maestro de todos los | subsistemas

recursos disponibles
tinicamente para el

=
o
—
| subsistema 1.
]
i i
L
-
L ]
-

recursos disponibles
unicamente para el
subsistema 2.

subsistema

recursos disponibles
#= ——! unicamente para el
subsistemna p,

subsistema
®

Se consideran ahora los efectos causados por cualquier accién del
subsisterna i{i = 1, ..., p) en la funcién objetivo de todo el sistema. Si
el subsistema i decide en el valor de los niveles de las actividades aso-
ciadas con el vector X;, se genera un costo ¢;X; en la funcién objetivo
del sisterna y se consumen recursos L;X; que otros subsistemas no peodrin
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usar. Se consumen ademis los recursos propios AX; del subsistema i
Sin embargo, los efectos resultantes de las acciones asociadas con la
decisién del subsistema i en todo el sistema, queda reflejada en el vec-
tor de los precios duales EN. 51 las decisiones del subsistemna @ causan
efectos negativos en la funcidn objetive de todo el sistema, el vector
dual actuari como un mecanismo de correccidn y no permitird que el
nivel de decisibon X; sea muy elevado, ni que se consuman muchos recur-
sos L;X;. Por el otro lado, si los efectos son benéficos en la funcién
objetivo, el vector de precios duales EN, hari que el nivel de X; sea lo
suficientemente elevado y que ademds se consuman los recursos necesa-
rios LI; a ese nivel,

Este tipo de coordinacidn es la que el método de descomposicién
lineal logra al optimizar los p subproblemas de la forma

‘ Opt (NN, L;—¢;) X;
sujeto a

Aiiith.ﬂ i=1...,p
X, >0,

Las wariables Ai; que se van determinando en el proceso iterativo, son
los pesos ponderados de las diferentes decisiones i{i = 1, ..., ;) asociadas
a un subsistemna §(j = 1, ..., p). El cnterio de optimalidad

(ML Ly—e) X, + 1,20, j=1,...,p,

indica que en el punto 6ptimo los efectos negativos resultantes de la
decisién del subsistema j (j=1,...,p) dados por ¢; X;—NN, L, X;, de-
ben ser menor o igual a los efectos negativos resultantes de la decisidn
integrada de todo el sistema dada por NN En efecto, en el punto 6pti-

mo e tiene -

(MLLj~e;)) X, + 1, >0, j=1,..,p
O

I; > ¢ X,—NL L X, I=L...p

En resumen, se puede decir que las decisiones individuales de cada
subsistena i{i = 1,...,p) dadas por X; son transmitidas al control
maestro, ¢l cual genera pesos ponderados A;; asociadas con cada decisitn,
vy ademis mecanismos correctores (M, IN) que influirin en las nuevas
decisiones que hacen individualmente los subsistemas.

2.7. Técnicas de cota inferior y superior

Cotas inferiores.

El problema lineal con cota inferior se define como
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Opt £ =¢eX
sujeto a
ﬂih
>
h<X

donde h es un vector columna de n componentes, no necesariamente
mayor o igual al vector . Este problema puede resolverse por el método
simplex, pero el precio que se paga es el de usar m + n restricciones

adicionales, las primeras m generadas por AI;E y las dltimas n por

h<X
Sin embargo, introduciendo el vector superfluo X, se pueden supri-
mir n resiricciones, tal como se muestra a contimuacidn:

h<X
h=X-Y, Y>0
X=h+Y

que una vez gue se substituye en el problema original da:
Opt Z=1¢cY + ch
sujeto a
<
AY + Ah—b
~
Y=0

Pero como ¢h es una constante, ésta puede eliminarse de la funcién
objetivo, guedando finalmente el problema

Opt Z = ¥

sujeto a

AY 2 b—Ah
=

Y >0

Este problema difiere del formulado originalmente, en que sblo tiene
m restricciones y por lo tanto puede resolverse ficilmente por el método
amplex.

Ejemplo. Resuelva

Miﬂz"f;'l‘ﬂt
sujeto a3

X, —4X, < 4
X, <2

X, >2

XS s

http://librosysolucionarios.net
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Se hace

I1_F|=E. }r|2ﬂh
O 24

=2+Y,

El problema original se puede re-escribir como

Mix Z = 2 + ¥, + 2X,
sujeto a

24+ Y, —4X; + X, ol |
uri +X|=E

Y120, X:20 X;20 X,>0

Uulizando el métedo simplex, se tiene

)
] ¥, X, X, X,
1 -1 =2 0 0 2
", 0 1 —4 I 0 2
a, 0 0 )] 0 1 Be=
1 —1 0 0 2 B
a, 0 ) 0 1 4 10+
a, 0 i I 0 1 2
1 D 0 1 B 16
F e 0 1 0 1 4 10
| & 0 0 1 0 1 2
El resultado optimo es
i Y, Ig'
P X’ — —
- [L] all o Rt e
- ‘ ﬂ
Z = 16,
por lo que
X,=2+Y,=2+4+10= 12
Y
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Colar superiores.

El problema hneal con cota superior se define como

Opt Z = X
sujeto a

AXSh

-
0<X<n.

Se trata de ver nuevamente como resolver un problema equivalente
que tenga menos de m + a2 resiricciones.

A diferencia del caso de la cota inferior, no se puede hacer en este
caso la siguiente substitucion:

T <a
X+W=u WZ2=0,
X=u-W,

porque, aunque se garantiza que X < u, no se puede garantizar que
u—W > 0. Basta con que W sea mayor que u para que un—W < 0 y
por lo tanto X < 0, violando la restriccién de que X > 0. X = u—-W
se representa por medio de sus componentes, es decir,

-‘r!-:uf_wh j-l:r"':lﬂ‘

Para ¢l caso de la cota superior se distinguen tres casos diferentes,
que ameritan cada uno trato especial, a saber:

a) X; es bisica y su complemento de holgura W; es no-basica,
b) ambas, X; y W; son hisicas,
c) X; es no-bédsica y su complemento de holgura W; es basico,

Las iteraciones del método simplex en este caso pueden ser de tres
tipos, a saber:

I. Cuando una variable no bidsica aumenta su valor, otra variable
bisica disminuye a cero. Este es el caso normal del método simplex
utilizado hasta ahora en este texto.

Il. Cuando una variable no-bisica se incrementa, otra variable ba-
sica aumenta hasta alcanzar su cota superior. Este tipo de iteracidn se
puede convertir a una iteracién normal del simplex (iteracidn tipo I,
si ¢ que antes de efectuar la iteracién se hace uso de una de las dos
formulas de conversion

‘rf:“l_wh j-]r"':lﬂ:l

O

Wj':ﬂj_fj, j=1,...,n

COMmo Se: apmpiadﬂ al caso.

http://librosysolucionarios.net
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IIl. Cuando una variable no bisica se incrementa, ésta alcanza su
valor de cota superior,

El método simplex comiin y corriente, utilizade hasta ahora, difiere
del método simplex con cota superior en solo dos fases:

a) la seleccién del vector que deberi dejar la base, y
b) la iteracion que deberid realizarse,

siendo ambos métodos exactamente iguales en el resto de las fases,

Se dan a continuaciém los pasos a seguir del método simplex con cota
superior.

Paso 1. Obténgase una solucidn inicial basica factible por medio
de la adicién de variables de holgura o artificiales.

Paso 2, 5i todas las z;—¢; >0, para j=1,...,n, la base actual
es ptima. Si no, selecibnese como wvector de entrada aquél cuya z;—¢
sea la mis negativa. Sea este, el vector a.

Paso 3, Seleccifnense indicadores

r, = namero de fila utilizado en la iteracién tipo 1,
ry = nimero de fila utilizado en la iteracidn tipo II,
fi = cociente numeérico de la iteracién tipo I,
fa = cociente numérico de la iteraciém tipo 1I,

v higase o, =re =0, fi=fi = w.

p. 4
Paso 4. Encuéntrese el Min £

 E — ik

la fila donde se obtuvo el minimo y a f, como el cociente minimo.

fﬂ}ﬂ}'}r designese a r, como

I —
Paso 5, Encuéntrese el‘Min {#*—“‘* Y < I}} y designese a ry
Elyon sy ik

la fila donde se obtuvo el minimo v a f; como el cociente minimo,

Paso 6. Si ry=r; =0 v uy = o0 el problema mo tiene solucién
dptima acotada, sino que la solucién es infinito. En caso contrario esco-

jase el
Min (fy, fa, us).
Paso 7. 5i el minimo es:

@) [, utilicese la iteracién tipo 1 del método simplex, es decir,
higase al pivote Y, i uno, y al resto de la columna cero,
Continte al paso 2.

b) f, higase primero el cambio de X, por Wy, vy Y. ; por
=Y, para toda j en N donde

Wee, = ttge, = KXo,

y después utilicese una iteracién del tipo 1 del simplex pivo-
tando sobre el elemento Y, ;. Regrésese al paso 2. El vector
que sale de la base adquiere el valor de su cota superior.
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¢) ug, higanse los siguientes cambios y regrésese al paso 2, sin
iterar.

Cémbiese Xy por Wa, donde Wy = Xy — wp¥i, para toda i =1,
. ey
i]émbiese Yie por =Y, para toda i =1, ..., m.
Cambiese z—c, por —n+ vy £ por £—u; {zx=ca).
El vector no bisico que deberia entrar a la base (pero que no entra)
adquiere el valor de su cota superior.

Ejemplo. Resuélvase por el método simplex de cota superior el si-
guiente problema lineal:

Mix Z = 56X, + .42X,

sujeto a
X+ 24: < 240000
1.5X. 4+ X.< 180000
0< X, < 110000
X > 0.
Iteracion 1.
Paso 1.
z X X X X
| 1 | —.56 —.42 | o 0 | 0
a, 0 1 2 1 0 240 000
a, 0 1.5 ! 01 | 180 000

Paso 2. X, entra a la base, por lo que k = 1.

Paso 3. ri=r1r,=10
f1=fg=tﬂ.

Pasos 4 vy 5. Como todas las ¥;;, >0 i=1, 2 se tiene =0 ¥y
fa = op.

240 000 180000

]
Xs rn;.n}-mn s }-12{:-0111,

&

Min

il

y por lo tanto r; = 2 vy f; = 120000.
Paso 6. Min (f;, fs, v,) = Min (120000, o, 110, 000) = 110000.

Paso 7-C. La iteracidm es del tipo 111, es decir a X; se le reemplaza
por (110000—W,) y se hacen los siguientes cambios:

i) Wy=Xp—w¥u i=12; k=1

es decir, para i = |

Wa, = X5, — ¥y = 240000 — 110000(1) = 130 000,

http://librosysolucionarios.net
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¥ para 1 = 2
Wy, = Xg, — u, ¥ = 180000=110000(1.5) = 15 000.
i)
Yu==Yy i=12; k=1,
es decir,
Fn = = Fu = _1,
F!]_ - ]"rzi — "'].5,
ii )

Ipy—cp ™ —rp =+ 0k

3"1_5[ Ll _f!_ + 51 . {_156::' = -EE-
iv)
Z = Z=ug (s—ex) = Z—u, (21— 1)

= 0—110000( —.56) = 61 600.

Tteracion 2.

Pase 2. El nuevo tableau, al inicio de esta iteracién, es

zZ W, B «Xp; X

‘ 1 | " - 42[ D 0 | 61 600
ay 0 |=1 2 | 1 0 |130000
| 0 |—1.5 1| o | 15 000

¥ X: entra a la nueva base, por lo que & = 2. Note como X; ha adqui-
rido en esta iteracion el valor de su cota superior, En efecto X, = 110000
=W, pero W, =0, por lo que X, = 110 000.

Paso 3. ri=r,=0, fi=f: = eo.

Pasos 4 y 5. Como todos los ¥ >0, t =1,2 se tiene r, =0 v
f:"" oo .

i=1,%

x i
MindZh | ¥ ﬂ}
in {F-i.a | it =~

130000 15 000
=Mh{ i

}-=15LH}[]
1

n=2 f = 15000
Paso 6. Min (fu, fa us) = Min (15000, eo, oa) = 15 000.

Paso 7—-a. Se realiza una iteracion tipo I del métede simplex sobre
el pivote Y., generando el siguiente tableau.
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lteracion 3.
Paso 2.
S
ZI W, X X, X,
| 1+ | -0 ol o .40 |ﬁ?gﬂn
s, | 0 | 2 o/ t -2 100000
m | 0 |=15 1] o0 1 | 15000

y W, entra a la base, por lIo que &k = [.

Paso 3, rpmrpm (), fi=fi= g,
Paso 4. Min {E‘-’i Visios u} = Min {39—'{1}@} = 50 000,
=1,8 i1 2
y por lo tanto
rn=1, fi=530000
Iﬂ- Hﬂ‘
Pase 5. Min { —* Ya< 0
=l 2
. |13 iDEH]—m
Mm{ — }

¥y por lo tanto
Fy = E, _f: = 5o

Paso 6. Min (fy, fa, ,) = Min (50 000, e, 110 000) = 50 000.

Paso 7-a. Se realiza una iteracion tipo I del método simplex sobre el
pivote ¥,;, generando el siguiente tableau que es dptimo:

Zz W, X, X, S o

1L | 0 0 |.Df!5 55 71400 |
aw, 0 1 a |.5 —1] 50000 !
a, 0 0 1 .75 —.5} 90000 i

e e e o

La solucién 6ptima es
x ?1 5ﬂﬂ'[l]'
x-(3)- 13
Z = 71 400,

por lo que X, = u,— W, = 110000—50000 = &0 000,

http://librosysolucionarios.net
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Ejemplo, Para ilustrar una iteracién del tipo II (paso 7-b) se intro-
duce al vector s, a una nueva base, en el tableau &ptimo anterior. Se
tiene &k = 4,

Tteracion 1.

Paso 2.
z L SO SR
| 1 | o0 |-n35 35| 71400
By 0 1 0 o —1| 30000
a, 0 0 1 |.m —.5| 90000

Paso 3. np=ry=10, fi=f;i= w,

Paso 4. Por ser todas las Y, <0 se tiene r, =0 y f;, = co,

Paso 5. Min {""‘*”"’* ‘ s -::n}
I T— . l'r“
000—110000 90000—
Min : : . ""}

= Min {60 000, e} = 60 000,

por lo que ry = 1 v f; = 60000.
Paso 6. Min (f;, fz, #,) = Min (e, 60000, o) = 60 000.

Paso 7-b. Se hacen los siguientes cambios:
i} H'?m‘ - “-grl - Iﬂr‘,
es decir,
Wg, = ug — Xp = 110000—50 000 = 60 000.
ii) ¥e,4= — ¥y, para toda j en N

es decir, ;
¥Yyy= —Yyy paraj=34,

f]_.a.- _-.5
Yie==(=1) = 1.

El tableau generado antes de efectuar operaciones matnciales ele-
mentales sobre el pivote ¥, 3 = ¥, es:
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T W X X X

‘ 1 l 0 0 |.035 .35 |71 400
By 0 | 1 0 |—.5 1 |60 DO0e—
a, 0 !! 1 75 — .5 {90 000

y una vez efectuadas las operaciones matriciales elementales, se tiene
el siguiente tableau, que desde luego no es Optimo y habri que seguir
iterando., Note cémo el vector que sale de la base adquiere el valor de
su cota superior. En efecto, W” = 110000—W,, pero W’ =0 por lo que
W, = 110000. Eso, a su vez, implica que X, = 0, porque X, = 110000
-H"FL

|
# W . X B
‘ 1 ‘ — .15 0 } 21 0 ‘ 50 400
s, | O ! 0 [-.5 1| 60000
e | 0 | .5 11 .5 0 [120000

El método simplex revisado com la técnica de cota superior es el que
se emplea en casi todos los programas comerciales de computadoras
(programas de biblioteca) para resolver problemas de programacidn

lineal *®

2.8. Aplicacion real de nn programa lineal en la
‘administracion pablica mexicana
A continuacién se presenta una aplicacién real de la programacidn
lineal en la administracion piblica del Gobierno de México. Se trata
de un modelo nacional de distribucién de maiz, que el autor disefié

para la Compafila Nacional de Subsistemas Populares (CONASUPO),
¥ que actualmente se esta imp]mtandu en la Subdireccidon de Dpﬂ':!v-
ciones de CONASUPO. [38]

La Compaifiia Nacional de Subsistemas Populares {CONASUFPO) es
una institucién para servir al pueblo mexicano. Es un organismo des-
centralizado del Gobierno Federal que fomenta el desarrollo del pais en
el campo de las subsistencias populares mediante el abasto, regulacién
y modernizacién de sus mercados. La CONASUPO, en esencia, es un
mstrumento de justicia social, cuyos mecanismos de redistribucidn  de
la riquera representa un factor de desarrollo v de apoyo a las clases

populares.

48 El suplemento 2 de este capitulo contiene una lista de programias de
biblioteca para resolver problemas lineales por computadora.
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La accién reguladora que el Gobierno mexicano adoptdé como com-
promiso para proteger a los sectores de escasos recursos en 1934, se

transformé con el tiempo en el actual organismo piblico descentralizado,
CONASUPO, creado en 19635.

La funcibn de CONASUPO es la de regular los mercados mediante
el establecimiento de una relaciéon mas eficiente y racional entre produc-
tores y consumidores, y la de proteger a los productores de subsisten-
cias populares y a los consumidores de escasos recursos. Para expresar
estas funciones de una manera operativa, la CONASUPQ persigue los
siguientes objetivos:

a) Aumentar el ingreso de ejidatarios y pequeifids propietarios pro-

ductores de subsistemas populares.

b) Aumentar el poder de compra de consumidores de escasos re-

cursos.

¢) Inducir una mayor eficiencia en la comercializacidn de subsis-

temas populares, tanto en el mercado interno como en el exterior.

La CONASUPO actia de la siguiente manera;

a) Realiza compras directas a precios de garantia.

b) Celebra convenios con industriales para que realicen compras a
precios de garantia o superiores.

¢} Establece normas de calidad ¥ vig']]a fque se respeten.

d) Crea reservas reguladoras de granos y semillas.

¢) Almacena y transporta granos, directamente en las bodegas rura-
les BORUCONSA que opera y a través de Almacenes Nacionales
de Depdsito, 5. A, (ANDSA) y Ferrocarriles Nacionales de Mé-
XICo,

{) Celebra convenios para la venta controlada de subsistencias a pre-
cios estables.

g) Realiza ventas al menudeo a precics CONASUPO.

h) Opera importaciones y exportaciones de subsistencias.

i) Produce pan, leche, harina de maiz, aceites comestibles y ali-
mentos balanceados,

j} Capacita a los productores agricolas en aspectos comerciales y les
proporciona servicios auxiliares.

Entre los muchos programas que se llevan a cabo en la CONASUPO,
s¢ pueden mencionar entre otros, los de la comercializacién al mayoreo
del maiz, trigo, sorgo, fnjol, arroz, cebada, grasas, oleaginosas, aceites
comestibles y leche en polvo,

El programa de comercializacidn del maiz de la CONASUPO, que
incluye su compra, almacenamiento, distribuciin y venta, costé aproxi-
madamente 4000 millones de pesos durante el afio 1974, convirtiéndolo
en ¢l programa mds dinimico de la Compafia.

Los costos asociados con la distribucidon v almacenamiento del maiz
vinieron a representar, durante 1974, aproximadamente el 7.49; de los
gastos totales del programa. Al no saberse con exactitud la deman-
da futura de maiz en ciertas regiones del pais, ni tampoco los exce-



Aplicacion real de un programa lineal 215

dentes o déficits que pudieran existic en diferentes zonas del pais, histéri-
camente, se han generado dentro del programa de comercializacién
movimientos excesivos e innecesarios en la distribucién del mismo, que
vienen indudablemente a repercutir en un alza en los costos asociados
con Ja comercializacién del mismo. Aunado a estos costos de distribucion
se vienen a sumar los costos originados por las diferentes politicas de
importacién de maiz por parte de CONASUPO.#

Este problema, de una costosa distribucién, se viene a complicar ain
més, si se considera que en el programa de comercializacién, el makz
se mueve de aproximadamente 2000 centros receptores (Bodegas Ru-
rales CONASUPO, mis puntos de importacién) a aproximadamente
510 centros consumidores (260 almacenes ANDSA vy 250 estaciones de
embarque de ferrocarril) ubicados en las 180 ciudades méas importantes
del pais.

Por tal motivo, se procedié a construir, implantar y operar para la
CONASUPO un modelo matemitico que persigue los siguientes objetivos:

a) Garantizar la disponibilidad de maiz por zonas, para satisfacer
la demanda mensval y la reserva minima reguladora en la zona,

b} minimizar los costos de distribucion en el programa de comercia-
lizacién del maiz, y

¢) pronosticar existencias de maiz por zona a 30 y 60 dias en el
futuro,

Con objeto de evaluar los logros reales del modelo se procedité a

la. siguiente medicién de los objetivos:

a) Respecto, al primero, se comparé en un mismo periode el volumen
de movimientos generade por el modelo contra el volumen de
movimientos reales;

b) respecto al segundo, se compard los costos unitarios de distribucidn
resultantes de la operacién del modelo contra costos unitarios de
distribucién de afios anteriores:

¢} respecto al tercero, se compard las existencias pronosticadas con
las reales, por zona, a 30 v 60 dias en el future,

En el modelo matemitico de distribucion de maiz sélo se imcluyeron

los siguientes costos variables:

Distribucién. por ferrocarril, carretera y maritimos de cada uno de los
centros emisores a los centros receptores.

Almacenamiente en bodegas ANDSA (propias y rentadas), en bodegas
BORUCONSA y en zonas de espera de importacidn,

Carge en cada una de las zonas emisoras.

Descarga en cada una de las zonas receptores.

Se ignoraron en el modelo los costos financieros por conceptos de
divisas (en el caso de la importacién) e intereses en el capital invertido,

0 México ha tenido que importar, a partir de 1972, aproximadamente el .
10% de la demanda de maiz, es decir, 1 millén de toneladas anuales. Antes
de 1972 México exportaba malz
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asi como costos fijos por concepros de compra de maiz a los epdatarios,
certificacién de calidad e importaciones del extranjero.

El modelo recomienda las entregas de maiz a 30 dias en el futuro y
pronostica los posibles movimientos de maiz en el pais a 60 dias de 26
zonas emisoras, que incluyen 9 zonas de importacién, a 17 zonas recep-
toras, a costo minimo, sujetindose a las siguientes restricciones reales:

a) La cantidad almacenada en cada zona no puede exceder la capa-
cidad de almacenamiento de la zona;

b) las maniobras de carga y descarga por unidad de tiempo (30
dias) en cada zonma, no puede exceder la capacidad de carga y
descarga de la zona por unidad de tiempo, y finalmente,

¢) la recepcidon (por compra o por transferencia), mis las existencias
de maiz en una zona por umidad de tiempo, deberin ser mayores o
iguales a la demanda mds la existencia minima reguladora de la
Z0ma.

El mapa que se presenta a continuacidn corresponde a la divisibn
del pais en regiones o zonas; cada zona esti representada por un cen-

troide. La regionalizacién del pais para el modelo de distribucién de
maiz se hizo en funcion de:

a) la oferta de compra,

El} la demanda de la venta,

<) cercania geogrifica de los poblados,

d)} red ferrocarrilera, camionera y maritima,

¢) disponibilidad actual en la memoria de la computadora utilizada
Borroughs B-3700).

Los estados incluidos en cada zona, més el centroide de la zona, mis
las caracteristicas de la zona (importacién o emisor-receptor) estin da-
das a continuacidn.

Tabla 2.6

Identificacion de Zonas
Zona nim Ohservacidn Centroide
Zona 1 Importacidn por Matamoros-Nueve Laredo )
Zona 2 Piedras Negras |
Lona 3 Cd, Judrez
Zona 4 Mogales-Mexicali {
Zona 5 Tampico |
Zona 6 Veracruz-Coatzacoalcos
Zona 7 5. Cruz
Zona 8 Manzanillo
Zona 9 Mazmtlan

Bodegas ANDSA-BORUCONSA en el estado de:

Lona 10 Baja California Norte Mexicali
Zona 11 Baja California Sur La Paz
Zona 12 Durango vy Comarca Lagunera de Coahuila | Torredn
Zona 1 Chiapas Arriaga
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Zona niim, Observacidn | Centroide
Lona 14 | Chihuahua Chihuahua
Zona 15 | Distrito Federal, Edo. de México, Morelos,
Guerrero ¢ Hidalgo | Distrito Federal

Zona 16 Jalisco y Colima Guadalajara
Zona 17 Michoacin Lamora
Fona 18 i Guanajuato y Querétaro Irapuato
Zona 19 Nayarit y parte Sur Sinaloa Acaponeta
Zona 20 | Nuevo Ledn, Tamaulipas y Coahuila (sin

i la Comarca Lagunera) |Munt:rn:1r
Zona 21 | Oaxaca Oaxaca
Zona 22 Puebla v Tlaxcala Puehla
Zona 23 | Sonora y parte MNorte de Sinaloa Cd. Obregén
Lona 24 Veracruz v Tabasco Veracruz
Fona 25 | Campeche, Quintana Roo ¥ Yucatin Mérida
Zona 26 | Aguascalientes, San Luis Potosi v Zacatecas | 5. L. P.

Antes de formular el modelo v presentar como ilustracién los resul-
tados obtenidos para el bimestre octubre-noviembre de 1973, se enfatizan
los siguientes puntos:

a) El modelo de distribucidn del maiz genera recomendaciones de
movimientos mensuales dptimos de una zona a otra, es decir, de
centroide a gentroide;

b} la distribucién a nivel de bodega a bodega se hace a criterio de
CONASUPO, es decir el modelo NO genera érdenes de distri-
bucién entre bodegas,

¢) el modelo de distribucion del malz puede extenderse a productos
de dinimica similar a la del maiz en lo que respecta a su comer-
cializacién, como por ejemplo el frijol, la cebada, el sorgo y el tn-
ED“.II}

El modelo matemitico define a Jas siguientes vanables y constantes.

Variables

Xije = 0: toncladas de maiz mandadas de la zona 1= 1, ..., 26)
ala zona j{j =10, ...,26), durante el periodo ¢,{t = 1,2},

Yie > 0: toneladas de maiz existentes en la zona i(i = 10, ..., 26)
al finahzar el periodo t(t = 2, 3).

Zig 2 0: toneladas de maiz de importacidn existentes en la zona
de importacion {1 =1, ...,9) al finalizar el periodo t(t = 1, 2).

Constantes.

Yi, 2 0: toneladas de maiz existentes en la zona i(i = 10, ..., 26)
en la fecha base (fecha en que se corra el modelo).

80 De hecho, a partic del mes de junio de 1974, opera en CONASUPD en
forma recurrente un modeloe de distribucidn de trigo. El departamento de trigo
de CONASUPOQ, informdé que con ayuda del modelo lograron un ahorro para la
compafiia al 31 de diciembre de 1974 de B4 millones de pesos,



Aplicacion real de un programa lineal 219

Qi > 0: capacidad de almacenamiento de maiz en toneladas en las
bodegas de ANDSA v BORUCONSA de la zona (i = 10, ..., 26).

W; > 0: capacidad de carga vy descarga en toneladas por unidad
de tiempo, en la zona i{i = 10, ..., 26).

s > 0: prondstico de compras de maiz en toneladas en la zona
i{s = 10, ...,26), durante el periodo #{¢ == 1,2].

Vie 2 0: prondstico de ventas de maiz en toneladas en la zona
i{e = 10, ...,26), durante el periodo #{t = 1,2).

E; > 0: existencia minima reguladora de maiz en toneladas que debe
permanecer en la zona i(i = 10, ..., 26), durante todo el afio en forma
constante,

Iig 2 0: toneladas de maiz importado por la zona de importacién
{1 =1,...,9) durante el periodo ¢t = 1,2).

Costos unitarios.

€ij: $/tonelada de malz mandado de la zona i=1,...,26) a
la zoma j{j=10,...,26).

#i: 3/ tonelada de malz cargado en Ja zona (i =1, ..., 26).

ri:  §/tonelada de maiz descargado en la zona j(j = 10, ...,26).

gi: $ftonelada de maiz almacenado por unidad de tiempo en la
zona it = 10, ..., 26}.

hi: $/wonelada de maiz almacenado por umdad de tiempo en
la zona de importacion 1{t = 1, ...,9).

Funcidn objetivo.

> o 1 o & -] =
Min 2 (eptei+r) Xyp+2 2 M2+ 3 Za¥a
i=y f=p@ f=i {a1g img T N

sujeto a:

— EMBARQUES + RECEPCION + COMPRAS — VENTAS +
EXISTENCIA INICIAL = EXISTENCIA FINAL

=L i
2Xin—2XutY¥ae=Yu+B8u—=Viy,i=10, ..., 26 (30 dias)
j=1

EET]

1] aa
E Ii;ii —E Iﬁ,"" Fi; - Ir-i,: -'ﬂii e Fii, = ]ﬂ, ...,25 {E‘Udiﬂﬁ}

Ja140 LY |

RECEPCION - EMBARQUES + EXISTENCIA INICIAL +
COMPRAS — VENTAS < CAPACIDAD DE ALMACENAMIENTO

28

- |
22X 2 Xins—-Yu—-u+Fu+Qi=10,...,26 (30 dias)

i=1 Jali

E ]
E .l"“, —E J['”, + }r“ E —Ejil + I"rl'g 'l' Q_{, I-— i.D., . --,EE {Eﬂdiasj
J=2

Jad

http://librosysolucionarios.net
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RECEPCION + EMBARQUES < CAPACIDAD DE MANIOBRAS
DE CARGA Y DESCARGA
%

0
DX+ 2 Xia<W,i=10,...,26 (30 dias)

f=1 j=i@

a8 L
S X + 3 Xy < Wy, i =10, ...,26 (60 dias)

=1 f=10

— EMBARQUES + RECEPCION + COMPRAS - VENTAS -+
EXISTENCIA INICIAL > EXISTENCIA MINIMA REGULADORA

a8 oh
ZXn -2 Xu<Yu+Fu—Vu—E,i=10,...,26 (30 dias)
=1

fuli

f=10

2 Xip _;’3 Xijig = YVia LB — Vi — Ey, i = 10, ...,26 (60 dias)

TRANSFERENCIA DE IMPORTACION AL INTERIOR DEL PAIS +
IMPORTACION ALMACENADA EN LAS ZONAS IMPORTADORAS
= IMPORTACION RECIBIDA EN LAS ZONAS IMPORTADORAS.

e
E IH-L-F.E.';_-L., 5—1,..-,9{5[}&53:]

j=i

oa
E x-‘.i: - 31.1 + z{z — fi:, 1= I,, ,E{Eﬂdias}

i=1a

CONDICIONES DE NO NEGATIVIDAD

;E}jr Ei UJ P - I: By EE; j = I{L bR Eii; £ = ]1 2
I?ir ;t D: g I[L R Eti; § EJ 3
Zie >0, iml,...,9; im=]12

Este modelo de programacion lineal tiene:

i = 26 centros emisores (tomando en cuenta a los de importacién).
j= 17 cenlros receptores.

t = 2 periodos de tiempo.

ti{i+1) +9] = 936 variables continuas.

tf4;+ 9] = 154 restricciones.

6j = 102 variables de holgura.

t[j4+9] = 52 variables artificiales.

Los datos de entrada para el bimestre de octubre-noviembre de
1973 se muestran en la tabla de la pigina siguiente.

La capacidad mensual de carga y descarga en las zonas se calcularon
en base al miximo nimero de carros de ferrocarril de 50 ton ¢/u, que se
pueden cargar o descargar por dia en todas las estaciones del ferrocarril
en la zona, veces el niimero de dias hdbiles en un mes,
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La tabla a continuacién di los costos unitarios de carga y descarga en
cada uno de los centroides de las zonas definidas.

Tabla 2.8
Cucta por tonelada Cuota por tonelada
cargada ¢, descargada 7
ZLona Centroide poblacién {pesos) { pesos)
1 Matamoros 5.94 3.594
2 Nuevo Laredo 6.41 6.41
3 Piedras Negras 7.50 7.50
4 Cd. Judrez 4.77 4.1
5 Tampico 13.00 13.00
& Veracruz (muelle ) 11.26 6.95
7 Coatzacoalcos 7.3 7.35
8 Salna Cruz 7.35 7.35
9 Manzanillo 4.28 4.28
10 Mexicali 8.38 6.38
11 La Paz 8.1% B.19
12 Torrebn 7.93 7.93
13 Arriaga 6.25 6.25
14 Chihuahua 5.63 5.63
15 Distrito Federal 10.28 10.28
16 CGuadalajara I.49 71.86
17 Zamora 6.00 b. 00
18 Irapuato .35 6.35
19 Acaponeta 4.91 4.91
20 Monterrey 71.04 7 .04
21 Oaxaca 5.16 5.16
22 Puebla 5.94 5,94
23 Cd. Obregén .40 8.40
24 Veracruz 7.55 7.53
25 Mérida 4.10 4,10
26 San Luis Potosi 7.20 7.20
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Los costos de almacenamiento g;, en las bodegas ANDSA y BORU-
CONSA fueron de $7/ton/mes para Jas regiones no importadoras
(i=10,11,...,26) y de $1000/ton/mes para las zonas importadoras
(i=1,...,9). Este (ltimo costo, denotado h; (i=1,...,9), aunque
no existe en la realidad, obliga al modelo que todo el maiz de impor-
tacitn se interne al pais v no quede indefinidamente almacenado en
las zonas de espera de los centroides importadores.

A continuacidn se proporciona la matriz de fletes ferrocarrileros y ma-
ritimos (por ejemplo embarque o recepcién en La Paz, embarque por
Salina Cruz), de cada una de las 26 regiones emisoras a cada una de las
17 zonas receptoras. Los fletes estin dados en pesos por tonelada de maiz
transportado.

Inmediatamente, a continuacidn, se dan los resultados de la cornida,
primero en forma grafica, en el mapa de la Repiblica Mexicana y
después equivalentemente, en forma matricial. Asimismo se dan las exis-
tencias pronosticadas al fin del mes de octubre y noviembre, Se muestran
los costos de distribucién del modelo ($7.323,825.70) y costos de alma-
cenamiento para octubre {$ 1.263,164.00). El modelo indica también que
un total adicional de 5451 toneladas de maiz debieron de importarse
(lineas discontinuas en el mapa) para cubrir las necesidades de deman-
da y existencias minimas reguladoras en el pais durante ese mes, a donde
debnd dingirse la importacién y por intuicién, por qué puerto debié de
importarse,

Debe hacerse notar que en la realidad, CONASUPO movio en el
mes de octubre 91353 ton de maiz, pagando un costo promedio total
de § 104.02/ton, por conceptos de distribucion y almacenamiento. Por no
haber suficiente oferta, tanto nacional como de importacion, las exis-
tencias mimmas reguladoras no fueron cubiertas. En cambio, ¢l modelo
distribuye 142 470 ton de maiz a razin de un costo promedio total de
$51.41 /ton, por concepto de distribucion y almacenamiento {menos de la
mitad) vy ademds si se satisfacen las necesidades minimas,

A continuacion se muestra una tabla de evaluacion del presente mo-
delo, que comprende el programa de comercializacién del maiz, de octu-
bre 1973 a julio 1974, La evaluacién se efectud comparando les mowi-
mientos reales con los recomendados por el modelo, Para Ja evaluacidn, no
se utilizaron los prondsticos de compra y venta, sino las compras y ventas
reales por zona, para los meses considerados,

El modelo de distribucidn de maiz es una herramienta adicional de
toma de decisiones, cuyas recomendaciones son evaluadas y ajustadas por
los encargados de distribuir el maiz en la CONASUPQ, quienes con
su experiencia emiten en Gltima instancia las Ordenes definitivas.™

1 Agradecimisnto.

El auter agradece la cooperacitn de las diferentes autoridades de CONA-
SUPD, por permitir hacer pablico este modelo. Asimismo, el autor agradece a
los compafieros de la Subgercncia de Investigaciin de Operaciones que prestaron
tan valiosa ayuda. Mencifn especial se hace del Ing. Josf Urquiaga, Ing. Jesis
Préstamo, Ing. Enrique Jiménex Esprifi, Ing. Miguel Alonzo y del Ing. Luis
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Tabla 2.10

Mairiz de translecencias de mal: para el mes da octubre de 1973,

i ;
peaedidbandtaatyg
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T

ke |

2

mmr

o - = o -

3
E
]
Lot

Fecha de corrida del modelo
Octubre 3, 1573,
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Tabla 2.11
Existencias pronosticadas de maiz

BIMESTRE DE OCTUBRE-NOVIEMBRE DE 1973

AL 31 DE OCTUBRE 1973. AL 30 DE NOVIEMBRE 1973,
Toneladas Zona Toneladas
B541 10 Mexicali
630 i1 La Paz
4215 12 Torreén
10140 13 Arriaga
- 1871 14 Chihuahua
29476 15 Distrito Federal
12525 16 Guadalajara
— 2530 17 Zamaora
4603 18 Irapuato
14780 19 Acaponeta
13908 20 Monterrey
8183 21 Oaxaca
— 462 22 Puebla
=1050 23 Cd. Obregin
47713 24 Veracruz
7650 25 Mérida
17568 26 S5.L.P.
180452 Total a $ 7/toneladas
$ 1.263,164.00
costo de almacenamiento

Fecha de corrida del modelo. Oet. 1, 1973,

Nota: Las cantidades que aparecen con signo negative, significan un déficit
en &l punto considerado.
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230 La programacion lineal

2.9, Lista de algunos programas comerciales de computadoras
para resolver problemas de programacion lineal

Tabla 2.13

Maxmo nimero de

Computadora Nombre de la subrutina restricciones | ovariables

IBM 7040/7044 Linear Programming 1023 200 000
System for T044/44

IBM 7090/7094 Linear Programming 1023 | 200000
System. for TO90,/94 !

IBM 360 MP5,/360 445 sin fimate

IBEM 1620 Linear Programming 100400 1000-3000
System

IBM 1401 Linear Programming 47-97 a00
System or Linear
Programming Revised 106 sin limite
Simplex

IBM 1410 Basic Linear Programming 150 gin limite

IBM 1130 LP-MOQSS5 700 sin limite

CDC 1604/3400/ '

3600,/ 3800 i CDM 400 900
CDC 3100/3200/

3500,/3500 EEGINA 1 1024 sin [imnive
CDC 3600/5800 OPHELIE 4005 gin limite
CDC '6400/6500,/6600 OPFTIMA 40895 sin limite
Burroughs 3500 ALPS 3500 100-500 | 2000
Burroughs 3700 FLP 130=300 998
Burroughs 6700 TEMPO gin limite gin limite
Bull-General Electrie

Camma 350 PF 1 500 1000
Bull-General Electric Linear Programming 750 L1200

400 Package

Bull-(ieneral Electric
GO0

LE/600)

4096 sin limite

Honeywell H 200

Honeywell M 8200

Linear Programming D
Linzar Programming K
ALPS

&8 10015000

500-700 sin limite
Limitado gin lirmate
por
mermoria

Sperry Rand-Univac
1107/1108

1107 ,LP

ILONA

restricciones -
variables = 8 000

restricciones 4
variables = 8 000
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|
Mdzimo ntimero de

Computadora Nombre de la subrutina restricciones| variable:
Wational Cash
Register 315 LP 300 1500
Telefunken TR 4 EPDA restricciones 4
variables = 1 200
TELINOP restricCiones ==
variables = 5 000
Siemens 4004/35-55 Linear Programming ' 400 sin
| System 1 ' restricciones
f :
i Linear Programming sin limite | sin limite
Svatem 11 :
Problemas

I. Formulasdn.

1. Supéngase que el Departamento de Policia ha pronosticado la de-
manda de carros patrulla en la Ciudad de México para el periodo que
empieza a las 12 del mediodia del 31 de diciembre y termina a las 12
del mediodia del 1° de enero. Las 24 horas han sido divididas en periodos
de 4 horas, y la demanda tanto en carros patrulla como en personal moto-
rizado (2 personas por patrulla) estin dados a continuacibn.

Hora del dia Carros pairulla Personal motorizado
12-16 300 600
16=20 400 80D
20-24 500 1 GO0
244 600 1200
45 400 800
B-12 200 400

El personal motorizado sblo puede trabajar 8 horas consecutivas y
se cuenta con un total de 4000 individuos. Formule un programa lineal
que encuentre el nimero minimo requeride para satisfacer la demanda
en cada periodo de 4 horas.

2, Supémgase que ¢l Banco de Crédito al Campesino tiene dos pla-
nes de inversién, a saber, el primero en el programa de tierras de riego
y segundo en el programa de tierras de temporal. El primer programa
regresa un 309 de la inversion al fin del afio, mientras que el segundo
plan regresa un 65% de la inversién, pero al término de dos afios. Los

http://librosysolucionarios.net



232 La programacién lineal

intereses recibidos en ambos planes son reinvertidos de nuevo en cual-
quiera de ambos planes. Formule un programa lineal que le permita
al Banco maximizar la inversidn total en un sexenio, si Ja inversion
anual es de § 100 millones de pesos.

3. La Compaiiia Nacional Aérea ha adquirido 2 aviones tipo Boeing
747, 4 aviones DC-8 v 6 aviones DC-9. Se trata de programar el servicio
de esos 12 aviones a cubrir las cinco rutas que a continuacion se muestran,

| Nimero de viajes redondos por dia
. |
Capacidad | Nimero | México- |
Tipo de en t de | México- | México- | México- | Tokio | México-
avidn | pasajeros aviones | N. ¥ork | Madrid |Acapuleo| { Jopdn) | Cancin
1 ety o 1 | |
B-747 | 350 2 2 2/3 3 : 1/2 | 2
pcs | 1% | 4 1 172 6 | 14 | 5
DC-9 | 110 i 6 1 ] B ' 0 ' 7
I | 1
Demanda digria de pasajeros |
por ruta 400 180 1 500 115 | 300

La mguiente tabla da el costo de operaciones por vuelo redondo y el
costo penal asociado a un asiento vacio,

B I

Costo unitaric de operaciones por vuelo redondo {
(en pesos) |

Tipo de México- México- México- Miéxico- Miézico-
Awidm N. York Madrid Acapuico Tokio Canctin |
B-747 100 000 250 000 20 000 350 000 35000 |

DC-B 80 00D 1 GO e e¥ 100 (M LIRVEL] 18 000
DC-9 | &0 000 no opeTa 5 000 no Opera 12 (M :
Costo panal I

por asiento 3 000 L 300 10 700 GO0

vacio
]

Formule un problema lineal que le permita a la Compaiiia aérea
asipnar aviones a rutas, tal que el costo total (de operaciones, mis costos
de oportunidad por asiento vacio) se minimicen y se atengan a la de-
manda diaria, disponibilidad de equipo y frecuencia de viajes redondos
diarios por rutas.

4. Supongase que el Instituto Nacional de Desayunos Escolares debe
satisfacer una demanda diaria de 500000 desayunos para alumnos de
escuelas primarias piblicas en la ciudad de México. Los desayunos con-
sisten en huevos, leche, pan, chocolate y fruta fresca (genmeralmente un
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platano). La siguiente tabla da una descripcidon de las calorias, protei-
nas, carbohidratos, grasas, minerales y vitaminas de cada uno de los
alimentos, asi como los requerimientos promedios minimos diarios para
nifios en edad escolar.

Se recomienda asimismo gque las grasas no excedan los 100 gramos
diarios, para evitar el colesterol. Los costos unitarios asociados con cada
uno de los productos que forman los desayunos escolares son:

1 pan bohllo £0.10
1 vaso de leche $1.00
1 barra de chocolate $0.25
] plitano £ 0,05
1 huevo $0.50

Formule un programa lineal que le permita al Instituto Nacional
de Desayunos Escolares determinar el mimero de huevos, panes-bolillos,
vasos de leche, barras de chocolate y el nimero de plitancs que deben
constituir un desayuno escolar primario diario, tal que satisfaga la de-
manda diaria de desayunos, los requeriomentos mimimos promedios dia-
rios de calorias, proteinas, minerales y vitaminas, no exceda los limites
tolerables de grasas y se minimicen los costos. El presupuesto diario del
Instituto es de 2 millones de pesos.

3. Supdngase=que una planta en San Luis Potosi (planta 1) fabrica
un producto 1, que sirve como componente insumo para la fabricacidn
de un producto fimal 2 en "'.Inmerre:r ¥y otro prcrducm final 3 en Mon-
clova. Asimismo, el producto 3 requiere como insumo adicional al pro-
ducto 2. La siguiente figura muestra el flujo de fabricacién.

Planta

Moducts
Pl s Yenlas

Flaals

Mortlova Vaites

Wenrad

Figura 2.16

La capacidad mensual de produccion de cada planta es

Fabrica | Capacidad de produccion
SNSRI VTN (b g TR e e
San Luis Potosi 200 DOD umdud:s de pruductu |
Monterrey 120 000 uvnidades de producto 2
Monclova 100 000 unidades de producto 3

La siguwiente tabla di la cantidad de unidades : requeridas en la
fabricacion de una unidad j.
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FPara producr

| Producto | | Froducto 2 | Producto 3
N J Producto 1 | 4 | 2
rio del “ I Producto 2 - | | |
s dee [Pradu:m 3 | = 1 i

L.a demanda mensual minima ¥ maxima nacional para cada producto
estd dada a continuacidn.

| Venta minima | Fenfa mdxima
| meEnrual meniual
Producto | 10 000 50 000
Producie 2 25 O 50 000
Producte 3 , 40000 60 000 |

Ademis, por ley se debe de exportar al extranjero el 109% de la
venta nacional mensual. Los costos unitarios de produccién son de §3,
33 v §10 respectivamente para los productos 1, 2, 3, los cudles s ven-
den en el mercado nacional a $6, $§10 v $15 v en el extranjero un 20%%
mds caro, respectivamente,

Formule un programa lineal que determine la produccién mensual
de los productas 1, 2 v 3, tal que satisflaga todas las condiciones des-
critas anteriormente y maximice los ingresos provenientes de su venta
nacional e internacional,

II. Método amplex

6. Considere el siguiente problema lineal y escribalo en forma ca-
NOnCa.
Min £ = 2X; — 3X; + 44X,
sujeto a
X, + X;+ X,
-‘I-J F E-I:
X:<0, X;>0, X, no restringida.

LAY

]

7. Resuelva grificamente

Max £ = 104, + 44X,

sujeto &
Xi4+ X:i<5
Xy =2
X.>0 X.>0

8. Resuelva grificamente
Min Z = =10X, — 12X,
sujeto a
- X, - X, £ -2
- 2X: 4+ 3> 2
Ay vy A: no restringudas,

http://librosysolucionarios.net



236 La programacion lineal

9. Considere el siguiente problema lineal
Mix Z = 3X, + 6X; + 5X, + 4X,

sujeto a
3 IR A, AT -
I+ Xa+2K,+ X, <4
X, >0, X,>0, X;>0, X,>0.

a} ¢Cuil es el miximo nimero de soluciones bisicas posibles?

b) Tdentifique todas las soluciones bésicas factibles,

¢) Identifique todas las soluciones bdsicas factibles no degeneradas.

d) Identifique todas las soluciones factibles bisicas degeneradas.

¢} Encuentre la solucién 6ptima en base, no al método simplex, sino
al andlisis de todos los puntos extremos o soluciones bésicas fac-
tibles.

10. Resuelva por el método simplex

a)
Mix Z = 2X, + X; - X; + 5X,

sujeto a
- Xi- Xy- M +7X.> -6
3/2X, — 1/2X, +1/2X, + X, < 4
4%, + 6Xs— 22X, + 2K, <20
; X220 X220 X, 20 X, =0
} Min Z= X, - 3X.-2X,
sujelo a

X, - X+ 2X,<7
2X, — 44, = —12

—2X, + 3/2X; + 4X. <5
e T R W

11. Resuelva por el métode de penalizacion los siguientes problemas:

a)
Mifl:‘l: z - E.iirj + HIQ - .‘.—J.-rg_

sujeto a
2, +2X,+ 2X,=14
—-2X, +5X; - X; < —10
: X, >0, X;>0, X.>0
}
. Min Z=5X, — 6X; — 7X,
sujeto a

2X, + 10X, — 6X,; > 30
5/2X, — 3X; + 5X, < 10
2X, + 2X,+2X,= 5

X, >0, X;=20, X;>0.
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)

sujeto a

Min Z = 2X, + 3X,+ 35X,

6X, + 20X, + 10X, < 30
35X, — 10X, + 99X, <33
9K, + 4X:+ 2X,> B
Y,>0 X:>0, X,>0

12, Resuelva los mismos problemas presentados en 11 por el método
de doble fase,

13. Demuestre por el método simplex que el siguiente problema no
tiene una soluciém Optima acotada.

Mé.:|:3'=‘hf1+ X:‘l' EXI-E'EXJ

sujeto a
—2X,+ 33X, + 572X, - 2X, < 10

6X, —4X,+ BX,+2X, <2
_IEI1+EX: =y 'Ex;-*ix.z _‘1."]
X, >0 X220 X;20, X, =0

14. Encuentre una expresidn matemditica que de todas las soluciones
Optimas al problema

Mix Z= X, + 2X; + 34,

sujeto a
2X;+ 44X, +6X, <20
1/2X, + 1/2X, < 32
2X, <9
Wy 0 K el X0
HL Dualidad

15. Escriba la forma dual de los problemas 6, 10{b) y 11(a)}.
16. Considere el siguiente problema lineal

Minﬁ' - Fl — EY: -+ EF.

sujeto a
2]"1 + 4‘]’:. 2 -5'{}

Y, + 2Y; = 30
¥, ¥ no restringidas, ¥; > 0.

Demuestre que la solucién a este problema es no acotada, mostrando
que la solucién a su problema dual correspondiente es no factible (teo-
rema 2-10).

17. Dado el siguiente problema lineal

Mix Z= X, + 5X,

http://librosysolucionarios.net
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sujeto a
53X, + 6X; < 30
31X, + 2X, < 12
= X4+ 2X<10
X: 20 X:20,
cuyo tableau dptimo es

Z X, Xy X, & Ay

1 I 0 0 7/16 0 19/16 25 |.
a, | 0 1 0 1/8 0 —3/8 0
a, | 0 o 0 | —12 1 12 2
a, 0 o 1 e 0 5/16 5

conteste :

a) ¢Cuil es el problema dual?
b) sCuil es la solucién &ptima al problema dual sin resolver el

dual?
¢} gLas soluciones Gptimas a los problemas primal y dual son dege-

neradas?
d) Compruebe que la solucion dual dada en el punto (b) es factible

v Optima.
¢) Supéngase que el recurso 30 aumenta a 31, ;cudl es el valor de

la funcién objetivo? Conteste sin resolver el nuevo problema.
f) Supdngase que el recurso 10 disminuye a 9, sin resolver el nuevo
problema, jcual es el valor de la funcibn objetivo?

18. Resuelva el siguiente problema por el método dual simplex.

Min Z = 2X, + 3X;
sujeto a
1X; + 6X,; < 60
X, +4X, > 5
A=~ A2 D
X, 25
X. > 0.

19. Dado el problema primario en 17, construya su dual y exprese mate-
maticamente las condiciones de holgura complementarias débiles.

V. Andlisic de sensibilidad y programacién paramétrica

20, Considere el siguiente. problema lineal

Mﬁ:3=—.1'.+3.¥g—2.¥,
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sujeto a
3X, — X+ 2%, < 7 recurso A
—2X; + 4X, < 12 recurso B
=4X, + 3X, + 8X, < 10 recurso C
X, 20 X,>0 X,>0
a) Resuélvase por el método simplex y dése la solucion 6ptima. Los

b)

fl

siguientes cambios {b), (), {d), (¢} v {f) se hacen en referen-
cia al problema original

Supéngase que el vector de disponibilidad debe cambiarse a
10

b= E-]. Utihzando técricas de anilizis de sensibilidad, deter-
20

mine la nueva solucion.

El wvector de precios se cambia a e = (2, 2,1). Utilizando ani-
lisis de sensibilidad, ;cual es la nueva solucidn optima’

El vector de coeficientes tecnoligicos correspondiente a la activi-
1
dad X; se cambia a D]. Utilizando andlisis de sensibilidad, ;cudl
1

es la nueva solucidn Sptima?

Se desean introducir actividades X. y X, a precios de § 10 y $20

respectivamente.. Los coeficientes tecnoligicos asociados a cada

1 2
sibilidad determine el nivel éptimo de estas nuevas actividades,
Dos nuevas restricciones se afaden al sistema original, a saber,
X, <2 X:; <4 Udlizando andlisis de sensibilidad, determine los
nuevos valores dptimos.

1 0
actividad son a; = [1] v oy = [I} Utilizando andlisis de sen-

21. Utilizando programacién paramétrica, determine las soluciones
Optimas asociadas a todos los rangos de > 0 en los siguientes pro-
blemas.

a)
Mix Z = (4+8)X, + (12-20) X,
sujeto &
X, + 24, < 20
e X, <13
X, + 2X, < %
X, >0, X,>0.
b)
Mix £ = ]X,; + 4&X; + bX; + 5X,
sujeto a

BY, + X, + 20X, 4+ X, <10+ ¢

2X, — Xy +4X, +2X, <% =8

83X, + Xe— 2X,+ 3X,. <45 — 28
XS0 2,50 X,50 X.50

http://librosysolucionarios.net
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i
} Max Z = 3X; + 2X;
sujeto a
X+ (1/2+20) X, <15
2X;+( 4— 60)X, <2
X220, X;20.
En este problema sélo debe determinarse la primera § critica,
d)
Mix Z = 3X, + (b—40) X,
sujeto a
X, < 4+ 89
X, + X, < 18 — 244

Yol Xl

V. Método simplex revisado

22. Resuélvase por el método nmplex revisado los siguientes pro-
blemas:

a
:I Mix £ = 6X, — 24, + 34,
sujeio a

EI]__ ..T=+2}'i'a£2

X, + 4X, < 4

X, 20 X;2>0 X,>0
b
: Mix Z=2X,+ X,+ 2X,
sujeto a

4X, + 3X, + 8X, <12
4X, + X+ 12X, < 8
AX, — X, & 3%, < B
X,>0, X,>0, X,>0

YL Descomposicion lineal

23. Resuélvase por el método de descomposicién lineal el siguiente
problema

Mix Z = 4X, + 6X, + BX, + 53X,
sujeto a

X, + 34X, +2X,+4X, <20

2X, + 3X, + 6X, + 4X, < 25

X, + X, < 5

X, + 2X, < 8

4X, + 3X, <12

X, 20 X;>0 & 20, X, =20
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VII. Problemas de cota superior ¢ inferior

24, Resuelva, utilizando simultineamente las técnicas de cota infe-
rior y superior, el siguiente problema

Mix Z = 4X, + 2X; + 6X,

sujeto a
4..1"1- I: E g
-‘.‘-'i'1+ .1':+2X=“5_-'. 'E'
-3X,+ X, +4X, <12
1<, <3
0< X, <5
02 XD
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Problemas de transporte
y asignacion

El objetivo de este capitulo es el de presentar al lector ciertas estruc-
turas especiales de la programacién lineal que se generan con bastante
frecuencia en los problemas reales. Estas estructuras reciben el nombre de
estructuras de transporte. A su vez, estas formas especiales de programas
lineales pueden dividirse en varias subcategorias. Estas subcategorias som:
estructuras de angnacion, estructura de transhordo o transportes con nodos
intermedios, estructura de transportes con capacidad limitada y estructura
de transportes generalizados. Todas estas estructuras lineales pueden resol-
verse por el métede simplex. Sin embargo, existen métodos propios aso-
ciados a cada estructura que hacen que el mélodo simplex resulte muy
ineficiente. En este capitulo se justifican e ilustran los métodos de solu-
cidn de las estructuras de transporte.

3.1. Algunos ejemplos intuilivos

Dado que el lector ya conoce la programacitn lineal, conviene ilustrar
la formulacidén de ciertos problemas reales® que generan las estructuras
especiales de transporte. Una vez ilustradas estas estructuras, se estudizrin
sus propiedades bisicas, sus métodos de solucidn, y se ilustrarin estos
dltimos,

a) Un problema de transporte. Supdngase que la Compaifiia Nacio-
nal de Subsistencias Populares (CONASUPO) planea la distribu-
cion de la compra de costales de yute de 75 kg ¢/u que utilizari
en el encostalado del maiz y del frijol en su préximo programa de
comercializacién de estos granos. Las fibricas de costales estin
ubicadas en Mérida, Saltillo y Cd. Victoria. Los centros almace-
nadores de costales estarin ubicades en siete urbes, que se tomarin
como centroides, de las siete zonas en las que se ha dividido

el pais, a saber:

! Aunque en la presente seccién se encuentren idealizados por falta de espacio.

245



246 Problemas de transporte y asignacion

TABLA 3-1

La capacidad mensual de produccion de costales de yute es:

Lomna

Almacén ubicado en

Zona Noroeste
Zona MNoreste
Zona QOccidental
ZLona Oriental
Fona Centro
Zona Suroeste
Zona Sureste

——

Cd. Obregin, Sonora
Monterrey, MNuevo Lebn

Guadalajara, Jalisco
Veracruz, Veracruz
Diistrite Federal
Arriaga, Chiapas
Mérida, Yucatin

TABLA 3-2
Fdbrica Capacidad, en costales
Mérida 00 000
Cd. Victoria 150 000
Saltillo 300 000

La demanda mensual® de costales de yute de 75 kg c/u para las
diferentes zonas es;

TABLA 3-3

Song

Demanda mensual de costales

ZLona Noroeste
Lona Noreste
Fona Occidental
Zona Oriental
Ffona Centro
Zona Suroeste
Zona Sureste

100 000

75 000
150 000
100 000
125 000
200 000

50 000

El flete de transporte por ferrocarril en pesos por costal de cada una

de las fibricas a los centros de consumo de costales de yute es:

TABLA 3-4
Fébrica Zona | NO NE 0 E G S0 SE
Mérida 0.240 | 0.235 | 0.201 | 0.134 | 0.171 | 0.109 | 0.010
Cd. Victoria | 0.138 | 0.090 | 0.136 | 0.150 | 0.136 | 0.19%4 | 0.224
Saltillo 0.106 | 0.040 | 0.119 | 0.128 | 0.119 | 0.179 | 0.231

# Be supone fija, aunque en realidad se trata de un valor promedio.
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OFERTA DEMANDA
400,000 A 100,000
Mirida Cd. Obregéin
75,000
150,000 Monberoey
Cd. Vicloria -, 150,000
Guedalajars
e (OE [ ]
Yerscruz
Zaltilho
125,000
0. F
200,000
Arridga
50,000
Mesida
Figura 3.1

Bajo estas circunstanclas, ;coémo deben distribuirse los costales de las

fabricas a los centros de consumo a fin de que el flete total que va a
pagar CONASUPO sea minmmo?

Formulacion.

Graficamente se tienen tres centros de oferta’ y siete centros consu-
midores. El flujo de costales va de los primeros a los segundos (nica-
mente, tal como se indica en la figura 3.1,

Sea X;; la cantidad de costales que s¢ mandan del centro de oferta
it = Mer,, Cd. Vic,, Salt.) al centro consumidoer j(j = NO, NE, O, E,
C, 50, SE). Entonces la funcién objetivo es

in 0.249Xw wo + 0.235Xu ww + 0.201Xu0 + 0.134Xu s + 0.171Xu0
+ 0.109Xy g0 + 001Xuex + 0.138Xorwe + 0.09Xcvas + 0.136Xcr0
+ 0.150Xcra + 0.1%Xors + 0.19Xevso + 0.224¥ovex + 0.106X 50
+ 004Xeye + 0.119X50 + 0.128Xgs + 0.119X5, + 0.179Xp50 +
VL T

3 Tambitn llamados “oferentes™.

http://librosysolucionarios.net
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Las dos restncciones que existen en este problema son:

a) Que la cantidad de costales que sale de un centro de oferta a
todos los centros consumidores no puede exceder a la oferta de la planta,

es decir:

Xuvo + Xuwe + Xuo + Xuw + Xuo + Xuse + Xuso S
400 000 costales en Mérida,

Xovwo + Xovwr + Xovo + Xovw + Xove + Xevaw + Xoviso <
150 000 costales en Cd. Victoria,

Xowo + Xoww + Xso + Xag + Xoo + XNoggw + Xiwo <
300 000 costales en Saltillo.

b) Que la cantidad de costales que llegan de toaas las plantas a un
centro consumidor no debe ser menor a2 la demanda del centro consu-
midor, es decir:

Xuwo ¥ Xovwo + Xsxo = 100000 costales en la zona NO,
= 73000 costales en la zona NE,

Xyww + Xevwe + Xpwr
Xuo + Xovio + Xio
Xue + Xevg + XNas
Xue + Xove + Ao
Xysp + Xovso + Xggo = 200000 costales en la zona 5O,
Xusg + Xovag + Xgge 2 0000 costales en la zona SE.

150 000 costales en la zona O,
1[]'[} ﬂ{]ﬁ fﬂ!’nl‘ﬂ.[l:.'i L5l if ] Ia FOTIA E,.

Vv v M

125 000 costales en la zona C,

Por Ulumo, como el flujo de costales va en una sola direcciém, se
tiene gue

Xiy>0 paratoda i=M, CV, S y j=NO, NE, O, E, C, SO SE.

No se admite que exista X;j << 0 para alguna 1 y J, porque indicaria
que hay costales que se envian de los centros consumidores a las fibricas,
A este tipo de problemas se les llama problemas de transporte.

b} Un problema de transporte con capacidad limitada. En relacién
al problema anterior, supéngase que debido a una escasez de trans-
portes por carretera y de ferrocarriles, existe una capacidad limi-
tada de movilizacién de los centros de produccién de costales a
los centros de consumo. Esta delimitacién se expresa en la siguien-
te tabla.
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TABLA 3-5
CAPACIDAD MENSUAL DE TRANSPORTE DE COSTALES

Origen | (NO) {NE) (O) (E) (C) (80) (SE)
Cd. Maon- Guag- Dristreto

Destino Qbregdn | terrey | dalajera |Veracruz| Federal | Arrigga | Mérida

Mérida 50000 | 50000 | %0000 | 100000 | 100 000 Iﬂﬂﬂﬂl}llﬂﬂﬂ{ﬂ]

Cd. Victoria | 75000 | 100000 | 75000 | 90000 | s0COD | 20000 | 10000

Saltillo 100000 | 120000 | #0000 | 50000 | 100000 | 30000 | 20000

La formulacion de este nuevo problema es muy semejante a la del
anterior, con la diferencia de que en este caso se tienen las siguientes
restricciones  adicionales,

0< Xuwo < 50000, 0< Xopwo < 75000, O0< Xsyo < 100000,
D0< Xune =< 0000, 0< Xppye < 100000, O < Xgye < 120000,
0< Xuyo < 80000, 0< Xevo < 75000, 0< Xso < 80000,
0< Xuw <100000, 0< Xpys < 90000, 0<Xex < 50000,
0< Xy =<100000, 0L Xewe < 8OODO, O0< Xy < 100000,
0< Xyso <100000, 0 < Xpvso < 20000, 0 < Xspo < 30000,
0< Xyse <130000, 0 < Xppge < 10000, O0<Xyee < 20000,

que permite que el lector pueda identificar inmediatamente un problema
lineal con cota superior.*

¢) Problema de transporte generalizado

Suptngase que la flota de Aeroméxico consiste de 3 tipos de aviones
(DC-10, DC-9 vy DC-8), y la compaifiia opera 100 rutas diferentes por
dia, Se tiemen 3 DC-10, 15 DC-8 y 25 DC-9, Supéngase que se dispone
del prondstico de la demanda del dia k(k =1,2,...,365) en la ruta
jlj=1,2 ...,100). Por ejemplo para el dia 24 de octubre se ha pro-
nosticado lo siguiente:

4 Otra manera de resolver este tipo de problemas es por medio de redes de

http://librosysolucionarios.net
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TABLA 36
DEMANDA (en pasajeros)
Numero
Rula Trayecto de pasajeros
1 México-N. York 355
2 M. York-México 410
100 Acapuleo-México 630

Supfngase que la compahia ha estudiade los costos de

operaciom de

un avidén tipo (i = DC-10, DC-9, DC-8), asignado a una ruta j(j = 1,

2,...,100), Por ejemplo:

TABLA 3.7
COSTO (en pesos por rota)
Tipo de Avidn

Ruta I Trayecto DC-10 -5 DC-8

1 | México-N. York 30 000 no opera 35 000D

2 | N. York-México 60 000 no opera 38 DOD

i | : , ; .
100 Acapulco-México no OpETa 5 000 7 500

|

Ademds, la compaiia conoce el niumero total de pasajeros que se
pueden acomodar en un avién tipo i(i = DC-10, DC-8, DC-8) en la ruta

Hi=1,2,...,100). Por ejemplo:

TABLA 3-8
CAPACIDAD DE TRANSPORTE (en pasajeros)

Tipe de Avidn

Ruta | Trayecto DC-10 DC-9 | DC-8
1 México-N. York 300 no Opera 150
2 M. York-México 300 no OPera 150

100 Arapuleo-México no opera 115 l 150
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La compaifiia desea saber el nimero de aviones tipo i{i = DC-10,
DC-9, DC-8), que se necesitan asignar en la ruta j(j =1,...,100) en
un determinado dia k{k = 1,2, ...,365), con objeto de minimizar cos-
tos de transporte; pero atendiendo a las restricciones de demanda, de
capacidad de flota y de capacidad de pasajero por aviém.

Formulacion:

Un oroblema de este tipo puede formularse como un programa de
programacién lineal si se hacen las siguientes consideraciones. Sea, para
un determinado dia k{k =1, ...,363):

Xi; la variable de decisién que mide ¢l niimero de aviones del tipo
i(i = DC-10, DC-9, DC-8) asignados a la ruta j(j=1,2, ...,
100} ;

a; el nimero de aviones tipo (i = DC-10, DC-9, DC-8) que se
dispone en la flota de Aeroméxico;

by el nimero de pasajeros a transportar en la ruta j{j=1,2,
b 11

¢45 ¢l costo de operacion de un avidn tipo (i = DC-10, DC-9,
DC-8) en la ruta j(j= 1,2, ...,100};

pis €l nimero de pasajeros que caben en un avién tipo 1(i = DC-10,
DC-9, DC-8) en la ruta j(j = 1,2, ..., 100).

El problema que se necesita resolver para el dia k° es

a 100
Min E E £y qu
i=1 §=1
sujeto a
100

Ef{j"_:m f-‘l,.,.,ﬂ
I

3
; Xyl j=1,...,100
=1

Xy = 0.

Este tipo de problema lineal se llama de transporte generalizado v
tiene métodos propios de solucidn que son mis eficientes que el método
simplex.

d) Un problema de transbordo o de transporte con nodos intermedios

Supingase en el primer problema, que antes de gue las fibricas de
Mérida, Cd. Victoria y Saltillo entreguen los costales de yute a las dife-

F Se van a resolver 365 diferentes problemas, uno por dia.
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rentes ciudades del pais, esos costales deben ser enviados a centros ma-
quiladores, en donde se les imprime un emblema. Existen 4 centros
maquiladores; en Perote (Veracruz), San Luis Potosi, Puebla y To-
luca (Edo. de México), Se supone que se conmoce: a) el flete de las
fibricas a los centros maquiladores y de éstos a los centros consumidores
¥y b) la capacidad de maquila de cada centro maquilador., Se desea co-
nocer un programa de distribucién mensual que abata los costos y respete
las demandas y las capacidades de fabricacién y de maquila.

No se hace por el momento una formulacién matematica del modelo,
sino que se lo describe grificamente.

Fiibricas Ceniros magualadores Cenfiros consumidoges

( Mérica Perate Cd, Obregan {HED
( G Vicloria E Sam Luis Poloal Monterrey (NE) )
( Saltille % Puebla Guadafajara [n;j
Taluca Veracius (E) )

Fu:rr::?ﬂll
Arriaga (S0} _)
Mérids (SE) )

Figura 3.2

Un problema de este tipo se lama de “transbordo o de transporte con
nodos intermedios™ y se resolverd por médtodos de transporte, que son
mis eficientes que el método simplex.

e} Un problema de angnacidin

Supéngase que el Departamento del Distrito Federal (D.D.F.) en su
programa de expansibn del Metro, requiere de 300 trabajos diferentes,
como por ejemplo excavacién, alumbrado, plomeria, tendido de vias, co-
municacién, etc. Al mismo tiempo, 300 companias diferentes han presen-
tado en concurso sus proyectos. El Departamento del D. F. ha decidide
que cada trabajo sea realizado por una sola compania y que cada com-
paiiia podra hacer un solo trabajo. Esta condicion ha sido dictaminada
con objeto de distribuir el presupuesto del proyecto entre mdés individuos.
La siguiente matriz proporciona un resumen del costo del trabajo i{i =
l, ..., 300), cotizade por la compania j{j =1, ...,300).



La estructura de transportes 253

TABLA 3-9
COSTO EN MILLONES DE PESOS

Excavacidn Huminacidn Tendido de vias
Compafifa trabajo I trabajo 2 trabajo 300
1 175 J 1) 113
2 184 53 113
300 163 ha . 116

Bajo tales condiciones, ;cudl es la asignacién que el Departamento
del D. F. deberi de realizar, con objeto de minimizar el costo total del

proyecto?

Formulacidn:

Sea X;; la variable de decisibn, que seri igual a uno si el trabajo
ifi=1,...,300) lo realiza la compaifiia j{j = 1,...,300), y serd igual
a cero si esto no sucede. Sea ¢ el costo del trabajo (i = 1, ..., 300)
cotizado por la compania j{j = 1,...,300). Entonces la funcion obje-
tivo es

My I
Min E E E-‘”IH

=1 f=1

sujeto, primero, a la restriccidon que cada compaiila podri realizar dGnica-
mente un trabajo, es decir:

B
EI”-I j-l.._,SII}

] ¥
Fml

y segundo, que cada trabajo solo podra ser realizado por una sola com-
pafiia, es decir:

A}

2 Xy=1 i=1,...,300,

fu1
y ademds

Xiyy=0 & 1 para toda ¢ y j.

Este tipo de problemas se llaman de asignacion y tienen métodos de
soluciém propios, que son mds eficientes que el mdtodo simplex,

3.2. La estructura de transportes

Se supone que m origenes tienen que surtir a n centros de consumo
con un cierto producto. La capacidad de oferta del origen i €5 a i{i = |,
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..,m) y la demanda en el centro de consumo j es by (j=1,...,n).
Se supone que ¢;; es el costo de enviar una unidad del producto del
origen 1 al centro de consumo § (i=1,...,m; j=1,...,n). El pro-
blema se reduce a determinar cuintas unidades del producto deben en-
viarse del ongen ¢ al centro de consumo j, tal que se minimicen los costos
totales de distribucidén, se satisfaga )a demanda del centro de consumo j
y no se exceda la capacidad de oferta del ongen i Sea X; esta variable
de decisién. Entonces la formulacién del problema lineal es

" =
MIHEI‘EEE.‘}XU {31}
=1 f=i
sujeto a

E)‘fuﬂai i-],_.-,m |:3-2}

"
E.‘:”:“ﬁg j=1,..,n (3.3)

Xy20  i=1..,m (3.4

=1 ...,n.

Con la adicibn de wvariables de holgura y superfluas, el problema
anterior puede escribirse como

m
Mil.'l E'.."-=E E Ciffif

=1 f=1

sujeto a
o Xy =y i=1...,m
f=1
L]
(PT}) _E.Iu"bj i=1,....,n
s=l
Xiyy=z0 i=1...,m

f=1...,mn.

Esta ultima formulacién lineal (PT) se denomina una estructura
de transporte.

La restriccion (3.2) indica que todo el flujo del producto que emana
del origen 1 y que se envia a todos los posibles m destinos, no puede
exceder a la oferta del origen 1 que es a;. Existe una restriccidon de ese
tipo por cada origen. La restriccién (3.3) indica que todo el flujo del
producto que llega al centro de consumo j de todos los posibles n ori-
gpenes debe satisfacer la demanda del centro de consumo b;. Existe una
restriccibn de este tipe por cada centro de demanda. Por filtimo las
restricciones de no-negatividad (3.4) indican que el sentido del flujo
del producto es de los origenes a los destinos, {micamente.
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Teorema 3.1.

Una condicidn necesaria y suficiente para que la estructura de trans-
porte (PT) tenga solucién es que la oferta total sea igual a la demanda
total, es decir:

FPrueba. De la formulacion (FT) se tiene

n
EI”=:‘1¢ 1'==I_.,..,,m.
i=1
Si se suma sobre todos los origenes, no se afecta la igualdad, es decir

S ay. (3.5)

Por el otro lado, de la formulacién (FT) se tiene:

m
2 Xy=b P TS X
ial

Sumando sobre todos los centros de consumo,

m L
22Xy =2 by
=1 4=1 f=i

(3.6)

Las igualdades {3.5) v (3.6) establecen la prueba del teorema.
El problema de transporte (PT) puede escribirse en forma conden-
sada como

Min £ = eX
sujeto a

AX =d
X >0, (3.7)

donde la estructura de las componentes de (3.7) es la siguiente:

http://librosysolucionarios.net
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I’ o {Ilhxih ' .1,31.1 I:;,In, 5w .,I“, rwony Iﬂhxﬂi T x-.'}
E - {EI‘I E‘h " @ .,Elml-'“‘ "“:, LT l:“., . --,5-,1; f._:: . ..-:,ﬂ'n-_:l,
dr- Eﬂiga'll'l'rﬂmbhbh'":bl}l

1 0 0 -0 07
o1 0:-0 0

A=|- m renglones > m + n renglones,

0
_im I‘I-II- .'I!I- nmglunes

o

el vector 1 y el vector 00 son vectores fila conteniendo respectivamente
n unos y n ceros, tal como se muestra a continuacién

1=(,11...1)

w
n componentes

1 Q0 +«+ 0 0}
0 1--00

I, = F R componentes,
0 0+ 0 1]

n componentes,

La matriz de coeficientes tecnoldgicos A de m + n renglones y m - n
columnas tiene las siguientes propiedades importantes:

a) El rango de A es m + n — 1. Esto puede probarse ficilmente mos-
trando que la suma de los primeros m renglones es igual a la
suma de los Gltimos n renglones, y que cualquier submatriz cua-
drada de A de orden m + n — 1 es no singular.

Ejemplo. Sea A una matriz que conforma a la estructura de (PT)
tal como la siguiente:

1 11 0 00
0O 0O L :l: 1
A=|1 0 0 1 00
010 010
0 0 1 0 0 1
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Note que la suma de los 3 fltimos renglones menos el segundo gene-
ran el primer renglén. Por lo tanto, cada renglén es dependiente de los
m + # — | renglones restantes.

b) La matriz A es umimodular, es decir, que cualquier submatriz cua-
drada de A de orden m + n — 1 tiene un determinante que es
igual a 0 o a = 1.

Estas dos propiedades permiten el desarrollo de vn nuevo algoritmo,
llamado de fransporte, que resuelve este tipo de problemas de una ma-
nera més eficiente {menos iteraciones y menos tiempo) que el método
simplex.®

Se ve como el métode simplex resolveria el problema (PT'). Se designa
a las columnas de A por a,;, es decir

'U] 0

0 :

1 |« posicién i

D n  w -
By = & + Bpey = % @ ai-pﬂmcﬁnm+_:

o) L0

I‘u‘

0

1 |« posicién i

0

0

1 |+ posicidn m + j.

0

0]

Como la matriz A de m + n renglones y m - n columnas tiene rango
m + n — 1, cualquier base B de (PT) serdi de orden m + n — 1. Sea
esta base B la siguiente:

B=(m, 2 ..., 001),

donde o, k=1,2,...,.m+n—1, son m+n—1 columnas a;; de A
linealmente independientes. Cualquier vector &y que no esté en la base
B, puede escribirse como una combinacién lineal de las o, k=1,...,
m+n— 1, es decir:

& El lector que no esté interesado en los detalles de la justificacién matems-
tica del método de transporie, puede continuar la lectura en la seccibn 3.3.
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Eyy= iy = tﬂ?{j-f”,

pero como Y;; es un vector de ceros & +1 6 —1, la expresién anterior
se convierte en
ny—ciy = X = ca,—Cyy,
kel
o sea,
lu’""l.f”: = .t_aﬂ— f!-_r + fﬂﬂ.‘_" cll: e EBIr+ E,* = L3 EE.I*I-J

Las expresiones (3.13) y (3.14) indican que no es necesario tratar
con una base de (m +n—1) por (m+ n— 1), sino solamente con
m+mn— 1 elementos a la vez. Esto representa un ahorro considerable
de tiempo y de espacio en la memoria de una computadora.

Para encontrar el valor de las m + n — | componentes de ¢, el Dr.
Dantzig elabord el siguiente método.

Seanm p; ¢ = 1 ..., m las variables duales asociadas a las restricciones
(3.2) de {PT) y vy, j=1,...,m las vanables duales asociadas a las
restricciones (3.3) de (PT). Se hace el siguiente cambio de notacidn.

!.-’;ﬂ — t‘fn

EF
s, "-:.ﬂ

ﬂl& -{':I

Cop, = €,

Supingase que se pudicra escribir lo siguiente:

i p‘+uﬁ
s
= p._r+ v,

o o

(3.15)

= p.*‘l'ﬂ.

,,.7:
E:I- p.*-l' Y

Las expresiones que se proporcionan en (3.15) representan un siste-
ma de m 4+ n ~ 1 ecuaciones lineales con m + n incdgnitas (las u; y
las w5, a=1,...,m; y=1,...,m). En este sistema hay un grade de
libertad, es decir, que arbitrariamente se le puede asignar un valor entero
a cualquiera de las incognitas v de ahi se procede a resolver el sistema
{3.13). Substituyendo (3.153) en (3.14) se obtiene
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Zyy=Ciy = g+ g — py =g+ uy+ s

—petopp to;—cy
o resurniendo
Eij=Cqf ™ P g Uy = €ij- {315}

La simplicidad de (3.16) indica como evaluar los elementos z;;—cyy
para toda &;; que no esté en B, partiendo del supuesto de que todos
los elementos w; y vy, i=1,...,m, j=1,...,n se conocen de la solu-
cién del sisterna (3.15). Esto, aunado a la simplicidad del cambio de la
solucién bésica dada en (3.9) y (3.10), le permitié al Dr. Dantzig des-
arrollar el siguiente algoritmo de transporte.

3.3. El algoritmo de transporte®

El problema que se quiere resolver es

-m
Min Z = ¥ 3 ¢ Xy

izl f=1
sujeto a

™

EA"'”-ﬂ; i-l,.,.,m
J=1

(PT)

™

E.I'H=bf j-]j...:,ﬂ.
i=1

A’{IED 1'-1,-+,,m; jr""'],1,+,ﬂ

donde a; y b; son nimeros entercs positivos, i = 1,...,m; j=1,...,n
La explicacién se facilita si se establecen dos matrices, una de costos y
otra de flujos, tal como se muestra a continuacién

Destinos

1 & mrw v LW Oferta

1 €11 f1a =+ Fin ay

2 1 *nm - iy dy

Origenes ; A i :
m Com1 Tmn - - L

Demanda B, b = . by
Costos

8 En inglés este algoritmo se conoce con el nombre de stepping stone algo-
rithm, que significa algoritmo de lax piedras de paso.



Diestinas
I 2 g & @ n Gfﬂ'rh
1 Xy Xy - E. 1 @,
2 Ny By o X ay
Origenes . P 1 w e . +
m m Amz - X vam Y
Demanda | b, b, by
Flujos

En f."l caso :lr que la oferta total sea mayor que la demanda total, es

decir E d; = E b;, entonces se anade un centro de consume artificial
iz
=1 J=1 s
n + 1 cuya demanda by, es X a; — 3 b; y cuyos costos unitarios &g s,
i=1 i=
k=1,...,m son todos ceros.

En forma tabular se tiene

Destinos
1 2 n n41 | Crferta
|
1 Fy1  Fag Cim 0 s |
€29 Cug €im 0 a4
Origenes . - i NS |
m ﬂ-“ ﬂﬂl EHH u .-
| K b
Demanda b by ... by | e —-F
| =1 j=l
Costos

Por el otro lado, si la demanda total excede a la oferta total, es decir

3 b; > X a;, entonces se anade un centro de oferta artificial m + 1,
fwl i=1

k] ]
cuya capacidad de oferta au,, €8 £ b; — X a; y cuyos costos unitarios
=i =l

Cmar k=1,...,n son todos ceros,

Tabularmente:
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Destinos
1 2 E T n O erta
1 11 F1z2 - €im a5
€1 fa2 Eam ]
Origenes ' -
L Cmi Tmy i B
n m
m 4= 1 0 0 ... O E ﬁ, = E a
| | fal i=1
Demanda b, b .o by
- Costod

Cuando un problema de transporte real estd desbalanceado afiadien-
do ya sea origenes o destinos artificiales, se le balancea y asi se satisface
la condicién necesaria y suficiente (tecrema 3.1) para que el problema
tenga solucion.

Una vez que un problema de transporte esti balanceado, se requiere
una solucién inicial que sea bdsica y factible. Hay varios mecanismos para
lograr esta solucion, Se presentan dos; el método del extremo norocciden-
tal y el método de Vogel.

I. Método del extremo noroccidental, para generar una solucidn
micial bdsica factible de un problema de transporte

El punto de partida es una matriz con origenes, destinos, ofertas y
demandas de un problema balanceade tal como se muestra a conti-

nuacion:
Destinos
I 2 5 o5 x| Oferta
—emae |

1 ‘ iy

g oy
O'rigenes -

f | a.

Demanda | b, b, b,

Para obtener una solucidn basica factible al problema (PT) se em-
pieza a construir una matriz de flujos de la siguiente manera:

=l

L] L]
‘E ay ?‘—_Ebr-
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Paso I. En la posicién (1,1), que es el extremo noroccidental de la
matriz (y de ahi el nombre de este método) asignese el min
(@, by) = X, Réstese X;, de la oferta 4, v de la deman-
da b;. Obviamente, alguna de estas dos cantidades se con-
vertird en cero.

Paso 2. 5i a, se convierte en cero, pisese a la posicion (2,1) y
higase X; = Min (b;—Xu,a:). Si por el otro lado es by
el que se convierte en cero en el paso anterior, se pasa a la
posicidn (1,2) y Xis = Min (. =X, ba).

Paso 3. Continliese con la misma légica hasta llegar a la posicion
(m,n). La matriz de flujos que se obtenga seri factible y
basica para (PT).

Ejemplo. Se suponen 4 origenes y 3 destinos con las ofertas v deman-
das que se muestran a continuacion

Destinos
1 2 3 4 5 Oferta
1 40
Orlgenes 2 60
3 80
4 50
Demanda 30 40 70 40 6O

Nétese que el problema estd balanceado porque la oferta total es
igual a la demanda total, igual a 240 unidades. A continuacién se obtiene
una solucidn bisica inicial factible, utilizando el método del extremo
noroccidental 2@

Paso 1. Xy = Min {(g,, ;) = Min {40, 30) = 30,
8 = a; — X1 = 40 — 30 = 10,
by =b; — X;;, = 30 — 30 =0,
y se pasa a la posicién (1, 2).
Paso 2. X,; = Min (4., b2) = Min (10, 40) = 10,
dy=d, — X1 =10— 10 = 0,
by = by — X;2 = 40 — 10 = 30,

y se pasa a la posicién (2, 2).

12 En el ejemplo se utilizard la notacion 4, 5_, para indicar oferta y demanda
nuevas después de una asignacion de flujo.
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Paso 3. Xy = Min (aq, bs) = Min (60, 30) = 30,
fy = g — X3 = 60 — 30 = 30,
by = B, — Xus =30~ 90 =0,
y se pasa a la posicién (2, 3).

Paso 4. X, = Min (a5, by) = (30,70) = 30,

-

dy = ds — Xoy =30 - 30 = 0,
by = by — X5 = 70 — 30 = 40,
y s¢ pasa a la posicién (3, 3).
Paso 5. Ia,':' M[‘l‘t {ﬂj,.-b.a'} e Mi-n {ms 4{}} 7= ml

ﬂ,—;f,,,,-gﬂ—'i‘ﬂ-ﬂﬂ,

B

8y =
by By = Xy = 40 - 20 = 0,
y se pasa a la posicién (3,4).

Paso 6, X,, = Min (4, b,) = Min (50, 40) = 40,
= gy = Xy, = 50 — 40 = 10,
B — Xuu =40 = 0,

o3 E”

¥ se pasa a la posicidn (3, 5).
Paso 7. Xus = Min (4, by) = Min (10, 60) = 10,
e e~ K = 10— 10 = 0,
bs = by — X35 = 60 — 10 = 50,
y s& pasa a la posicion (4, 3).
Paso 8. {Ultimo) X, = Min (a,, E:,,]l = Min {30, 50) = 50,
4, =a, — X, =50—-50=10,
by = by — X3 = 50 — 50 = 0.
A continuacién se ilustra grificamente el método. Los pasos estin

marcados dentro de los circulos.

http://librosysolucionarios.net



266 Problemas de transporte y asignacién

Destines
] z 3 & 5 (Merta
@
1 30 —= 10 40 10 O
Po
2 30 —= 30 60 30 0
Oripenes l® ® ®
3 40 —= 40 —= 10 |90 50 10 O
4 5013 0
Demanda 30 40 70 40 60
0 30 40 0 50
o ] 0
Flujos

La solucién inicial es basica porque hay m +n—1 (¢ +5 — 1 = B)
flujos Xy =0, el resto, es decir m-n—(m+n — 1), o sean 12, son
ceros.'* La solucidn: es factible porque satisface las restricciones de oferta
(las sumas por renglon dan la oferta del origen) y las restricciones de
demanda (las sumas por columna dan la demanda del destino). Ademis,
la soluciém inicial es no-degenerada porque hay exactamente m + n — |
flujos en la base que son positivos.

Este método es muy sencillo, siendo su tUnica desventaja que ¢l punto
extremo de la regidon de factibilidad de (PT) asociado a la solucién
inicial basica factible asi obtenida, estid bastante alejade de la solucién
éptima, es decir, que de aqui a obtener la solucién dptima se requieren
muchas iteraciones. Esto, en tiempo de computadora puede ser bastante
COStOsOo.

El método de Vogel proporcionari una solucién inicial bdsica factible
mas cercana al punto Gptimo.

Il. Método de Vogel, para obtenér una solucidn micial bdnca
factible de un problema de transporte

Paso 1. Construyvase una matriz de costos y de flujos asociados al
problema balanceado y vdyase al paso 3.

Paso 2. Utlicese el remanente de la matriz de costos ¥ flujos una
vez que estos Oltimos se hayan asignado.

Pase 3. Se entiende por diferencia de fila (de columna) a la dife-
rencia que hay entre los dos nimercs mas pequefios gue
existen en la fila (columna). Calclilese todas las diferencias
de fila y de columna de la matriz de costos.

11 El tamafic de la base en un problema de transporte es m 4 n — 1.



Paso 4,

Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

El algoritmo de transporte 267

Seleccidnese aquella fila o columna con mayor diferencia.
Los empates se deciden arbitrariamente.

Localicese el costo més pequefio en la matriz de costos en la
fila o columna seleccionada en el paso anterior. Sea esta
la posicién ¢yy.

En la matriz de flujo higase X;; = Min (ay, b;), donde la
posiciébn (i, j} se identificd en el paso anterior. Higase
la oferta a; igual a a; —Xy; v la demanda by igual a b;—X;.
S1 ;=X =0, llénese la fila i de la matriz de flujos con
ceros, a excepcién de la posicién (1, j) y eliminese esa fila
de cualquier consideracién futura. Por otro lado, si b;—
Xiy =0, llénese la columna j de la matriz de flujos con
ceros, a excepeidn de la posicidn (¢, j) y eliminese esa co-
lumna de cualguier consideracién futura, Regrésese al paso 2.

Ejemplo. Supbngase un problema balanceado de transporte como el
anterior, con cuatro origenes y cinco destinos, cuyas capacidades de oferta,
demanda y costos unitarios de transporte estin dades a continuacién. El
costo M en la posicion (3,3) es un costo altisimo y significa que en rea-
lidad el origen 3 no puede suplir al destino 5. Esta es una manera sim-
bilica de representar estas imposibilidades.

Origenes

Destinog
1 7 3 % 5 Oferla
1 20 19 14 21 1] &0
2 15 a0 13 19 6 &0
3 18 15 18 20 M a0
4 | 1 0 ) ] 50
Demanda | 30 40 70 40 &0

Matriz de costos unitarios

Se empieza con el método de Vogel para obtener una solucién inicial

basica factible.

Paso 3. Cilculo de las diferencias de filas y columnas,*®
Diferencia
1 2 3 E | 5 de filas
1 20 15 14 21 16 | i
2 15 20 13 19 16 2
3 18 15 18 20 M 3
4 0 0 0 H 0 0
Ihferencia
de columnas | 15 15 13 @ 16

12 Recuerde que la M se utilizd en la programaciin lineal para mimbolizar
un nhmers positive muy elevado.
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Paso 4. Se selecciona la columna 4 por tener la diferencia méxima

que es 19,

Paso 5. En la columna 4 el costo mis pequefio coresponde a ¢4 = 0.
Paso 6. .-ll"f.u. = Min {-ﬂ'i._, h.l.} = Min {5[', "H]} = ""!.'ﬂ,

& = ay — X = 50 — 40 = 10,
E.}-b.‘_xﬂ_w-‘m-ﬂr

Paso 7. Como by = 0 todos los elementos de la columna 4, a excep-
citm del X, se hacen igual a cero. Se elimina la columna 4

de cualquier consideracién futura.

Paso 2. Al regresar al paso 2, la matriz de costos y flujos queda comeo

se indica a continuacién:

1 . 3 b 5
: 20 19 1“2 16
2 15 20 13 1 16
3 18 15 18 20 M
4 0 0 0 1] L1}
Flujas
1 9 3 4 5| Oferta
1 0 40
2 0 60
3 0 90
4 40 10
Demanda | 30 40 70 0 60
Coslos

Paso 3. Célculo de las diferencias de filas y columnas en la matriz

de costos anteriores,

Diferencia
1 2 3 4 5 de filas
1 20 19 14 16 2
2 13 20 13 16 2
3 14 15 18 M 3
4 0 0 0 0 0
Diferencia | 15 15 13 (T
de columnas
Costos

Paso 4. Se selecciona la columma 5 por tener la diferencia méxima

que es 16,
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Paso 5. En la columna 5 el costo més pequefio corresponde a gy = 0.

Paso 6. X. = Min (4, bs) = Min (10, 60) = 10,

e

&|=E|_I|5=]U'_l[]=ﬂ=
by = by — X = 60 — 10 = 50,
Paso 7. Como a, = 0, todos los elementos de la fila 4 se hacen cero,

a excepcidn del elemento X,;. Se elimina la fila 4 de cual-
quier consideracién futura.

Paso 2. Al regresar al paso 2, la matriz de costos y flujos queda
como se indica a continuacion:

1 2 3 4 5
1 0 19 14 16
2 15 20 13 16
5 18 15 18 M
i} it ¥ 1} o}
Costos
1 2 3 + 5 Oferta
1 0 40
o 0 60
3 i} a0
4 0 0 0 40 10 0
Demanda | 30 40 70 1] 50

Flujos

En forma grifica condensada se ilustra el resto de las iteraciones del
método de Vogel.

Diferencia
de
1 2 3 4 3 |venglones 1 2 3 & 5| Oferia

1 20 19 14 16 2 1 0 o 40

2 15 20 13 16 2 2 0 1] &0

5 {18 M 3 3 @0 0 50

£ 4 0 0 040 10 {
Diferencia| 3 @ 1 0 Demanda |30 0 70 0 50

de
columnas

Costos Flujos
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Diferencia
de
1 2 3 4 5| renglones
1 20 14 16 2
2 |@ 13 16 2
3 18 18 M 0
4
Diferencia @ 1 0
de
columnas
Costos
Diferencia
de
1 2 3 & 5 |renglones
I 1+ 16 2
2 13 1
3 M
F
Diferencia 1 1]
de
columnas
Castos
Diferencia
de
1 2 3 4 5 |renglones
1 14 16 2
: ® 1| ®
3
#
Diferencia 1 0
de
columnas
Costos
Diferencia
de
1 2 3 4 5 |renplones
! @®
2 16 16
3
4
Ihferencia 0
de
colummnas
Costos

1 2 3 4 5| Oferta
1 0 o0 0 40
2 0 0 0 30
3 0 40 0 50
4 0 0 040 10 0
Demanda| 0 070 0 50
Flujos
1 2 3 4 5| Oferta
1 0 0 0 40
2 50 0 0 30
3 040 50 o 0O 0
4 oo 040 10 i}
Demanda| 0 0 20 0 50
Flujos
1 2 3 4 5| Oferta
1 O o 0 0 40
2 30 020 0 10
3 04050 0 0 0
& 0 0O 040 10 0
Demanda | 0 0 0O 0 50
Flujos
1 2.3 4 5| Oferta
| 0 0 0 040 0
2 a 020 0 14
3 04050 0 0 0
4 0 0 040 10 i}
Demanda | 0 O 0 0O 10
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Diferencia
de
1 2 3 4 5|renglones 1 2 3 4 5| Oferta
] @ @ 1 00 O D40 0
2 2 30 020 010 0
3 3 04050 O 0O 0
4 4 0 0 04010 1)
Diferencia @ Demanda) 0 0 0 0 0
de
eolumnas Cortos Flujos

La solucién imicial basica y factible dada por el método de Vogel esta
resumida en la sigwiente tabla de flujos, donde los espacios en blanco
sigmifican que es nulo el flujo en esa posicion (es decir, es una posicion
no-bisica ).

Destinos
1 2 3 i 5 Oferta
1 40 41
2 30 20 10 G0
Origenes 3 40 50 a0
4 40 4] 50
Demanda 30 40 0 40 i)
Flujos

El costo asociado con esta solucidn inicial es de §3,010. En cambio, ¢l
costo asociado con la solucidn inicial dada por el médtedo del extremo
noro:cidental es de (§ 3,300 + 10M), Nétese, que aun sin alcanzar la
solucién Gptima, se ha acercado mucho mis a ésta por el métode de Vogel
que por ¢l anterior.

Los programas de biblicteca de computadoras que resuelven proble-
mas de transporte, emplean el método de Vogel para generar una solu-
cidn micial bisica factible.

Algoritmo de transporte

Paso 1. Balancfese el problema original, a fin de que se consiga la
condicidn necesaria y suficiente para obtener una solucidn
Y "
Gptima, es decir 3 ¢y = 3 by
=1 i=1
Paso 2. Genérese una solucién inicial que sea bdsica y factible, ya
sea utibzande el mélodo de Vogel o del extremo norocci-
dental.
Paso 3. Constrilyase una matriz de costos r;;, asociada a la solucién
basica factible que se tenga, donde

€y =5, 51 Xyj estd en la base,

cip =10 si X;; no esti en la base.

http://librosysolucionarios.net
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Paso 4, Con esta matriz de costos, calcilese el valor de todas las va-

riables duales w;, ¢=1,...,m, y vy, j= 1, ..., n, utilizan-
do la férmula
wrmy—cy=0 1=1,...,.m; j=1,...,n.

Como hay m + n variables (m variables w; y n variables v;),
y solamente m + n—1 ecuaciones u; + v;—&i; = (), existe un
grado de libertad. Esto equivale a darle un valor arbitrario
(se recomienda el valor cero) a cualquiera de las variables
duales y asi queda por resolver un sistema de m +n — 1
ecuaciones con m + n — 1 variables,

Paso 5. Los parimetros z;;—c;y se calculan por medio de la ecua-
cibn (3.16), es decir, 2;—¢iy = u; + 2;—¢645. Como se es-
tin usando reglas de minimizacion, si zij—cyy < 0 para toda
i v 1, la solucién actual es dptima. En caso contrano, la Xy
correspondiente a la z;;—¢y; méas positiva entra a la base,
Para guardar consistencia con la programacién lineal se uti-
lizan las reglas de maximizacidn. En este caso

i€y = ey~ (i + vy).

S5i todas las z;;—¢y; = 0, la solucién actual es 6ptima. En
caso contrario, se introduce a la base la X; correspondiente
a la £ij—¢iy mis negativa.

Paso 6. 5i la variable X;; entra a la base con un cierto valor positivo
#, la oferta ay v la demanda b; se desequilibrarin en un
valor ==, a menos de que exista, un mecanismo de com-
pensaciém. Antes de senalar cudl es éste, se ilustra el des-
equilibrio mencionado. Considérese que la solucién bisica
factible actual es la que se indica a continuacién:

I eew B mw ws Sl Oferta
1 X, Xis a,
' "ri'll- a5
m Iﬂ] "vﬂl ‘-
Demanda by, .« By ... By
Flujos

La solucién es bdsica, porque m +n — 1 =135 (una suposi-
cibén), y es factible porque
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Xn + Xy = a,
Xin = a
Xmi 4 Xon = au (3.17)
Xu + Xeu= b
Xy = b
Kin + Xuu = by
Xu20, Xy20, Xinz20, Xeu20, Xuu>0.

Se supone que zi;—cyg la mis negativa y por consiguiente, X;;
entra a la nueva base con un determinado valor § > 0. Tabularmente
se tiene lo siguiente:

1 P B & j [ Iﬂ. ﬂj‘ﬂﬂﬂ
1 X X, a,
: é I‘ll €y
7 ¥, X | a,
Demanda by - by L. By
Flujox

Si @ > 0, esta nueva solucién ya no es basica, porque hay m + n (6
en este caso) elementos en la base y no m + n — 1, como deberian ha-

ber. La solucién tampoco es factible, porque por un lado la oferta del
origen i es mayor que a;, de hecho es

04+ Xip=0+ a; > ay
y por ¢l otro la demanda del destino j, es
H'I'E:j-ﬁ'l'il;}b,.

Existe un desequilibrio que Umicamente puede desaparecer si se resta
y suma @ unidades en ciertas partes de la matriz de flujos. Un pequefio
anilisis permite construir un circuito, tal como se muestra a continuacién,
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=
R
)

|
b=
-

m X1 — 0 - X+ # a,

Demanda by b B

Flujos

en donde en ciertas partes se ha sumado el valor de 8 y otras se ha
restado. Lo importante es que se ha regenerado la factimlidad, més no
lo bésico. En efecto

Eu‘I‘E‘I‘IH_E"ﬂ:

#+ Xin—0=a

Aot =0+ S+ 0 =0,

.1'11+ﬁ+.r"£'.1—|9=51

I]_f — 4+ 8= ﬁ'j

Xin— 0+ Xpu+ 0 = by,

que son iguales a las condiciones (3.17). Para que esta nueva solucién
sea bésica, es decir, que solamente existan m + n — 1 elementos en la
base, # debe de ser Jo suficientemente grande como para reducir el valor
de uno o varios flujos basicos a cero. Si se analiza la matriz anterior, se
ve que si # aumenta, los siguientes flujos disminuyen:

A1gy Xing o5 mie
Por lo tanto,
g = Min {IU, Iinj Iﬂl}"

El circuito formado anteriormente y el valor de #, corresponden a
las ecuaciones (3.9) y (3.10) respectivamente. Este circuito es dnico.
Por lo tanto, el paso 6 se puede resumir como sigue:

6—a) Constriyase el circwito dnico que contiene a la variable X
que entra a la base.

6-b) X;; =@, donde @ es ¢l minimo de todos los vectores bdsicos
en el vircuito que disminuyen su valor a medida que # aumenta.

Regrésese al paso 3 con esta nueva solucion.

Ejemplo. Resuelva el problema de transporte que tieme 3 origenes
con capacidad de 40, 60 v 90 unidades respectivamente; 5 destinos con
demandas de 30, 40, 70, 40 y 60 unidades respectivamente y los costos
unitarios dades en la siguiente tabla:



Origenes

El algoritmo de transperte 275

Destinos
1 . 3 4 5 Oferta
1 20 19 14 21 16 40
2 15 20 13 19 16 60
3 18 15 18 20 no surte =11
Demanda 30 40 70 40 &0
Cosfos

Por razones fisicas el origen 3 no puede surtir al destino 5.

Solucién. Primero, como el origen 3 no surte al destino 5, se hace

cas = M >0, en que M es un nimero positivo muy grande.

Primera iteracion

Paso 1. El problema esti desbalanceado, puesto que la oferta to-
tal es menor a la demanda total en 50 unidades. En efecto

-3
E-ﬂi= lgﬂ{:
d=1

]
= b; = 240. Por lo tanto, para balancear el

problema se agrega un origen artificial con una oferta igual
a 240 — 190 = 50 unidades, v con costos ¢ =10, j=1,

..+, 9. El problema ya: balanceado presenta la siguiente ma-

triz de costos.

Destinos
1 2 3 4 3 | Cferta
1 20 19 1+ 21 16 40
Origenes 2 15 20 13 19 16 60
3 | i 15 14 20 a
Origen artificial 4 0 0 0 0 0 | 50
Demanda | 30 40 70 40 60
Costos

Paso 2. Utilizando el método de Vogel (ver seccién correspondiente)
se obtiene la siguiente solucién inicial factible basica con costo

Origenes

total de $ 3,010,
Destinos
1 2 3 4 5 O erta
1 40 )
2 a0 20 10 i
3 40 50 40
4 40 10 50
i
Demanda 30 40 70 40 &0

Flujos
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Paso 3. Se construye una matriz de costos ¢y, donde

€= 16 €y = 13
en =15 cx = 18
€ =13 tu™= 0
€ = 16 tuw= 0,

el resto de las ¢j; = 0. Se asocia las variables duales u; con

los origenes (i=1,...,4) y las v; (j=1,...,5) con los
destinos.

Destinor
1 2 3 4 5 'F
1 16 t,
2 15 13 16 uy
Ui 15 18 y
4 i 0 u,
oy oy vy v, Uy
Costos

Paso 4. Déandole a u, un valor arbitrario de cero, se pueden calcu-

lar los valores de v, v, vy v;.

_E:1+“|+ﬂ1-ﬂ 0 383 E';|='E:1‘_H:_15'_u-15'

—En+ﬂ:+ll;-ﬂ 0 SE3a T.I','-E“—ugﬂlﬂ—l]'Ilﬂ

—Cas U+ os=0 o0sea p;=1iy— ;=16 — 0= 16,

Conocidos vy, vy ¥y vs se pueden calcular u;, uy vy u,. En efecto,

—tuwFtuy+os=0 osea y=cg—vg=16-16=10,
g tuy+uvs=0 o sea H;‘“Eﬁ"‘ﬁ';“‘ﬂ"‘]ﬁ"_lﬁl

—famttuy+uvy=0 osea u,=7p —v,= 18— 13 =5,

De manera similar, se obtienen los valores de las variables dua-
les restantes.

—cyy Tt u,+v,=0 osea v,=¢4y —u,=0—-({—16)=16

--E;.+u;+u;==ﬂ O sea U;-E;j‘-ﬂg-lﬁ_ﬁ-l'}a

13 Ya que sc dispone de un grado de libertad, se escogibd w, arbitrariamente
y se le dio un valor arbitrario. En este caso u, = 0.
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En resumen
H]_-u E‘t-‘ls
ﬂ:-n E-':-].D
Uy = 3 vy = 13
“i=_lﬁ' ﬂ"-IE

s == 16.

Paso 5. Utlizando la férmula ziyj—ciy = ¢4y — (uy + vy) (reglas de

maximizacién) para toda i, j que no esti en la base se ob-
tienen los indicadores en optimalidad.

In=c¢u = cu—(uyt+o,) = 0—{0+15) = 5

33— ¢C13 = €ua— (y+uy) = 19— (0+10) =9

Zyy—cCu = ¢y — (uytoy) = 14— (O4+13) = 1

Tie—Cu = c— (y+ov) = 21— (0+16) =5
Zpe—Car ™ Cya— (gt vy} = 20— ({04+10) =

Zga—Cpa = €a— (Ustry) = 19=[0+16) = 3
In=—=Cy = 53— (uy+v;) = 18— (5+15) = =2
Zg—Cyy = Cas— (gt =20—(5+16) = —1
Eys—Cyp = Cys— (Ug+05) = M= (5+16) = M—21
Ta=—0n = = ({uy+p) =0 —=(=16+15) = 1
Zig=Ciz = Caa— (Wyt1y) =0 = ({—16+10) =
Zg—cpn = cp—(wtr) =0 = (—16+13) = 5.

Como zg:—¢m = —2 < 0 es la més negativa, Xy, entra a la base.

Paso 6. El circuito correspondiente a las ecuaciones (3.9) queda

representade tabularmente a continuacién.

Destinos
1 2 3 ] 5 Oferta
1 - 40 40
2 |430 — & 20 4 ¢ 10 60
Origenes 3 1 8 40 50 — ¢ l 50
4 | + 40 10 50
Demanda 30 40 70 40 60

Flujos
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El valor de # proviene del minimo de aquellos flujos que disminuyen
al aumentar #, s decir

§ = Min (30,50) = 30

Por lo tanto, la nueva solucion es:

Destinos
1 2 3 . 2 5 Oferta
1 40 40
2 50 10 60
Origenes 4 30 40 50 a0
4 401 10 50
Demanda 30 40 70 40 &0
Flujos

Fl costo asociado a esta nueva solucidn es

$ 3,010 + Xy, (£5n—¢5)
= $3,010 + 30(—2)
= § 2 .950.

Se regresa al paso J.

Segunda iteracion

Pasos 3 v 4. Tabularmente se representa a la nueva matriz con ele-
mentos ¢;; ¥ a los valores duales u; vy oy

Destines
1 2 3 4 5
1 16 | wy = =3
] 13 16 g = —3J
Origenes 3 18 15 18 u, = 0 (Arhitrario)
4 0 0 | w, =21
p=18o, =13 0, =18 o, = 21 ::IH_=EI

Costos

Pase 5. Tabularmente se representa a la matriz con los elementos
ggy—cCiy = cyy— (s + vy).
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Tercera tleracion

Pasos 3 y 4. Tabularmente se representa a la nueva matriz de ele-
mentos ¢;; vy a los valores u; y vy

Destinos
1 2 3 4 5
1 16 'i'.l = -
3 13 Uy = —3
Origenes 5 | g 15 18 20 u = 0 (Arbitrario)
s 0 0 . = —30

o, =182, =150,=180, =2 2,=20
Costos

Paso 5. Tabularmente se representa a la matriz con los elementos
zij— ¢y, calculados de zy—¢cyy = Cig= (uy + vi).

1 2 3 4 5
1 B B 0 5
2 2 10 4 1
3 M-=20
4 2 5 2
Casios

Como todas las z;j—¢; para i y j que no estin en la base son posi-
tivas, la solucién anterior es éptima. En resumen, la solucién dptima es:
ﬂ] Xy = "]'D,. KXo = m, X = 3'], Nz = 'iﬂ, I“ = .!.':I', .I" = Hﬂ.
x..u - Eﬂ, Iu o lﬂ,
b) las restantes X;; son cero,
¢) el costo minimo de transportes es § 2,940,

La soluciém &ptima se ilustra a continuacién

Oleria Origenes Flujos Destines  Demanda
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Pasos 3, 4, 5 y 6. Se determina que X, debe entrar a la base con
un valor ¢ dado por

# = Min (30, 30) = 30,

El circuito correspondiente a la ecuacién (3.9) se muestra
a continuacion.

Destinos
1 2 3 4 5 Oferta
1 - 40 40
2 TEE -8 48 10 &0
Crigentt o ¢ 40 30— I, 70
b ) o 40 1 50
Demandea a0 40 50 40 G0
Flujos

El problema gque se presenta es el siguiente:

Si # = 30, entonces, tanto X como X se reducen a cero, lo que
originaria que enslz nueva base sélo habria m +n — 2 (7 en este caso)
valores positivos. ;Cémo se distinguiria entonces aquel elemento cero que
queda en la base (haciendo los m + n — 1 componentes) de los elemen-
tos que no estdn en la base y cuyos valores son también nulos?

Esta identificacién se logra si se asigna en forma transitoria y arbi-
traria el valor £ (que representa cero} a cualquiera de los elementos
que se hayan anulado y que se requieren para tener m + n — 1 compo-
nentes en la base. El simbolo E, cuyo valor es cero, sdle sirve para dis-
tiguir aquellos flujos de valor cero que estin en la base de aquellos
que no lo estin,

En este caso se hace arbitrariamente a Xy = E. La nueva base esti

dada por
Destinos
1 2 3 * 5 Oferta
1 +0 40
2 50 10 B0
Origenes 3 30 40 E -0
4 40 10 50
Demanda | 30 40 50 40 60
Flujos

Una nueva iteracién indicaria que X, deberia entrar a la base.
Graficamente
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Destinor
1 2 3 4 5 Oferta
1 | 0 0
2 50 4+ @ 10 — @ 6l
Origenes 4 30 40 T E—¢ ¢ 70
4 "—'_+ -0 1049 50
Demanda | 30 40 50 40 60
Flujos
por lo que # esti dado por
8 = Min (10,40, E) = E.
La nueva solucién bdsica factible degenerada es:
Destinos
1 e 3 4 5 | Dferia
1 40 | 40
! 50 10 60
Origenss 30 40 E 70
4 40 10 50
Demanda | 30 40 50 40 10
Costos

Esta solucidn ya es optima porque come lo podri corroborar el lector,
todas las zyj—¢y; > 0 para toda ¢ v j. En este momento, va se puede

prescindir de la E, quedando la solucién éptima degenerada igual a:
ﬂ} IH =4[]5 Xz = 5“: Xy = 3{], Ay = 4“], Xu= "“:', Ay = lﬂ
Xz = 10,
b} el resto de las Xy; es igual a cero,
c) el costo total optimo es de §2.590.

Grificamente se tiene:

Oferia Origenes Flujos Deslinos Demanda
40 30
) 40
70 50
E_EI
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¢Qué interpretacién real le di usted a los flujos X, v X,;?

3.5. Problemas con capacidad restringida en sus flujos
de transporte

La formulacién matemdtica de este tipo de problemas es

W
Min ¥ ¥ ci; Xyj

fal Jei

sujeto a

L]

= XySa g1, ...0m,

=1

m

=z Xiyzh j=1,...,n,

=l

0 < Xiy < uiy g=1 ...,m; =1, ...,1

Este tipo de problemas puede resolverse por medio de técnicas de
programacién lineal con cota superior, o de una manera més eficiente,
por medio de redes de optimizacién como se ve en el capitulo siguiente,

3.6. Problemas de transhordo o transportes con
nodos intermedios'®

Hasta este momento se supuso que el movimiento del flujo es de un
origen a un destino. Sin embargo, pueden existir problemas donde se per-
mita adicionalmente el flujo de destinos a origenes." En este Gltimo caso
los origenes actuan como destinos y los destinos como origenes,

Si en el problema original existen m origenes (numerados 1, 2, ..., m)
y i destinos (numerados por m+ 1, m+ 2, ..., m+ n), v si ademas
se permite la direccién del flujo en ambos sentidos (de origen a destino
y de destino a origen), se puede hablar de un problema con m + n
origenes y m + n destinos, Un problema de transporte de este tipo, donde
el flujo puede dirigirse en ambos sentidos, se le conoce como un proble-
ma de transbordo o transporte con nodos intermedios.

En forma de matriz se tiene

15 En inglés se les conoce como “franshipment problems™.
1% Por ejemplo, este seria el caso de las devoluciones de un cierto producto
del centro de consumo a la fibrica de ongen.
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Destinos
1 2 RN me1 wes MR Oferta
1 fy1 €13 R T CymeL "t fimen a
2 Cx1 €23 Tt Cam €3 ma1 *t fymen g
- 5
g L Cmi1 Coma * Lo o il TR Cm e T
3
m + 1 i1, Tmit,2 " Cheam Cimet e * iyt R 0
m+n Cmind Cmend """ Cmenm [ Comem,ma1 ¥ Cppen nn 0
Demanda 0 0 0 b, b,
Costos
La oferta de los origenes m + 1, m+ 2, ..., m + n es cero, porque

originalmente se trataban de centros de consumo. Andlogamente, la de-
manda en los destinos 1, 2, ..., m es cero, porque originalmente se tra-
taba de centros productores, En pocas palabras, se estd diciendo que el
flujo neto en los origenes 1, 2, ..., m debe ser respectivamente a,, as,
.+.y G ¥ €n los centros de consumo m + 1, m+ 2, ..., m + n respec-

tivamente de by, b, ..., by, Matemiticamente se tiene:
MmN
Min Z -E E t.'ux”
f=1 =1
iaf
sujeto a
Wit W
2 X = 2 Xy = ay i=1,...,m
k=1 k=1
Rei ke
4% Lu s i
2 Ximey = Z Kmiga=by j=1,...,n
ka1 kel
Rt f ke
Xy =20 1=1,2...,m+n

i=12 ...,m+n

Este problema lineal se podria resolver ficilmente como un problema
de transporte, si se supiera de antemano la cantidad de flujo que entra-
rd y saldrd de cada uno de los m + n puntos. Lamentablemente estas
cantidades son parte del problema de decisibn y por lo tanto no se les
conoce. Sin embargo no hay inconveniente en fijar una cota superior
a cada una de estas variables.
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Solucton:

Se sabe que en una base dptima no se pueden encontrar simultinea-
mente los flujos Xy v Xy 1% j ambos con valores positivos. Intuitivamente
se observa que el costo se reduce si se envia el flujo neto, es decir:

Xig—= Xy, st Xy 2 Xy, i£],
&
Xip = Xijy 58 X2 Xy, i£]

Se concluye por lo tanto, que un flujo X;; i j no debe pasar mds
de una vez' por un determinado punto &, k= 1,2, ..., m + n. El valor
maximo que Xy, 55 puede alcanzar es de # donde

0 =Za=2b
f=1 f=1

Los flujos no deseables, es decir los flujos en exceso en un punto k,
k=12, ...,m+ n se previenen mediante una absorcién® del tipo Xu
aun costo ce =0, k=1,2,...,m+ n Por lo tanto, si se incrementan
las demandas de todos los destinos en # unidades, las ofertas en todos los
origenes en # unidades, v se hacen todas las ¢ =0, k= 1,2, ..., m, ¢l
problema anterior se convierte en un problema de transporte con las si-
guientes caracteristicas.

Destinos
L 2 R ma41l v mfgn | Ofertas
1 0 Cya . €im €1,me1 " By men | @+ ¢
d €0 0 * Comm £3,m41 R | 8y + @
.y ® * - : u
=
B * PR ® ® ¥
L]
‘3 - - LI - !
(i 5 |
Q m Cra Cma e @ e P | dm @
m 41 Comet,l Cmena " Cmed,m 0 PR et e | o
m-4n Fmini ‘mins "' Tenw T "7 U #
Demanda i f aen a by +8§ +++ b+ 8
cgp=10 Costos
e =10

17 5i pasara p veces el flujo X por un determinado punto k, k= 1,2, ...,
m + n, la funcidn objetive aumentaria en pecyy =0,

1% La absorcion significa que el flujo no deseable se gueda recirculando en
el nodo k.
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Este problema se resuelve por el algoritmo de transporte.

Ejemplo. Supbngase que existen dos origenes, con ofertas de 100 y
200 unidades respectivamente y tres centros de consumo con demandas
de 100 unidades cada uno. La matriz de costos unitarios es:

Destinos
1 2 3 Oferta
A 10 20 30 100
Origenes B | 20 50 40 200
Demanda | 100 100 100
: Costor

Una representacién grafica del problema balanceado es la siguiente:

100

100

100

Se supone que los destinos pueden ahora enviar flujo vy los origenes
recibir flujo. Grificamente se tiene lo siguiente:

&0 0
— (o (a 3 10 1
.
2
10 80 ""'ff 10 40
2 40
30 0
| [s0 (O)8 = 219/ 1| e
40
70 21 |2
il o

Figura 3.6
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en que el niimero asignado a cada arco es el costo unitario del arco.
Obviamente § = 300, y la matriz de costo del problema de transporte
asociado al diagrama anterior es:

Destinos
A B 1 7 3 Oferta

A 0 a0 10 20 S0 100 4 300
: B 10 0 20 50 40 200 4 300
e 1 20 30 0 40 10 300
S 9 0 20 10 0 20 300

3 1 H 70 &0 20 0 300
Demanda | 300 300 1004300 1004300 1004300

Costors

Después de aplicar el algoritmo de transporte a esta {ltima matriz
de costos se obtiene la sigutente solucidn Optima:

Destinos
A B 1 2 3 cMerta
A 300 100 400
B 300 | 200 500
Origenes 1 200 100 300
2 300 300
. 300 300
Demanda 300 300 400 400 400
Flujos

Si se ignoran los flujos del tipo Xy, i = A,B,1,2,3, la representa-
cién gréifica de la solucién Sptima es:

100
100 () - 1
100
200 2 100

100

Figura 3.7
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El costo éptimo es §$7,000. Nétese que el Unico nodo que termina
funcionando como origen y destino al mismo tiempo, es el nodo 1, que

recibe 200 unidades de B y manda 100 unidades al nodo 3, quedando
un flujo neto de 100 unidades en 1.

3.7. Problemas de asignacién

La formulacion de un problema de asignacién es la siguiente

-] "
Min Z = 3 ¥ ey Xy

f=1 f=1
sujeto a
"
Koy mi i=1,...,m
f=1
™
«E IU"I j-lJ""J“‘
=1
I‘llaﬂ i—l,...,m

j=1,...,n

De hecho las variables X;; s6lo pueden tomar el valor 0 6 1. Toman
el valor | s el origen ¢ se hace corresponder al destino §, vy 0 en caso
contrario.

Este tipo de problemas son lineales, con una estructura de transporte,
solo que la oferta en cada origen es de valor uno y la demanda en cada
destino es también de valor uno. Serfa muy ineficiente resolver este tipo
de problemas por medio del método simplex o por medio del de trans-
porte. Debido a la estructura propia de los problemas de asignaciom,
existen métodos de soluciém llamados algoritmos de asignacidn que son
més eficientes que el simplex o que el método de transporte.

Se puede pensar intuitivamente que en un problema de asignacion,
los origenes son personas buscando un trabajo y los destinos son trabajos
disponibles, Eaxaste un costo ¢y por asignar a la persona 1 a um trabajo ).
Una mala asignacién, por ejemplo, un barrendero al puesto de secretaria
bilingiie, puede acarrear un costo muy elevado. La restriceién que existe
en este tipo de problemas es que a cada persona se le asignard un solo
trabajo, v a cada trabajo se le asignari una sola persona.

Una condiciém necesaria y suficiente para que este tipo de problemas
tenga una solucién, es que estén balanceados, es decir que la oferta total
sea igual a la demanda total. En otras palabras, si hay m origenes y n
destinos, se requiere que m y n sean iguales. A un problema de asigna-
cién desbalanceado se le balancea del mismo modo que a un problema
de transporte.

El algoritmo que se presenta a continuacidnm para resolver problemas
de asignacidn se conoce como el método htiingare, debido a que fueron
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dos matemiticos hungams, Konig (1916)" y Egervary (1931),* los que
aportaron las teorias que sirven de base a este método.

Algoritme hingaro

Dada una matriz M de m X n, se representa por L el conjunto de
todas las lineas o filas que se denominaran f,, L, ...,Ls y por C el
conjunto de todas las columnas que se denominarin C,, C;, ..., C, En
general, los elementos de la matriz M son ceros y diversos niimeros reales.

Se denomina como un soperte de M al conjunto de filas y/o colum-
nas, tal que si se omiten estas filas v/o columnas desaparecen todos los
ceros de la matrnz.

Si un soporte se compone de p filas Ly, Lys, ..., Li; v g columnas
Ci, Ciay - ooy Cygy 5e tiene que p+ g <min (m,n) porque & lo mas un
soporte contiene un numero miximo de filas o columnas dado por min
(m,n}.

Se define como indice de diseminacion de una matriz al nlimero mi-
nimo de filas o columnas que forman un soporte. Se denotard al indice
de diseminacién de una matriz M por D(M).

Un conjunto de k ceros de una matriz forma un concatenamienio sl
las k filas y las & columnas del conjunto de esos k cercs, se encuentran
en la interseccidon de k diferentes filas v columnas,

Se define como indice cuadrado de una matriz M al concatenamiento
mdximo, es decir a aquel concatenamiento que contiene el maximo nu-
mero de ceros. El indice cuadrado de una matriz M, se escribe O(M).

La teoria del algoritmo de asignacidm se basa en el descubrimiento
de Konig® de que

D(M) = O(M),

es decir, que el numero minimo de lineas en un soporte es igual al
mdximo numero de ceros de un concatenamiento en una matriz M. La
prucba de este teorema se puede encontrar en las referencias [10, 17,
18, 19].

El método hingaro para resolver problemas de asignacion es el si-
guiente::

Paso ]. Dada una matriz de costos de un problema de asignacibn
balanceado,® reste en cada columna y en cada renglén el
nimero mis pequefic de esa columna 6 renglén, del resto
de los elementos en esa columna o renglén. En otras palabras

1% Ver referencia [17].

20 Ver referencia [10].

1 Véase las referencias [10, 17]

%2 5i el problema de asignacién estd desbalanceado, el balance se logra como
en el problema de transporte. 8i m > n (m siendo los origenes y n los destinos)
se introducen m — n destinos con demanda unitaria cada uno y costos nulos. Si
m < n, s¢ introducen m — m origenes, cada uno con oferta unitaria y costo nulo.
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n;=r”—M‘inc” j=1,..,n

?u=c'u—]"rﬁnr'u i=1,.,.,,m
i

Paso 2. En la nueva matriz de costos seleccidnese un cero en cada

renglén v columna. Elimine durante el proceso de seleccion
Ia columna y el renglén al que pertenece el cero seleccio-
nade. Si al finalizar este paso se ha hecho una asignacidn
completa de ceros, es decir, cada origen tiene asignado un
solo destino y cada destino tiene asignado un solo origen,
s¢ ha encontrado la asignacién oOptima. En caso contrario
contintie en el paso 3.

Paso 3. Este paso encuentra la condicion de Komig de que O{M) =

D(M), siendo M la matriz de costos del paso 2. Este paso
tiene b secciones, a saber:

3—-1 Marque cada fila que no contiene un cero asignado.

3-2 Marque cada columna que contiene un cero (no nece-
sariamente asignado) en la fila marcada en el paso 3-1.

3-3 Marque cada fila que contiene un cero asignado en la
columna marcada en el paso 3-2.

3-4 Repita los pasos 3-2 y 3-3 hasta que no se puedan
marcar mas columnas o filas.

3-5 Tache las filas ne marcadas y las columnas marcadas.

3-6 Seleccionese al nimero mas pequefio de los elementos no
cubiertos por una tachadura horizontal o vertical. Reste
ese elemento del resto de los no tachados y sume ese
elemento a los tachados en cruz, es decir, por una ta-
chadura horizontal v vertical. Los elementos cruzados
por una sola tachadura no cambian. Regrésese al paso 2.

Ejemplo. El gobierno va a construir 3 proyecto, 4, B, €, y 4 compa-
fias constructoras estin compitiendo por los proyectos. La siguiente ma-
triz resume la cotizacién de cada compafiia por proyecto, en millones

de pesos.

o —

- Proyeeto
A B C
Compania ”‘“xh__‘_
1 5 13 19
2 13 10 15
3 11 15 27
4 15 a9 f

Cotizacién en millones de pesos

Por motivos politicos y de un reparto mds equitativo de las erogacio-
nes se decidid que cada empresa tendrd contrato por un solo proyecto, v
que cada proyecto seri realizado por una sola compafiia.

http://librosysolucionarios.net
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Paso 0. Para balancear (m = n) el problema, se agrega un proyecto
artificial D, con cotizaciéu de cero pesos. Es decir

Proyecto
A B C D
1 5 13 19 o
2 15 10 15 0
3 11 13 21 0D
4 15 9 6 0

Paso 1. Construyendo primero ceros en cada columna

A B c D
1 0 4 13 0
2 8 1 3 0
3 & & 21 0
4 10 0 0 0

y después ceros en cada fila, se tiene

A B c D
1 0 4 13 0
2 L 1 9 o
3 6 6 21 0
4 10 0 0 0

Paso 2. Una posible asignacién es

1-4 (se elimina fila 1, columna A)
2-D  (se elimina fila 2, columna D)
4-B (se elimina fila 4, columna B).

Como el proyecto € y la compafiia 3 no han sido asignados,
se continfia en el paso 3.

Paso 3-1. Solamente la fila 3 no tiene asignacién. Se le marca.

Paso 3-2. En la fila 3 solamente la columna D tiene un cero. Se le
marca.

Paso 3-3. En la columna D hay un cero asignado en la fila 2. Se
le marca.

Paso 3-4¢. En la fila 2 hay un cero en la columna D v como D ya
esti marcada se continfia en el paso 3-5.
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X

A B c D

1 0 4+ 13 i}

X 2 & 1 9 0
X 3 fi fi Z1 i
- ] L] ] o ]

Paso 3-5. La condicion de Kinig se representa grificamente a con-

tinuaciédn,
X
A B ik DI
1 i = i
X 2 i 1 : |
X 3 6 6 21
4 4 - -

Paso 3-6. El nimero no cubierto mis pequefio es 1. La nueva ma-

triz es
A EB [ D
1 (1] 4 13 1
2 ) 1] a 0
3 5 5 20 0
4+ 10 (1] i ] 1

Paso 2. Una nueva asignacion es

1-4 (se elimina fila 1, columna A)
2-B (se elimina fila 2, columna B)
3-D (se elimina fila 3, columna D)
4+-C (se elimina fila 4, columna ).

La asignacidn es dptima, es decir que

la compaifita 1 realiza el proyecto A4 por 35 millones,
la compaiiia 2 realiza el proyecto B por 10 millones,
la compaiiia 4 realiza el proyecto ¢ por & millones, y

a la compafiia 5 no se le contrata.

El costo total es de 8 21 millones.

Ejemplo. Supéngase que Aero-México tiene el siguiente horario de
vuelos diarios México-Rio de Janeiro.

http://librosysolucionarios.net
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Salida México Fuelo Llegada Rio de [aneiro
6 : 00 A = 12:00
7:30 B —r  13:30
11:30 C =+ 17:30
19:00 D —  1:00

0:30 -————— f ————  6:30

Llegada México Fuelo Salida Rio de Janeiro
11:30 <« 1 5:30
15:00 o——nor 2 9:00
21:00 3 15:00
0:30 <« 4 18:50
b:0) & 5 00 : 00

El problema que tiene Aero-México, es la calendarizacion de la tri-
pulacién en estos vuelos. Resulta que una tripulacién que sale de México
un lunes a las 7:30, llega a Rio el mismo lunes a las 13:30; sale el mar-
tes de Rio a las 9 yllega a México a las 15 horas; cobra desde ¢l lunes
a las 7:30 hasta el martes a las 15 horas. El tiempo transcurrido desde
las 13:30 del lunes hasta las 9 del martes siguiente, es un tiempo muerto.
e trata entonces de reducir los ttempos muertos de las tripulaciones en
estos vuelos, sujeto a ciertas condiciones. En este caso, las condiciones
son que cada tripulacién debe descansar al menos 8 horas, pero no més
de 24.

El problema se puede enunciar de la siguiente manera: doénde deben
vivir las tripulaciones y qué tripulaciones deben asignarse a qué vuelos,
tal que los tiempos muertos totales se minimicen y al mismo tiempo se
respeten las condiciones de descanso de las tripulaciones.

Supdngase una tripulaciém que vive en la ciudad de México, que
trabaja en el vuelo C y regresa en ¢l vuelo 2 de Rio de Janeiro. De acuer-
do con los tiempos de vuelo, esa tripulacidn llega a las 17:30 y sale a
las 9 de la mafiana rumbo a México, tras 13 y media horas de tiempo
muerto. En cambio, una tripulacién que vive en Rio y sale en el vuelo 1
hacia México, y regresa en el vuelo 4 a Rio, tiene un tiempo muerto
de 18 y media horas. Asi se pueden construir 2 matrices de tiempos
muertos, a saber:

1 2 3 4 5
Al 195 m 3 6.5 12 |
B| 16 19.5 1.5 5 10.5
c| 12 15.5 215 1 6.5 | MATRIZ I
D| 4«5 8 14 17.5 23
E| 23 D5 8.5 12 17.5 |

Tiempos muertos tedricos para
tripulaciones con sede en
México (horas).
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1 2 3 4 3
A] 18.5 15 9 5.5 0
Bl 20 16.5 10.5 1.3
¢| 0 20.5 14.5 11 3.5 MATRIZ II
D 7.5 . 22 18.5 13
E| 13 9.5 3.5 0 18.5

Tiempos muertos tedricos para

tripulaciones con sede en
Rio de Janeiro [(horas).

Dadas estas dos matrices, se construye una nueva, donde los elemen-

tos {y; SeTan

tiy = min {fij, tis, )

siempre y cuando 8 < t;; < 24. En caso de que #;; no cumpla con esta
restriccion, la asignacién i, j es imposible y por lo tanto, ¢; = M, donde
M 3 0. En efecto, la nueva matriz es

1 2 3 4 5
A| 17.5 15 ) M 12
B| 16 16.5 10.5 M 10.5
c| 12 15.5 14.5 11 M
D| M a 14 17.5 13
E| 13 3.5 8.5 12 17.5

A esta matriz se le aplica el métode hingaro. Nétese que el problema

ya estd balanceado.

Paso 1. Ceros en cada columna®

1 2 3 4 5
Al 5.5 7 0.5 M 1.5
B| 4 8.3 2 M 0
c| 0 7.5 i 0 M
D| M o %.5 6.5 Z:.5
E| 1 1.5 0 1 i

Ceros en cada fila

“H—I”=H.
Hﬂff—f”EM.
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1 2 3 4 5
Al 5 6.5 0 M 1
B 4 8.5 2 M 0
[N D 7.5 [ 0 M
Dl M 0 5.5 b.3 2.3
El 1 1.3 0 1 7
Paso 2. Posible asignacifn:
A~ 3
B — 5
o — &
D = 2

Como las rutas E y | no han sido asignadas, se continiia en el paso 3.
Pase 3-1 a 3-5. Condicién de Kénig.

X
1 2 3 4 5
|
x A 5 6.5 M 1
- 4 Helr o .t
—gh . AF ! o 5 gy
X E 1 1.5 1 i
Paso 3-6. '
1 2 3 i 5
A 4 5.5 L] M 0
B & B.5 3 M 0
[ L1 7.5 7 1] M
Dl M 0 6.5 6.5 2.5
E i} 0.5 i} 0 (]

Paso 2. Nueva asignacifn

A — 3 con tiempo muerto de 9 horas,
B — 5 con tiempo muerto de 10:5 horas,
C — 1 con tiempo muerto de 12 horas,
I} = 2 con ttempo muerto de 8 horas,
E = 4 con tiempo muerto de 12 horas.
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Esta asignacién es 6ptima. Refiriéndonos a las dos matrices originales
se tiene que en términos de donde viven las tripulaciones la asignacién
dptima s

Proviene
Fuelo de (bservaciones

A — 3 | (MatrizII) | Sale Rio 15 h. Llega México 21 h. (DIA 1)
Sale México 6 h. Llega Rio 12 h. {(DIA 2)

B — 5 (MatrizI) | Sale México 7:30 h. Llega Rio 13:30 h. (DIA 1)
Sale Rio 00:00 h. Llega México 6:00 h. (DIA 2)

¢ -1 (Matriz I} | Sale México 11:30 h. Llega Rio 17:30 h. (DIA 1)
i Sale Rio 5:30 h. Llega México 11:30 h. (DIA 2)

D - 2 (Matriz1} | Sale México 19:00 h. Llega Rio 1:00 h. (DIA 1)
Sale Rio 9:00 h. Llega México 15:00 h. {DIA 2)

E — 4 {Ilnhh‘i: I) Sale México 0:30 h. Llega Rio 6:30 h. (DIA 1)
Sale Rio 18:30 h. Llega México 0:30 h. {DIA 2}

El tiempo muerto total minimo es de 51.5 h. De una manera similar
se podria encontrar asignacién de tripulantes a wuelos que proporcione
un tiempo muerto total miximo. Basta para eso construir una matriz ¢;;,

tal que
.f“' - MEK l:!”i‘ I.'j":l

byg = M &1 no ze r.1.|.1:r|[.1||: a 'l:_': (Y, 5 24,

El nimero total de diferentes combinaciones de asignacion de tri-
pulantes a vuelos en este problema es de 5!, o sea 120,

3.8. Problema de transporte generalizado

El problema que se quiere resolver es

;'.-_f- wiy ¥ij

k4 a

Min Z =
i

&

sujeto a

dif}'”=‘ﬂi i=1,...,m
I=1

E.ifi.l}ril’:bl F=l..qn
¥y, di=1...,m
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vy donde a; >0, b; >0, dj; > 0 (estrictamente positivo), fiy = 0 para
todaf,i=1,....mytodaj j=1,...,n
Si en la formulacidn anterior se hace el siguiente cambio de variable:®3

Xi_j':ﬂfﬁ}r” I‘-],-,.;I‘ﬂ, j“],...,ﬂ
;:H-E, Grn k.  Femlescomadmidycgm
ﬂri_f
i : .
f‘l-f=_'_*_l-; d:f:}ﬂ I-tl:r”'.'lm: .ir-:l':l"*j“'
se obtiene
Min Z = EE{?”X;;
i=1 j=1
sujeto a
"
Ex‘-i:‘ﬂu I=1_, » M
1=

m
2 big Xis = by, Bt MR
=l

X =2 0, 1

Ju= 1, ...,

I
=

Este tiltimo problema lineal se conoce con el nombre de problema de
transporte generalizado, Este tipo de problemas se puede presentar fre-
cuentemente en la realidad con un pequefio cambio, y es que en vez de
tener restricciones de igualdad de la forma

L]
E.l"”=a.-, 'l.-=].,1..,,!'ﬂ-_T
§=1

se tienen las siguientes restricciones de desigualdad:

W
EX:_;{::,- :'=I,.”,m.

i=d

En ambos casos, los métodos de solucién que a continuacién se explican,
son exactamente los mismos.

Algoritmo del problema de transporte generalizado.

Sea el problema a resolver el siguiente:

2 tig Xy

1 =1

b
Min Z =
i=
2% También se puede temer X, = f,¥,. en cuyo caso fig > 0. Véase el
cjemplo de ilustracién de esta seccidn.
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sujeto a

L
2 Xy<ay i=l...,m

j=1

(F)
m
Xyy20 =1, ..., m: .j=]"'"“'

Este tipo de problemas también tiene un método de solucién propio,
que es mas eficiente que el métode simplex.
El problema dual asociado es

Lu] L]
Mix G = E agily + E bfﬂj
§al =l
sujeto a :
u¢+#;;vj£f.-; I-=]....,,H‘I;j:‘=1,...,ﬂ_,
(D}
u; == 0 i=1 ....m
7; no restringida en signo = 1,...,n

Del teorema 2-13, Namado de holgura complementaria, se desprende
que un conjunto de variables X;; es dptimo para el problema (P), =
existen variables duales u; y vy en (D), tales que

Xi; > 0 implica wy + pigry = ¢y fe=1...m;j=1,...,m,
uy + pyyvy < ¢y implica Xy; = 0 t=1,....m;p=1,...,n

Estas dos condiciones son suficientes para poder obtener una solucidn
optima al problema (FP). El tableau de trabajo para este tipo de proble-
mas presenta la siguiente estructura:

Destinos
1 2 s e s n DMerta

: Fia|fn Fag| e bt Pia|Cin ! )y

Ay I“ Xia By

i Pay | €a Paal€as " Pon|Cam dy

Xy . Aoy Ty

Origenesr . . . . . E

i -ibm:i o I#I-I Cins 7 - Lo

m Xy At Xoin U,
Demanda b ] ¥ s oa &
1 = "

http://librosysolucionarios.net
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En un problema de transporte generalizado con m origenes y n destinos,
existen m + » vectores en la base. Estos son los pasos a seguir:

Paso ], [Tableau.) Constriyase un tableau similar al indicado ante-
riormente.
Paso 2. (Solucidn micial.) De cada columna del tablean eschjase el

€3 mis pequefio e increméntese X;; a un valor 8, tal que

b
I“ = § = Min (ﬂi,F—I)

if
a' = a; — Xy,

byt = by — puXi;.

Eliminese la columna o fila que se satura®™%, §i tanto la oferta
como la demanda de la posicién (i, j) disminuyen a cero, eliminese la fila
f 0 la columna j, pero no ambas.

Paso 3. Al terminar el paso 2 puede que quede una fila o columna
sin saturarse, es decir que alguna oferta o demanda seguird siendo posi-
tiva. En este caso se introduce una wvariable artificial, afadiendo un
elemento de déficit (r,5) con (0,5) o (r,0) a la fila o columna, respec-
tivamente, que no esté saturada. En este caso, r es la cantidad que aiin
queda de oferta en la fila no saturada, o en caso de que sea una colum-
na, s es la cantidad de demanda de la colunma no saturada.

Paso 4. El paso anterior determina qué vectores X;; estin en la base.
Cualquier vector en la base es no-negativo., Se aplica el teorema 2-12 para
resolver las m + n ecuaciones lineales:

g+ iy = oy para i, j en la base,

S5i hay un elemento de déficit (0,5) en la columna k, entonces wy = s
Por el otro lado, si hay un elemento de déficit (r,0) en la fila i, entonces
W = r

Paso 5. El citenio de optimalidad, para un problema de maximizacion,
esti dado por los costos marginales;

Zyg—cyy = cyy— (wy + pyvy).

Si todas las ziy—c;; 2 0, la solucién actual es dptima. En caso contrario,
seleccidnese como vector de entrada a la base aquél cuyo z;;—ecy; es el
MAs Negatvo.

Paso 6. 5i X;; entra a la base, lo hace con un valor de A. Esto afec-
tard la factibilidad de la nueva solucién, al no cumplirse las siguientes
restricciones:

28 La oferta y/o la demanda correspondiente(s) disponible(s) disminuye(n) a
cero.
T a' y b son los nuevos valores de oferta y demanda en la posicidn (i, ).
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E.l'i.j-ﬂi. i=l,....m,
Jul
EPUIU’:&'] j=l,...,ﬂ.
f=l

Con objeto de restablecer la factibilidad, se resuelven m + n ecuaciones
lineales, de la forma *®

'E (Xig + Eyy + A) = a4
=1
para i, j, en la base.
m
E pis( Xy + Ejy+ 4A) =

Pero esto significa qu.=*

L
2 (Ey+a)=0 b=, m,
=1
Z piilEg+a) =0 f=1,...,mn
d=i

Una vez resueltas estas ecuaciones, el valor de A (A > 0) se determina
en la nueva base como el miximo valor que conserve la factibilidad de
las X;;, es decir X;; > 0. Regrésese al paso 3.

Ejemplo®® Resolver por el método de transporte generalizado el siguiente
problema:

Min Z =~ 4X,,+ 2X;;+ Xu + 55X

28 Recuerde que la A aparecerd en silo dos ecaaciones que dependen de la
..'l'” que entra a la base,
w El formato de este problema es

M[ﬂ 2 = E E ",”.Ii_j

sujeto a

E'_ﬂ'iixuiﬂ; i=l,--.,ﬂi,

x”Eﬂ l-.‘:!.--...m,

i
=1, ...4M
J ¥ ¥
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sujetn a
0.5X,, + 0.1X,, < 10
KXo+ 2X2 £ 25
Xy + Xu = 13
Xz + X2 =30

Xyy20, i=1,2; j=12

Agregando las variables de holgura X,, v X, en la primera y segunda
restriccién respectivamente, se tiene

Min Z= 4X,;+ 2Xu+ Xn + 5X=

sujeto a
05Xy, + 0.1X,, PN =10
Xﬂ + ‘EJI.",: o I:a = 25
A1y + X = 15
Xz + X = 30
X020, Xe020, X220 i=12 jm=1,2

Paso 1. (Tableau)

Destinog Oferia
1 a 1

1 1/214 A2 1 0 10
Orlgenes X, X, F. u,

2 L)1 215 1 0 25
"".""z'l "'T:z. "'.fu Uy

Demanda 15 30 -
I'.l_ I.:'ﬂ I.'-‘-

a2y
Paso 2. § = Min (—, .Er_i)
Pij

10
i) X = Min (."L‘, z-.) - Min (ﬁi 15) =15

11
by = by—Xy,y =15—15=10
g’y = a1=PrnX1y = 10=4§(15) = 2.5
f ]
) X, = Min (-“i, a,) - Min (Z—I 3{}) =25

a”y = a'y=PipXre = 2.5=0.5{25) = 0
Oz = be— X33 = 30-25 =5
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i 29
iii) Xz = Min (-i, b‘,) = Min (ﬁ, 5) =5
1% 2
ﬂpg = ﬂ-g_p.-_gfg'_r = 25_2[5} = 15‘
bijg ] b‘i:-dk‘.:: . 5-5 = ﬂ
a 1'
iv) X,, = Min (“‘, b,) N (1_‘"’ _) - 15

r

ﬂﬂa -t E’E_PEIIEI L 15-1|:15:| = U

b, no existe,

La primera solucidn queda

1 2 Holgura Oferta
15
1 | 25 | 10
2 . | 5 | 18 | 25
Demanda 15 30

La solucién obtenida es factible, ya que:

-
2 Xiyy=1b ji=112

i=1

15 = 15 para el primer centro de consumo
23+ 5= 30 para el segundo centro de consumo

]
¥ puXy=a i=12
=1

$(15) + .1{25) = 10 para el primer centro de oferta,

2( 5) + 1{15) = 25 para el segundo centro de oferta.

Paso 3. Se¢ omite porque todas las filas y columnas estan saturadas.

Pase 4. Aphcando el teorema 2.13 se tiene:

1) dado que X, =15>0, entonces pau + vy = ¢y,
i‘l-l-j_ " Uy = '1.',

ii] [Iﬂ-dﬂ fque xu = 25 :} ﬂ, entonces p]!ui + i'g == £1a,
.IH-; + g = 2,

i) dade que Xsa=D35 >0, entonces fesns + vy = Ca,
2u; + pym i

iv) dado que Xy = 15 >0, entonces puu + o = cq,
u, = 0. v, es igual a 0.

es decir,
es  decir,
es decir,
es  decir,

Al resolver el sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas se obtiene como

resultado

http://librosysolucionarios.net
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iz =0, v =5, 1, = =30, v, = 19,
Paso 5.
Zij— iy = 4= [Putq = :I:.I":I I',juN.

Los tinicos vectores que no estin en la base (por lo tanto estin en N)
son los siguientes:

fre—c1s = 0—(1{=30) +0) = 30,
In=tn = ]_EI{D] +19) = —18.

Por lo tanto, X;, entra a la nueva base con un valor A.

Paso 6. Graficamente se tiene:

1 2 F]
1 154 E, | B+E, | 10
2 A | 5+E, | 154 E, 25
15 30

5i se guiere mantener factibilidad, se necesita que las siguientes res-
tricciones se cumplan.

&

12-1'#” (Xeyy + Eyy+ A) = a4 i"l,z,

0 Se8
1-A + 2(5 + Ey) + 1{15 + Ey,) = 25,
y ademdis
a
Z(Xy+E;+a)=bk j=112
#=l
0 S

25+E1:+5+E::—3EL

Pero estas ecuaciones son equivalentes a

1/2Ey;, +0.1E, =0,
A+ 2Ey, + E,, = 0,
En +A=0,

Eis + E;y = 0.

Se tienen 4 ecuaciones lmeales con 5 incégnitas, Se resuelven en
funcién de A, resultando lo siguiente;
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.E:-j_; _ M,
E, = 9A
E:Fi == .ﬂ.,.
EII = _51&;

Pero esto, en términos de le nueva base genera que

Xu=15+E, =15— A>0 0sea, A< 15
-Xu-gﬁ*i"E.:=25+5ﬁ2”,ﬂﬂﬂ,ﬂz— 5,

Xa=A2>0 osea, A> 0,
E:g = 5 + E:g =~ 5 --5.& E.Dj [ W] HEH., ﬁ 5 1’,
=15

Xu=15+Ey=15+922>0, 0se3, A> ——.

Resumiendo todas las condiciones de A que mantienen a las Xy > 0,
se tiene que
0<A<],

y el miximo valor que puede adquirir es A = 1. Se regresa al paso 3.

Segunda iteracidn

Paso 3. La nueva solucidn bisica es

1 2 3 | Oferta
1 ‘ 14 | 30 | | 10
2 [ L | I 25
Demanda | 15 30

Esta solucién es factible, puesto que
144+ 1 =15
30 = 30,
+(14) + 0.1(30) = 10,
1{ 1) + 1(24) = 25,

Como todas las columnas y filas estin saturadas, no se negesita una
posicidn  de  déficit.

http://librosysolucionarios.net



306 Problemas de transporte y asignacion

Paso 4.

Come X,y >0, se tiene 1/2u, + v, = 4,
como X,z >0, se tiene 0. luy + vy = 2,
como Xy > 0, se tiene s + o, = 1,
como X, se tiene (fg iz + vy = £}, 0 sea lus +0=10

por lo que
=0 =1 wy=6 =14 v, =0
Paso 5.
2ia— €1y = 0= (1(6) +0) = =6
Zes " fgg = 5 - EEED} + 1.41] - E.E}

y X, entra a la base.

Paso 6.
1/2En + 0.1 Ex+ A=10,
Epn + Eyy = 0,
By + Egy = 0,
E: =0,

por lo que
Ey,, = =24,

E:. = _2.'5.’
Ey = 124,
Em Lo U,

Xyy=14+E;=14—-202>0, por lo que A< 7,
Xz =30 + E;; = 30,

Xig=AZ=0 por lo que A = 0,
Xon= 1+ En= 142420, por lo que A > —1/2,
Xoe™= 24 + E;, = 24— 24 > 0, por lo que A < 12,

El rango de factibilidad de & es 0 < A <7, vy el valor maximo que
A puede adquirir manteniendo la factibilidad de la nueva base es A = 7,
Se regresa al paso 3.

Tercera iteracion

Pare 3. La nueva solucidn bisica es

1 Z 5 Oferta
1 } 30 7 10
7 15 10 25

e T 30
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que el lector puede corroborar que es factible, y por lo tanto no se
necesita ningtin elemente de défict.

Paso 4.

Como X, > 0, se tiene pyuy + v, = ¢y, es deciru, = 0, y v, = 0,
como Xy, > 0, se tiene fratts + 05 = 02y, 5 decir uz = 0,
como Xz > 0, se tiene pgu, + vy = g5, €8 decir v, = 2,

como X: > 0, se tiene pays + 1y = ¢g, es decir iy = 1.

Paso 3.
Eypg—fn ™ i I:1‘-"'111-': + ) - 4—1=13

Egg=iLgg ™ '-':tl_{Pitﬂ‘i + 4'-":} - =2 =3,

por lo que la solucidn anterior es Gptima. Unicamente con el objeto de
corroborar, se comprueba que en el punto 6ptimo, la funcién objetive
primaria es igual a la funcién objetivo dual. En efecto:

L = é i cij Xij = 30(2) + 15(1) + 7(0) + 10{0} = /3,
ia1 f=1

G = 3 ayus + S byuy = 10(0) + 25(0) + 15(1) + 30(2) = 75.
=t

=1

Se ilustra en otro ejemplo el uso del elemento de déficit.

Ejemplo.*® Resuélvase por el método de transporie generalizado el si-
guiente problema:

Min z = 4I11 — Eirjt + 33.3 + E'-rzl + 4I21+ ?X:;

sujeto a
Xu+ X+ Xy -4
Xn+ Xpp+ Xn=5
P, ¢F + 22Xy -5
2X 1, + Xn - 2
Xa + Xp=3

,-'l‘” :_-'-"ﬂ':, i = |,2,3; .;ll'=' ],2,3.

22 El formawo de este problema es igual al formato (P} que se presentd al
explicar la teoria, Con el ejemplo anterior ¥ este se han trabajado todos los forma-
tos pombles de los problemas de transporie generalizido.
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Paso 1. (Tableau)

Destines
1 2 3 Oferta

1 =1 | ¢, =4 jp=2 ey =—8| pyy=11 £,=3 |a =
E X Xia X u
-
<]

ﬁu—i 8, =6 | pye =1 fop = % jr“=1 ,;“._T a8, =
2 "tu Kga I::. g

Demandal by = 5 by =2 by =3
b | Fa Uy

Paso 2. (Solucién inicial)

3
Xu;- Miﬂ(‘l', I) - J

Ogm3=3-1=0
g’y = 4—3:] =]

3
Xy = Min (1, T) = ]
by m5—1+1= 4
ai=1=1=0
x.,-um(&,%)-z

by = 2—2:1 =0
a'y=5—2=13

4
xn-mm(s,i)-z

by mg—32-3 =
ygm=3—2m],

La solucién inicial es por lo tanto:
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I 2 3 Oferta
1 1 3 4
2 2 2
Demanda 5 2 3

Paso 3. (Elemento de déficit.)

Como la oferta ¢; no se redujo a cero, se agrega a la solucién ante-
rior un elemento de déficit, con flujo igual a la oferta a(n disponible,
Grificamente

1 2 3 Déficit Oferta
1 1 3 4
2 2 2 1 5
Demanda 5 2 3 SX
elemento de déficit
correspondiente a una
variable artificial
Paso 4.
X >0 ty + oy =4
.‘-E'u =0 ty + vy =3
Dado que Xy > 0 se tiene < ug + 2p, =6
H‘.'n - 0 sy + g = 4
IMJ" = ﬂ TP Db‘p;r = ].

El sistema de ecuaciones genera los siguientes resultados:

ug = 1, l-"j“ﬂ, -ﬂ'1-2.5, = 1.3 = 1.5.

Paso 5.
Ig=tys = —8—(1.3+ 2(3)) = -15.5,

gam—em = 7=(1 + 1{1.3)) = 4.5,

por lo que X,; entra a la base,

Pase 6.
1 2 3 Défieat Oferta
I‘ l'."..:ll. + Ell a "TIH + 'EI.H *
2 X + By Xyg + Eyy XpartEpgyp 5
Demanda 5 2 3

Con objeto de que la nueva solucién bisica también lo sea factible,
se deben satisfacer las siguientes ecuaciones:

http://librosysolucionarios.net
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B =0,

Ey + 2By =0,

2A + E; =0,
Ey+Ey+A=0,
Ex + Exz + Epge = 0.

Resolviendo en términos de A se tiene

En = —A

Esto implica lo siguiente:

Xy = 4

Xy +En=1—-A20 ,o0sea A<,
Xig+ Eiz=3

X +En=2+3A20, 0 sea, A > —4,
Xog + Epy=2-2A2>0,03ea A<

2

3
xngr+Emr=1+§ﬁEu,Giﬂ,ﬁE—§q

2
Se resume que —Eﬂ_iﬁﬂl, por lo que el miximo wvalor que A

puede obtener, manteniendo la factibilidad de la nueva base es A = 1.
La nueva base es

1 2 3 Déficit | Oferta
1 o | 1 | s | o 4
2 2.5 | 0 | 0 | 2.5 5
|
Demanda i 5 2 3

Se regresa al paso 3.

Segunda iteracidn
La nueva base satisface las restricciones de oferta, ya que

1+38=4
2.5+ 2.5 =5,



Una aplicacion real del problema de transportes 311

y las restricciones de demanda, como se muestra a continuacién

2(2.5) = 5,
2(1) = 2,
(3) = 3.

Por lo tanto sblo se requiere una sola posicion de déficit de 2.5 um-
dades, para satisfacer la segunda oferta, tal como se muestra en la tabla
anterior.

Paso 4.
Xig - H|+EI-‘2=‘ _3,
Xis >0 . h+ m=3,
Dado que Yo = 0 s tene 1, 4 9y w6,
.xﬂ,:r - 0 Uy = 2.5,

El proceso continia de manera aniloga a la explicada con anteno-
ridad.

3.9. Una aplicacion real del problema de transportes en la

administracion publica de México

La Compafiia Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPO),
instrumento de justicia social cuyos mecanismos de redistribucién de la
riqueza representa un factor de desarrollo y de apoyo a las clases popu-
lares, lleva a cabo wvarios programas de comercializacidn.

Los programas de comercializacién del maiz y del frijol que se llevan
a cabo con esa Compafiia incluyen la compra de los granes (tanto nacio-
nal como de importacién), su almacenamiento, distribuciébn y wventa.
Estos programas son en conjunto de los mis dinimicos entre todos los
programas que maneja esa dependencia.

El programa de comercializacién del maliz, es el de mayor importan-
cia, en cuanto a las erogaciones asociadas al mismo.

Tanto el maiz como el frijol que se compra a los campesinos mexi-
canos a través de las Bodegas Rurales Conasupo (BORUCONSA) vy los
Almacenes Nacionales de Depésito, 5. A. (ANDSA), se hace generalmente
en costales de yute de unos 75 kg. Se prefiere el grano encostalado al de
granel, porque el primero presenta ventajas en cuanto a su manejo, alma-
cenamiento vy mermas. El campesino que no tiene costales, se los compra
a la CONASUPO, Una vez que el campesino entrega su grano encos-
talado a la CONASUPO, esta le reintegra el valor de los costales junto
al valor de la compra del grano.

El grano se almacena, distribuye y vende en costal. El ciclo del costal
se presenta grificamente a continuacién.
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SISTEMA DE COSTALERA
MAICERA - FRUOLERA DE LA
CONASUPO
INSUMO DE COSTALES SALIDA DE COSTALES
AL SISTEMA DEL SISTEMA
' Por venta de grano
Nuevos de fabrica ; a los consumidores "
Existencia de costales : Bajas por deterioro
Por transferencia i Z0NAS Transferencia a
de olras zonas : ofras entidades
De reparacién A reparacion

LA REPARACION DE COSTALES TARDA
APROXIMADAMENTE UNOS 30 DIAS

Figura 3.8

El insumo al mstema puede provemir de la existencia que se tenga
de costales en una zona, més los costales nuevos de fibrica, méis las
transferencias del exceso de costales que se tenga en otras zonas y por
Gltimo los costales reparados provenientes de los diferentes centros de
reparacién del pais. La salida de costales del sistema se debe, en primer
lugar a la venta encostalada de los granos; después, a la transferencia
a otras zonas de los excesos que se tengan en un determinado periodo de
tiempo; a las bajas por deterioro y por dltimo las salidas por reparacién
a los centros reparadores.

Un andlisis de costo de los costales maiceros-frijoleros elaborado para
la CONASUPO durante 1973, mostré que se erogaron aproximadamente
90 millones de pesos en el programa de costalera. Esta erogacién anual
incluyd, entre otros, los costos de capital (compra de nuevos costales),
de almacenamiento, de distribucién, de reparacién, de mermas y de con-
trol de calidad.

Debido a que las erogaciones de costales son de gran cuantia, la
CONASUPO, por conducto del autor,” procedid a disefiar, construir
y operar un modelo matemitico de distribucién de costales, que auxiliara
en la toma de decisiones relacionadas con este programa [26]. Entre los
diferentes objetivos que cumple este modelo estén los de auxiliar al grupo
de toma de decisiones en:

a) El prondstico de calendarizacién de la compra de nueves costales
a futuro. Esto equivale a pronosticar cuinto se va a comprar

3 El autor agradece a las antoridades de CONASUPO el permitic la publi-
cacidn de este documento. Asimismo se agradece al Ing. Luis Enriquez y al Depto.
de Estudios Administrativos de CONASUPO por so valiosa cooperaciin.
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mensualmente a cada fibrica, y a dénde debe dirigirse la compra
de costales maiceros-frijoleros.

b) Pronesticar un programa de transferencia de costales a futuro. Esto
equivale a las transferencias de los excedentes costaleros de una
zona a otra a costo minimo, en relacion a la demanda futura de
los granos mencionados en una zona, a la existencia de costales
v a la oferta de costales nuevos.

Se procedid a dividir el pais en 7 zonas, cada una representada
por un centroide, Estas son:

ZLona Centroide Entidades federativar que comprende

1 Cd. Victoria | Coahuila, Nueve Ledn, Tamaulipas,

2 Chihuahua Baja California Norte, Baja California Sur, Chihuahua,
Sonora.

3 Zacatecas Aguascalientes, Durango, Nayarit, San Luis Potosi, Sinaloa,
Facatecas.

4 Guadalajara Colima, Guanajuato, Jalisco, Michoacdn, Querftaro,

5 Distrito Fed Distrito Federal, Guerrero, México, Morelos, Hidalgo.
fi Arriaga Campeche, Chiapas, Quintana Roo, Tabasco, Yucatdn,
7 Puehla Oaxaca, Puebla, Tlaxcala, Veracruz.

El flujo a v de los centros reparadores se tomd como constante, con
una duracién aproximada de un mes. Esto quiere decir, por ejemplo,
que st la zona 3 (Zacatecas) mandé reparar 100,000 costales durante el
mes de octubre, esos 100,000 costales regresan a la zona 3, un mes mas
tarde, es decir durante noviembre. Aproximadamente cada mes se envian
a reparacicn un 3 por ciento de las existencias totales de una zona.

En cuanto a las bajas de costalera por deterioro, se calculan aproxi-
madamente en el 1 por ciento de la existencia total por zona, durante el
mes en cuestion.

La capacidad de produccién maxima de cada una de las tres fibricas
de costalera es variable, segiin el mes de que se trate. Estas capacidades
se indican posteriormente entre los demds datos de esta aplicacion.

La capacidad de fabricacion se puede variar mediante la’ adicién o
supresion de turnos extra de trabajo. En caso de reduccidn, la capacidad
de produccién se aprovecha fabricando otros derivados del yute.

El presente modelo se puede considerar como un problema de trans-
porte “capacitado” con nodos intermedios.®® Los centros de oferta son las
fabricas v las zonas almacenadoras de costalera. Los destinos son las mis-
mas zonas almacenadoras. Estos Gltimes funcionan como nodos interme-
dios, jugando el papel simultineo de centros de oferta y de consumo. La
tnica diferencia entre este tipo de aplicacion real y los modelos que se
discutieron en este capitulo, es que el caso real es de caricter dinimico
{considera el factor tiempo). Grificamente, para un solo periodo de
tiempo, se tiene lo siguiente:

2 Prohlema de framsborde con capacidad resiringida de flujo
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Jonas
Fébricas almacenadoras

o.
OS5z |
o.

Figura 3.9

El modelo matematico considera los siguientes elementos.

Vanabies:
Y;: >0, ntimero de costales en existencia en la zona j{j = 1,2,
.., 7} al inicio del mes ¢ (¢t = 1,2,3,4,5).
Xijt = 0, ntmero de costales nuevos mandados de la fibrica (7 =
1,2,3),alazona j(7=1, 2, ..., 7) durante el mes #(¢t =1, 2, 3, 4).
Wit 2 0, nimero de costales transferidos de la zona k a la zona j,
k5 (k=1,2, ..,7;7j=1,2,...,7),durante el mes ¢ (¢ = 1, 2, 3, 4).

Constantes:

Yo 2 0, eustencia de costales en la zona j (j= 1, 2, ..., 7) para
¢ = 0f 17 de diciembre de 1973).

Y;, > 0, existencia de costales en la zona j (j=1, 2, ..., 7) para
t=1 {1* de enero de 1974).

Qi+ > 0, capacidad de almacenamiento de costales en la zona j
(=12,...,7) durante el periodo ¢t (t =1,23,4).

K >0, capacidad de produccién mixima de costales en la fdbrica
i {1i=1,2 3) durante el mes ¢ (¢t = 1, 2, 3, 4).

Dy >0, demanda pronosticada de costales en la zona j (j= 1,2,

-y 7) durante el periodo ¢ (t = 1,23, 4).

Costas:
¢ij = 0, flete de transporte, por enviar un costal de la fibrica i
(=1 2,3)alazona j{j=1,2 ...,7).

fre = 0, flete de transporte por enviar un costal de la zona k a la
zona &, k==e (k= 1,2 ... 7:e=12 ..., 7).

g =0, costo de un costal en cualquiera de las tres fabricas,

hj > 0, costo de almacenamiento de costales, por mes, en la zona j

(=12 ..., 7.
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Modelo matemdtico.

Este minimiza la siguiente funcién de costo:

Costo total = costo de almacenamiento + costo de {abricacidon
y flete + costo de transferencia

3

T i T o1
Min Z=3 S Y+ X3 X (g4 X + EE

=1 1= {=1 f: =1

é fieWhet

=1

(=

ek
sujeta a las sigulentes restricciones:
a) Equilibrio de flujo:
existencias a fin de mes = pxistencias a prinr_ipim de mes + cos-
tales nuevos fabricados en ese mes + transferencias de otras zonas
en ese mes — transferencias g otras zonas en ese mes — demanda

del mes — reparaciones del mes — bajas del mes + reparados
en el mes anterior.

a T T
¥ipaa = Yy + ZXijy + Z Wiy — Dy — :.S Wy —
=l Ewl =l
ked Eaj

—0.01¥;,~0.03¥,, + 0.03Y; ,, t = 1,2,3,4; j=1,2,..., 7.
b} Capacidad de almacenamiento
Y < Qo j=12..,7; =12, ...

c) Capacidad de fabricacién

T
X <Ky i=1,23; 1=1,234.
Fel

d} Satisfaccidn de la demanda
3 T T
rﬂ + *E*r‘r.f# +:.2 wk,r: _:.E w{n — ﬂjr -
=l =1 =
Fraz h;
—=0.01Y;—0053Y;, + 083Y 0 2 Dygar j=1,2,...,7; t=1,2,3 4

Los datos correspondientes al periodo de enero de 1974 a abril de 1974,
con los que se probéd el modelo son:

Costos:
hy = $0.0054/costal j=12..,7

£ = § 8.05/costal.
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Flete de fdbrica a zonas consumidoras

: ! Destinos
l\\ il 2 3 4 5 f 7
——,
3 Mérida 0.235 0.248 0.202 0.200 0.171L 0,109 0.134
= Cd. Victoria 0 0.138 0.127 0.1% 0.13 0.19¢ 0.130
m Saltillo 0.058 O0.106 0.092 0.120 0.119% 0.179 0.128
Fletes de transferencia de zona a zona
1 2 3 4 5 6 7
| E [ 0.1384 ©0.1272 0.1368 0.1368 0,194+ 0.1508
2 | 0 iiieas 0.1190 0.1662 0.1712 0.2065 0.1737
3 ... 00,0859 0.0969 0.1724 0.1163
4 vesses 0.0847 0.1662 0.1066
g T e 0.1217 0.0306
6 matriz simétrica 00 ..., 0.1091
7 amaas
fre ($/costal)
Existencias imtciales (¥, Yia):
Yio=0 j=12,...,7 (al 1* de diciembre de 1973)
¥iu= 239542 costales (al 1° de enero de 1974)
21 ™ 1636 155 costales  (al 1* de enero de 1974)
Y5 = 2410621 costales {al 1* de enero de 1974)
Y. = 3656992 costales {al 1* de enero de 1974)
¥s = 1259 188 costales  (al 1* de enero de 1974)
Yor = 2299 151 costales (al 1* de enero de 1974)
¥Y;p = 2314623 costales (al 1° de enero de 1974).
Capacidad de almacenamiento mensual (Qy)
{en costales)
.\\ :!
£ 1 2 3 '
| i 5.8B6 » 108 5.91 x 108 5.94 w 108 5.95 x 10=
2 L 9.52 » 102 9.64 x 103 10.09 x 108 10,08 x 10%
3 B.67 » 10# 9.51 x 10% 10.25 x 108 10.59 x 10
& B.67 » 104 9.75 »x 108 10.75 » 108 10.94 x 108
5 ' 12.06 x 10¢ 12.35 x 108 9.05 » 108 9.10 » 108
6 1.80 x 100 2,37 ¥ 108 3.22 x 10 3.54 » 108
7 | 4.89 % 108 5.48 X 108 5.92 % 108 6.00 X 108



Una aplicacién real del problema de transportes 317

081 01 BFE 206 98F #1¥ oe8 99 9G¥ 00 0t £89 9 O £89 9 el
£10 699 06 6E1 BEF B9 eS8 160 92 00L 698 004 698 L
860 £EC L6 89 B9l ¢l ¥05 9% 0oe9lzZ 1 008 91T 1 9
LBE SL §OL LE ClL ¥ Skl #1 oIS 1L¥ 016 IL¥ ¢
¥E0 056 LOL 601 Ll ook LS 0E¥9I6 1 06+ 916G 1 ¥
666 4l BIE €L ¥OF ¥1 ¥ic £¥ 06% 0FF 1 06% (¥ | &
766 L1 £80 6¥ 196 9 ¥98 00 051 969 061 969 [
01 01 c8l £ £ ¥IL T o 0%l 26 I
oradga g
SoL 0T B6¥ 000 & 911 0Z¥ 1 929 129 1 cOl Bl 98r ¥1¥ LeT et ¢l | dlE 918l it
260 00E 91 £C BE¥ 69 0E# 259 | EI9FIE L L
FECIZE ] 166 ¢t ELG B9 D TIE S 161 66€ ¢ 9
BEC 81 165 &1 ELL LE 698 68 BH1 65E | S
GEL 0 &60 909 I 0CF 1 696 9€ LOL 60T LIE#I9E 066 9C9 £ ¥
LELLBL T 901 ¥ BigEL 166099 129 01F £
SE1 8+ 19% 91 EBD o GBI a0k 1 CCI9E9 | 4
CHEE EBL L G80 LET A L I
[ puoFy ajpm g PLIOIIT] PO PRLF IV sapoind ryf u# solog avingda ppupiua@ | £i-Zi-IE @ azaug
o 4 PIIGP A b et . | PEPINqIuodiy| vuog
foiousssfruns J fruduo) [ # g z I Ry

¥L6T TIYEY ¥V OWIANET 3d SASIN

TO[IMd 30 VINVEOO0ud IIIAXX
Td A ZIVIN 20 VRAVHEDOUd ITXXX T4 VHVd VHITV.LS0D Fd TVNOIDYN OTIQOW T4d SOav.LINsSIy




318 Problemas de transporte y asignacion

C2L 0F BICEOI ¥ | EBSCEFT | 9I0#L0Z | OFBIE9 §09022 | 608199 PLE LSO 0C | LOC 090 EX
E6Z6¥2 | BIEE Zi6SE | 8689E 126 € £96 6 659056 | 661 268
900 0F | 812G PED ¥0€ 1 Cab £F Sl £F

246 58 00€ 809 GZg 1 0¥8 09 0%8 09
889 12 658 §EZ LoL GLS §2 §LS §2
6C1 89 86% 11 856 ¥LB T 128 56 178 66
22k ¥9 20% 8 004 001 2 #2004 ¥20 0L
206 § LLLT B¥E #HO 1 L0B ¥§ LOB #E
BIE € EEY 9g G Lo1Z L09 €
CIL ¥¥2 610 & 0L0 #§ 96 002 98z 21 §58 9§ SHCBFOT | 99 8IZ1
166 #2 16097 6EL 1 RIZ G OFG ELI | O0¥6 6L
0L0 € #0596 EED 2 00€ £ 09 §¥2 09 £47
102 £1 Sl #1 £¥6 628 ¢ Z0E ¥6 205 ¥6
659 £6 26¥ LS 68 € g6k 11 987 £8E 987 £8E
£10 8% FIZEH 008 20% 8 860 082 B60 08Z
16% 611 #8802 268 LLY T 052 661 062 BE
6102 ¥913 i SEh 0EF #1 0% #1

sa[wo],

oL

= o wE w0l

[y

=L

= B p W Uy s

OEIEP



Una aplicacién real del problema de transporte 319

Demanda mensual pronosticada de costalera {Dyy)

{en costales)

I
N
! 1 2 3 4

H'\.

——a

1 137083 12150 14430 2107
2 1322683 696150 139230 24807
3 | 2660931 1440490 280098 704024
4 3641217 1916430 383286 95821
3 B95869 471510 94302 23575
6 2311920 1216800 243360 60840
7 1652430 869700 1735940 43485

Capacidad mensual de produccicn de costales (ki)

len costales)

z ﬁI:s‘
m _ 1 Eﬂfrﬂ Fﬂbfff‘p Hﬂf,:ﬂ -Iq&"l!

-

Mérida 1 700 000 1 OG0 000 750 000 500 000
Cd. Victoria 1 500 000 500 000 200 000 1040 000
Saltillo 3 250 000 1 D00 DO 500 000 300 000

Los resultados del programa de costalera maicera-frijolera, que se
corrié durante los primeros dias de enero de 1974, para el periodo enero-
abril 1974, se muestran en las piginas 317 y 318.

Los prondsticos de costos asociados con el programa costalero de enero-
abril 1974, son los siguientes:

Almacenamiento:
22060307 costales a $0.0054/costal $110125.66
Reparacidn:
661809 costales a §1.14/costal £754 462.26

Compra de nuevos costales:

7673117 costales a $8.03/costal $61 768 391.85

Transferencias de una zona a otra:

20725 costales a $0.1368/costal $ 2835.18
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Transferencias de fdbricas a zomas:

1321534 costales a $0.109/costal 144 047.21
300092 costales a $0.134/costal 40212.33
233058 costales a $0.109/costal 25 403.32
139290 costales a $0.134 /costal 18 664,86
34070 costales a $0.109/costal 3713.63
55972 costales a §0.109/costal 6 100.95
1420116 costales a $0.136/costal 193 135.78
10130 costales a $0.0 /costal S

2019 costales a $0.0 [costal
3318 costales a $0.0 /feostal 000 .. .. np—
448126 costales a $0.106/costal 47 501.36
1787722 costales a $0.099/costal 176 984.48
606092 costales a $0.120/costal 72 731.04
158558 costales a $0.119/costal 18 868.40
17992 costales a $0. 106/ costal 1 907.15
225399 costales a $0.099/costal 22 314.50
350234 costales a $0.120/costal 42028.08
75387 costales a $0.119/costal 8 971.05
115491 costales a $0.106/costal 12 242,05
38013 costales a $0.099/costal 3 763.29
33659 costales a $0.120/costal b 439.08
13201 costales a $0.119/costal 1570 .92
24351 costales a $0.128/costal 3116.93
3502 costales a $0.106/costal 371.21
64422 costales a $0.099/costal 6377.78
88155 costales a $0.120/costal 10 578.60
21688 costales a $0.119/costal 2 580.87
40006 costales a 80.128/costal 5 120.77
$63 476 458.23

El ahorro anual que este modelo de distribucién puede generar®® a la

CONASUPO, es de aproximadamente 264 millones de pesos.

3.10. Programas de computadora para resolver problemas

de transpories
Computadora Nombre del programa Caracterisiicas

IBM 7090,/7094 Transportation Problem 10 000 elementos de la
Subroutine matriz de flujos

IBM 1620 Transportation Problem 40 » (80 a 300} elementos

de la matriz de flujos

IBM 7070 Transportation Problem (30 a 275) » (500 a 275)

Dennis Technigue elementos de la matriz

de flujos

22 En el momento de escribir el texto, el modelo estaba en la fase de imple-
mentacibn, mas no de operacién recurrente,
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IBM 360 Transportation Problem Memoria de la computadora

limita la dimensién de
la matriz de flujos

CDC 3100/3200,/3300/ REGINA I Sin lmite
3500
CDC 3600/3800 OPHELIE Sin limite
CDC 6400,/6500,/6600 OFTIMA Sin limite
ICT 1900 XDT2, XDT3 Memoria de la computadora

limita la dimensién de
la matriz de flujos

NCR 315 TRANSPORT 1 500 elementos de la
mairiz de flujos

Burroughs 3600 FLP/TRAMSPORT 90 999 elementos en la
matriz de coeficientes
tecnoldgicos

Siemmens 4004/15-55 | TRAP 1 200 nodos

Univac 110771108 PFTC 400 » 400 elementos de

la matriz de flujos.

Problemas

I. Formulacion de problemas

3-1

a)

Supdéngase que cierta empresa nacional tiene dos fdbricas y tres
centros de ventas. La empresa esti planeando la calendarizacidn
de su produccifn para los priximos cuatro meses. La oferta para
los meses 1, 2, 3 v 4 es respectivamente 4000, 6 000, 3000 y 2 000
toneladas del producto para la planta 1, y 7500, 10000, 8000 y
6 000 toneladas para la planta 2. De la misma manera se han pro-
nosticado las ventas para los periodos 1, 2, 3 v 4 en cada uno de
los tres centros de consumo. Para el primer centro serdan de 5 000,
5500, 4000 y 3000 toneladas; para el segundo centro serin de
8000, 9000, 8000 y 7000 toneladas, y para el Gltimo centro serin
de 1000, 10000, 11000 y 7000 toneladas. Se conoce el flete uni-
tario de cada una de las fibricas a los centros de consumo.

Formule, sin resolver, un modelo de transporte del problema men-
cionado.

b) ¢Cree usted que este problema, con los datos disponibles tiene una

solucidm factible?

¢} Si su respuesta a (b) es negativa, expliquela y proponga algin

3-2

mecanismo que permita una solucidn.

Supéngase que la Compafiia Nacional Hotelera tiene que progra-
mar la utilizacién semanal de sibanas para su complejo turistico
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de Cancin, Qumntana Roo. Los requenmientos de sibanas blancas
es de 1000, 1100, 1200, 1100, 1300, 1500, vy 1600 respectiva-
mente para cada dia de ]a semana.

La Compafia Nacional Hotelera tiene 3 alternarivas:

Ordenar sibanas de la ciudad de México, las cuales son entregadas
a las 6 h de ser ordenadas en uno de los miltiples vuelos que cu-
bren el puente aéreo México-Cancin. El precic de cada sibana
es de $ 100.00;

b) mandar las sdbanas sucias a la lavanderia local de CancOn. El

servicio demora 48 horas y cuesta $ 050 por sibana;

¢} mandar las sibanas sucias a la ciudad de Ménda, donde todo el

servicig, desde el momento en gue se recogen sucias hasta que se
devuelven limpias, es de 24 horas. El servicio de lavado, que ya
incluye el flete aéreo, es de $5 por sibana.

Formule, sin resolver, un modelo de transporte que le mdique a la
Compaifiia Nacional Hotelera cémo debe cubrir sus requerimientos sema-

nales a costo minimo,

3-3

a)
b

Supéngase que un numero bastante considerable de Ordenes de
trabajo pueden ser llevadas a cabo en una serie de mdiquinas herra-
mienta, Supdngase que una orden de trabajo i(t=1,...,m) en
una maquina j(j=1,...,n) se realiza con una eficiencia E;;.
Supéngase ademis que se conoce la siguiente informacién:

el mimero de horas disponibles en cada una de las maquinas he-
rramienta;
el nimero de unidades que se deben fabricar en cada una de las

drdenes de trabajo;

¢) el nimero de unidades de tiempo que se requieren en una miquina

herramienta determinada para producir una unidad de cierta orden
de trabajo.

Formule, sin resolver, un modelo de transporte que determine el
niimero de horas de cada miquina-herramienta que se debe asignar a un
cierto tipo de trabajo, con objeto de maximizar la eficiencia total de la

EI!'I:'IP!I'E!E.
#—4 Supbngase que la Compaiia Naviera de México opera entre los

puertos mexicanos de Tampico, Veracruz y Coatzacoalcos, y los nor-
teamericanos de Nueva Orleins v Houston. La calendarizacién de
movimientos para las proximas dos semanas es:

DHas Puerto de origen Puerto de destino
1 de junio N. Orledns Veracruz
3 de junio Houston Veracruz
6 de junio N. Orledns Veracruz
6 de junio N. Orledns Tampico
6 de junio Houston Coatzacoalcos

6 de junio Houston Veracruz
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8 de junio Houston Tampico
8 de jumio Houston Coatzacoaleos
10 de junio M. Orledins Coatzacoalcos
13 de junio Houston Veracruz
15 de junio Houston Veracruz
15 de junio N. Orleéns Coatzacoalcos

Una vez que un barco llega a un puerto se le puede despachar a otro,
El tiempo de viaje entre un puerto y otro es:

Houston N. Orledns
Veracruz 2 3
Tampico l 2
Coatracoalcor 3 &

Dias de viaje entre puertos

Supdngase que el 19 de junio existen 4 barcos en Houston y 3 en
Nueva Orleins. Supngase que se conoce el costo total de transportar un
barco de un puerto americano a uno mexicano y viceversa,

Formule, sin resolver, un modelo de transporte que permita resolver
la programacién de rutas de barcos de puertos mexicanos a norteameri-
canos, del 1* al 15 de junio y que minimicen los costos del sistema.

3-5 Supéngase que en el problema anterior, la Compafila Naviera de
México quiere encontrar el nimero minimo de barcos que se re-
quiere para cumplir con la programacién del 1% al 15 de junio.

Formule, sin resolver, un modelo de transporte que resuelva este pro-
blema.

Il. Solucion de problemas

3-6 Supdngase que la Compaifila de Aceros Nacionales produce men-
sualmente en cada una de sus tres plantas 50000, 70 000 y 90 000
toneladas de acero. Esta empresa tiene cinco distribuidoras ubica-
das en diferentes partes del pais, con una demanda mensual de

20000, 60000, 80000, 40000 y 10000 toneladas de acero, respec-
tivamente. El costo total del flete, por toneladas de acero que se
transporta, es:

Distribuidoras
1 2 3 + 5
1 7 3 2 4 2
Fébricas 2 6 5 B 3 4
3 3 2 3 7 I

Miles de pesos/tonelada de acero
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Calcule un programa de distribucién mensual de acero que minimice
los costos totales.

3=7 La Compafiia Nacional de Textiles compra lana y la convierte en
hilo de lana. Las ventas anuales ascienden a 12 000 kilos de este
producto. La produccién trimestral es igual a las ventas, siendo estas

las siguientes:
Precio de la materia
Ventas de hilo de lana prima (lana)

Trimeslre (en kilos) $/kilo

1 2 000 $0.40

2 3 000 $0.60

3 3 000 $0.75

4 4 000 $1.00

Comao se indica, el precio de la materia prima varia con la época del
afio en que se le compra. Ademds del precio de la materia prima, la
compafiia tiene costos de produccién y de almacenamiento. Estos Gltimos
dos costos, ya combinados, varian con la anticipacién de la produccién,
como se indica a continuacifn:

Costo de produccidn de hilo de
lana y almacénamiento

1'iempo de produccidn {en $/kg)
Dwurante el mismo trimestre $0.50
Con 1 trimestre de anticipacién $0.60
Con 2 trimestres de anticipacion $0.80
Con 3 trimestres de anticipacion $1.00
Con 4 0 mis trimestres de anticipacién Prohibitive

La materia prima se entrega a la compania el primer dia de cada tri-
mestre. La materia prima puede procesarse en hilo de lana durante el
mismo trimestre de su compra, o bien almacenarse para ser producida
en trimestres posteriores. El hilo de lana se vende a un precio constante de
$2/kg. La compafila tiene una restriccibn que le impide comprar mis
de 5000 kg de materia prima por trimestre,

Formule y resuelva este problema con un modelo de transporte, que
permita a la empresa programar sus compras de materia prima en cada
uno de los priximos cuatro trimestres, a costo minimo.

3-8 Siete dreas de irmigacién A4, B, C, D, E, F, G, requieren de fertili-
zantes. Supéngase que hay cuatro tipos de fertilizantes X, ¥, W, Z.
La oferta y el costo de estos fertilizantes (ya incluido el flete de
transporte a las zonas de consumo) es:

Fertilizante Oferta mensual Precio por tonelada
X 7000 ton 51 000/ tomn
¥ 4 000 ton $4 000/ton
W 6 000 ton $2 000/ ton
F A 5 000 ton $5 000/ ton
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Las siete dreas de irrigacifn requieren (indistintamente) de lo si-

guiente:
Demanda mensual
fotal
{independiente de la
Tipo de fertilizante combinacidn de
Area factibles fertilizantes)
A X, Z 2000 ton
8 W, X, T, 5000 ton
C ¥, W 1000 ton
D Z X 2000 ton
E X ¥ 3000 tom
F Y, X, Z 2 000 ton
G W, Z 1000 ton

Formule y resuelva este problema con un modelo de transporte para

programar la entrega de fertilizantes a zonas de irrigacién a un costo
minimo.

3-9 Resuelva el siguiente problema de transportes:

Desiinos
1 2 3 4 3 6 Oferta
1 5 10 15 8 g 7 30
2 14 13 10 9 20 21 40
Origenes 3 15 11 13 25 & 12 10
4 9 19 12 B B 13 100
Demanda | 50 20 10 35 15 50

3-10 Considere el siguiente problema de asignar 5 operadores a 5 ma-
quinas. Los costos de asignacién son

Méquina
1 2 . 4 5
1 5 5 = ' [
2 7 4 2 3 4
Operador 3 9 3 5 - 3
4 7 2 7] 7 2
3 6 3 7 9 |

El operador 1 no puede operar la méquina 3; el operador 3 no puede
operar la miquina 4.

3-11 Resuelva las siguientes matrices de asignacibn:

http://librosysolucionarios.net
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a)
A B c D E
1 8 2 8 3 2
2 3 9 2 1 1
3 7 9 7 7 3
4 5 3 4 5 |
5 1 1 4 4 9
b)
A B C D E
1 5 3 7 3 4
2 5 6 12 7 a
3 2 g8 3 4 5
4 G & 10 5 (¥
5 5 2 1 4 5

-

3=12 Supdingase que tres tipos de sistemas de carga estin siendo utiliza-
dos en el nueve puerto de Lizaro Cirdenas, Michoacin, para
manejar cuatro grupos de cargamento: productos perecederos, qui-
micos, minerales y productos manufacturados.

Durante ¢l presente mes, el volumen por grupo de cargamento que
SE TEQUIETE INOVEr, 5!

Productos perecederos 1800 ton
Productos guimicos 1500 ton
Productos minerales 2000 ton
Productos manufacturados 1 300 ton

Be muestran a continuacion el nimero de toneladas que se pueden
manejar por hora de operacion del sistema de carga empleado, la dispo-
nibilidad de horas de operaciém por sistema y los costos de operacion:

Grupo de carga ton/h Disponibi-
Perece- Duimi- Mine-  Manufac-| lidad de 3/h
deros £of rales turados horas Costo
Sistema 1 | & i iz £ 500 500
0 _— 20 50
carga 5 | 1000 G0

El sistema de carga dos no puede movilizar productos quimicos.
Formule v resuelva este problema con un modelo de transporte, a fin
de programar el movimiento de carga a costo minimo.

3-13 Supdngase que la distribuidora CONASUPO recibe diariamente 200
kilos de papel sanitario de la fibrica de papel “El Higiénico”, y
300 de la fibrica “El Mirador Optimista”, para cada uno de sus
tres almacenes situados en el Norte, Centro y Sur del pais.
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La demanda diaria de cada uno de estos centros es respectivamente
100, 200 y 50 kilos. Sin embargo, los faltantes de un almacén se pueden
cubrir con sobrantes de otro.

Como las fibricas de papel son filiales de la CONASUPQO, se per-
mite la venta de papel higiénico al piblico desde la misma fibrica. Una
de las fabricas esta localizada en la zona boscosa de Michoacin, y la
otra en la zona boscosa de Chiapas. Los excedentes de papel en los alma-
cenes, también pueden ser enviados a las fibricas.

Los fletes por kg de papel son:

Fdbricar Almacenes
1 2 1 2 3
y 1 0 £ 7 8 g
L 2 6 0|5 4 3
1 7 2 o 8 1
Almacenes 2 1 5 . 1 i 4
s | 8 9|7 6 O

§/kg de papel

Formule y resuelva el problema con un modelo de transporte a fin
de programar la distribucién de papel higiénico a costo minimo.

3-14 Considere el problema de asignar 3 tipos de avion a 3 rutas. El
objetivo es satisfacer la demanda a costo minimo. Los datos son:

Tipode | Capacidad de pasajeros |Nimero de Costo de operacidn
avidn en cada ruta aviones por rula en pesos
1 2 3 1 2 3
1 100 100 100 10 8 D00 10 000 & D00
i 250 250 200 5 9 000 12 00O & 000
3 250 100 100 4 10 000 15 000 15 000
Demanda de pasajeros en cada ruta 1 000 1 500 1 000

Formule v resuelva este problema con un meodelo de transporte.
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CAPITULO 4

Redes de optimizacién

El objetivo de este capitulo es ¢l de presentar los métodos y modelos
asociados a las redes de optimizacién. Estos incluyen: problemas de flujo
mdximo en una red, problemas de flujo per una red a costo minimo,
problemas de flujo mdximo por una red a costo minimo, problemas de
flujos miltiples por una red, problemas de expansidn por una red, drboles
minimos de comunicacion en una red y por Ultimo redes de actividad.

Se ilustrarin una serie de aplicaciones de cada uno de estos modelos
en problemas que emanan de los campos de distnbucion, reemplazo,
secuenciacién, confiabilidad, asignacién de recursos, etc. Los modelos de
redes son casos particulares de la programacién lineal que disponen de mé-
todos de solucién propios que resultan mis eficientes que el método
nmplex,

4.1. Conceptos elementales de una red

Una red es un conjunto de modos (vértices o puntos) conectados por
un conjunto de arcos (lineas, ramas, bordes). Existen arcos dirigidos
de un nodo a otro y existen arcos que no tienen direccidn. A las redes
cuyos arcos no tienen dircccién se les llama adireccionales.

Se denotard al nodo i por Ny y al arco dirigide del nodo { al nodo j
por A;;. Las redes de optimizacién que se utilizan en este capitulo ten-
drin un mimero finito de nodos v arcos. Cuando se trate de un arco no
dirigido de N; a N;, se utilizari indistintamente la nomenclatura A;;
o Ay

La figura 4.1 representa una red con cuatro nodos y seis arcos di-

Una cadena de Ny a Ny es una serie de nodos y arcos que unen los
nodos Ni y Ni. Por ejemplo, en la figura 4.1, la cadena Ny, Ay, Ns, A,
N, une a los nodos N, y N,. Un ciclo es una cadena que empieza y ter-
mina en ¢l mismo nodo. Por ejemplo, en la figura 4.1, la cadena N,
A, Ny, Ay, Ny forma un ciclo. Cadenas rimples son aquellas cadenas

329
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Figura 4.1

que no contienen ciclos. Una red conexa es aquella en donde existe por
lo menos una cadena que conecta a cada nodo con el resto de los nodos
de la red. Una red inconexa es aquelln que no esti conectada.

Un drbol es una red conectada que no contiene ciclos.

Asociado a cada arco 4;; se define lo siguiente:

Xy 20, el flujo que va del nodo N; al nodo N,.!

uj; > 0, capacidad maxima de flujo del arco A4;; Por lo general es
un nimers entero.

lis 2 0, cantidad minima de flujo que debe fluir del nodo N; al
nodo N;. Por lo general es un nimero entero.

¢iy = 0, costo por unidad de flujo que va del nodo N al nodo Nj.

Cuando ¢;y > 0, se le toma como un €greso y cuando ¢4; < 0, se le
toma como un ingreso.

En cualquier red se van a distinguir dos nodos en especial. Uno es
el nodo fuente por donde entra el flujo a la red v el otro el nodo destine
por donde sale el flujo de la red. En la figura 4.1, N, es el nodo fuente
v N, es el nodo destino. Se designard al nodo fuente por N, vy al nodo
destino por N,

El flujo a través de una red debe satisfacer las siguientes restric-
CIOTES

a} El flujo entra a la red dmcamente por el nodo fuente. Matemi-
ucamente se representa por:

1 Cuando un flujo sale de un nodo se le llama effujo y cuando llega a un
nodo, s le llama snflujo.
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Red conexa

Arpol

Red inconexa

Figura 4.2
ZXij—ZXp=—v, s&ijmyg,
i k

donde v > 0 es ¢l flujo total que entra a la red y 5 es el nodo
fuente. Por convencién, el flujo que sale de un nodo (eflujo)
es negativo v el flujo que entra en un nodo (influjo) es positivo.

b) Hay conservacién de flujo en un nodo intermedio, es decir, el
total del flujo que entra en cierto nodo es igual al total del flujo
que sale del mismo. Matemiticamente se tiene:

ZXij—ZXpn=0, para toda j5&5,2.
i k

¢} El flujo sale de la red Gmicamente por el nodo destino. Matemd-
ticamente se escribe como
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Ed’fﬂ—§-’fm'vs sijm=t
&

El flujo total que sale de la red por el nodo destino es v 2 0.
d) El flujo en un arco debe conformar los requerimientos minimos

y las capacidades miximas del arco, es decir:

0 i: Ii-j' i I" i: Mg, para toda .l'!l.jr

4.2, El problema de flujo miéximo
El problema del flujo méximo en una red se define como

Mix v = 3 X,
i

sujeto a .
—u, st =35

SXy-SXa={ 0sij#st (+.1)
v, 51 p= £

0<ly < Xy < wy.

Este problema de programacion lineal tiene métodos propios de solu-
cidn que resultan mas eficientes que el método simplex.

Intuitivamente, este tipo de red se puede aplicar por ejemplo a
problemas de distribucién de granos como el maiz, en donde existen m
centros productores y n centros consumidores, Graficamente se tendria
un nodo fuente, al que se llamard produccién y un nodo destino al que
se llamari consumidor., Los arcos del nodo productor a cada uno de

Capacidad méxima de los
arcos &§ igual a la dispeni-
bilidad de iranmsparte

Capacidad mizima de
bog arcos s igual a la
oferla del centra de

produceidn

Capacidad minima de
los xicos es igual ala

Flujo (R
de malz =~

*produccidn”

Contros de Centros de
erherta demands
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los centros de oferta 1, 2, ..., m tendrin una capacidad méxima de flujo
igual a la oferta del lugar. Los arcos de los n centros consumidores al
nodo destino, tendrin una capacidad minima igual a la demanda del
centro. En cambio, Jos arcos que van de los centros de oferta a los cen-
tros de consume, tendrian una capacidad méxima igual a la capacidad
disponible de transporte por unidad de tiempo entre esos dos puntos.

El problema es determinar primero cufl es el flujo miximo de malz
que puede circular por esa red por unidad de tiempo, y segundo, por qué
arcos se distribuye ese flujo miximo.

Nétese que la capacidad minima de los arcos que van de los centros
de consumo al nodo destino garantizan que se satisfagan las demandas
en cada centro.

El algoritmo que se explica a continuacién para resolver el problema
de flujo miximo en una red fue disefiado por Ford y Fulkerson [3, 24,
25] y lleva el nombre de algoritmo de etiquetas?

Algoritmo de etiquetas para resolver el problema de flujo

mdximo en una red

Este algoritmo consta de dos fases. En la primera fase se le asigna
una etiqueta a cada nodos, y en la segunda se cambia el flujo de la red.

Primera fase. Etiqguetas

Este algoritmo, de naturaleza recursiva, considera que un nodo puede
estar en uno de los siguientes estados, que son mutuamente excluyentes.

a) Con etiqueta y registrado.
b) Con etiqueta sin registrar,
¢) Sin etiqueta.

Un nodo N; tiene etigueta y esti registrado cuando N; tiene etiqueta
y todos los nodos vecinos a él, es decir todos los nodos directamente
conectados a Ny por un solo arco, han sido inspeccionados. Un nodo N
tiene etiqueta pero no esti registrado cuando N; tiene etiqueta, pero no
todos los nodos vecinos a él han sido inspeccionados. Un nodo esth en
el tercer estado cuando no tiene etiqueta.

Al inicio del algoritmo todos los nodos estin sin etiqueta. Si X;; es el
flujo que va de Ny a N;,* se define a X como el flujo ficticio que wva
dE.' N, a Ni_. .EE.H.

g =y — Xy,

la capacidad no saturada del arco A;;.
Al comienzo del algoritmo se asigna la etiqueta [, 8, = =] al nodo
fuente N,. A todos los nodos vecinos a N, se le asigna la etiqueta [s*, §;]

? En inglés se le llama the lobeling algorithm.

" Al arco Ay se le denominard arce mormal, mientras que al arco ficticio
Ayy se le conocerd come arce réveric.

http://librosysolucionarios.net
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donde §; = g,y > 0 y Ny son todos los nodos vecinos a N, El primer
elemento de la etiqueta indica el nodo de donde se proviene y el segun-
do elemento indica la cantidad de flujo que aiin puede fluir en el arco.
El nodo fuente N, pasa a la categoria de etiqueta y con registro, mientras
que el grupo de nodos vecinos a N,, pasan a la categoria de etiqueta,
pero sin registro. En caso de que gy; = 0, al nodo N; no se le pone una
etiqueta.

A todos los nodos vecinos Ny del nodo Ny, que no tengan etiqueta y
para los cuales se cumpla la condicidn de que

0 < X < up
s¢ les asigna una etiqueta
[, 8]
donde
8y = Min [, gn]
¥

g = up — X

A todos aquellos nodos vecnos N del nodo N;, que no tienen eti-
queta v para los cuales el flujo ficticio opuesto X; es positivo, se les
asigna una etiqueta

[ 8]
donde

-Eg - Mil‘l [E_f, ..r”]-

En el caso de que el arco 4y o Ap no tenga una direccién se tiene
que
Ek = Min [ﬁ.l'; XI‘:I' + tq'.j;,]-

El signo + o — de las etiquetas indican si los flujos deben e au-
mentar o disminuir en la segunda parte del algoritmo.

Como todos los nodos vecinos Ny del node N; han sido investigados,
el nodo N; pasa al estado de etiqueta con registro. Este proceso se repite
hasta alcanzar el nodo destino de la red, es decir N,, etiquetarlo y regis-
trarlo, o hasta que llegue un momento en que sea imposible etiquetar
nodos intermedios de la red.

Si es imposible inspeccionar a todos los nodos vecinos Ny de Ny, se
considera a N; etiquetada y registrada.

Si el nodo destino de la red, Ny, no puede ser etiquetado, el flujo
actual en la red no cambia y por consiguiente es el flujo miximo, es de-
cir, el problema queda resuelto. En caso de que N; reciba una etiqueta,
el flujo actual cambiari de acuerdo con lo que se explica a continuacion.

Segunda fase. Modificaciin del flujo

Si el nodo destino tiene etiqueta [k*, 8,], modifiquese el flujo N, del
arco que va del nodo Ny al nodo destino Ny, por

http://librosysolucionarios.net
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I;“ + &

y pasese al nodo Np Si Ny tiene etiqueta [j*, 8] modifiquese el flujo

N por
Xidh

y pasese al nodo Ny Per el otro lado, si ¢l nodo Ny tiene etiqueta [j, 8],
modifiquese el flujo Xy; por
.x.l-j - El

y pdsese al nodo N;. Continiiese de esta manera hasta alcanzar el nodo
fuente N, v regrésese a la primera fase (de etiquetar). En esta iteracion
se han introeducido a la red §; unidades de nuevo flujo.

Como todos los arcos tienen una capacidad médxima, el algoritmo ter-
mina en un nimero fimto de pasos.

Ejemplo. Supémgase que la Compaifiia Nacional de Subsistencias Po-
pulares tiene un programa anual de costalera. Esta se compra de dos
fibricas, una en Mérida con capacidad de produccién mixima de 10
millones de costales al afio, v otra en Saltillo con capacidad de produc-
cibn méxima de 7 millones de costales al afio. Los excedentes en la
fibrica de Mérida pueden transferirse a la planta de Saltilo. La dispo-
nibilidad de transporte entre las dos fibricas permite un miéiximo de 8
millones de costales por afio. Hay tres centros almacenadores: en el Dis-
trito Federal, Guadalajara y Oaxaca. La siguiente matriz proporciona
la capacidad mixima anual de transporte de las fibricas a los centros
almacenadores.

Destino
Guadalajara Distrito Federal Oaxaca
Ohrigen
Saltillo B 4 -
Miérida 2 3 3

(en millones de costales por afio)

Los excedentes de Guadalajara y Oaxaca pueden transferirse al Dis-
trito Federal. La capacidad méxima anuval de transporte es de 3 y 4
millones de costales respectivamente.

Una vez en los centros almacenadores, los costales se entregan a los
ejidatarios de la regitn. La capacidad mixima anual de entrega es de
4 millones en la regién de almacenadora de Guadalajara, 7 millones en
la regién del Distrito Federal y 5 mullones en la regién de Oaxaca.

dCuil es el flujo maximo anual de costales nuevos que pueden circu-
lar en este sistema?

El problema puede representarse graficamente en la siguiente red,

http://librosysolucionarios.net
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Figura 4.4

El nodo fuente es N, y el nodo destino es N;.

Iteracion 1

Fase de etiguetas

Al nodo fuente N, se le coloca la etiqueta [1*, «o]. Los nodos vecinos
a N; son Ny y N;. Como tanto g,, como g,, son positivos, se les coloca
respectivamente las etiquetas [1*,7] y [1%,10]. El nodoe N, queda con
etiqueta y registrado.

Los nodos vecinos de N; son N, y N Se analiza N,. Si a N, se llega
via el arco A;, se tiene gue

= Min [!j,. Eﬂ]
= Min [7,8] =7,

por lo que la etiqueta de N, serd [2%,7]. 5i se llega a N; via 4, se
tiene que
85 = Min I'En En]
= Min [7,4] = 4,

por lo que la etiqueta de Ny serd [2%, 4]. El nodo N; queda entonces con
etiqueta v registrado,

Los nodos vecinos a N, que permanecen ain sin registrar estin com-
puestos tnicamente por el nodo N, Si a &te se llega via el arco As
se tiene

§s = Min [ﬂa; .E.m]
= Min H0,3] =3,
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por lo que la etiqueta de Ng es [3%,3). El nodo N, queda registrado y
con etiqueta.

Los nodos N,, Ns, N, tienen etiqueta, pero ain no han sido regis-
trados, pues su Gnico nodo vecino, Ny, el nodo destino, an no ha sido
analizado, y no tiene etiqueta

Arbitrariamente se llega al nodo N; via el arco A,;. Entonces

8, = Min [3,, g.]
= Min [7,4] = 4,

y la etiqueta de N; es [4,4]. Como todos los nodos ya tienen etiqueta
se pasa a la fase de modificacion del flujo. Recuérdese que por el mo-
mento todos los flujos en la red son nulos.

Fase de modificacién de flujo

Esta fase analiza a los nodos, empezando por el nodo destino N,
Dado que N; = [4*, 4], esto implica a su vez que X, = 4 y por lo tanto
Eu=4%—4=10. Estando en el nodo N,, su etigueta de [2*, 7] indica
que Xy, =4 v g, =8—=4=4 §5e pasa al nodo N, y dado que su
etiqueta dice [1%, 7], se tiene que X,; = 4 y goa = 7 — 4 =3, Las demas
g no cambian,

Asi, en esta iteracién, se introducen a la red 4 unidades de flujo, via
la cadena H;, J‘Iu;, N:. J'!i-l., Ni, -l"lu;. N;.

Tteracion 2

Ya en forma tabulada se calcula lo siguiente:*

Fase de etiquetas

Nedo N | Nodo N, | 8 | £k | Etiqueta N,
N N, - a5 fl*, o]
N, N, % 3 {1+ 3]

N, N, ® 10 f1+, 10]

N, N, 3 4 [(2+, 3]

N, N, 3 4 [2+, 3]

N, N, 10 3 [3+ 3]

N, N, 3 7 [3+ 3]
* Fuente

4 Conviene que el lector dibuje la red con los flujos existentes y las capa-
cidades g, aln no saturadas,
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Fase de modificacion de flujo

Nodo N, Nuevo flujo X'y, Nuevo valor de g,
Etiqueta [j*, 8 Ap=Xp *§ =8 — Xp
N, =[5 9] Xyy=0+3=3 By =7—3=4¢
Ny = [24, 3] Xyy=0+3=3 Bax =4 —1=1
N, =[1%17] Xyg=& 4 3 =7 £, =3 —=3=0

Los demis g; no cambian. El nueve flujo de 3 unidades recorre la
cadena N,;, A,;, Ny, Az, Ny, Asq, N
Al término de la segunda iteracién hay un total de 7 unidades de
flujo, distribuidas de la siguiente manera:

? Ni, -"11:, N:. -"'lu. Nl, J‘hn H-r con 4 unidades
t_l =
Ny, Ay, Ny, Agg, N, Azz, N; con 3 unidades,

Tteracion 3

Fase de efiquetas

Nodo N.I Nodo N, 8y £ | Etiqueta N,
N*, N, — - [1¢, e2]
N, N, e 10 [1+, 10]
N, N, 10 8 [3+, 8)
N, N, 10 2 [3+, 2]
N, N, 10 3 3+, 3)
N, N, 10 3 [3+, 3]
N, | N 3 3 (5%, 3

* Fuente.
Fase de modificacion de flujo
Noda N, Nueve flujo X, Nuevo valor de g’
Etigueta [i*, §,] L=y = 8 Ep=dp— Xy
N]=[5+:|-3] -‘1'15=n+3'=3 E,;EE-‘EEH
N, = [1+,10] Nig=0+3=3 £y=10—-3=7

Las demds gp no cambian. Al término de la tercera iteracién hay
10 unidades de flujo, distrbuidas de la siguiente manera:

-

Ni, 4.s, N,

N” 111:, N:, 1{:5, Ha;, A“, N-r con 3 unidades
N, -"!1:. N:;. Allj N-n A7, Ny con 4 unidades
35 -‘"a.'h Nﬁj J{EI', N‘[ COn H l.l.ﬂ.ida.dﬁs.
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Tteracion 4

Fase de etiquetas

Nodo N, Nodo N, 8 |f £ Etiqueta N
N N, =T = [1+, o]
N, N, o 7 (1%, 7]

N, N, T . 3 [3+, 3]
Ny N, 3 ; 5 [6+, 3]
* Fuente.

Fase de modificacion de flujos

.Hﬂdﬂ "':'Tl Nuevo flujo I"ﬂ | Nuevo valor de g
N, = [6+ 3] Xy =0+3=3 l Bgr =3 —3=1
N, = [ 9] X, =0+3=3% | g ,=3%-=3=0
N, =[1+17] X.,=343=6 | ga=7-3=4

Las demis gu no cambian. Al término de la cuarta iteracién hay
13 unidades distribuidas de la siguiente manera:

Ny, Avs, Na, Aziy Ny, Aus, N: con 4 unidades
Ny, Ayg, Ng, Ags, Ny, Asz, N; con 3 unidades
Hl- -i"l-u, N:,. d{;h Nu.. J‘!n’, Ni' CiOn 3 Uﬂidﬂdﬂs
Ni, Ay, Ns, Ass, Ns, Aiz, N; con 3 unidades,

o= 13

Grificamente se tiene:
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Tteracidn 5

Fase de ehiquelas

NodoN; |  Nodo N, 8 £a Etigueta N,
z, N, — — [1+, 0]
N, N, w0 4 [1+, 4]
N, N, 4 2 [3+, 2]
N, N, 2 3 [4+, 2]
N, N, 2 1 [3+, 1]

* Fuente.

Fase de modificacidn de flujos
Noda Ny Nuevo flujo X'y, Nuevo valor de '
Etiqueta [j*, §,] Xag=Xp*8§, Ep=En—Xu
N, = [+, 1] Xy =6+1=7 Bpy=1—T=10
N, = [4, 7] X,=0+1=1 Bu=3—=1=2
N, = [ 7] Xu=0+1=1 Eu=2—-1=1
N, =[1+4] Xy=6+1=7 Euy=4—1=3

griaficamente se tiene:

Figura 4.6

El lector deberd convencerse, por la figura 4.6, de que la {nica via
disponible que permite el aumento del flujo en N; es el arco Ay, pues el
resto de los arcos que conducen al destino, como lo son, A,; y Ay ya estin
saturados. Sin embargo, el Gnico arco que llega al nodo N, es decir
Ags, ya estd saturado. Por lo tanto el flujo que se muestra en la figura
4.6 es miximo, es decir que por la red de distribucién de costalera puede

fluir un volumen méiximo de 14 millones de costales por afio.
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Ejemplo. Se trata en este ejemplo de ilustrar el uso de la etiqueta
[r; 8x]. Supbngase la siguiente red:

[teracion |

1+.1]

[2+.1]

Figura 4.8

http://librosysolucionarios.net
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Tteracidn 2

(1,11
Figura 4.9

Tieracidn 3

El nodo N, lleva la etiqueta [1*, =]. De ahi se pasa al nodo N; con
etiqueta [1*, 1]. Como el flujo X;; es positivo, se puede utilizar un flujo
ficticio Xy, etiquetando al modo N, con [3-, 8:], donde

8; = Min [8;, Xu]
= Min [1,1] = 1,
o sea que a N se Je pone la etiqueta [3-,1]. De ahi se pasa al nodo N,

con etiqueta [2%, 1]. Grificamente se tiene la sigmente modificacién de
flujo:
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qucdandn el siguiente ﬂuju neto que ya es AN,

Figura 4.11

El flujo ficticio X,s cancela al flujo real X, y por consiguiente, se
consigue que el flujo en A;; se continiie por 4,, vy el flujo total aumente
de dos a tres unidades.

Edmons y Karp [21] modificaron en 1969 el algoritmo de flujo ma-
ximo que Ford y Fulkerson [5, 24, 25] disefiaron en 1956, para que la
red pudiera tener capacidades maximas en sus arcos, que no necesaria-
mente fueran nimeros enteros.

4.3. Redes de optimizacion y la programacién lineal

Los problemas de redes de optimizacién corresponden a una clase
especial de problemas de programacién lineal. En efecto, el problema
de flujo miximo a través de la red mostrada en la figura 4.12, puede

formularse asi:

Mix v = eX
sujeto a
AX =0 (4.2)
BX <b
X=0,
donde

= [I-", I", ..f", Iu, I:t:;.-it:.h IHII
L == [l_-. ﬂ: D!- LI: D! Uﬂ n]
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Figura 4.12

o Xp X Xy Xu Xy Xa

[ —1 1 1 0 0 0 07

i 1 0o -1 0 1 -1 1 0

2 1] 0 =1 =1 1 0 1

: t 0 0 G 0 =1 =1

_ o xil A Xz Xun Xus E:j

Xa 0 0 0 0 0

KXoz 0 1 0 D 0 0 0

B= Xz 0 0 1 0 ¥ 0 0

X 0 0 0 1 0 0 0

X 0 0 ] 0 1 0 0
KXo 1 0 0 0 0 0 0 ]_.'

La matriz A tiene n renglones por m + 1 columnas, la matriz B
tiene m renglones por m + 1 columnas, donde n es el nimero de nodos
de la red y m es el nimero de arcos de la red. La convencifn que se
utiliza a continnacion es que el flujo que sale de un nodo (eflujo) es
positivo y el que llega a un nodo (influjo) es megativo.® El vector b tiene
como sus m componentes a los siguientes:

.
::-II
- | O
b= i
b

§ Esta convencidn no concuerda con la tomada anteriormente. Se cambid
la convencidn a propdsito con ohjeto de que el lector adquiriera un poco de flexi-
bilidad en el manejo de estas ideas, que después de todo son convencionales.
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La matriz A tiene las siguientes propiedades:

) En cada columna hay un solo +1, un solo —1 y el resto de las
cOmpOnentes son ceros,

b) El rango de A es n—1.

¢) Cada subdeterminante de A tiene un valor +1, 6 —1 6 0. En
este caso la matriz A tiene la propiedad de que es totalmente uni-
modular.

Si el vector b es un vector cuyas componentes son todas numeros
enteros, v la matriz A es totalmente unimodular, entonces el vector de
flujos X, 6ptimo en (4.2), es un vector cuyas componentes son nUMEros
enteros,

El probar que una matriz es totalmente unimodular, es muy laborioso.
Sin embargo, existe una condicién suficiente, mas no necesaria, para que
una matriz sea totalmente unimodular, Esta condicidén suficiente se pro-
pone en el siguicnte teorema.

Teorema 4.1. Una matriz es totalmente unimodular si satisface las
siguientes 4 condiciones:
a) Cada columna de la matriz contiene no mis de dos componentes
diferentes de cero:
b) cada componente de la matriz es 0 6 +1 6 —1;
¢) la matriz puede ser dividida en dos subconjuntos disjuntos de fi-
las,* tal que dos componentes no nulos en una columna, con el
mismo signo, no forman parte del mismo conjunto de filas; v
d) dos componentes diferentes de cero en una columna con signos
diferentes, forman parte del mismo conjunto de filas.

4.4. El teorema del flujo miximo y el corte minimo de una red

Se denota a una red con G = [N: 4], donde N es un conjunto finito
de nodos {N,, Ny, N3, ..., Ni} v 4 es un conjunte finito de areos que
unen pares ordenados de nodos (N;, N;} del conjunto N. A los elementos
de 4 se les denota por Aiy.

Un corte de la red @ se denota por (X,X), donde X es un sub-
conjunto de N y X es su complemento, es decir XUX = N, Un corte
(X, X) es un conjunto de arcos A;y, con N; en X y Nj en X o viceversa

Ny en X y N; en X. Un corte de una red, como su nombre lo indica, es
un conjunto de arcos cuya ausencia desconectaria completamente a la
red. Un corte que separa a la fuente de la red, del destino de la misma,

es un corte (X, X) tal que N, esti en X y ¥, en X. -
La capacidad de un corte (X, X), se denota por ¢(X, X) y se define
como ¥ ui; con N; en X y N en X. Al definirse la capacidad de un corte,
i

£ Bu interseccibn es &l comjunto wvacio.



346 Redes de optimizacion

se toma en cuenta la direccién de los arcos del corte, por lo que se puede
demostrar facilmente que ¢iX, X') #=¢(X, X).

Se define como un corte minimo de separacidn de N, a N; a aquel
corte cuya capacidad sea minima.

Ford y Fulkerson [5] demostraron el siguicnte teorema:

Teorema 4.2. Flujo mdximo con el corle minimo.

En cualquier red, el flujo maximo que fluye de la fuente al destino,
es igual a la capacidad del corte minimo que separa a la fuente del
destino. Este corte minimo de separacién puede no ser hnico.

La pruecba de este famoso tecorema se encuentra en la referencia [3).

Ejemplo.

En la red que se muesira en la figura 4.13 existen varios cortes, cada
uno con una capacidad diferente. Los nGmeros que se muestran en los
arcos son las capacidades miaximas del arco. La siguiente tabla propor-
ciona el corte de separacidén y su capacidad.

17

Figura 4.13

Arcos en el corte de separacién | Capacidad

1. {4, A.) . 17 unidades
2. {dyy Ay A Ay 4,4} | 17 unidades
- R . . . | 16 unidades
4, (Ayp Ay Aggd I 14 wnidades

El corte minimo ¢s precisamente el cuarto de la lista, ¥ como el lector
recordard de la seccion 4.3, el flujo miximo a través de esta red, son
14 unidades, que es precisamente la capacidad del corte minimo.
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4.5. Problemas de flujo a costo minimo

En esta seccidn se va a cubrir una variedad de problemas pricticos,
que pueden ser modelados y resueltos por medio de redes. En estas redes
se va a calcular el costo minimo de enviar flujo de un nmodo a otro.

Si ¢4y 2 0 es el costo unitario del arco 4;; que va del nodo N; al
nodo N, entonces, ¢;; no satisface la propiedad geométrica que dice que
el trayecto mds corto y por ende mis econdmico entre dos puntos, es el
que utiliza la recta que une a esos dos puntos. En términes de la figura
4.14 se tiene que no se cumple necesariamente la siguiente desigualdad

4'.'” + {."j.g- E £ ka

Figura 4.14

En una red se puede tener que ¢y 2 ¢i; + &5 o bien i < ¢y + €4,
dependiendo de los costos unitarios en cuestibn. Si el trayecto mis cco-
nomico entre dos puntos es el arco directo que los une, entonces los
problemas de redes tendrian soluciones triviales. Afortunadamente, para
el desarrollo de esta seccién,” este no es el caso en las redes de opti-
mizacidn,

El algoritmo que se va a presentar es el que determina la cadena de
arcos mds econdmica de la fuente al destino de una red. El algoritmo
que se va a explicar es de Dijkstra [19]. Hay otros métodos que resuel-
ven el mismo problema, tales como los algoritmos de Bellman [14)],
Dantzig [18], Ford y Fulkerson [5] y Minty [39].

Algoritmo de Dijkstra para determinar el trayecto mds econdmico
de la fuente al destino de una red

El algoritmo que disefi6 Dijkstra sirve para determinar la ruta mds
economica entre la fuente y el destino de una red. Este tipo de proble-
mis, tiene aplicaciones en problemas de distribucién y asignacién de
recursos, Sin embargo, Ja aplicacién més fuerte de los métodos de redes,
es cuando se combinan los problemas de flujo miximo en una red a costo
minimo. Este tipo de problema combinado y sus aplicaciones se verd
en la seccidn siguiente,

T Y por qué no decirio, para no quitarle ¢l sustento a este autor.
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En el algoritmo de Dijkstra se considera que los arcos de una red
pueden pertenecer a sblo uno de los siguientes conjuntos, mutuamente
excluyentes, a saber:

a) El arco pertenece a un arbol.
b) El arco no pertenece a un érbol.

Al principio los arcos no pertenecen al drbol. En cada iteracidn, el
algoritmo incrementa en uno el nimero de arcos en el Arbol, hasta
llegar a n—1 arcos, donde n es el nimero de nodos en la red. Cuando
el drbol queda formado por n—1 arcos, ¢l algoritmo llega a su conclu-
sibn y determina la solucién del problema. Estos son los pasos a seguir:

Paso 1. Sea N, el nodo fuente. Entonces L' = ¢ para todo A
que esté definido en la red. El nodo N, pasa a ser un ele-
mento del drbol. Se define L,,=0.

Paso 2. Sea

L, = Min {L’\s} = Min [Ly; + ¢
& [

donde N son todos los nodos vecinos® a los nodos del arbol
en cuestion.
Paso 3. El arco Ay, pasa a ser un elemento del 4rbol. Se etiqueta al
nodo N, con (L, Ny).
Paso 4. Si el arbol tiene n—1 arcos, pare, la solucién éptima ha sido
encontrada. En caso contrario continie con el paso 5.
Paso 5. Sea
L'y = Min [L's; L + ca
&

para todos los nodos N, vecinos a los nodos del arbol.
Regrese al paso 2.

Este algoritmo también etiqueta a todos los nodos. Un nodo N; puede
tener una etiqueta temporal o permanente. Independientemente del tipo
de etiqueta, cada una de éstas llevari dos componentes. La primera indica
el costo temporal o permanente mis econdmico de alcanzar al nodo Ny
desde el nodo fuente y la segunda componente indica el node del cual
se procede.

Una etiqueta (L', Ni) es temporal mientras que una etiqueta (L,
N;} es permanente, Cuando un costo no esth definido, se toma a este
COMD 0,

Ejemplo. Supdéngase que en la siguiente red (después se le da un
significado intuitivo] se quiere hallar la ruta més econdmica del nodo
fuente N, al nodo destine N;, en donde los nimeros indicados sobre el
arco A;; son los costos unitarios ¢;;. Los arcos sin flecha son adireccio-
nales,

8 El nodo N es vecino del nodo N, si es que existe un arco 4, o 4, que
conecta a ambos.
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lteracidn [
Paso 1.

Paso 2,

Paso 3.

Paso 4.

Paso 3.

N, pasa a formar parte del arbol, L,, = 0.

Vecimos a los nodos del drbol son: N;, Ny, N..

Lyy=0, L'yy=Ly = 2:- L'y ™= "l; Lj:: - L‘h - E; L'u = 3:
L'y = L'y = "1‘, L'y = ], L'y = L'z = 5;. Liyg = 1: L'y =
L'ty = 4, L'gy = L'y = 1, L'y = oo, L'se = oy L'sy = a0,

L'yt = o, ete.

Ly, = Min {L'a)} = Min {L, + ¢a} = Min {4,3,1} = 1.,

k=1,3.5 k=1,3.8
Lyr = L'y
r=3.

El arco A4,; pasa a formar parte del drbol. Se etiqueta a N;
con (1, s).
Como el irbol no contiene n ~ 1 = 7 — 1 = & elementos, s¢
contina en el siguiente paso.
L’.t = Min {Lrlt, Ly 4‘.'1-;.-}.

k

Como los nodos vecinos a los nodos del drbol son N,, Ny, N,
Ny se tiene:

L'y = Min (L', Lys + €5;) = Min (4,1 + o) = 4.

L'y = Min (L', Lys + €52) = Min (3,1 + 1) = 2.

Loy = Min (L'y, Lus + ¢5) = Min (00,1 + 0} = 20

L'y = Min (L'yg, Lys + ¢35) = Min (00,1 + 7) = 8.

http://librosysolucionarios.net
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[teracion 2

Paso 2,
Paso 3.
Paso 4,

Paso 5.

Iteracion 3

Paso 2

Paso 3.

Paso 4.
Pasa 5.

Tteracion 4

Paso 2.

Paso 3.
Paso 4.
Pase 5.

Ly = Min (4,2, o0,8) = 2,

Por lo que L, = L',z vy r= 2.

El arco A,: pasa a formar parte del arbol y la etiqueta de
Nies (2,3).

Hay 2 elementos en el arbol (menor a 6), per lo que se con-
tinta.

Los nodos vecinos al drbel son Ny, N, N:. Entonces

L'y = Min (L'y;, Lyg + €53) = Min (4,2 + 2) = 4,

L'ye = Min (L', Ly + €234) = Min (ee,2 4+ 3) = 7.

L'ys = Min (L', Lya + ¢2s) = Min (8,2 + =) = 8.

L., = Min (4,7,8) = 4,
Por lo que L, = L'y, y r= 1.

El arco 4,, pasa a formar parte del irbol® vy el nodo N, se
etiqueta (4, s).
No se tiene ain la solucién dptima (g por qué?).
Vecinos al drbol son los nodos N, v N;, por lo que
L'yy = Min (L'yq, Ly + 1)
= Min (7,4 + 2) = 6.
L'y = Min (L', Ly + 613)
= Min (8,4 + 4) = 8.

L, = Min (6,8) = 6
Lig=L'yy=b
r=4
El arco 4,, pasa al arbol y N, se le etiqueta (6,1).

No se tiene ain la solucién dptima.
Nodos vecinos al drbol son Ny v Ny, por lo que

® Note de la iteracidén anterior, que L', =4, ya sea via el arco 4, o la
cadena N,, A, N, A, N, 4,,. Arbitrariamente se escogié como nuevo cle-
mento del irbol, al arco A,,.
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L'ys = Min (L'ys, Lyy + ¢4s) = Min (8,6 + o) = 8.
L'y = Min (L's, Lse + €4t) = Min (0,6 + 4) = 10,

fteracion 5
Paso 2. L,,=Min (8,10} = 8

Llf . L".-ﬁ =
r=>3.
Paso 3. El arco A,, entra a formar parte del arbol*® y se etiqueta al
nodo N con (8,3).
Paso 4. Se continfa,
Paso 5. L, = Min (L',, Lss + ¢s:) = Min (10,8 + 1} = 9.
lteracidn 6
Pﬂ-‘-ﬂ 2. L.f = L.l'.= - g.
re==
Paso 3. Ay entra al arbol y Ny se le pone la etiqueta (9,5).
Paso 4. Como el drbol contiene n — | = 6 elementos, se ha llegado a

la solucién Optima del problema, que grificamente aparece
a continuacitn.

(4.5) (6,1)

=)

(9,5)

(8.3)

Figura 4.16

La solucién 6ptima indica que la ruta mds econdémica del nodo des-
tino a la fuente, es via la cadena N,, da, Ny, Ays, N, Asgy, Ny v cuesta 9

18 De nuevo existe un empate entre Ia cadena ¥, A, Ny, Ay, Ny v la N,
Ay Ny Ay, Ny Ay, Ny, Ay, N, ambas con costo minimo de 8 unidades
Arbitrariamente se eligié la primera.
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unidades per unidad de flujo en esta cadena. Esta cadena &ptima no es
uinica. Otra alternativa hubiera sido la N,, 4.1, Ny, Ais, Ny Age, V. Este
problema se podria pensar como una red ferrocarrilera que une varios
puntos. Los arcos dirigidos representarian una sola via, mientras que los
arcos no dirigidos pueden representar una doble via, donde el trifico de
ferrocarriles se desarrolla simultineamente en ambos sentidos y los nodos
sOn  estaciones.

4.6. Algunas aplicaciones de los problemas de flujo a costo
minimo

1) Problemas de reemplazo

Supbngase que se compra una computadora en el afio 1 y se le usa
hasta el afio p. En el afio p se le reemplaza por otra computadora mas
moderna que se conserva hasta el afio ¢ (¢ > p). Este proceso se continiia
hasta el afio m (m >t > p). Supdngase que se conoce el costo ¢y co-
rrespondiente al costo total asociado con instalar una computadora en
el afio i v reemplazarla en el afio j. Este costo incluye el costo de adqui-
sicibn, de mantenimiento, de operacién y valor residual (o de reventa)
en el momento del reemplazo. El problema de reemplazo a costo minimo
puede resolverse ficilmente por medio de una red, a la cual se le aplica
¢l algoritmo de flujo a costo minimo.

En la figura 4.17 se presenta un problema de reemplazo a 10 anos
donde el equipo debe mantenerse por lo menos 4 afios.

ci-lﬂ

Cis

ﬂl.'ll}

I:Iﬂ-

@qpeqééééé

':IT'
l:Iil

Figura 4.17

Si la ruta mas econémica la da la cadena N, 4,4, Ng, As 10, N30 esto sig-
nifica que la computadora que se compra en el afio 1 debe cambiarse en
el afio 6 y esta a su vez en el anio 10.
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11} Problemas de distribucién

Todos los problemas de transporte, asignacién y transbordo, pueden
también resolverse por medio de redes de optimizacién con los métodos
de flujos a costo minimo.

111} Problemas de confiabilidad

Elmagrahby [3, 4] adapté el problema de confiabilidad a uno de flujo
a costo minimo en una red de optimizacion. Los arcos de la red repre-
sentan a las componentes de un sistema (electrénico, mecinico, humano,
etc.) y los nodos representan las juntas de union de las componentes. La
entrada de flujo debe seguir una v sdlo una cadena directa de la fuente
de la red al destino. El problema ‘es encontrar la cadena de mayor con-
fiabilidad, definida como la probabilidad de ausencia de fallas. La confia-
bilidad de la cadena es el producte de las probabilidades de falla de los
arcos de la misma. Con objeto de poder sumar estas probabilidades se
trabaja con ‘sus respectivos logaritmos.

IV  Problema de rutas mds largas y costosas

El mismo algoritmo de Dijkstra puede aplicarse a la soluciéon de las
rutas mas largas o costosas, cambiando el proceso de minimizacidn
uno de maximizacidén, o bien invirtiendo el signo de los costos ¢,y de todos
los arcos Ay y aplicando ¢l algoritmo de Dijkstra en un proceso de mini-
mizacién. El problema de ruta critica que se trata en la seccidn 4.12.1
es un ejemplo de este caso.

4.7. Cadenas miltiples econémicas en una red

En esta seccidn se dard un método que calcula la ruta méis econd-
mica entre cualquier par de nodos de una red. El conjunto de todas estas
rutas se llaman cadenas miltiples econdmicas.

Como se recordari de las secciones antenores, los costos de los arcos
no satisfacen necesariamente la ley que la distancia mis econdmica entre
dos nodos sea la que utiliza el arco que las une. Sin embargo, hay redes
en donde esta propiedad se cumple. Por lo tanto, se define como un arco
bdsico Aiy a aquel que satisface esta propiedad, es decir, 4;; es bisico
5 ez que

£ij = C@ + cxy, para toda Ny v Ny

Se puede inferir de immediato, que todos jos arcos en un Arbol cons-
truido por el algoritmo de Dijkstra son bdsicos, pero no todos los arcos
bdsicos pertenecen al drbol.

El algoritmo que resuclve el problema de encontrar las cadenar mull-
tiples econdmicas, formulado por Gomory y Hu [30] esti basado en la
construcciém de arcos bisicos entre cualqmer par de nodos en una red.

Dado un nodo N;, se define a la siguiente operacitn
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cie = Min (e, ¢i; + i), para todo Ny, Ny, Ny; i55k55],

como una operacion friple. Esta operacién compara el costo del arco A
con la suma de los costos de los arcos A;; v Ap, v substituye el minimo
de ambos como el nuevo costo del arco 4;;. Una vez aplicada esta ope-
raciém, Az se convierte en un arco baisico.

Este algoritmo también requiere de un sistema de etiquetas, En una
matriz asociada a la operacion triple, el elemento (i, k) indica el nodo
intermedio en la ruta mas econémica del nodo N; al nodo Ny, si es que

este existe. El etiquetado en la matriz asociada a la operacién triple se
define de la siguiente manera:

_ {['} i}, sies que g > oy + e
'[’:-H' .

(1, kY, sl es que ¢; < €iy +
donde ¢y =0 para todo nodo N; y ¢y = ¢, si es que no existe un
a.t‘cudu,

Ejemplo. Encuentre las rutas mds econbmicas existentes entre cual-
quier pareja de nodos que se muestra en la red de la figura 4.18.

Figura 4.18

La matriz de costos asociada a esta red es

1 2 3 4 3 6 7
1 (1] 11 30 o oo o0 o0
2 11 0 e 12 2 B (s
3 |30 5 0 19 g 4
4 ] 12 19 0 i1 9 ]
7 =) o0 20 1 1 0
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Para j = 1, se revisan todas las entradas de la matnz que no se en-
cuentran en la posicion (1, 1).
cix = Min (g, ¢j2 + €3x) para toda ¢y v ow, 155K
Lgy Min (C:h P l:'u:l = Min fm, 11 + 3":'} i 41,
c;: = h‘[iﬂ '[i':a:; Cm + l,':!_g:l = Min Em,m + 11} = 41!
y las ¢;; restantes permanecen igual.
Para j = 2, se revisan todas las entradas de la matriz que no se encuen-
tran en la posicidm (2, 2). Para el cileulo que sipue gy = 52 = 41.
cix = Min (cg, 52 + ) para toda ¢z v cm, 155k,
cj.l. o 1:.[ e Min {f:u, E]’_ + 511} = Miﬂ {.m: ]1 + ]2} — 23,
Lyp ™= Ly, ™= Min {-ﬁ'ij, T s f’;} = Min {tﬂ-,ll + 2::' e 13,
Cxs ™ 53 = Min (cg, €ga + €a) = Min (e, 2 + 41) = 43,
4:-‘_-“ = -ﬂ'u - Mil‘l. [-l:'_!.“ c;; + CH} = Mi.n. f]gq 41 + 12} = 19,
y las iy restantes permanecen igual.

Para j = 3, se revisan todas las entradas de la matriz que no se encuen-
tran en la posicion (3, 3). Para los cilculos que siguen, se toman en cuenta

los resultados anteriores.
cie = Min (¢, €is + ca) para toda ;s ¥ o, i35 E.
C1y = L = Min {ﬁu, £ 4+ EH:l = Min {23. 30 + Ig':I = 23,
l:'ul =T [T - Min {ﬂ15,¢|3 + -I'.'H} oy Mih {-WJ Eu + 4.] = 34’
€18 = €5y = Min {5, €35 + £35) = Min (13, 30 + 43) = 13,

Al finalizar las n iteraciones (en este caso n = 7), la matriz de costos
minimos resultante entre cualquier par de nodos es:

1 2 3 4 5 B )

i 11 30 23 15 32
11 0 25 12 i 21
30 25 0 13 24 4
23 12 13 0 11 9
13 2 24 11 0 20
52 pa & ] 0 0
14 3 5 10 1 1

Matriz de costos minimos

Sl O B el L BT s
=% B88 88

La siguiente matriz de etiquetas, indica el nodo intermedio en la ruta
mis econdmica entre cualquier par de nodos de la red.
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=
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e - T R
L A N

Matriz de nodos intermedios con rutas dptimas

La interpretacién de las dos matrices anteriores se explica a continua-
cion. Supingase que se quiere encontrar la ruta més econdmica y su
costo, del nodo N, al nodo N,. 5i la entrada (p, g) en la matriz de nodos
intermedios es k, se veria entonces la entrada (k, g). 51 esta es j, se veria
entonces la entrada (j, g) y asi sucesivamente, La cadena mdis corta se-
ria entonces la N,, Am, Ni, Agy, Ny, ..., Ng La entrada (p,q) en la
matriz de costos daria el costo de la ruta mis econdémica de N, a N.

Por ejemplo, la ruta mdis econbmica del nodo N, al nodo N; se iden-
tifica asi:

(3,2) =6
(6,2) = 4

(4,2) = 2.

Esto quiere decir que la ruta mids econdmica del nodo Ny al nodo N,
estid dada por la cadena N, Ay, Ng, Aes, Ny, A4z, N2, con un costo dado
por la entrada (3,2) de la matriz de costos, que es 25 umdades.

Aplicaciones a otros problemas: rutas de mdxima capacidad
entre cualquier par de nodos de una red

T. C. Hu [7, 32] extendié el algoritmo anterior para resolver el pro-
blema de encontrar las rutas de maxima capacidad entre cualquier par
de nodos en una red. En efecto si uy; es la capacidad del arco A;; la
operacidn triple que se aplica aqui se define como:

Wi = Mix [u;, Min (up, ugy)], para toda § j=k.

La matriz de etiquetas que permite conocer las rutas, se construye a
base de la siguiente definicidn:

Wi {Er', k), siugy < Min (u, uy).
t,; L
(2, 1), si wiy > Min (ug, u;).

Se concluye esta seccion mencionando que T. C. Hu y Torres [36]
han desarrollade un método de descomposicién de redes extremadamente
grandes, con objeto de resolver problemas de cadenas mmiltiples a costo
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minimo y rutas de capacidad mixima entre cualquier par de nodos de

una red.

4.8. Problemas de flujo maximo a costo minimo

Este tipo de problemas de flujo miximo a costo minimo es una
combinacién de los dos problemas que se han analizado en forma inde-
pendiente en las secciones anteriores. Este tipo de problemas tiene una
aplicacién bastante amplia dentro del drea de optimizacién de recursos.
Antes de definir su estructura matemdtica asi como los métodos de solu-
cibn (se darin dos), se formula un problema real en forma de red.

1. Problemas de comercializacion de un solo producto

Supéngase que la CONASUPO, en su programa de comercializacién
del maiz, puede, en cualquiera de N periodes de tiempo en el futuro, com-
prar, vender, almacenar o distribuir este grano. En el periodo i(i =1,

1 Venta en el pariodo 1
- (V. ¥y, —5yp)

Cantidad
eimacenada
durante &l

periado 1
(ryug. Pyl

Venta en ¢! periodo 2 0)
(Vgr¥a.—=5y) O Flujo
\\ de malz
Cantidad almacenada

durante el perlodo 2

O LR VT Y

Cantidad almacenada
durante el pericdo N—1

Venta en el periodo N

-]

(Vg Vg =3y
Nota: En cada arco s& indica nﬁmum
primere su capacidad minima, durante el
desplies su capacidad méxima periodo N
y por dltimo su costo wnitarie

{r"!“.lF"}

Figura 4.19
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...sN), la empresa debe comprar un minimo de a; > 0 unidades de
maiz, para poder satisfacer su programa de ventas. Sin embargo, con
objeto de no monopolizar la comercializacidén de ese grano, la compaiiia,
por decreto gubernamental, no puede comprar mas de b; > 0 unida-
des, que vienen a representar un cierto porcentaje de la produccién na-
cional (generalmente un 209 ). Por otro lado, este organismo descen-
tralizado puede almacenar en sus instalaciones un miximo de sy > 0
unidades durante el periodo i(i = 1, ..., N). Por consideraciones de casos
imprevistos, la CONASUPO mantiene una reserva reguladora en su al-
macenaje del maiz, que no debe bajar de r; > 0 unidades en el periodo
ifi=1,...,N). Por otro lade la compaiiia ha contraido una obligacién
de ventas de v; > 0 unidades en el mes i. Se supone que los precios uni-
tarios de compra, almacenamiento y venta durante el periodo i(i = 1,
.+.,N) son respectivamente ¢; >0, py >0y 520, 1=1,...,N.

¢Cudl debe ser el programa de comercializacién del maiz que debe
seguir lJa CONASUPO durante los préximos N periodos, tal que le per-
mita minimizar sus costos de operacion?

Este problema puede formularse como una red en que se desea hacer
pasar la mayor cantidad de maiz al costo minimo, atendiendo a todas
las restricciones del problema real. En efecto, el flujo en el arco 4,
indica la compra en el primer periodo. Como se observa en la figura
4.19, la capacidad minima del arco es a;, es decir que necesariamente
deben pasar a; unidades de maiz. En la realidad a; es la compra minima
que CONASUPO debe realizar en el primer periodo. La capacidad ma-
xima en ese arco es by, indicando lo miximo persimible que la empresa
puede comprar en ese periodo. El costo unitario en ese arco es ¢, que
es lo que la compaiila paga por tonelada de maiz ($1500). De manera
analoga, los arcos A, ..., 4, indicarian respectivamente las compras
realizadas por la CONASUPO en los periodos 2,3, ..., N.

El arco 4, representa la venta de maiz de la empresa a los consu-
midores en el primer periodo. Como se sabe que van a ser v; unidades, se
igualan las capacidades mdximas y minimas de ese arco. 5i la venta
oscila en un rango, el limite inferior del rango seria la capacidad minima
de flujo del arco y el limite superior la capacidad méxima de flujo del
arco. Por lo venta del maiz la CONASUPO percibe un ingreso de 5
pesos por tonelada. Como los modelos de redes trabajan con costos, se
escribe como costo unitario de ese arco, un costo negativo (igual a m-
greso) de menos 5, unidades. De manera andloga los arcos Ay ¥y Aar
representan respectivamente las ventas en los periodos 2,...,N.

El arco 4,, representa el almacenamiento del maiz en las bodegas
de CONASUPO durante el primer periodo. Se debe dejar almacena-
do un minimo de r; unidades, por lo que la capacidad minima de ese
arco €3 r;. No se puede almacenar més de u, unidades. E] costo unitario
por el almacenamiento son p, unidades. Andlogamente, los arcos que
salen de los nodos N, y N, representan respectivamente el proceso de
almacenamiento durante el segundo y el Gltimo periodo del herizonte
de planeacién de N periodos.
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Los arcos Ay, A, v Ay sitven dnicamente para conectar el flujo a
un destino comin. El flujo que va a pasar por esos arcos queda deter-
minado por las mismas condiciones del problema y por eso, trivialmente,
se le pone un costo y capacidad minima de cero y una capacidad mai-
xima de infinito.

5i se consigue fluir la mixima cantidad de malz a costo minimo, los
flujos resultantes serin las componentes de la solucin 6ptima que se

husca.
A continuacién se analiza la estructura de estos problemas v sus mé-

todos de solucidn.

Formulacidn matemdbica

El problema de flujo miximo a costo minimo puede representarse
matemdticamente como

Min 2 = XY ¢; Xis

Ajg
sujeto a

-, 81 N,=N,
P Xy — DX { o o Nyt N, N (4.3)
v, a1 Ny =N
0 E x” ":_: uyy, para toda .e‘i{;,
o > O

En esta [ormulacion, las variables de decision son las X;; (una para
cada arco) y el flujo total, . Se explican ahora dos métodos de solucidn,
uno heuristico, disenado por Busacker y Gowen [13] ¥ el otro basado en
el teorema dual de holguras complementarias (teorema 2.12 y 2.13),
que sirvid a Ford y Fulkerson [5] para desarrollar uno de los algoritmos
més potentes y elegantes de toda la Investigacidn de Operaciones, Este
algoritmo se conoce con el nombre de out of kilter, que en castellano
significa fuera de orden,

Algoritmo de Busacker y Gowen,

Paso 1. Xy = para todos los arcos d4; y v = 0.
Pase 2. Constriyase un nucvo costo &5y en el arco 4y basado en
la sipuiente definicidn:

cig ™ &4, 81 0 < Xy < uyy (el costo no cambia).

Lig™ oo, 86 Xy ™ uyy {el arco s satura).

Cp ™= —ciy, 8l Xyy >0 {arcos en reversa para posible
reduccién de flujo).

Pase 3. Encuéntrese la ruta mas econdmica del nodo fuente N, al
nodo destino N, basado en los costos ¢;; e utilizando cual-
quier algoritmo disponible, por ejemplo, el de Dijkstra, ex-
plicado en la seccién 4.5.
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Mindese la mayor cantidad de flujo permisible por la ruta mis ece-
nimica que se encuentre, es decir, hasta que uno o varios arcos que
componen esta ruta se saturen,

Afiddase al flujo actual en toda la red, el flujo adicional que se
encuentre en este paso. 51 todas las rutas que conducen al destino N
estin saturadas, la solucién 6ptima ha sido encontrada. De otra manera,
regrese con el flujo actual al paso 2.

Ejemplo. Supémgase la red que se muestra en la figura 4.20. Los ni-
meros en los arcos representan respectivamente la capacidad minima,
maxima y el costo unitario.

(0,1,1) (Tw., (0,1,2)

Tteracion I
Paso 1. v =10,
I“’ — ﬂ', para toda Aif‘

Pase 2. E.:] =1, t4a = E',, Ciq = 2,
EiF - 2:-
Eal = l, i1y = E, .F.:: -],

Pasp 3. Utilizando el algoritmo de Dijkstra se encuentra que la ca-
dena mis econdmica de la fuente al destino es la N,, 4,,, N,
-I'I-:_:_, N:, .d.j;l, Nh Q biﬂtl ]ﬂ Nﬂ Allﬂ- Na,. A;:, N:_. A:t, Nl_.. ame-
bas con un costo de 4 unidades.
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En ambas rutas, la mixima capacidad de flujo que se puede mandar
es una unidad. Se ha elegido arbitrariamente la primera cadena.

Tteracién 2

Paso 2, El flujo actual y los nuevos costos, junto con los arcos en

reversa para posible disminucién del flujo, se muestran a
continuacién.

Figura 4.21

Los nuevos costos son:

tn = co (por estar saturado el arco 4,).
€1z = oo (por estar saturado el arco A;.).
€3t = oo (por estar saturado el arco Aa).

¢1s = —1 (por tener el arco A4,, flujo positivo).

¢nn = =2 (por tener el arco 4,; flujo positivo).

=

€1p = =1 (por tener el arco A, flujo positivo).

los restantes ¢;; permanecen igual.

Paso 3. Aplicando el algoritmo de Dijkstra se encuentra que la ca-
dena mis econdmica es la N,, A, N, dss, Na, Aoy, Na, Aug,
Ny Ay, Ny con costo de 1 +2 =2+ 2 + 2 =5 unidades,
El flujo maximo que puede pasar a través de esta cadena es
una unidad, tal como se muestra a continuacion.
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Figura 4.22

Nétese que el flujo de una unidad en 4y se cancela con el flujo
de una unidad de A;. El resultado neto es que eliminando el flujo en
Ay se puede incrementar el flujo total de la red a dos unidades. La
solucién OSptima consiste en mandar dos unidades (tal como se muestra
en la figura 4.22} a un costo de nueve.

El algoritmo del “out of kilter”

El algoritmo de Busacker y Gowen, que se acaba de analizar tiene
la gran ventaja, que es muy ficil de entender y de utilizar para pro-
blemas relatvamente pequefios. Su gran desventaja consiste en que en
cada iteracién se requiere la construceidn de nueveos arcos, los arcos en
reversa, y por lo tanto, el nimero de elementos de la red original también
aumenta. En redes de tamafio medio y peor ain, en redes de gran dimen-
sién, esto resulta un inconveniente muy serio, pues la memoria de la
computadora tiende a saturarse rapidamente. El efecto neto de la logica
del algoritmo de Busacker y Gowen, es que limita de inmediato el ta-
maiio de las redes que se pueden resolver,

Por tal motivo, Ford y Fulkerson [3], desarrollaron un algoritmo, al
cual bautizaron con el nombre de out of kilter que resuelve el problema
de flujo maximo en una red a costo minimo, sin modificar la estructura
de la red (no se aiaden o reducen arcos y nodos), Este algoritmo estd
basado en los teoremas 2.12 y 2.13 de la programacién lineal (teore-
mas de holgura complementaria).

Para explicar la teoria que justifica a este algoritmo conviene re-
escribir la formulacién matematica del problema que se quiere resolver,
dada en (4.3), de la siguiente manera:
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Min ¥ ci; Xij
H”
sujeto a
(P) Xiyy— Xpy =0, paratoda Ay y du, jFZE  (4.4)

0 <l < Xy < uyy, para toda Ayy.

A continuacién se trata de obtener la formulacién dual del problema
primario, La formulacién dual no es ficil de obtener, v por lo tanto se
sugiere trabajarla en un ejemplo muy pequefio y de ahi tratar de gene-
ralizar. Se toma una red como la de la figura 4.23.

Figura 4.23

El problema primario es:

Min ¢pds + cpedee + 61080 + ¢l + 20X o
sujeto a

i) flujo que entra a un nodo = flujo que sale del nodo

Variable

dual

Iu_ - Xu - X" = D tﬂﬂdﬂ ]] I,

X,r: + Xu - -T-r:: by 0 {Hﬂdf-‘l 2} II:

= Xn — Xz = p {nodo s5) 11,

X” + Igr = =g |:I'.|.C|'dl] t:l Hg_.

#) Flujo en un arco > capacidad minima del arco

Variable

dual

X 2in =0 {arco -l"ln} Bat

Xeg 2l 20 (arco Ays) L

Xig 2 ha 20 (arco Ay,) . P

Xig 2L 20 (arco Ay S14

Xy 2l 20 (arco Age) 2s-
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iti) Flujo en un arco < capacidad mixima del arco

Variable
dual
X g (arco Aaq) Yo
Xz S Up (arco Aa) Yz
Xis ":_: LET [mﬂ Ail} Yz
X < uy (ﬂmﬂ J'!:u'_i Tie
X < uy (arco Aa) Yai-
El problema dual es el siguiente:
Méx OIT; + OIl; + oII, — oIl; + L8, + Liades
+ liaBia + LBy + Leder = Yayn = Yaye
= WypYir = Ugpyue T UapYae
sujeto a
I, - 1, + 8 — < ¢n
Il — 11, + 8,2 ~ Yaz < Cnt
= II, + Il + 812 = ¥ iz < Cia
- I, + 11, + 8y el BT < Cu
el | + I, + 82 = Y < Cme

B.l]. E D: BH 2 ﬂi a'.IE 2 Ui B'IJ! 2 ﬂ: BH ,:i ']-
T = 0, Yz = U: Y1z =0, Tus =0, Tt E 0.
II;, ITs, II,, IT; no restringidas en signo.

En términos generales, si la formulacién primaria de un problema
de flujo miximo en una red a costo mimmo es

Min £ = E-::;,Ii,

Ay
sujeto a
- Xy+Xnu= 0 para todo arco Ag;, A, j55k,  (4.5)
xu :_5" I” E ﬂ, para todo arco ..r!q,
- Xy > —tig;, para todo arco Ay,

entonces, asociando las variables duales II; (para todo nodo Ny) 844, vy
(para todo arco A;;), respectivamente con la primera, segunda y tercera
seric de restricciones primarias, se tiene la siguiente formulaciém dual:

Max 22 (L — wiyy)

Ay
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sujeto a
= II; + I; + 843 — vy EFU,
para todo arco Aj,

diy 20,
para todo arco Aij, (4.6)

ris = 0,
para todo arco A

II;, no restringida en signo,
para todo nodo N;.

Aplicando ¢l teorema 2.12 de la dualidad se tiene:

I (Xu = Xyy) =0,
para todo nodo N, y todos los arcos Ay, Adqy, 55 k.

By (Xay — Lig) = 0,
para todo arco Ay;. (4.7)

vip (— Xy +uy) = 0,
para todo arco A;;.

Xy leyy + 1L — I — 3” + TH} = {],
para todo arco 4y y todo nodo Ny, N,

Por ¢l teorema 2,13 las condiciones (4.7) implican lo siguiente:

si §;; > 0, entonces Xy = [, para todo Aij,
s1 yi; = 0, entonces Xy = uy;, para todo Ay, (4.8)
E.i }:” :..'-"ﬂ! Entonces —1-.[1, -+ Hf + Eij = ¥ij = fiy,

para todo N;, Ny y todo A;;.

Como el flujo X;; en el arco 4y no puede tener al mismo tiempo el
valor del nivel inferior [;; y superior uy; (a menos de que [;; = w;; para
el arco Ay;), se puede concluir de (4.8) que 8;; y yi; no pueden ser
positives sirnultineamente. En otras palabras:

si §;; > 0, entonces y;; = 0, para Ay,
(4.9)
si ygy > 0, entonces 8;; = 0, para A;;.

Obviamente, 8;; y y;; pueden ser igual a cero simultineamente. Si se
hace en la tercera restriccion de (4.8) el siguiente cambio de notacion:

E” = L + II-i oy HI — B” = Yij; para tﬂdﬂ. .e'{” {‘1:'.1[]]
entonces se tiene que, 8i ¢;y > 0, esto implica que 3;; — yi; > 0 y esto

a su vez, por (4.9), indica que &;; > 0 y yi; = 0 para el arco A4;;. Pero
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esta condicion vuelve a implicar que Xiy = li; en el arco 4;;. Por el otro
lado, si ¢;; < 0, entonces 8y — yiy <0, 0 sea iy < yiy, 8 decir que
vij >0y 8 =0, por (4.9). Esto, a su vez, indica que en el arco Ay,
el flujo Xi; = uyy. Por ultimo, st ¢y = (), se tiene que 8;; — vi; = 0,
o sea 8;; = yy;. Esta condiciém, puede ocurrir si y solo si 85 = vy = .
Pero esto, a su vez, indica por (4.7) que en el arco A4;; se ticne

hy € Xy < wyy

Resumiendo:

si ¢gy > 0, entonces Xy = [;; en el arco Ay,
si ¢y = 0, entonces Iy < Xy < wiy en el arco Ay, (4.11)
si o4y < 0, entonces X;; = uiy en el arco Ay,

Ford y Fulkerson [3] encontraron las condiciones necesarias y suficien-
tes que el flujo Xy; en el arco A;; debe satisfacer, para que sea dptimo.
El siguiente teorema presenta esas condiciones,

Teorema 4.3. La condicion necesaria y suficiente para que Xy, sea
optimo en (4.4) es que sea factible y existan variables duales II;, 8;; v
vij asociadas con (4.6), tal que cumplan con las siguientes condiciones:

al 51 E” = [, entonces J’if = f” B .:'l”,
b} gl E” . u, entonces Iij E Iij E Wiy en A”J
¢} si €y <0, entonces X;; = u;; en Ay,

donde
E” = Ly + IIi-]T, - E”“"T”, PAara tﬂdﬂ. ..l"”.

Prueba, Resulta directamente de la aplicaciéon del teorema 2.12 v 2,13
sobre el problema primario (4.4) y su correspondiente dual (4.6).

Las condiciones de optimalidad que proporciona el teorema 4.3 pue-
den ser violadas en cualquiera de las siguientes seis condiciones:

iy >0y Xy <Ly 6 Xoy > I para Ay,
Eij= 0y Xiy < 1i; & Xqj > uy; para Ay, (4.12)
Ei;< 0y Xy < uyy 6 Xiy > uyy para Ay,

Lo ingenioso del algoritmo de Ford y Fulkerson, es que puede em-
pezar con cualquier clase de flujo Xi; en la red. Si este flujo, para empe-
zar ya es [actible, entonces, el algoritmo lo convierte en Sptimo. Si por
el contrario, el flujo no es factible porque viola alguna o todas las con-
diciones en (4.12), el algoritmo lo convierte primero en factible y des-
pués en optimo. El algoritmo no modifica la estructura de la red, dejando
constante el nimero de arcos y nodos originales.

El nombre de out of kifter, que significa fuera de orden, proviene
de que cuando un flujo esti “en orden”, es que satisface el teorema 4.3,
pero cuando estd “fuera de orden”, es decir en alguna de las situaciones



Red con fuentes y destinos mditiples
Figura 4.24

de (4.12}), el algoritmo lo “pone en orden™ (es decir que satisfaga el
teorema 4.3).

Ford y Fulkerson requieren que todos los elementos Ij; v uyy sean nu-
meros enteros para todos los arcos A;;. Ademis, requieren que la red a
resolver sea circulatoria,
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Una red circulatoria es aquella en donde priacticamente han dejado
de existir el nodo fuente y el nodo destino. Para convertir una red comin
v corriente que tiene varios nodos fuente, por ejemplo (s5,s5) vy vanos
nodos destinos, por ejemplo (s, ¢, ;) como la que se muestra en la
figura 4.24, a una red circulatoria, hay que construir primero una red
equivalente con un nodo superfuente y un nodo superdestino. Esto se logra
anadiendo un nodo artificial 5 unido a los nodos fuente originales por
arcos A, 41, Ay, etc. con costo cero, capacidad minima cero y capacidad
méaxima igual a la oferta del nodo fuente original. Ademds, se construve
un nodo destino artificial ¢, unido a los nodos destinos originales por
arcos Ay ¢, Ay, etc., con costo cero, capacidad midxima infinita y capa-
cidad minima igual a la demanda del nodo destino original, Grificamente
se muestra esto en la hgura 4.25,

Para convertir la red anterior (con un solo nodo fuente y un solo
nodo destine), a una red circulatoria, afildese un arco A;, gue una
al nodo superdestino con el nodo superfuente. Este arco tendria un alto
costo negativo® (para obligar a la circulacién del flujo), capacidad mi-
nima dada por la suma de todas las demandas de los destinos originales,
y una capacidad maxima dada por la suma de todas los ofertas de los
nodos fuentes originales. Obviamente, para que el problema resulte fac-
tible, la capacidad midxima de este arco 4;,, debe ser mayor o igual a su
capacidad minima. Grificamente se tiene

—a

3 2 : r
22w

Figura 4.26

11 Recuérdese que un costo negativo es un ingreso.
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A continuacién se pasa a explicar e ilustrar este potente algoritmo. La
explicacion se hace a base del diagrama de flujo que aparece en el
siguiente desplegado.

La ilustracién del algoritmo se hace sobre la red que se muestra en
la figura 4.27 con datos iniciales dados a continuacién

s ——
— = e

Figura 4.27

Los niimeros en los arcos Ay indican respectivamente [y, %y ¥ €44
El flujo inicial (arbitrario) en cada arco también se indica como el ni-
mero sin paréntesis. Los precios duales asignados arbitrariamente a cada
nodo, son todos ceros vy estin indicados sobre el mismo nodo. Los costos
negatives representan ganancias,

Primera iteracion

Se calcula
E” = c”+l'Ii - Hj

para cada arco A;;. Como todas las II; = II; = 0, en esta iteracibn ¢y =
i para todo A;;. Los arcos d,s, Ay y Az estin en orden pues satisfacen
las condiciones del teorema 4.3. Asi, por ejemplo, ¢12 =220, lo que
implica que el flujo X,. debe satisfacer X, = [;,; = 2. X, esti en orden,
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porque en efecto, Xy = [,;. Conviene que el lector se cerciore que, X,
y Xas también estin en orden.

Se analizari arbitrariamente el arco A4,y que estd fuera de orden.
¢u=12>0 lo que indica que Xy deberia ser igual que l3 = 1. Pero
Xia=2>10L,=1, y por lo tanto, se reduce el valor de X,, al valor
Iu = 1. Se hace

= Xy —lyy=2—1=1

y se etiqueta a N, con (1,3°). El objetivo es etiquetar a N, Siguiendo
el diagrama de flujo se llega al bloque donde hay que cambiar el precio
dual de los nodos. El conjunto E, tal como se aprecia grificamente en
4.27, lo forman los nodos {N,}, mientras que E lo forman {Ny, N;, Ny, N:}.
Por lo tanto

A= {4"::, ..-'l“}
..I'!' - {Aai}
3 = Min [2,1] =1
ﬂ, =3
§ = Min [1,3] = 1.

Se afade 3 = | unidades a II;, I, II,, II;, mientras que II, sigue
siendo igual a 0. Al término de la primera iteracién se tiene grafica-
mente que

. — e

r""-'--_ E --'1"'“*--...*
( 1 ~
\ LA
\
\\
P \
[ a3 \
| \
\ o |
\ |
\ |
\ |
\ i,
— ..-;
- .

Ya no se indican en la red l uy, v o,
Solamente se indica x;, 7r;, y etiquetas
(9. i)
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Segunda iteracion

3¢ han modificado las ¢i; a los siguientes valores &5, = 1, 6,3, = 0,
Eu - 2; C35 ™ ];- Cas ™ 3, Cox ™ 1;- Caz = l;- Em = "'E', g = —2.

Con las nuevas ¢;;, Jos siguientes arcos estiin en orden: A;s, Az, Asn
y Ass. Asi por ejemplo, se tiene que £,; = 0, lo que implica que L, <
Xis <y, 082 1 <2<4 por lo que Xy; esti en orden (en la itera-
cibn anterior X;; estaba fuerg de orden). Es interesante notar que los
arcos que estaban en orden durante la primera iteracidn, permanecen
én orden al empezar la segunda iteracion.

Se analizard ahora el arco A Como €33 = 3 >0 se debe cumplir
que liy = Xs:. Sin embargo, Xy = 3 > [ = 1, por lo que se debe dis-
minuir el valor del flujo a la capacidad minima. Se etiquetard a N; con
{qa, 5 ) donde

Qs ™ Xpg = Iy =3 — 1m 3,

El objetivo es etiquetar al nodo N No se puede encontrar una cade-
na de Ny a N; v por lo tanto se construyen los siguientes conjuntos:

E = {N,, N}

E = {N;, N, N;}
A, = {.r!,,,.d“}
d-z b {d"!n].

(véase la figura 4.28)

Figura 4.29
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Se calcula a continuacidn el valor de §:

3, = Min {1,3) = 1
8, = Min {—(—2)) =2
$ = Min {1,2) = 1.

Por lo tanto, IT; =0, Iy =1, TI; = 11, = II; = 2. Al concluir la se-
gunda iteracion, los flujos no han cambiado, pero si, los precios duales
asignados a los nodos, tal como se muestra en la figura 4.29.

Tercera tteracion

Los nuevos valores de ¢y son:

E;u"n, Eu-=ﬂ, E“'“S,E“-l, EH-E, E,u- 1_,

fag = 2: = —=1, tpe = -2

No se ha aumentado la lista de los arcos que estin en orden, por lo
que se continlia con el andlisis del arco Ay, que aln estd fuera de orden.

Como ¢y = 2 > 0, esto implica que Xy = 5. Pero Xy = 3 > I = 1,
por lo que ain hay que reducir ese flujo. Siguiendo la logica del diagra-
ma de flujo. Se encuentra con que existe la posibilidad de una cadena
del nodo N, al N,. 51 esta cadena existiera contendria arcos en reversa,
por lo que se conseguiria una reduccién del flujo en Ay

¢Existe esa cadena? El nodo N: no puede etiquetarse'* desde N,
porque

€3 =320, pero Xos =1 no es mayor que [y = 1.

Sin embargo, N; si se puede etiquetar desde N, porque
£y =10 ¥ Ly =1 £1¥1:=2{uu-4=

El nodo N; se le etiqueta con [Min {gs, Xu—0,), 3], o [Min
(2,2—1),3?], es decir (1,3). Del nodo N, se puede etiquetar ahora al
node N, porque

E,.-l.'l ¥ ‘1:_2531:=2£ﬂ"=5.

Se etiqueta a Nz con [Min (1,5-=2), 1*] = (1,1*). Un minuto de
meditacion por parte del lector (siguiendo el diagrama de flujo del algo-
ritmo), corroboraria que tanto el node N, como el N; no pueden ser
etiquetados del nodo N;. Por lo tanto, tampoco en esta iteracién se ha
podido encontrar una cadena de N; a N,

12 El lector deberid convencerse sigtiendo el diagrama de flujo.
13 Este mismo andlisis se hizo implicitamente durante la segunda iteracién.
Conviene que el lector haga jos andlisis explicitamente.
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Tal como se muestra en la figura 4.29 se tiene

E = {N,, Ny, Ns}
E = {N, N;}
Ay - {A:s;.d"!n}

J‘lg = {1{51}.
Se calcula
§; = Min {1,2} = 1

= Mmn{-(—1)} =1
8 = Min {1,1} = 1,

por lo que I, = 0, Iy = 2, II, = 1, I, = II; = 5. Al concluir esta ite-
racidn, se tiene grificamente lo siguiente:

Cuarta #eracidn

Los nuevos valores de £;; son:

E,,-l], Eu'-ﬂ', Eu‘ﬁ,fz:.:ﬂ; -F;::.*]sEl:-Ej

I!:'ﬂ = 3* EUI = [L Eﬂ'l = _2.

Ahora, los siguientes arcos estan en orden: Ay, Ay, As, Asn, Ag.
Continuando el analisis del Arco Ay, de una manera andloga a las ite-
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raciones anteriores, se encuentra que la cadena de N; a N, esti formada
por Ni, As, Ny, Ays, Nay Ags, Ns. Al nodo N; le corresponde la etiqueta
(2,5}, al Ny la (1,3), al N; la (1,1*) y por dltimo al Ny la (1, 2+).
Se ve ahora chmo se caleuld la etiqueta del node N, Dado que &3 = 0
¥l =2 < Xog = 2 < ugs = 6, la etiqueta de N; es [Min (1,6—2),2] =
{1, 2+}.

Siguiendo el diagrama de flujo se entra a la subrutina de cambio
de flujo. Se cambia el flujo en esta cadena afiadiendo el valor gs = 1
al flujo en los arcos normales y restando ese mismo valor de los arcos en
reversa, Asi se tiene que

Xiz=2+1=3 (normal)

Xi=2—=1=1 (arco en reversa, porque la cadena utiliza al
arco Ay )

Xes=24+1=13 (normal)

Xy=3—1=2 (porque se trata del arco 4,5 que se esti anahi-
zando en esta iteracion, y al cual se debe re-

ducir su flujo).

i — ———
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Los arcos que no pertenecen a la cadena retienen el mismo flujo que
antes es decir:

Apy=1l, Xp=1, Xyu=0 Xp=4 Xu=1l

Las condiciones de la red al término de esta iteracién, se muestran
griaficamente en la figura 4.31.

Quinta tteracion

Ya en forma abreviada se tiene:'*

a) Arcos en orden: Ay, Axy, Ass, Az, Asa.

b) Arco fuera de orden que se investiga: A,s.

€) 3™ 0, =0, =3, €5 =0, cgs=1, E.u-z, Caz = 3,
€5y == U;. Cpe = =2,

d) €2z=1>0, por lo que X, = ls;. Pero X3 =2 > 13 =1, Hay
que disminuir el flujo X

e) Ny se etiqueta (gy,5) *= (Xas — Iss, 5). El objetivo es etique-
tar N;.

f) No es posible encontrar una cadena de N; a N,.

Ej E= {N;}, E- {Nl_, Nz_, N'I-.! Nﬂ.} {\’ET :ﬁE'LII'E- 4.3]}.
4, = {Axn}, 4: = {8}
8, =1, 8 = o, 8 = Min {§,,8;} = 1.

h) My =1, My =3, II, = 1, 11, = 4, IT, = 4. Flujos no cambian.

i} Al término de la quinta iteracion se tiene grificamente:

3

(1.57)
Figura 4.32

14 Conviene que el lector detalle cada paso de cada iteracidn,

1
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Sexta iteracion

a) Arcos en ordem, mismos que en la iteracién pasada, mas el Ay,

b) Arco fuera de orden que se investiga: A,

ia'} =0, cu=1 cu=4 €u=10, E::-np =2 tu=4¢

d) Cia=2>0, por lo que Xy = lis. Pero Xy =1 <liz = 2. Hay
que aumentar el flujo X,

¢) N, se etiqueta (gs, 4*) = (la — X, 4*) = (1,4*). El objetivo es
etiquetar N,.

f} La cadena que une a N; con N, es la Na, dus, Ns, Aoy, Nio A
los nodos N y N; se les etiqueta respectivamente con (1,2*) y
(1,5%).

g) Se cambia el valor del flujo del arco, sumando g, = 1 a los flujos
de los arcos normales y restando la misma cantidad a los flu-
jos de los arcos en reversa. Al arco A, habri que aumentarle una
unidad de flujo, tal como se indica en el inciso (d) de esta ite-
racién. Los precios duales en los nodos no cambian.

h) Al término de la sexta- iteraeién, se tiene grificamente lo si-
guiente ;

3

Séptima iteracicn

a) Se afiade a la lista anterior de arcos en orden el arco A,
B} Se investiga el arco A,.
¢} El valor de las ¢;; no ha cambiado desde la Gltima iteracifn.
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